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Résumé. — Notre étude porte sur une catégorie de structures de Poisson singulières
holomorphes au voisinage de 0 ∈ Cn et admettant une forme normale formelle polyno-
miale i.e. un nombre fini d’invariants formels. Les séries normalisantes sont divergentes
en général. On montre l’existence de transformations normalisantes holomorphes sur
des domaines sectoriels de la forme a < argxR < b, où xR est un monôme associé au
problème. Il suit une classification analytique.

Abstract (Analytic classification of Poisson structures). — Our study deals with
some singular Poisson structures, holomorphic near 0 ∈ Cn and admitting a polyno-
mial normal form, i.e. a finite number of formal invariants. Their normalizing series
generally diverge. We show the existence of normalizing transformations, holomorphic
on some sectorial domains a < argxR < b, where xR denotes a monomial associated
to the problem. Follows an analytic classification.

1. Introduction

Étude locale des structures de Poisson. — Les structures de Poisson sont des gé-
néralisations naturelles du crochet de Poisson sur une variété symplectique :
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322 P. LOHRMANN

soient M une variété analytique (pas nécessairement de dimension paire) et
Cωp l’anneau des germes en p ∈ M de fonctions holomorphes sur M . Une
structure de Poisson sur M est la donnée, en tout point p ∈ M , d’un crochet
{. , .} : Cωp ×Cωp → Cωp bilinéaire, antisymétrique tel que pour tout f, g, h ∈ Cωp
les applications {f, .} et {., f} soient des dérivations de Cωp , et tel que l’identité
de Jacobi {f, {g, h}} + {g, {h, f}} + {h, {f, g}} = 0 soit satisfaite. En coor-
données locales une structure de Poisson est définie moyennant un champ de
bivecteurs Π =

∑
i<j Πij(x) ∂i ∧ ∂j où on pose ∂i := ∂/∂xi. Le crochet {f, g}

associé est la contraction du 2-tenseur contravariant Π avec les 1-tenseur cova-
riant df et dg i.e.

{f, g} =
∑
i<j

Πij(x)(∂if ∂jg − ∂ig ∂jf).

Du fait de l’identité de Jacobi on doit avoir
∑n
l=1(Πil∂l(Πjk) + Πjl∂l(Πki) +

Πkl∂l(Πij)) = 0 pour tout 1 ≤ i, j, k ≤ n (n désigne la dimension de la variété
sous-jacente M). Soit f ∈ Cω. On appelle champ hamiltonien de f relatif à Π

le champ de vecteurs XP i tel que LXΠ
(g) = {f, g} pour tout g ∈ Cω, soit

(1.1) XΠ =
∑
i<j

Πij [∂i(f) ∂j − ∂j(f) ∂i]

en coordonnées locales.

Remarque. — La différence d’une structure de Poisson et d’une structure
symplectique consiste dans le fait que le rang d’une structure de Poisson Π

(= le rang de la matrice (Πij)) n’est pas nécessairement localement constant
et peut différer de la dimension de la variété sous-jacente M . Dans ce cas ils
existent des fonctions de Casimir, i.e. des fonctions non-constantes f telles que
{f, .} = 0.

L’étude locale des structures de Poisson se ramène à l’étude des structures de
Poisson nulles à l’origine. En effet, A. Weinstein [22] a démontré un théorème
à la Darboux pour les structures de Poisson : pour tout p ∈ M il existe deux
entiers r et s avec n = 2r + s, ainsi que des coordonnées holomorphes locales
(p1, . . . , pr, q1, . . . , qr, x1, . . . , xs) telles que

Π =
∑

1≤i<j≤r
∂pi ∧ ∂qi +

∑
1≤i<j≤s

πij(x)∂xi ∧ ∂xj ,

où πij désignent des fonctions holomorphes sur (Cs, 0) s’annulant en 0.
Les structures de Poisson qui s’annulent en 0 ∈ Cn et qui apparaissent de

manière structurellement stable se divisent en deux catégories : la première for-
mée des structures de Poisson possédant une partie linéaire non-nulle qui sont
de la forme Π =

∑
i,j lij(x)∂xi ∧ ∂xj + t.o.s., où lij désigne des formes linéaires
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sur Cn, et t.o.s. des termes d’ordre supérieur à l’origine. Ces structures de Pois-
son ont fait l’objet de nombreux études en catégorie formelle, holomorphe et
C∞. Citons le célèbre résultat de J. Conn [4] en catégorie holomorphe et C∞

d’après lequel on a une conjugaison vers la partie linéaire si l’algèbre de Lie
associé à la partie linéaire sur le cotangent est semi simple. Parmi les nombreux
autre résultats mentionnons celui de Stolovitch [18] qui concerne la conjugai-
son holomorphe vers une forme normale dans certains cas non formellement
linéarisables.

La deuxième classe de structures de Poisson structurellement stables est
celle des structures de Poisson à 1-jet nul i.e. à partie linéaire nulle, mais à
partie quadratique non nulle – de la forme Π =

∑
i,j qij(x)∂xi ∧ ∂xj + t.o.s.,

où on désigne par qij des formes quadratiques sur Cn. Après avoir étés étu-
diés la première fois par Arnold [1] ils ont fait l’objet de nombreuses études
dans les années 90 – on renvoie le lecteur au livre de Dufour-Zung [6] et à la
bibliographie qui s’y trouve.

En particulier, Dufour et Wade ont donné [5] une notion de forme normale
formelle pour les structures de Poisson à 1-jet nul très similaire à celle de
Poincaré-Dulac pour les champs de vecteurs – cf. section 2.

Classification analytique et formelle. — Dans [9], l’auteur de cet article à montré
un théorème à la Bruno pour les structures de Poisson : soit Π une structure de
Poisson à 1-jet nul. Il existe un biholomorphisme Φ : (Cn, 0)→ (Cn, 0) tel que
Φ∗(Π) soit une forme normale (au sens de Dufour-Wade) si deux conditions
sont satisfaites :

– une condition de petits diviseurs diophantiens (D), associés à la partie
quadratique de Π,

– une condition algébrique (C) sur la forme normale formelle de Π : l’en-
semble des fonctions de Casimir relatifs à la forme normale formelle doit
coïncider avec celui par rapport à la partie quadratique.

Une forme normale peut être considérée comme un représentant d’une classe
de conjugaison. Si (C) et (D) sont satisfaites les classes de conjugaisons analy-
tiques coïncident donc avec les classes de conjugaison formelles. Dans cet article
on montre que si condition (C) n’est pas satisfaite, les séries normalisantes di-
vergent en général. On donne (cf. section 6) un exemple d’une structure de
Poisson très simple Π qui ne satisfait pas condition (C) et qui admet une forme
normale polynomiale. De plus toute transformation normalisant Π diverge et
la classification analytique ne se réduit pas à la classification formelle. L’objet
de cet article est une classification analytique pour des structures de Poisson à
un jet nul satisfaisant un certain nombre de conditions techniques. Les hypo-
thèses faites ne sont pas les plus simples possibles, le but étant de montrer le
phénomène de Stokes.
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324 P. LOHRMANN

Notre démarche pour la classification analytique est la suivante : dans le but
d’avoir un nombre fini d’invariants formels, on cherche d’abord (cf. section 4) les
conditions les plus simples possibles assurant une forme normale polynomiale :
on considère des structures de Poisson de la forme Π = Π2 + xRΠR + t.o.s. de
partie quadratique Π2 1-résonnante – i.e. l’anneau des fonctions de Casimir
formelles par rapport à la partie quadratique Π2 est engendré par le monôme
xR, appelé générateur de résonances. On suppose ΠR = S∧C où S,C désignent
des champs de vecteurs linéaires diagonaux tels que LS(xR) = 0 et LC(xR) 6= 0.
Les divergences des séries conjuguant Π à la forme normale formelle Π2 +xRΠR

sont alors portées par xR.
Pour assurer que le caractère de structure de Poisson soit préservé par mul-

tiplication par une fonction, on suppose que la forme normale Π2 + xRΠR soit
produit extérieur de deux champs de vecteurs. En effet, on ne pourra faire une
classification qu’à multiplication par une unité analytique près.

Analyse. — On montre qu’ils existent des transformations normalisantes (avec
un développement asymptotique divergent en 0 ∈ Cn) qui sont holomorphes
sur certains domaines sectoriels DSs, s = 0, 1, de la forme a < argxR < b. Ces
transformations nous permettent d’associer une isotropie sectorielle à chaque
structure de Poisson appartenant à une classe de conjugaison formelle donnée.
Le groupe des isotropies sectorielles, qui sert d’espace classifiant, consiste en
les transformations holomorphes sur DS0 ∩DS1 préservant la forme normale.
Ils sont infiniment plats à l’origine.

Synthèse. — Une démarche, inventée par Martinet, Ramis et Malgrange [11]
[12] permet de synthétiser une classe de conjugaison analytique à partir d’une
isotropie sectorielle d’une forme normale donnée. Cette démarche est basée
sur le théorème d’intégrabilité des structures presque-complexes de Newlander-
Nirenberg.

Remarque. — Les transformations normalisantes Φs, s = 0, 1 qu’on donne
sont les mêmes que ceux utilisées par Stolovitch dans [16] pour conjuguer cer-
tains champs de vecteurs vers une forme normale. Stolovitch a montré que
ces transformations sont des limites de suites de transformations de la forme
(1 +Xi), où chaque Xi est la 1-somme (au sens de Ramis – cf. [14]) d’une sé-
rie formelle divergente, sur un secteur d’ouverture strictement supérieur à 2π.
Mais l’intersection ces secteurs n’est en général plus d’ouverture strictement
supérieur à 2π. Ceci signifie que les transformations Φs ne sont en général plus
des 1-sommes au sens de Ramis. En absence de certains petits diviseurs, Sto-
lovitch et Braaksma ont montrés dans [2] que les transformations Φs, s = 0, 1,
sont des 1-sommes d’une série divergente.
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Ce travail s’inscrit dans la suite des travaux de Martinet-Ramis [11], [12],
d’Ecalle-Voronin [7], [21] et de Stolovitch [16]. Il s’est fait dans le cadre d’un
projet de thèse sous la direction de L. Stolovitch et l’auteur le remercie pour
ses conseils et suggestions.

Guide de lecture, résumé. — Le résultat clef de cet article est le théorème 3.1 de
normalisation sectorielle, énoncé en section 3. Il affirme que si la condition (C)
n’est pas satisfaite on a sous des conditions (techniques) supplémentaires l’exis-
tence d’une conjugaison holomorphe vers une forme normale (polynomiale) sur
certains domaines sectoriels DSs, s = 0, 1, de la forme a < argxR < b. La
preuve de ce théorème occupe les sections 4 à 9. On termine en montrant en
section 10 comment on obtient à partir du théorème 3.1 des modules de conju-
gaison, i.e. une classification analytique.

Section 2 : notions préliminaires. — Dans cette section on rappelle quelques pro-
priétés premières des structures de Poisson et on donne la notion de forme nor-
male formelle de Dufour-Wade. De plus, on fixe des notations et on rappelle
des notions de développement asymptotique sectoriels. Le lecteur est invité à
consulter cette section uniquement au fur et à mesure des besoins.

Section 3 : théorème de normalisation sectorielle. — Quand la condition algé-
brique (C) sur la forme normale formelle n’est pas satisfaite, ils se pose, dans la
perspective d’une classification analytique, la question suivante : sous quelles
conditions a t’on un nombre fini d’invariants formels, i.e. l’existence d’une forme
normale polynomiale. D’autre part il se pose la question de l’applicabilité de la
théorie de la resommation des séries divergentes.

La théorie de la resommation des séries divergentes est actuellement limitée
aux séries (divergentes) à une seule variable. Suivant une idée de L. Stolovitch
[16], on se limite alors au cas 1-résonnant : on suppose l’anneau des fonctions de
Casimir formels relatifs à la partie quadratique engendré par un seul monôme
xR, appelé le « générateur de résonances ». On assure ainsi que les divergences
soient « portées » par un seul monôme xR, ce qui permet (sous des conditions
supplémentaires) de considérer les séries normalisantes comme des séries diver-
gentes à une seule variable z = xR, mais dépendant de paramètres.

Le cas le plus simple d’une structure de Poisson Π à 1-jet nul, 1-résonnante
et ne satisfaisant pas la condition (C) est

(1.2) Π = Π2 + xRΠR + t.o.s.

où Π2 est la partie quadratique (1-résonnante), xR le générateur de résonances,
et ΠR = C∧S, C, S champs de vecteurs linéaires diagonaux tels que LCxR 6= 0

et LSxR = 0.
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Le théorème 3.1 affirme qu’une structure de Poisson de la forme (1.2), sa-
tisfaisant certaines conditions techniques supplémentaires, est holomorphique-
ment conjuguée à la forme normale polynomiale Π2 + xRΠR sur des domaines
sectoriels DSs, s = 0, 1, de la forme a < argxR < b.

Section 4 : forme normale formelle polynomiale. — Le résultat principal de la
section 4 est la proposition 4.1, d’après laquelle une structure de Poisson du
type (1.2) est conjuguée à la forme normale polynomiale Π2 + xRΠR par une
transformation formelle.

La démonstration consiste essentiellement à montrer comment on passe
d’une forme normale avec une infinité de termes résonnants (dont l’existence a
été établi par Dufour et Wade dans [5]) à la forme normale polynomiale Π2 +

xRΠR. L’étape principale est la suivante : on suppose [xRΠR, (xR)mΠ(mR)] = 0,
où Π(mR) désigne un champ de bivecteurs homogène de degré deux, et [., ] le
crochet de Schouten (extension naturelle de la dérivée de Lie). Il s’agit alors de
montrer l’existence d’un champ de vecteurs de la forme (xR)mZ, avec Z champ
de vecteurs linéaire, tel qu’on a [xRΠR, (xR)mZ] = (xR)mΠ(mR).

Section 5. — Certaines propriétés obtenues au cours de la démonstration de la
proposition 4.1 nous permettent d’expliciter une structure de Poisson à 1-jet
nul, de type (1.2), telle que toute série formelle normalisante est divergente.

Section 6 : prénormalisation à la Dulac. — Comme les séries normalisant une
structure de Poisson Π de type (1.2) sont généralement divergentes, il n’existe
pas de transformation normalisable holomorphe définie sur un voisinage entier
de l’origine. Néanmoins, on obtient dans la section 6 une première réduction
du problème de classification : on y montre la proposition 6.1, qui affirme
l’existence une transformation Φ, holomorphe sur un voisinage de zéro, telle
que la restriction de Φ∗(Π) à la variété xR = 0 est sous forme normale (plus
précisément réduit à la partie quadratique). On dit alors que Π est sous forme
« prénormalisé ».

Ce résultat est la transposition aux structures de Poisson d’un résultat ana-
logue de Stolovitch concernant les champs de vecteurs [15]. La preuve est basée
sur des estimations fines du nombre de petits diviseurs. Dans le cas des struc-
tures de Poisson, la difficulté supplémentaire vient du fait que les équations
cohomologiques admettent une solution uniquement dans le cas où une condi-
tion de compatibilité est satisfaite.

Dans le paragraphe consacré à la section 8 de ce guide de lecture on explique
comment la proposition 7.2 est utilisé de façon essentielle lors de la preuve du
théorème 3.1 de normalisation sectorielle.
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Section 7 : champ de vecteurs associé. — La question est la suivante : peut-on
associer un champ de vecteurs formel N à une structure de Poisson formelle
Π de type (1.2), tel que la conjugaison de N vers une forme normale formelle
polynomiale par une transformation formelle implique la conjugaison de Π à la
forme normale Πn := Π2 + xRΠR ?

L’existence de tels champs de vecteurs est suggéré par l’existence d’une ré-
duction d’une structure de Poisson Π, obtenue par la mise sous forme normale
(au sens de Poincaré-Dulac) d’un certain champ de vecteurs, appelé le rota-
tionel, intrinsèquement associé à Π. Néanmoins on n’élimine pas ainsi tous les
termes non-résonnants de Π – pour plus de détails cf. [6], p.150-155.

En section 7 on montre que la question de l’existence de N admet une ré-
ponse positive, à condition de se restreindre aux structures de Poisson Π appar-
tenant au C[x]-module D engendré par les champs de bivecteurs quadratiques
diagonaux, c’est-à-dire les structures de Poisson Π s’écrivant comme somme∑
I x

IΠI avec I ne comportant pas de composantes prenant la valeur −1, et
ΠI champ de bivecteurs quadratique diagonal (somme de produits de champs
de vecteurs linéaires diagonaux). Cette restriction est nécessaire pour assurer
l’analyticité de N en 0 ∈ Cn.

Sous une forme simplifiée, le résultat principal de la section 7, i.e. la propo-
sition 7.2, s’énonce comme suit.

Proposition 1.1 (NF). — Soit Π := Π2 + xRΠR + · · · ∈ D tel que dans 1.2.
Alors pour Λ ∈ C∗n n’appartenant pas à une certaine réunion dénombrable
d’hyperplans de Cn, toute transformation formelle conjuguant le champ de vec-
teurs 1

xΛXΠ(xΛ) à la forme normale polynomiale 1
xΛX[Π2+xRΠR](x

Λ) conjugue
également Π à Πn := Π2 + xRΠR.

Remarque. — Contrairement au cas du rotationnel, l’association Π →
1
xΛXΠ(xΛ) n’est pas intrinsèque. Sous certaines hypothèses, la proposition 6.1
implique que la structure de Poisson prénormalisée appartient à D.

Section 8 : normalisation sectorielle. — En section 8 on montre le théorème 3.1.
On prend comme point de départ une structure de Poisson Π prénormalisée
au sens de la proposition 6.1. Une division par une unité analytique adéquate
vΛ permet alors que les champs de vecteurs associés vΛ

1
xΛXΠ(xΛ) soient « bien

préparés » dans le sens de Stolovitch dans [16] (cf. définition 8.1). Ceci signifie
que vΛ

1
xΛXΠ(xΛ) satisfait les hypothèses du théorème 3.3.1. dans [16], qui

assure l’existence d’une transformation holomorphe Φs, s = 0, 1, défini sur
DSs, conjuguant le champs de vecteurs vΛ

1
xΛXΠ(xΛ) vers la forme normale

1
xΛX[Π2+xRΠR](x

Λ).
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Par la proposition (NF), Φs conjugue la structure de Poisson vΛΠ vers Πn :=

Π2 +xRΠR sur DSs, mais uniquement modulo un reste infiniment plat RΛ
j , i.e.

sur DSs on a
Φ∗s(vΛΠ) = Π2 + xRΠR +RΛ

s .

Remarque. — Si P définit une structure de Poisson, i.e. si on a [P, P ] =

0, il ne suit pas en général la relation [uP, uP ] = 0, avec u fonction. Nous
montrons que pour que le caractère de structure de Poisson soit préservé, il
suffit de supposer la partie quadratique Π2 produit extérieur de deux champs
de vecteurs.

La difficulté principale est alors de montrer que RΛ
j = 0 i.e. que ΦΛ

s conjugue
Π à la forme normale Πn = Π2 + xRΠR sur DSs, s = 0, 1.

Le théorème 3.3.1. dans [16] affirme en plus que ΦΛ
j admet Φ̂Λ comme « dé-

veloppement asymptotique au sens Gérard-Sibuya » (défini en section 2). Par
conséquent le reste infiniment plat RΛ

s s’écrit

(1.3) RΛ
s =

1

2

∑
i6=j
I∈D

xIf I,Λijs (xR)Yi ∧ Yj , Yi = xi ∂/∂xi,

où D désigne l’ensemble des multi-indices tels que xR ne divise pas xI et les
f I,Λijs sont des fonctions infiniment plates définies sur un secteur de C.

Revenons un instant au cas formel. Lors de la preuve de la proposition (NF)
on suppose

Π = Π2 + xRΠR + xI0ΠI0 + · · · ,

où xI0ΠI0 est un terme de plus petit degré qui est non résonnant. Par un calcul
on déduit de la relation de compatibilité [Π2, xI0ΠI0 ] = 0 que le champ de

vecteurs
1

xΛ
X[xI0ΠI0 ](x

Λ) est non nul.

L’idée pour montrer que RΛ
s est nul est de faire le même calcul dans le cas

où (ΦΛ
s )∗(vΛΠ) = Π2 + xRΠR +RΛ

s , avec RΛ
s tel qu’en (1.3), i.e.

(ΦΛ
s )∗(vΛΠ) = Π2 + xRΠR + xI0ΠI0,Λ

s + · · · ,

où ici I0 ∈ D et ΠI0,Λ
s =

∑
i 6=j f

I0,Λ
ijs (xR)Yi ∧ Yj . Le calcul est identique à celui

du cas formel puisque pour tout 1 ≤ i ≤ n on a la relation LAi(xR) = 0, øù
on a posé Ai :=

∑n
j=1 aijYj , Π2 =

∑
i 6=j aijYi ∧Yj , aij = −aji. Ceci permet de

traiter les fonctions f I0,Λijs (xR) comme des constantes. On montre ainsi que si
RΛ
s n’était pas nul on aboutirait à une contradiction avec le fait que le champ

de vecteurs associé 1
xΛX[Φ∗s(vΛΠ)](x

Λ) est sous forme normale.
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Section 9 : preuve de la proposition 8.2. — La difficulté principale dans le raison-
nement précédent est la preuve de la proposition 8.2 qui affirme que l’iden-
tité de Jacobi [Φ∗s(vΛΠ),Φ∗s(vΛΠ)] = 0 implique la relation de compatibilité
[Π2, xI0ΠI0,Λ

s ] = 0. La démonstration de ce résultat, pour Λ appartenant à un
certain sous-ensemble de C, fait l’objet de la section 9.

La difficulté provient du fait qu’on raisonne modulo xR : il existe des paires
de multi-indices I ′, I” ∈ D tels que xI

′+I” soit divisible par xR, i.e. I ′+ I” 6∈ D
– il existe alors un entier e ≥ 1 tel que xI

′+I”f(xR) = xI
′+I”−eRf̃(xR), où on

note f , f̃ des fonctions infiniment plates, et I ′+ I”− eR ∈ D. Le raisonnement
ne peut donc plus s’effectuer sur le multi-indice I0 ∈ D.

Dans une première étape on déduit des identités de Jacobi

{xΛ, {xi, xj}}+ {xi, {xj , xΛ}}+ {xj{xΛ, xi}} = 0, 1 ≤ i, j ≤ n,

que pour tout I fixé, les (n(n − 1) fonctions infiniment plates f I,Λijs vérifient
un système différentiel linéaire à singularité irrégulière (cf. le lemme 9.1) (qui
ne dépend uniquement de Λ, Π2 et de xRΠR). Ensuite on en déduit que les
fonctions f I0,Λijs sont des combinaisons C-linéaires de termes de la forme

f l,I,Λ(u) = logl(u)(u)G(I,Λ) exp

Å
H(I,Λ)

u

ã
,

où G et H sont certaines fonctions, dépendant de I et de Λ. La preuve de la
proposition 8.2 s’effectue alors en raisonnant sur les fonctions H(I,Λ) (et non
pas, comme dans le cas classique sur le multi-indice I).

Section 10 : classification analytique. — Soient Π2 et xRΠR tels que dans (1.2)
fixés. On suppose les conditions techniques supplémentaires du théorème 3.1
satisfaites. Le but est d’établir le théorème 10.2, c’est-à-dire donner une classifi-
cation analytique, modulo multiplication par une unité analytique, de toutes les
structures de Poisson de type (1.2), c’est-à-dire de la forme Π = Π2 + xRΠR +

t.o.s. (toutes conjuguées à la forme normale Π2 +xRΠR par une transformation
formelle).

Avec le théorème 3.1 on associe à chaque structure de Poisson analytique Π

l’isotropie sectorielle Φi◦Φ−1
j . L’espace des isotropies sectorielles est en bijection

avec certains espaces de suites – cf. la proposition 10.2.
Pour montrer que les isotropies sectorielles sont des modules de conjugai-

son analytiques, il s’agit alors de résoudre le problème inverse, c’est-à-dire la
synthétisation d’une structure de Poisson à partir de la donnée d’une isotro-
pie sectorielle. Le résultat clef est ici le théorème 10.1, dont la démonstration,
donnée dans Martinet-Ramis [11], est basée sur le théorème d’intégrabilité de
Newlander-Nirenberg des structures presque complexes [13].
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2. Notions préliminaires

Crochet de Schouten-Nijenhuis. — Désignons par χ1 les germes de champs de
vecteurs en 0 ∈ Cn, et par χp :=

∧p χ1, les germes de champs de p-vecteurs. On
définit le crochet de Schouten-Nijenhuis [. , .] : χp ×χq → χp+q−1, C-bilinéaire,
extension de la dérivée de Lie tel que

[P,Q] = −(−1)(p−1)(q−1)[Q,P ](2.1)

[P,Q ∧R] = [P,Q] ∧R+ (−1)(p−1)qQ ∧ [P,R](2.2)
[xJΠ, xKΠ′] = 2(XΠ′(x

J) ∧Π +XΠ(xK) ∧Π′).(2.3)

Un champ de 2-vecteurs Π définit une structure de Poisson, si et seulement
si [Π,Π] = 0 (identité de Jacobi). Désignons par XΠ(f) le champ hamiltonien
d’une fonction f relatif à une structure de Poisson Π, pour lequel on a la relation

(2.4) XΠ(f) = [f,Π].

Soit Z un champ de vecteurs formel s’annullant à l’ordre deux en 0 ∈ Cn. On
a la relation bien connue

(2.5) exp(Z)∗(B) =
∑
i≥0

adiZB

i!
,

où on note adZ l’application linéaire [Z, .], et exp(Z) le temps 1 du flot formel
du champ formel Z. Pour plus d’informations sur le crochet de Schouten on
renvoie à [6].

Champ hamiltonien. — Pour tout 1 ≤ i ≤ n posons Yi := xi∂i. Soit P :=∑
i 6=j pij(x)Yi ∧ Yj un champ de bivecteurs et posons Pi :=

∑n
j=1 pijYj . Soit f

une fonction. On définit le champ « hamiltonien » de f par rapport à P qu’on
note XP (f) (on met des guillemets parce que P n’est pas nécessairement une
structure de Poisson) par

XP (f) =
1

2

∑
i6=j

pij (xi∂if Yj − xj∂jf Yi)

=
n∑
i=1

xi∂if Pi(x).(2.6)

Structure de Poisson quadratique diagonale. — Un champ de bivecteurs sur Cn
qui s’écrit 1

2

∑
i 6=j αijYi ∧ Yj , où αij = −αji est appelé diagonal.

Remarque. — Tout champ de bivecteurs quadratique diagonal Π définit une
structure de Poisson i.e. on a [Π,Π] = 0. L’expression diagonale est unique à
permutation des coordonnées près (cf. [5]) et si une structure de Poisson à 1-jet
nul en un point p possède une partie quadratique diagonale, une structure de
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Poisson C2-proche possède un 1-jet nul en un point p′ proche de p, ainsi qu’une
partie quadratique diagonale.

Écriture de référence. — Appelons écriture de référence d’un champ de bi-
vecteurs ou d’une structure de Poisson formelle Cn une écriture de la forme
Π = 1

2

∑
I,i6=j x

IαIijYi ∧ Yj , où Yi := xi∂i et αIij = −αIji.

Remarque. — Le multi-indices I de xIαIijYi ∧ Yj a toutes ces composantes
positives où nulles, à l’exception éventuelle de la i ou j-ème pouvant prendre
la valeur −1 (on rappelle Yi = xi∂i).

Soit I = (I1, . . . , In) ∈ Zn un multi-indice, et Π := 1
2

∑
i 6=j aijYi ∧ Yj une

structure de Poisson diagonal. Posons Ai :=
∑n
j=1 aijYi. On a

(2.7) XΠ(xI) = xI
n∑
i=1

IiAi.

Le champ hamiltonien d’un monôme xI relatif à une structure de Poisson qua-
dratique diagonale est donc produit de xI par un champ de vecteurs linéaire
diagonal.

Soient Π, Π′ des structures de Poisson sur Cn, Z un champ de vecteurs
linéaire diagonal sur Cn et J,K ∈ Zn des multi-indices. On déduit de (2.1)-
(2.4)

[xJ ,Π] = XΠ(xJ)(2.8)
[Π, xJZ] = Z ∧XΠ(xJ)(2.9)
[xJΠ, xKΠ′] = 2(XΠ′(x

J) ∧Π +XΠ(xK) ∧Π′).(2.10)

Lemme 2.1. — (i) Soient I, J ∈ Zn des multi-indices , Z un champ de vec-
teurs linéaire diagonal et Π une structure de Poisson quadratique diago-
nale sur Cn. Alors il existe une structure de Poisson quadratique diago-
nale Π′ telle que [xIZ, xJΠ] = xI+JΠ′.

(ii) Soient ΠI et ΠJ deux champs de bivecteurs quadratiques diagonaux sur
Cn. Alors il existe cijk ∈ C, 1 ≤ i, j, k ≤ n, tels que [xIΠI , xJΠJ ] =

xI+J
∑

1≤i<j<k≤n

cijkYi ∧ Yj ∧ Yk.
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Forme normale de Dufour-Wade, hypothèse (H). — Soit Π une structure de Pois-
son à 1-jet nul en 0 ∈ Cn de partie quadratique Π2 diagonale. Posons Π2 =
1
2

∑
i 6=j aijYi ∧ Yj avec aij = −aji, et Ai :=

∑n
j=1 aijYj . On dit que xI est un

monôme résonnant si XΠ2(xI) = 0. Ceci revient à ce que pour tout 1 ≤ i ≤ n

on a LAixI = 0.
Soit (H) l’hypothèse générique qui suit sur la partie quadratique Π2 (cf. [5]) :

tout monôme xI qui vérifie la propriété suivante est résonnant : I = (I1, . . . , In)

comporte deux composantes Ii, Ij égales à −1 et on a

(
n∑
l=1

1

xI
LAl(xI)

)
∧Yi∧

Yj = 0. Dans [5] est démontré le résultat qui suit.

Proposition 2.1 (Dufour-Wade). — Si Π vérifie (H), alors il existe Φ trans-
formation formelle telle que

Φ∗(Π) =
∑
i6=j

∑
XΠ2 (xI)=0

xIαIijYi ∧ Yj ,

On dit que Φ∗(Π) est sous forme normale de Dufour-Wade.

Développements asymptotiques. — On reproduit de [16] (avec quelques modifi-
cations) des définitions de développements asymptotiques sectoriels. Le lecteur
pourra également consulter [8]. Soient S1 ⊂ C le cercle unité et U ⊂ S1 connexe.
On désigne aussi par U le secteur de C, de sommet 0 formé des points z 6= 0

tels que z
|z| ∈ U et |z| < R (le rayon n’est pas précisé en général). On dit que le

secteur U est ouvert (resp. fermé) si l’arc qui le représente dans S1 est ouvert
(resp. fermé).

Soient U un secteur ouvert et f une fonction analytique de U\{0} dans C. On
dit que f admet f̂ :=

∑
k≥0 fkz

k ∈ C[[z]] comme développement asymptotique
au sens de Poincaré si pour tout sous-secteur fermé V̄ de U , et tout m > 0 il
existe un nombre réel positif C(V̄ ,m) tel que

sup
Z∈V̄
|z|−m

∥∥∥∥∥f(z)−
m−1∑
k=0

fkz
k

∥∥∥∥∥ < C(V̄ ,m).

Soient U un secteur ouvert et ∆ un ouvert dans Cj . On dit qu’une fonction f
analytique de U\{0}×∆ dans Cl admet la série formelle f̂(z, x) =

∑
p≥0

fp(x)zp

où les fonctions fp sont analytiques de ∆ dans Cl comme développement asymp-
totique (fort) si, pour tout sous-secteur fermé V̄ ⊂ U , tout compact K ⊂ ∆ et
tout entier m > 0,

sup
z∈V̄
y∈K

|z|−m
∥∥∥∥∥f(z, x)−

m−1∑
k=0

fk(x)zk

∥∥∥∥∥ < C(V̄ ,K,m).
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Soit f̂ ∈ C[[z, x1, . . . , xn]] une série formelle qui s’écrit f̂(z, x) =
∑
Q∈Nn

f̂Q(z)xQ.

On dit qu’une fonction f analytique sur U × ∆ (où U ⊂ C est un secteur
ouvert ; ∆ ∈ Cn un polydisque ouvert de centre 0 ∈ Cn) qui s’écrit f(z, x) =∑
Q∈Nn

fQ(z)xQ admet f̂ comme développement asymptotique au sens de Gérard-

Sibuya das U × ∆, si chacune des fonctions fQ(z) admet f̂Q(z) comme déve-
loppement asymptotique au sens de Poincaré dans le secteur U . Ceci signifie
que pour tout sous-secteur fermé U ′ ⊂ U tout compact K ⊂ U , et pour tout
entier k, il existe une constante C(k, U ′,K) telle que

|f(z, x)− fk(z, x)| ≤ C(k, U ′,K‖(z, x)‖k+1

pour tout (z, x) ∈ U ′ × K, où fk désigne le k-jet de f en 0 ∈ Cn+1 et ‖.‖
désigne une norme quelconque sur Cn+1.

Soit R = (R1, . . . , Rn) ∈ Nn un multiindice et π l’application Cn → C
qui à (x1, . . . , xn) associe xR1 · · ·xRn . On dit qu’une fonction analytique sur
π−1(U)∩∆ (où U ⊂ C est un secteur ouvert ; ∆ ⊂ Cn est un polydisque ouvert
de centre 0 ∈ Cn), qui s’écrit

f(z, x) =
∑
Q∈Nn

fQ(xR)xQ

admet f̂ =
∑
Q∈Nn f̂Q(xR)xQ comme développement asymptotique au sens de

Gérard-Sibuya en le monôme xR dans π−1(U) ∩ ∆, si chacune des fonctions
fQ(z) admet f̂Q(z) comme développement asymptotique au sens de Poincaré,
dans le secteur U .

3. Théorème de normalisation sectorielle

Soit Π2 := 1
2

∑
i 6=j aijYi ∧ Yj avec aij = −aji une structure de Poisson

quadratique diagonale sur Cn. Posons Ai :=
∑n
j=1 aijYj et soit βIi ∈ C tel que

LAixI = βix
I . On dit que Π2 satisfait la condition diophantienne de petits

diviseurs (D) si

−
∑
k≥0

lnωk
2k

< +∞,

avec ωk := inf{ max
1≤i≤n

|βIi |; max
1≤i≤n

|βIi | 6= 0, |I| ≤ 2k}. Pour plus d’information sur

la condition (D) on renvoie le lecteur à [9], [17], [19]. Soit R ∈ Nn et désignions
par DSRj (r, r′, δ), j = 0, 1, les domaines « sectoriels » suivantes :

DSRj (r, r′, δ) =

ß
y ∈ Cn|

∣∣∣∣arg yR −
Å

arg δ + π(j +
1

2
)

ã∣∣∣∣ < π − ε, 0 < |yR| < r, |yi| < r′
™
,
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avec r, r′ > 0 et δ ∈ C∗.
On considère des structure de Poisson Π holomorphes au voisinage de 0 ∈ Cn

à 1-jet nul dont la partie quadratique Π2 de vérifie l’hypothèse (H) de Dufour-
Wade (qui assure l’existence d’une forme normale de DufourWade). De plus,
on demande les propriétés suivantes satisfaites :

(P1) Π2 est 1-résonnante : les monômes résonnants xI (i.e. tels que [Π2, xI ] =

0) sont tous puissances d’un monôme xR, appellé « générateur de réso-
nances ».

(P2) La partie quadratique Π2 est produit extérieur de deux champs de vec-
teurs linéaires diagonaux S1 et S2.

(P3) La partie quadratique Π2 satisfait la condition diophantienne (D).

(P4) Le terme résonnant de plus petit degré est de la forme xRΠR, où ΠR =

S ∧ C, avec S ∈ Vect(S1, S2), et C champ de vecteurs linéaire diagonal
vérifiant LC(xR) 6= 0.

(P5) Toutes les coordonnées de R sont strictement positives.

(P6) Si on note S1 = s1Y1 + · · · + snYn, et S2 = s′1Y1 + · · · + s′nYn, alors
supposons les coefficients si, s′i tous situés sur une même droite du plan
complexe passant par l’origine.

(P7) Supposons qu’il existe Λ0 := (λ1, . . . , λn) ∈ Cn tel que pour (µi)1≤i≤n,
(αi)1≤i≤n vérifiant 1

xΛ0
X[Π2+xRΠR](x

Λ0) :=
∑n
i=1 xi(µi+αix

R)∂i il existe
un indice i0 avec µi0 6= 0 et

min
i 6=i0

Re

Å
αi
β
− µi
µi0

αi0
β

ã
> 0.

(Le champ 1
xΛX[Π2+xRΠR](x

Λ) ne dépend pas de la détermination de xΛ

choisie)

Sous hypothèse (P6) il existe δ ∈ C, |δ| = 1 tel que le nombres
µi

δ(
∑n
j=1Rjαj)

soient tous réels.

Théorème 3.1 (de normalisation sectorielle). — Soit Π vérifiant (P1)-(P7).
Il existe un ensemble A ∈ Cn intersection d’un ouvert avec un ensemble de
mesure de Lebesque pleine et ne dépendant que de Π2 et de ΠR, tel que pour
Λ ∈ A on ait les propriétés suivantes : il existe une unité analytique vΛ (unique),
r, r′ > 0 et des transformations holomorphes ΦΛ

j , j = 0, 1, (uniques) définies
sur les domaines sectoriels DSRj (r, r′, δ), telles que

(i) les transformations ΦΛ
j conjuguent vΛΠ (qui est une structure de Poisson)

à la forme normale polynomiale Π2 + xRΠR sur les domaines sectoriels
DSRj (r, r′, δ), j = 0, 1 ;
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(ii) on a xΛ ◦ ΦΛ
j = xΛ, xR ◦ φΛ

j = xR.

Les transformations ΦΛ
j j = 0, 1, admettent Φ̂ comme développement asymp-

totique au sens de Gérard-Sibuya en le monôme xR dans DSj(r, r′, δ), où Φ̂

est l’unique série formelle telle que (Φ̂)∗(vΛΠ) = Π2 + xRΠR et telle qu’on a
xΛ ◦ Φ̂ = xΛ, xR ◦ φ̂ = xR.

4. Forme normale formelle polynomiale

Proposition 4.1 (de normalisation formelle). — Soit Π une structure de
Poisson à 1-jet nul. Supposons les hypothèses (P1) et (P4) (cf. section 3)
satisfaites, ainsi que l’hypothèse (H) de Dufour-Wade. Alors il existe Φ̂

transformation formelle telle que Φ̂∗(Π) = Π2 + xRΠR.

Remarque. — Dans le cas où R comporte des composantes égales à −1, la
forme normale possède au plus un terme résonnant, et la normalisibilité for-
melle à la forme normale polynômiale Π2 + xRΠR est conséquence directe de
la proposition 2.1.

Preuve de la proposition 4.1. — Montrons la proposition par récurrence sur le
degré de la normalisation d. Supposons Π normalisé au degré d. Plus précisé-
ment, supposons

Π := Π2 + xRΠR +
∑
|I|≤d+1

xIΠI + (x(j+1)R)Π(j+1)R +Rd+2,

où on note xI les monômes non-résonnants, et (x(j+1)R)Π(j+1)R le terme réson-
nant (éventuellement nul) de degré d+ 1 + |R|. Par Rd+2 on désigne la somme
des termes d’ordre supérieur à d+1 (pour les termes non-résonnants) et d’ordre
supérieur à d+ 1 + |R| pour les termes résonnants.

Il s’agit de montrer qu’il existe une transformation formelle normalisant Π

au degré d+ 1.
D’après la relation (2.5) et le lemme 2.1 ceci revient à trouver un champ de

vecteurs Z =
∑
|J|=d+1 x

JZJ , avec ZJ linéaire diagonal, tel que

(i) pour J non résonnant, la relation [Π2, xJZJ ] = xJΠJ soit satisfaite,

(ii) et pour J résonnant de degré d vérifiant J = jR, la relation

[Π2 + xRΠR, xjRZjR] = [xRΠR, xjRZjR]

= x(j+1)RΠ(j+1)R(4.1)

soit satisfaite.
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Rappelons que les multiindices J peuvent avoir une composante égale à −1,
dans le cas où Z reste analytique en 0. Pour le cas (i) (non-résonnant) on
renvoie le lecteur à la démonstration de la proposition 2.1 dans [5] – on se
limite donc à montrer que l’équation (4.1) admet une solution.

Pour Π normalisé au degré d, l’identité de Jacobi [Π,Π] = 0 implique que le
terme résonnant de degré d+ 1 + |R|, qu’on note x(j+1)RΠ(j+1)R, vérifie

(4.2)
î
xRΠR, x(j+1)RΠ(j+1)R

ó
= 0.

La proposition 4.1 est donc une conséquence de la proposition 4.2 qui suit.

Proposition 4.2. — Pour tout champ de bivecteurs quadratique diagonal
Π(j+1)R vérifiant (4.2), il existe Z champ de vecteurs linéaire diagonal qui
satisfait (4.1).

Notations. — Pour la preuve de la proposition 4.2, on note Π2 := 1
2

∑
i 6=j aijYi∧

Yj avec aij tel que aij = −aji. On définit le i-ème champ de vecteurs linéaire
diagonal « ligne » Ai :=

∑n
j=1 aijYj . Notons S := 〈A1, . . . , An〉 = 〈S1, S2〉

l’algèbre de Lie abélienne engendrée par Si, i = 1, 2 (cf. l’hypothèse (P2) et le
théorème 3.1).

Pour la preuve de la proposition 4.2 on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 4.1. — Soit Π′ champ bivecteur quadratique diagonal tel que
XΠR(xjR) ∧ Π′ = 0. Alors il existe Z champ de vecteurs linéaire diagonal
tel que [xjRZ,ΠR] = xjRΠ′. De plus, xjRΠ′ = XΠR(xjR) ∧ Z.

Preuve du lemme 4.1. — On rappelle que R n’a aucune composante stricte-
ment négative. Il est facile de voir que XΠR(xjR) 6= 0. La première conclu-
sion du lemme 4.1 est un rappel de la proposition 3 dans [5]. La relation
xjRΠ′ = XΠR(xjR) ∧ Z vient de (2.9).

Lemme 4.2. — Soit xjR un monôme « résonnant ». Alors

(i) Il existe c ∈ C tel que xjRΠR = XΠR(xjR)∧cC. D’après (2.9) ceci signifie
[cxjRC,ΠR] = xjRΠR.

(ii) L[XΠR (xjR)](x
jR) = 0 et LcC(xjR) = −1 (On rappelle que XΠR(xjR)

désigne le champ hamiltonien de xjR relatif à ΠR).

(iii) Tout champ de bivecteurs B = [xjRX,xRΠR] avec X champ de vecteurs
linéaire diagonal satisfait [xRΠR, B] = 0.

(iv) Tout champ de bivecteurs B = xR[xjRX,ΠR] avec X champ de vecteurs
linéaire diagonal satisfait B = [xjRX ′, xRΠR], où X ′ champ de vecteurs
linéaire diagonal.
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Preuve du lemme 4.2. — Par hypothèse, ΠR := S∧C, où S ∈ S et C diagonal
tel que LC(xR) 6= 0 (Hypothèse (P4) section 3). On en déduit

XΠR(xjR) = LS(xjR)C − LC(xjR)S.

Par LS(xjR) = 0 on obtient XΠR(xjR) = −LC(xjR)S. On obtient le point
(i) du lemme 4.2 en posant c := − 1

jR.C , où R.C :=
∑n
i+1Rici avec R :=

(R1, . . . , Rn), C := (c1Yi, . . . , cnYn).
L’égalité L[XΠR (xjR)](x

jR) = 0 n’est rien d’autre que le fait bien connu que
le champ hamiltonien d’une fonction préserve la fonction.

Les relations xjRΠR = XΠR(xjR) ∧ cC et

X[xjRΠR]

(
xjR

)
= L[XΠR (xjR)]

(
xjR

)
cC − LcC

(
xjR

)
XΠR

(
xjR

)
impliquent LcC(xjR) = −1, c’est-à-dire le point (ii) du lemme 4.2.

Soit Πn := Π2 + xRΠR. On vérifie que Πn est une structure de Poisson,
i.e. [Πn,Πn] = 0. On obtient alors le point (iii) du lemme 4.2 à partir de
[(Id+ xjRX)∗(Πn), (Id+ xjR)∗Πn] = 0 via les relations (2.9)-(2.10).

Reste à montrer le point (iv) du lemme 4.2. D’après (2.2),

(4.3) B = [xjRX,xRΠR] = xR[xjRX,ΠR] + xjRLX(xR)ΠR.

Montrons qu’en ajoutant à X un multiple approprié de C permettant de com-
penser xjRLX(xR)ΠR dans (4.3), on obtient X ′ tel que B = [xjRX ′, xRΠR].
D’après (2.9),

[xjRC, xRΠR] = xRXΠR(xjR) ∧ C + xjRLC(xR)ΠR.

Par les relations XΠR(xjR) = LS(xjR)C−LC(xjR)S et LS(xjR) = 0, le champ
de bivecteurs xRXΠR(xjR) ∧ C est nul.

Preuve de la proposition 4.2. — Il s’agit de montrer l’existence de Z
′j champ

de vecteurs linéaire diagonal tel que [xjRZ
′j ,ΠR] = xjRΠ(j+1)R. Par le point

(iv) du lemme 4.2 il suffit de montrer la proposition 4.3 qui suit.

Proposition 4.3. — Supposons [xRΠR, x(j+1)RΠ(j+1)R] = 0. Alors il existe
Z
′j champ de vecteurs linéaire diagonal tel que [xjRZ

′j ,ΠR] = xjRΠ(j+1)R.

Preuve de la proposition 4.3. — Par le lemme 4.1, il suffit de montrer
XΠR(xjR) ∧ Π(j+1)R = 0. Or, les champs hamiltoniens XΠR(xjR) et
XΠR(x(j+1)R) sont parallels. En effet, par ΠR = S ∧R on obtient

XΠR(xjR) = LS(xjR)C − LC(xjR)S,

XΠR(x(j+1)R) = LS(x(j+1)R)C − LC(x(j+1)R)S.

Avec LS(xjR) = 0 et LS(x(j+1)R) = 0 on obtient

XΠR(xjR) = −LC(xjR)S, XΠR(x(j+1)R) = −LC(x(j+1)R)S.
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Pour prouver la proposition 4.3 il suffit donc de montrer

(4.4) XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧Π(j+1)R = 0.

Faisons l’abus de langage suivant : soit V = v1Yi + · · · + vnYn un champ de
vecteur linéaire diagonal. Associons à V le vecteur (v1, . . . , vn) ∈ Cn. On dit
que deux champs de vecteurs linéaires diagonaux ainsi que leurs produits par
des fonctions sont orthogonaux si leurs vecteurs respectivement associés le sont
au sens du produit scalaire standard.

D’après (2.10), l’identité de Jacobi [Π,Π] = 0 donne, en identifiant les termes
en x(j+2)R,

0 =
î
xRΠR, x(j+1)RΠ(j+1)R

ó
= 2

(
X[xRΠR]

Ä
x(j+1)R

ä
∧Π(j+1)R +X[x(j+1)RΠ(j+1)R]

(
xR
)
∧ΠR

)
.(4.5)

D’après le point (i) du lemme 4.2,

ΠR =
1

x(j+1)R
XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧ cC.

Par (4.5)XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧Π(j+1)R est donc un produit extérieur de trois champs

de vecteurs et on peut écrire

(4.6) XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧Π(j+1)R = XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧A ∧B,

avec A, B champs diagonaux « orthogonaux » à XΠR
(
x(j+1)R

)
. On peut même

supposer B = cC. Alors on a Π(j+1)R = A∧cC+Π′(j+1)R, avecXΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧

Π′(j+1)R = 0.
Pour montrer (4.4), on peut donc dorénavant supposer que Π(j+1)R = A∧cC.

Terminons en montrant que A est nul. La relation (4.6) devient

(4.7) XxRΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧A ∧ cC = −XA∧cC

(
xR
)
∧XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧ cC.

Développons le membre gauche de (4.7). Avec les relations

XA∧cC(xR) = LA(xR)cC − LcC(xR)A, ΠR =
1

x(j+1)R
XΠR(x(j+1)R) ∧ cC,

on obtient

XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
=

1

x(j+1)R

[
L[XΠR (x(j+1)R)]

Ä
x(j+1)R

ä
cC − LcC

Ä
x(j+1)R

ä
XΠR(x(j+1)R)

]
.

Or on a L[XΠR (x(j+1)R)]
(
x(j+1)R

)
= 0 en tant que dérivée de Lie de x(j+1)R le

long d’un champ hamiltonien de x(j+1)R . La relation (4.7) devient
(4.8)

− 1

x(j+1)R
LcC

Ä
x(j+1)R

ä
XxRΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧A ∧ cC = LcC

(
xR
)
A ∧XΠR

Ä
x(j+1)R

ä
∧ cC.
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Mais (4.8) a lieu uniquement dans le cas où A = 0, ou bien dans le cas où
1

x(j+1)R
LcC

Ä
x(j+1)R

ä
=

1

xR
LcC

(
xR
)
. Comme le dernier cas est exclu pour

j ≥ 1, on a nécessairement A = 0.

On aura ultérieurement besoin du lemme 4.3 qui s’inscrit dans ce qui précède.

Lemme 4.3. — Un champ de vecteurs de la forme xjRZ, Z linéaire diagonal,
tel que [xjRZ, xRΠR] = x(j+1)RΠ(j+1)R est unique à addition d’un multiple du
champ hamiltonien XΠR(xJ) près.

Preuve du lemme 4.3. — Soient Z1, Z2 tel que[
xjRZ1, x

RΠR
]

=
[
xjRZ2, x

RΠR
]

= x(j+1)RΠ(j+1)R.

Posons Z := Z1 − Z2. On a
[
xjRZ, xRΠR

]
= 0. D’après (2.9) et LS(xR) = 0,

−xjRLZ(xR)ΠR = xRXΠR(xjR) ∧ Z = −xRLC(xjR)S ∧ Z.

Comme ΠR = S ∧ C, Z est nécessairement de la forme Z = λC + µS, où
λ, µ ∈ C. Par LS(xR) = 0 suit la relation LµC(xR) = µLC(xjR), qui implique
µ = 0 pour j > 1. Donc Z est multiple de S, et le lemme 4.3 suit deXΠR(xjR) =

−LC(xjR)S.

5. Exemple d’une structure de Poisson à 1-jet nul, forme normale polynomiale, tel
que toute transformation formelle normalisante diverge

Donnons un exemple de structure de Poisson Π à 1-jet nul en 0 ∈ Cn de
partie quadratique 1-résonnante et admettant une forme normale polynomiale.
On veut également que toute transformation conjuguant Π à la forme normale
polynomiale diverge.

Soient S un champ de vecteurs linéaire diagonal 1-résonnant de Cn et xR son
générateur de résonances, et supposons toutes les coordonnées de R strictement
positives. Soit S1 un champ de vecteur linéaire diagonal tel que LS1

(xR) = 0,
et tel que la première coordonnée de S1 soit nulle. On a alors LS1

(x1) = 0. Soit
C un champ de vecteurs linéaire diagonal tel que LC(xR) 6= 0.

Posons Π2 = S ∧ S1, ΠR = S1 ∧ C et considérons le champ de bivecteurs

Π := Π2 + xRΠR + xl01 ΠR.

Lemme 5.1. — Π définit une structure de Poisson.
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Démonstration. — Il s’agit d’établir [Π,Π] = 0. Par bilinéarité et (2.1),

[Π,Π] = [Π2,Π2] + 2[Π2, xRΠR] + [xRΠR, xRΠR]

+ 2[Π2, xl01 ΠR] + 2[xRΠR, xl01 ΠR] + [xl01 ΠR, xl01 ΠR]

Montrons que tous les crochets du deuxième membre sont nuls. On a [Π2,Π2] =

0 (comme pour tout champ de bivecteurs quadratique diagonal). De plus,
comme xR est résonnant, on a d’après (2.7), (2.10), la relation [Π2, xRΠR] = 0.

D’après la relation (2.10), [xRΠR, xRΠR] = 2xRXΠR(xR) ∧ ΠR. De ΠR =

S1 ∧ C suit

XΠR(xR) = LS1
(xR)C − LC(xR)S1 = −LC(xR)S1ΠR = 0,

puisque xR est résonnant, c’est-à-dire LS1(xR) = 0.
D’après (2.10),

[xRΠR, (x1)l0ΠR] = xRXΠR
(
(x1)l0

)
∧ΠR + (x1)l0XΠR(xR) ∧ΠR

= xRXΠR
(
(x1)l0

)
∧ΠR

car d’après le point précédent, XΠR(xR) ∧ΠR est nul. Par définition

XΠR(x1)l0 = LS1

(
(x1)l0

)
C − LC

(
(x1)l0

)
S1.

Or, comme la première coordonnée de S1 est nulle, LS1

(
(x1)l0

)
= 0. De

LC
(
(x1)l0

)
S1 ∧ΠR = 0 suit [xRΠR, (x1)l0ΠR] = 0.

En remplaçant xR par xl01 on obtient de même que [(x1)l0ΠR, (x1)l0ΠR] =

0.

D’après la proposition 4.1, Π admet Π2 + xRΠR comme forme normale for-
melle.

Proposition 5.1. — Toute transformation formelle “Ψ conjuguant Π à sa
forme normale Π2 + xRΠR diverge.

Normalisation formelle. — Soit“Ψ une transformation formelle. On pourra poser“Ψ = · · · ◦ exp(Zd)◦ · · · ◦ exp(Zl), tel que pour tout d, Zd est homogène de degré
d + 1 i.e. Zd s’écrit comme produit d’un monôme de degré d (on rappelle
que l’exposant peut éventuellement avoir une composante égale à −1), et d’un
champ de vecteurs linéaire diagonal.

Supposons que ψd−1 := exp(Zd−1) ◦ · · · ◦ exp(Zl) normalise Π au degré d,
c’est-à-dire

(ψd−1)∗(Π) := Π2 + xRΠR +
∑
|I|≤d

xIΠI + (x(j+1)R)Π(j+1)R +Rd+1

où on note xI les monômes non-résonnants, et (x(j+1)R)Π(j+1)R les termes
résonnants (éventuellement nuls de degré d+ |R|. La notation Rd+2 désigne les
termes d’ordre supérieur à d (resp d+ |R|).
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Posons Zd :=
∑
|J|=d x

JZJ , avec ZJ champ de vecteurs linéaire diagonal. On
a vu dans la preuve de la proposition 4.1, pour que ψd := exp(Zd)◦· · ·◦exp(Zl)

normalise Π au degré d+ 1, il faut et il suffit que

(5.1) [Π2, xIZI ] = xIΠI ,

pour xI non-résonnant, et pour le terme résonnant xjRZjR de Zd, il faut et il
suffit que

[xRΠR, xjRZjR] = x(j+1)RΠ(j+1)R.

D’après (2.9), dans le cas non-résonnant, les termes xJZJ sont uniques à ad-
dition d’un multiple du champ hamiltonien XΠ2(xJ) près.

On note F l’ensemble des champs de bivecteurs formels s’écrivant sous la
forme Ñ∑

l,m

clm
(
xR
)m

(x1)l

é
ΠR,

où cl,m ∈ C.

Proposition 5.2. — Supposons Π normalisé au degré |l1 +m1R|−1 (au sens
précisé au début du paragraphe ), et supposons Π ∈ F . Soit Zl1m1

un champ
de vecteurs homogène en xl11

(
xR
)m1 tel qu’on a (5.1), c’est-à-dire

(5.2) [Π2, Zl1m1
] = cl1m1

(
xR
)m1

(x1)l1ΠR.

Alors

(i) exp(Zl1m1)∗(Π) est indépendant du champ Zl1,m1 choisi

(ii) exp(Zl1m1
)∗(Π) ∈ F

(iii) Zl0m0
s’écrit comme la somme d’un unique champ de vecteurs parallèle à

C et d’un multiple quelconque du champ hamiltonien XΠ2

[
(xR)m0(x1)l0

]
.

Soit p ∈ C tel que la composante parallèle à C de Zl1m1
s’écrit

p(x1)l1xm1RC. Alors

[Zl1m1
, xRΠR] = c′(x1)l1x(m1+1)RΠR,

avec c′ = p[m1(C.R) − l1γ1], et C := γ1Y1 + · · · + γnYn, C.R =: γ1R1 +

· · ·+ γnRn, R := (R1, . . . , Rn) et p :=
γl1,m1

σ1L
avec σ1 tel que S = σ1Y1 +

· · ·+ σnYn.

Soient “Ψ1 := · · · ◦ exp(Z1
d−1) ◦ · · · ◦ exp(Z1

l ) et “Ψ2 := · · · ◦ exp(Z2
d−1) ◦ · · · ◦

exp(Z2
l ) deux transformations formelles normalisant Π quelconques. Rappe-

lons qu’on note Z1
d (resp. Z2

d) des champs de vecteurs s’écrivant sous la forme∑
|I|=d x

IZI , où ZI linéaire diagonal. Posons

Ψ1
d := exp(Z1

d ◦ · · · ◦ exp(Z1
0 ), Ψ2

d := exp(Z2
d) ◦ · · · ◦ exp(Z2

0 ).

On a le corollaire suivant de la proposition 5.2.
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Corollaire 5.1. — On a pour tout entier d l’égalité

(5.3)
(
Ψ1
d

)∗
(Π) =

(
Ψ2
d

)∗
(Π).

Preuve du corollaire 5.1. — La relation (5.3) est vraie pour d = 0 par hypo-
thèse sur Π et on a également Π ∈ F pour d = 0. On considère la propriété
H(d) : (Ψ1

d)
∗(Π) = (Ψ2

d)
∗(Π) ∈ F . Montrons que H(d) implique H(d+ 1).

Notons Z1∗
d (resp. Z2∗

d ) la somme des termes non-résonnants de Z1
d (resp. de

Z2
d). Par le point (i) de la proposition 5.2, on obtient

(5.4)
(
exp(Z1∗

d+1) ◦Ψ1
d

)∗
(Π) =

(
exp(Z2∗

d+1) ◦Ψ2
d

)∗
(Π),

et par le point (ii) de la proposition 5.2, (Ψ1
d+1)∗(Π) = (Ψ1

d+1)∗(Π) ∈ F . La
preuve des relations (5.5) et (5.6) achève la preuve du corollaire 5.1.

(5.5)
(
exp(Z1∗

d+1) ◦Ψ1
d

)∗
(Π) =

(
exp(Z1

d+1) ◦Ψ2
d

)∗
(Π),

(5.6)
(
exp(Z2∗

d+1) ◦Ψ1
d

)∗
(Π) =

(
exp(Z2

d+1) ◦Ψ2
d

)∗
(Π).

On rappelle (2.5) : si Z est un champ de vecteurs formel et B un champ de
bivecteurs formel,

(5.7) exp(Z)∗(B) =
∞∑
i=0

adiZ(Π)

i!
,

où adZ désigne l’application [Z, .], [. , .] étant le crochet de Schouten-Nijenhuis.
Comme par hypothèse de récurrenceH(d), (Ψ1

d)
∗(Π) = (Ψ1

d)
∗(Π) ∈ F , le lemme

4.3 implique que s’il existe j avec jR = d = 1 alors les termes résonnants (éven-
tuels) de Z1

d+1 et de Z2
d+1 sont parallèles au champ hamiltonien XΠR

[
(xR)j

]
.

Si on montre que pour tout entiers j,k et l, on a[
XΠR

[
(xR)j

]
, xl1(xR)kΠR

]
= 0,

les relations (5.5) et (5.6) suivent de (5.7), et la preuve du corollaire est achevée.
Comme ΠR = S1 ∧ C et que LS(xR) = 0, on a XΠR

[
(xR)j

]
= −LC

[
(xR)j

]
S.

Par (2.9) on en déduit[
XΠR

[
(xR)j

]
, xl1(xR)kΠR

]
=
[
−LC

[
(xR)j

]
S, xl1(xR)kΠR

]
=
[
−jR.C(xR)jS, xl1(xR)kΠR

]
= −jR.C

(
xl1(xR)k

)
XΠR

[
(xR)j

]
∧ S

= 0.

Preuve de la proposition 5.2. — Par (2.9), Zl1m1
est définie à addition d’un

multiple du champ hamiltonien de XΠ2

Ä
xl11 x

m1R
ä
près. Pour montrer le point
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(i) de la proposition 5.2 il suffit d’après (5.7) de montrer [XΠ2((x1)l1xm1R),Π] =

0. Le monôme (x1)l1xm1R est non-résonnant, et par LS1
(xR) = 0

XΠ2

(
(x1)l1xm1R

)
= LS

(
(x1)l1xm1R

)
S1

= l1σ1(x1)l1xm1RS1,(5.8)

où on note S = σ1Y1 + · · ·+σnYn. Rappelons LS1
(xR) = 0. D’après (2.9), (5.8),

il suit la relation

[(x1)l1xm1RS1, x
RΠR] = xRXΠR

(
(x1)l1xm1R

)
∧ S1 = 0,

comme ΠR = S1 ∧ C et LS1
((x1)l1xm1R) = 0. Le même raisonnement

montre qu’on a également pour tout entiers l,m la relation [(x1)l1xm1RS1,

(x1)lxmRΠR] = 0. D’où le point (i) de la proposition 5.2.
Montrons qu’on peut choisir Zl1m1

de la forme Zl1m1
= p(x1)l1xm1RC, avec

p défini dans l’énoncé. Ensuite montrons
– [Zl1m1 , x

RΠR] = c′(x1)l1x(m1+1)RΠR, où c′ = p[m1(C.R) − l1γ1] c’est-à-
dire le point (iii) de la proposition 5.2.

– pour tout entier l,m, on a [Zl1m1
, (x1)lxmRΠR] = c̃(x1)l1+lx(m1+m)RΠR,

où c̃ ∈ C, c’est-à-dire le point (ii) de la proposition 5.2.
Pour montrer que Zl1m1 de la forme p(x1)l1xm1RC convient, montrons
[p(x1)l1xm1RC,Π2] = cl1m1

(x1)l1xm1RΠR pour un p ∈ C. D’après (2.9),
[p(x1)l1xm1RC,Π2] = XΠ2

(
p(x1)l1xm1R

)
∧ C et d’après (5.2), on doit alors

avoir

[p(x1)l1xm1RC,Π2] = pl1σ1(x1)l1xm1RS1 ∧ C
= cl1m1(x1)l1xm1RΠR.

Comme ΠR = S1 ∧ C, ceci conduit à p =
cl1m1

σ1l1
. On peut donc bien choisir

Zl1m1 de la forme Zl1m1 =
cl1m1

σ1l1
(x1)l1xm1RC.

Montrons qu’on a [Zl1,m1
, xRΠR] = c′(x1)l1x(m1+1)RΠR, où c′ = p[m1(C.R)−

l1γ1]. D’après (2.9),

[Zl1,m1
, xRΠR] = [p(x1)l1xm1RC, xRΠR]

= pC ∧ xRXΠR
[
(x1)l1xm1R

]
+ p(x1)l1xm1RLC(xR)ΠR

Avec XΠR((x1)l1xm1R) = LS1

[
(x1)l1xm1R

]
C − LC

[
(x1)l1xm1R

]
S1 =

−LC
[
(x1)l1xm1R

]
S1, il suit

[Zl1m1 , x
RΠR] = pxRLC

[
(x1)l1xm1R

]
C ∧ S1 + p(x1)l1xm1RLC(xR)ΠR

= −pxRLC
[
(x1)l1xm1R

]
ΠR + p(x1)l1xm1RLC(xR)ΠR

= p[m1(C.R)− (l1γ1)](x1)l1x(m1+1)RΠR,

où on note C := γ1Y1 + · · · + γnYn, C.R =: γ1R1 + · · · + γnRn avec R :=

(R1, . . . , Rn). D’où le point (iii) de la proposition 5.2.
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Montrons que pour tout entier l,m, [Zl1m1 , (x1)lxmRΠR] =

c̃(x1)l1+lx(K+m)RΠR, où c̃ ∈ C. D’après (2.9),

[Zl1m1
, (x1)lxmRΠR] = [p(x1)l1xm1RC, (x1)lxmRΠR]

= pC ∧ (x1)lxmRXΠR((x1)l1xm1R)

+ p(x1)l1xm1RLC((x1)lxmR)ΠR

Or,

XΠR((x1)l1xm1R) = LS1((x1)l1xm1R)C − LC((x1)l1xm1R)S1

= −LC((x1)l1xm1R)S1,

avec

[Zl1m1
, (x1)lxmRΠR] = −pC ∧ (x1)lxmRLC((x1)l1xm1R)S1

+ p(x1)l1xm1RLC((x1)lxmR)ΠR

= 2p(l1γ1 +mR.C)(x1)(l1+l)x(m1+m)RΠR.

D’où le point (ii) de la proposition 5.2.

Preuve de la proposition 5.1. — Soit Ẑ un champ de vecteurs formel quel-
conque tel que exp(Ẑ)∗(Π) = Π2 + xRΠR, où Π := Π2 + xRΠR + (x1)l0ΠR.
Considérons les termes Z(m,l0) en (x1)l0xmR,m ∈ N de Ẑ. D’après (5.7), Z(0,l0)

doit satisfaire [Z(0,l0),Π2] = (x1)l0ΠR. Après Z(1,l0) doit vérifier [Z(1,l0),Π2] =

[Z(0,l0), xRΠR], et, en itérant, on obtient que Z(m,l0) doit vérifier l’équation

(5.9) [Z(m,l0),Π2] = [Z(m−1),l0 , xRΠR].

D’après la proposition 5.2 et le corollaire 5.1, on sait que
– pour tout m, [Z(m−1),l0 , xRΠR] est de la forme c(m,l0)(x1)l0xmRΠR,
– la composante parallèle à C de Z(m,l0) est la même pour toute transfor-

mation formelle normalisant Π, et elle vaut c(m,l0)

σ1l0
(x1)l0xmRC,

– on a alors [Z(m,l0), xRΠR] = c(m,l0)

σ1l0
[m(C.R)− (l0γ1)](x1)l0x(m+1)RΠR.

On en déduit la relation de récurrence

c(m+1,l0) = c(m,l0)

Å
m(C.R)− (l0γ1)

σ1l0

ã
.

Il existe un entier m0, tel que pour m assez grand
m(C.R)

σ1l0
>

∣∣∣∣m(C.R)

σ1l0
− γ1

∣∣∣∣ > (m−m0)(C.R)

σ1l0
.

On en déduit pour m assez grand

(5.10) m!

Å
C.R

σ1l0

ã
> c(m,l0) > (m−m0)!

Å
C.R

σ1l0

ãm
.
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Or, comme la composante parallèle à C de Z(m,l0) est bien déterminée et
vaut c(m,l0)

s1l0
(x1)l0xmRC, (5.10) montre bien la divergence en (x1)l0xmR de tout

champ formel Ẑ tel que exp Ẑ normalise Π. De plus, si on choisit chaque
Z(m,l0) parallèle à C, la série des termes en (x1)l0xmR de Ẑ est 1-Gevrey.
On peut de même montrer, pour tout entier k fixé, que la somme des termes
en (x1)kl0xmR de Ẑ est divergente et s’ils sont choisis parallèles à C ces séries
sont 1-Gevrey.

6. Prénormalisation à la Dulac

Proposition 6.1 (prénormalisation à la Dulac). — Soit une structure de
Poisson Π telle que dans la proposition 4.1. Supposons toutes les composantes
de R strictement positives (hypothèse (P5), théorème 3.1) et que la partie
quadratique Π2 de Π satisfait condition (D) (cf. section 3). Alors il existe une
transformation Φ : (Cn, 0)→ (Cn, 0) holomorphe telle que

Φ∗(Π) = Π2 + xRΠR + xRR, R =
∑
I∈Nn

xIΠI ,

où on désigne par ΠI des champs de bivecteurs quadratiques diagonaux.

Remarque. — Les multiindices I apparaissant effectivement dans la somme
n’ont pas de composante strictement négative.

Notations. On désigne par J (resp. J̃) l’ensemble des champs de bivecteurs
B formels (resp. champs de vecteurs V ) sur Cn s’écrivant B = xR

∑
J x

JΠR+J

(resp. V = xR
∑
J x

JV R+J), où on note ΠR+J des champs de bivecteurs qua-
dratiques diagonaux, (resp. V R+J des champ de vecteurs linéaires diagonaux)
et où aucun terme xJΠR+J (resp.

∑
J x

JV R+J) apparaissant effectivement
dans la somme est analytique en 0 ∈ Cn. On remarque que les multiindices J
peuvent néanmoins avoir des composantes égales à −1 (deux dans le cas des
champs de bivecteurs, une dans le cas des champs de vecteurs).

On désigne par J1 l’ensemble des champs de bivecteurs B formels (resp.
champs de vecteurs V ) sur Cn s’écrivant B = xR

∑
J∈Nn x

JΠR+J , (resp. V =

xR
∑
J∈Nn x

JV R+J) où on note ΠR+J des champs de bivecteurs quadratique
diagonaux (resp V R+J des champs de vecteurs linéaires diagonaux). On re-
marque que les multiindices J n’ont pas de composante égale à −1.

On désigne par J l’idéal des fonctions formelles Cn → C divisibles par xR,
c’est-à-dire f ∈ J ⇒ f = xR

∑
I∈Nn a

IxI , aI ∈ C.

Définition 6.1. — On dit qu’une structure de Poisson Π, telle qu’en la pro-
position 6.1, est 0-prénormalisée si

Π = Π2 + xRΠR + xRR, où xRR ∈ J.
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Plan de la preuve de la proposition 6.1. On montre d’abord l’existence d’un
changement de coordonnées Φ1 0-prénormalisant. Dans un second temps on
montre comment passer de Π sous forme 0-prénormalisé à la forme prénormalisé
au sens de la proposition 6.1.

Lemme 6.1. — Soit Π tel que dans la proposition 6.1. Alors il existe une trans-
formation formelle Φ̂1 : (Cn, 0) → (Cn, 0) conjuguant Π à une structure de
Poisson 0-prénormalisé.

Démonstration. — Supposons Π 0-prénormalisé au degré d, i.e.

(6.1) Π = Π2 + xRΠR + xR
∑

|R|<|I|≤d−|R|

xIΠR+I +Rd,

où les termes de Rd sont de degrés strictement supérieurs à d+ 2.
Soit alors xI0ΠI0 un des terme de plus petit degré de R n’appartenant pas

à J, i.e. xI0−RΠI0 n’est pas analytique en 0 ∈ Cn. Alors xI0 6∈ J et on déduit
des lemmes 2.1 et 6.2 que l’identité de Jacobi [Π,Π] = 0 implique la relation

(6.2) [Π2, xI0ΠI0 ] = 0.

Comme l’hypothèse (H) est satisfaite, on obtient comme dans la démonstration
de la proposition 2.1 (cf. [5], section 3) l’existence d’un champ de vecteurs
analytique de la forme xI0Z, avec Z linéaire diagonal tel que

(6.3) [Π2, xIZ] = xIΠI .

Par (2.5) on en déduit que Π est 0-prénormalisable au degré l+ 1 par le moyen
d’une transformation exp(T̂ ), où T est un champ de vecteurs homogène de
degré |I0|+ 1, et en itérant, intégralement 0-prénormalisable.

Lemme 6.2. — Soient xRxIΠI , xRxJΠJ ∈ J. Alors [xRxIΠI , xRxJΠJ ] s’écrit
comme une somme de termes de la forme xKYi ∧ Yj ∧ Yk, où xK ∈ J .

Preuve du lemme 6.2. — D’après (2.2) et (2.4), on a la relation[
xRxIΠI , xRxJΠJ

]
= x2R[xIΠI , xJΠJ ] + xRxIXΠI (x

R) ∧ xJΠJ

+ xRxJXΠJ (xR) ∧ xIΠI(6.4)

Le crochet de Schouten [xIΠI , xJΠJ ] est analytique en 0 ∈ Cn et s’écrit comme
somme de termes de la forme aijkxKYi ∧ Yj ∧ Yk tels que la i, j, ou k-ème
composante de K peut prendre la valeur −1. Par suite x2R[xIΠI , xJΠJ ] s’écrit
comme somme de termes de la forme aijkxRxK

′
Yi∧Yj∧Yk tels que K ′ = K+R

n’a pas de composantes strictement négative puisque les composantes de R sont
par hypothèse strictement positives.

Considérons les termes xRxIXΠI (x
R) ∧ xJΠJ et xRxJXΠJ (xR) ∧ xIΠI de

(6.4). Comme ΠI et ΠJ sont des champs de bivecteurs quadratiques diagonaux,
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les champs hamiltoniens XΠI (x
R) et XΠJ (xR) s’écrivent comme des produits

de xR par un champ de vecteurs linéaire diagonal.

Il suit que dans les cas où I et J n’ont pas de composante égale à −1, ou
bien s’il n’existe pas d’indice 1 ≤ i ≤ n tel que les i-èmes coordonnées de I et J
prennent simultanément la valeur −1, xRxIXΠI (x

R)∧xJΠJ et xRxJXΠJ (xR)∧
xIΠI s’écrivent comme somme de termes de la forme aijkxRxK

′
Yi ∧ Yj ∧ Yk

tels que K ′ = K +R n’a pas de composante égale à −1, car par hypothèse les
composantes de R sont strictement positives. Donc xRxK

′ ∈ J .
Pour montrer le lemme 6.2 il reste donc à traiter le cas où il existe 1 ≤ i0 ≤ n

tel que les i0-èmes composantes de I et de J prennent simultanément la valeur
−1. Comme xIΠI et xJΠJ sont par hypothèse analytiques en 0 ∈ Cn il suit

ΠI = BIi0 ∧ Yi0 , ΠJ = BJi0 ∧ Yi0 .

On a alors, d’après (2.6)

xRxIXΠI (x
R) ∧ xJΠJ = xRxI

(
LBI

i0

(xR)Yi0

)
∧ xJBJi0 ∧ Yi0

− xRxI
(
LYi0 (xR)BIi0

)
∧ xJBJi0 ∧ Yi0

= −xRxI
(
LYi0 (xR)BIi0

)
∧ xJBJi0 ∧ Yi0 .

De même, xRxJXΠJ (xR)∧xIΠI = −xRxJ
(
LYi0 (xR)BJi0

)
∧xJBIi0 ∧Yi0 . Il suit

que la somme de xRxIXΠI (x
R) ∧ xJΠJ et de xRxJXΠJ (xR) ∧ xIΠI est nulle

s’il existe 1 ≤ i0 ≤ n tel que les i0-èmes composantes de I et de J prennent la
valeur −1. D’où le lemme 6.2.

Equation cohomologique modulo J, petits diviseurs associés. On donne des
résultats préliminaires utilisées das la preuve de la convergence des transfor-
mations 0-prénormalisantes.

Notations. Rappelons Π2 = 1
2

∑
i 6=j aijYi ∧ Yj , avec aij = −aji et posons

Ai :=
∑n
j=1 aijYj . On a S := Vect 〈S1, S2〉 = Vect 〈A1, . . . , An〉 (cf. hypothèse

(P2), théorème 3.1).

Un multiindice I ∈ (N ∪ {−1})n définit une application linéaire βI : S→ C
telle que LAi(xI) = βI(Ai)x

I . Notons βIi le nombre complexe βI(Ai). Soit
I ∈ (N ∪ {−1})n un multiindice tel que xI 6∈ J . Posons

(6.5) EI :=
{

1 ≤ i ≤ n | yiyI 6∈ J
}
.

Fixons un multiindice I (avec au plus une seule composante égale à −1). Soit
ΠI :=

∑
i 6=j a

I
ijYi ∧ Yj avec aIij = −aIji un champ de bivecteurs quadratique

diagonal. Supposons aIij non nul uniquement dans le cas où i et j appartiennent
tous les deux à EI . On dit qu’un champ de vecteurs xIZ avec Z linéaire diagonal
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vérifie propriété (P) s’il existe un champ de bivecteurs quadratique diagonal
Π′(Z) ∈ J tel que

(6.6) [Π2, xIZ] = xIΠI + xIΠ′(Z).

Remarque. — Le champ de bivecteurs Π′(Z) appartient à J signifie qu’il
s’écrit Π′(Z) =

∑
k 6∈EI
i6=k

ci,kYi∧Yk. La propriété (P ) se rencontre lors qu’on effectue

une 0-prénormalisation du degré d au degré d + 1 : au lieu de résoudre une
équation cohomologique classique on résout une équation modulo J.

Si Z vérifie (C) on a d’après (2.9), xIΠI+xIΠ′ = Z∧XΠ2(xI). Or, on vérifie
XΠ2(xI) = xI

∑
1≤i≤n β

I
i Yi. D’où

(6.7) xIΠI + xIΠ′ = Z ∧ xI
∑

1≤i≤n
βIi Yi.

On déduit de (6.7) que si xIZ vérifie (P), alors on a les deux propriétés sui-
vantes.

– Pour tout c ∈ C, le champ de vecteurs xIZ + cxI
∑

1≤i≤n β
I
i Yi vérifie

encore (P) (dans la mesure où xI
∑

1≤i≤n β
I
i Yi est analytique – ce qui

n’est pas le cas en général si I comporte une composante égale à −1) ;
– Soit i 6∈ EI et posons xIZ := xI(z1Y1, . . . , ziYi, . . . , znYn). Alors xIZ ′ :=

xI(z1Y1, . . . , 0, . . . , znYn) vérifie encore (P ).

On est donc amené à distinguer le cas où I ne comporte pas de composante
strictement négative, et celui où I comporte une composante égale à −1.

On considère d’abord le cas où I ne comporte pas de composante égale à −1.
Dans ce cas le champ hamiltonien XΠ2(xI) est analytique et quitte à ajouter un
multiple approprié de XΠ2(xI) on peut choisir xIZ avec la i0-ème coordonnée
nulle pour i0 ∈ EI tel que βIi0 6= 0. On peut supposer en plus que les k-èmes
coordonnées de Z, pour k 6∈ EI soient nulles.

Comme les k-èmes coordonnées de Z sont nulles pour k 6∈ EI ainsi que pour
k = i0, la propriété (P) et l’équation (6.7) imposent l’égalité suivante pour les
termes de ΠI ayant Yi0 en facteur du produit extérieur :

βIi0Z ∧ Yi0 =
1

2

∑
j∈EI

(aIi0j − a
I
ji0)Yj

=
n∑

j∈EI

aIi0jYj .(6.8)

On en déduit
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Lemme 6.3. — Soit I ∈ Nn (sans composante négative). Supposons qu’il existe
xIZ∗ vérifiant propriété (P). Alors on peut choisir xIZ := xIz1Y1 + · · ·+ znYn
vérifiant (P) tel que pour k 6∈ EI les k-èmes coordonnées de Z soient nulles, et
tel que

(6.9) max
1≤j≤n

|zj | ≤
n

|βI |
max
j0 6=i

(|aIij0 |),

où on note |βI | = maxi∈EI |βIi |.

On considère maintenant le cas où I admet une composante égale à −1.
Supposons que ce soit la j0-ème. Les seuls champs de vecteurs en xI qui sont
analytiques en 0 ∈ Cn sont alors les multiples de xIYj0 et on a j0 6∈ EI . Suppo-
sons qu’il existe xIZ := xIzj0Yj0 vérifiant (P). D’après (6.7) on a xI(ΠI+Π′) =

zj0Yj0 ∧ xI
∑
i6=j0

βIi Yi. On en déduit |zj0 | ≤
Å

max i6=j0
i∈EI

(|βIi |)
ã−1

maxi 6=j0(|aIi,j0 |).

Si EI = {1, . . . , n} il suit du lemme 4.3 de [9] la relation (max
i6=j0
i∈EI

(|βIi |))−1 ≤

(|βI |)−1n|I|. Or, s’il existe 1 ≤ i0 ≤ n avec i0 6∈ EI , alors il existe c > 0 ne dé-

pendant pas de |I| tel que
Å

max i6=j0
i∈EI

(|βIi |)
ã−1

≤ c. En effet on a LAi(xi0xI) = 0

pour tout 1 ≤ i ≤ n. Il suit (1/xI)LAi(xI) = −aii0 et on vérifie facilement qu’on
aboutit à une contradiction si pour i ∈ EI on a aii0 = 0 . On en déduit

Lemme 6.4. — Soit I ∈ (N∪{−1})n un multiindice avec la j0-ème composante
soit égale à −1, les autre étant positives ou nulles. Supposons que xIZ :=

xI
∑

1≤i≤n ziYi vérifie la propriété (P). Alors on a xIZ = xIzj0Yj0 et il existe
c > 0 tel que

(6.10) |zj0 | ≤
n|I|c
|βI |

max
j0 6=i

(|aIij0 |),

où on note |βI | = maxi∈EI |βIi |.

Lemme 6.5. — Sous les hypothèses de la proposition 6.1,

(6.11) −
∑
k≥0

lnω′k
2k

< +∞,

avec ω′k := inf{max
i∈EI

|βIi |; |I| ≤ 2k, yI 6∈ J }.

Preuve du lemme 6.5. — On peut formuler la condition (D) comme suit :

−
∑
k≥0

lnωk
2k

< +∞, avec ωk := inf{ max
1≤i≤n

|βIi |; 1 ≤ i ≤ n, |I| ≤ 2k, xI 6∈ J }. On

a alors (6.11) pour les raisons suivantes :
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– pour I tels que EI = {1, . . . , n} on a max
1≤i≤n

|βIi | = max
i∈EI

|βIi | ;

– pour I tels que yI 6∈ J , mais tels qu’il existe 1 ≤ i0 ≤ n avec yI ∈ J , on
a vu plus haut qu’il existe c > 0 tel que |βI | = maxi∈EI |βIi | > c.

Convergence de transformations 0-prénormalisantes. Ce qui suit est la trans-
position de [15] aux structures de Poisson à 1-jet nul et à partie quadratique
non nulle.

Soit Π la structure de Poisson de la proposition 6.1. Notons {. , .}Π le crochet
associé, que nous supposons donné par le système

(6.12) {xi, xj}Π = aijxixj + fij(x)xixj , 1 ≤ i < j ≤ n,

où fij(x)xixj est analytique en 0 ∈ Cn. Précisons que dans notre notation, les
fij peuvent éventuellement avoir des termes méromorphes, mais pas xixjfij .
On montre l’existence d’une 0-prénormalisation sous la forme du lemme

Lemme 6.6. — Il existe un système de coordonnées locales analytique x =

y + ξ(y) dans lequel le système (6.12) s’écrit

(6.13) {yi, yj}Π = aijyiyj + xRgij(y)yiyj , 1 ≤ i < j ≤ n,

où gijyiyj est analytiques en 0 ∈ Cn.

Preuve du lemme 6.6. — Effectuons dans le système (6.12) un changement de
variable formel tangent à l’identité au voisinage de 0, x = y + ξ(y), ξ(y) =

(yiξj(y))i=1,...,n, c’est-à-dire

(6.14) xj = yj + yjξj(y), où ξj =
∑
|Q|>|R|

ξj,Qy
Q,

où la j-ème coordonnée de Q peut éventuellement être égale à −1. On obtient
un système de la forme

(6.15) {yi, yj}Π = aijyiyj + yiyjψij(y), 1 ≤ i < j ≤ n.

Posons ψij =
∑
|Q|≥|R| ψij,Qy

Q. Remarquons que ψij,QyQyiyj est analytique
en 0 ∈ Cn.

Relation entre ξ,f et ψ. — D’après (6.15) et (6.14), on a pour tout i < j

{xi, xj}Π = {yi, yj}Π + {yiξi, yj}Π + {yi, yjξj}Π + {yiξi, yjξj}Π
= {yi, yj}Π2

+ {yiξi, yj}Π2
+ {yi, yjξj}Π2

+ {yiξi, yjξj}Π2

+ {yi, yj}ψ + {yiξi, yj}ψ + {yi, yjξj}ψ + {yiξi, yjξj}ψ.(6.16)

Ici le crochet {. , .}Ψ est défini par

{f, g}Ψ =
∑
i<j

yiyjΨij(y)
[
∂yi(f)∂yj (g)− ∂yi(g)∂yj (f)

]
.
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(Comme on a pas l’identité de Jacobi, cette notation ne désigne pas un crochet
de Poisson). Or, d’après (6.12) et (6.14) on a

{xi, xj}Π = aij(yi + yiξi)(yj + yjξj)

+ fij [y1 + y1ξ1(y), . . . , yn + ynξn(y)](yi + yiξi)(yj + yjξj).(6.17)

Les relations entres ξ,f et ψ s’obtiennent en égalisant les systèmes (6.16) et
(6.17) :

aij(yi + yiξi)(yj + yjξj)

+ fij [y1 + y1ξ1(y), . . . , yn + ynξn(y)](yi + yiξi)(yj + yjξj)

= {yi, yj}Π2
+ {yiξi, yj}Π2

+ {yi, yjξj}Π2
+ {yiξi, yjξj}Π2

+ {yi, yj}ψ + {yiξi, yj}ψ + {yi, yjξj}ψ + {yiξi, yjξj}ψ.(6.18)

0-Prénormalisation formelle. — Dans le but d’obtenir ultérieurement une sé-
rie majorante on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que le
changement de variable x = y + ξ(y) effectue une 0-prénormalisation de la
structure de Poisson Π. La question de l’existence de changements de variables
0-prénormalisantes a déjà fait l’objet du lemme 6.1. Par définition, le chan-
gement de variable x = y + ξ(y) effectue une 0-prénormalisation de Π si et
seulement si pour tout i < j on a yiyjΨij ∈ J . Il suit que la propriété que Π

soit 0-prénormalisé à l’ordre m se traduit pour tout i < j et |Q| < m par la
relation

(6.19) yiyjΨij,Qy
Q ∈ J .

Pour tout multiindice Q on définit IQ :=
{

(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n , yiyjyQ 6∈ J
}
.

Soient
∑
Q,i<j

aij,Q yiyjy
Q une série formelle, Q0 un multiindice et 1 ≤ i0, j0 ≤ n.

On note par
[∑

Q,i<j aij,Q yiyjy
Q
]
ijQ0

le terme aij,Q0
yi0yj0y

Q0 .

Lemme 6.7. — Supposons que le changement de variable x = y + ξm, dé-
finie par xi = yi +

∑
|Q|<m

yiξi,Qy
Q, effectue une 0-prénormalisation de Π à

l’ordre m. Alors le changement de variable x = y + ξm + (ξ)m+1, (ξ)m+1 =Ä
yi
∑
|Q|=m ξi,Qy

Q
ä
i=1,...,n

, de la forme xi = yi+
∑

|Q|<m+1

yiξi,Qy
Q, effectue une

0-prénormalisation de Π à l’ordre m+ 1 si et seulement si, pour tout |Q0| = m
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et tout (i, j) ∈ IQ0 , on a

[aij(yi + yiξi)(yj + yjξj)

+ fij [y1 + y1ξ1(y), . . . , yn + ynξn(y)](yi + yiξi)(yj + yjξj)]ij,Q0

= [{yi, yj}Π2
+ {yiξi, yj}Π2

+ {yi, yjξj}Π2

+ {yiξi, yjξj}Π2
]ij,Q0

.(6.20)

Preuve du lemme 6.7. — Soit |Q0| = m fixé et (ξ)m+1 quelconque. Par hypo-
thèse, le changement de variable x = y+ξm effectue une 0-prénormalisation de
Π à l’ordre m. Par (6.19), les termes de degré m + 2 des crochets {yiξi, yj}ψ,
{yi, yjξj}ψ et {yiξi, yjξj}ψ appartiennent à J .

Toujours d’après (6.19), le changement de variable x = y + ξm + (ξ)m+1

effectue alors une 0-prénormalisation à l’ordre m + 1 de Π si et seulement si
pour tout i < j le terme de degré m + 2 du crochet {yi, yj}ψ appartient à J .
Pour ceci, d’après (6.18), il est nécessaire et suffisant que pour tout multiindice
|Q0| = m et tout (i, j) ∈ IQ0

on a la relation (6.20).

Poursuivons la preuve du lemme 6.6. Rappelons (cf. (6.5)) qu’on a définie
pour tout multiindice Q l’ensemble EQ ⊂ {1, . . . , n}, tel que i ∈ EQ si et seule-
ment si yiyQ 6∈ J . Remarquons que le lemme 6.7 n’impose aucune condition
sur les ξi,Q tels que i 6∈ EQ, i.e. yiyQ ∈ J . En effectuant une récurrence, on
déduit alors du lemme 6.7, le lemme suivant :

Lemme 6.8. — Le changement de variable formel xi = yi + yi
∑
Q ξi,Qy

Q ef-
fectue une 0-prénormalisation de Π si et seulement si pour chaque multiindice
Q et chaque i0 ∈ EQ fixés, les nombres complexes ξi0,Q vérifient pour tout
(i0, j) ∈ IQ la relation (6.20). De plus, ce changement de variable peut être
choisi tel que pour tout multiindice Q et tout i 6∈ EQ on a ξi,Q = 0.

Développons (6.20). Commençons par {yiξi, yj}Π2 + {yi, yjξj}Π2 . On a

{yiξi, yj}Π2 =

 ∑
|Q|>|R|

ξi,Qyiy
Q, yj


Π2

=
∑
|Q|>|R|

{ξi,QyiyQ, yj}Π2 .(6.21)

Rappelons que si h et g sont des fonctions analytiques, on a

(6.22) {g, h}Π2 =
1

2

Ä
LXΠ2 (g)(h)− LXΠ2 (h)(g)

ä
.
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Rappelons également Π2 = 1
2

∑
i6=j aijYi ∧ Yj , avec aij = −aji, et Ai :=∑n

j=1 aijYj . Or, si on pose Q := (Q1, . . . , Ql), on a XΠ2(yj) = yjAj et
XΠ2(yiy

Q) = yiy
Q (Ai +

∑n
l=1QlAl). Donc, d’après (6.22)

{ξi,QyiyQ, yj}Π2 =
1

2
yiy

Qξi,Q

(
LAi(yj) +

n∑
l=1

QlLAl(yj)

)
− 1

2
ξi,QyjLAj (yiyQ)

=
1

2
yiy

Qξi,Q

Å
aijyj +

n∑
l=1

Qlaljyj

ã
− 1

2
yjyiy

Qξi,Q

(
aji +

n∑
l=1

Qiaji

)
= −ξi,QyiyjyQAj .Q+ ξi,Qyiyjy

Qaij .

Avec (6.21), on obtient

{yiξi, yj}Π2 =
∑
|Q|>|R|

(−yiyjξi,QyQAj .Q+ ξi,Qyiyjy
Qaij),

{yi, yjξj}Π2 =
∑
|Q|>|R|

(yiyjξj,Qy
QAi.Q− ξj,QyiyjyQaji).

D’où finalement

{yiξi, yj}Π2 + {yi, yjξj}Π2 =
∑
|Q|>|R|

(
yiyjξj,Qy

QAi.Q− yiyjξi,QyQAj .Q
)

+
∑
|Q|>|R|

ξi,Qyiyjy
Qaij −

∑
|Q|>|R|

ξj,Qyiyjy
Qaji.(6.23)

Fixons maintenant Q. On a, comme aij = −aji,
(6.24)
[aij(yi + yiξi)(yj + yjξj)]ij,Q = aijξi,Qyiyjy

Q−ajiξj,QyiyjyQ+[aijyiξiyjξj ]ij,Q .

En remplaçant par (6.23) et par (6.24), la relation (6.20) devient

(6.25)
[
aijyiξiyjξj − {yiξi, yjξj}Π2

+ [fij [y1 + y1ξ1(y), . . . ,

yn + ynξn(y)](yi + yiξi)(yj + yjξj)
]
ij,Q

yiyjy
Q(ξj,QAi.Q− ξi,QAj .Q),

pour (i, j) ∈ IQ.

Domination du premier membre de (6.25). — Soit x = y + ξ un changement de
coordonnées formel 0-prénormalisant Π tel que dans le lemme 6.8, c’est-à-dire
tel qu’en posant ξQ := (ξi,Qyiy

Q)i=1,...,n pour tout Q, on ait ξi,Q = 0 si i ∈ EQ.
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SoitQ un multiindice fixé. Définissons pour (i, j) ∈ IQ les nombresDij,Q ∈ C
par

xQyiyjDij,Q :=
[
aijyiξiyjξj − {yiξi, yjξj}Π2+

[fij [y1 + y1ξ1(y), . . . , yn + ynξn(y)](yi + yiξi)(yj + yjξj)
]
ij,Q

.

Il suit de [5], page 85, formule 1, que si pour (i, j) ∈ IQ les relations (6.25) sont
satisfaites, alors il existe un champ de bivecteurs quadratique Π′(ξQ) s’écrivant∑
k 6∈EQ
i6=k

cikYi ∧ Yk avec

[Π2, ξQ] = xQ
∑
i<j

(i,j)∈IQ

Dij,QYi ∧ Yj + xQΠ′(ξQ).

Autrement dit, ξ vérifie propriété (P) (cf. (6.6)) pour I = Q et la notation
ΠQ =

∑
i<j Dij,QYi ∧ Yj . Pour pouvoir appliquer les lemmes 6.3 – 6.5, posons

Dji,Q = −Dij,Q. On a ainsi ΠQ = 1
2

∑
i6=j Dij,QYi∧Yj . Notons δ′Q =: |Q|n (|βQ|),

où |βQ| est tel que dans le lemme 6.3. D’après le lemme 6.3 et le lemme 6.4, il
est possible de choisir ξQ tel que pour i0 ∈ EQ on a les majorations (6.9) ou
(6.10) qui s’écrivent ici

(6.26) |ξi0,Q| ≤
1

δ′Q
max
i0 6=j

(i0,j)∈IQ

(|Dji0,Q|).

Introduisons quelques notations :

– si Φ =
∑
I

ΦIy
I est une série formelle, nous notons Φ̄ =

∑
I

|ΦI |yI ;

– si η =
∑
I

ηIy
I , la notation η ≺ Φ signifie que pour tout multiindice I on

a |ηI | < |ΦI |.
On a

(6.27) [{yiξi, yjξj}Π2 ]ij,Q =
∑

Q′+Q”=Q

{yiyQ
′
ξi,Q′ , yjy

Q”ξj,Q”}Π2 .

On vérifie la relation de domination suivante

{yiyQ
′
ξi,Q′ , yjy

Q”ξj,Q”}Π2 ≺ n
Å

max
i 6=j
|aij |

ã
(max(|Q′|+ 1, |Q”|+ 1))

× |ξi,Q′ξj,Q”|yiyjyQ

≺ n
Å

max
i 6=j
|aij |

ã
(|Q|+ 1)|ξi,Q′ξj,Q”|yiyjyQ,(6.28)
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où on rappelle que les aij sont définies par la relation Π2 = 1
2

∑
i 6=j aijYi ∧ Yj ,

aij = −aji. Les relations (6.27) et (6.28) donnent

(6.29)
∑

Q′+Q”=Q

{yiyQ
′
ξi,Q′ , yjy

Q”ξj,Q”}Π2 ≺ C|Q|
[
yiξ̄iyj ξ̄j

]
ijQ

,

où C = nmaxi 6=j |aij |+ τ , avec τ ∈ R+ adéquat. Le premier membre de (6.25)
vérifie alors[

aijyiξiyjξj − {yiξi, yjξj}Π2 + [fij [y1 + y1ξ1(y), . . . ,

yn + ynξn(y)](yi + yiξi)(yj + yjξj)
]
ij,Q

≺ C|Q|n+1
[
|aij | yiξ̄iyj ξ̄j + yiξ̄iyj ξ̄j + [f̄ij [y1 + y1ξ̄1(y), . . . ,

yn + ynξ̄n(y)](yi + yiξ̄i)(yj + yj ξ̄j)
]
ij,Q

.

On définit alors, pour i < j, (i, j) ∈ IQ, les nombres D̄ij,Q ∈ C par les relations

yiyjy
QD̄ij,Q =

[
|aij | yiξ̄iyj ξ̄j + yiξ̄iyj ξ̄j + [f̄ij [y1 + y1ξ̄1(y), . . . ,

yn + ynξ̄n(y)](yi + yiξ̄i)(yj + yj ξ̄j)
]
ij,Q

et posons D̄ji,Q = −D̄ij,Q. Comme par définition on a pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ n
la majoration |Dij,Q| ≤ D̄ij,Q, il suit de (6.26) que pour i0 ∈ EQ fixé,

(6.30) |ξi,Q| ≤
C|Q|
δ′Q

max
i0 6=j

(i0,j)∈IQ

(D̄ji0).

En posant δ−1
Q = C|Q|δ

′−1
Q la relation (6.30) devient

(6.31) δQ|ξi0,Q| ≤ max
i0 6=j

(i0,j)∈IQ

(D̄ji0).

Série majorante. — Comme les fonctions fij sont analytiques et d’ordre > |R|,
il existe deux constantes a′ > 0 et b′ > 0 telles que pour tout i < j on a

f̄ij [x1, . . . , xn]xixj ≺
a′
(∑n

j=1 xj
)2

1− b′
(∑n

j=1 xj
) .

Puisqu’on a affaire à des séries à termes positifs, on en déduit[
f̄ij [y1 + y1ξ̄1(y), . . . , yn + ynξ̄n(y)](yi + yiξ̄i)(yj + yj ξ̄j)

]
ij,Q

≺

[
a′
(∑n

j=1 yj + ξ̄j
)2

1− b′
(∑n

j=1 yj + ξ̄j
)2
]
ij,Q

.
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qui nous fournit deux constantes a, b > 0 telles que pour tout i < j on ait[
|aij |yiξ̄iyj ξ̄j + yiξ̄iyj ξ̄j + f̄ij [y1 + y1ξ̄1(y), . . . ,

yn + ynξ̄n(y)](yi + yiξ̄i)(yj + yj ξ̄j)
]
ij,Q

≺

[
a
(∑n

j=1 yj + ξ̄j
)2

1− b
(∑n

j=1 yj + ξ̄j
)2
]
ij,Q

,(6.32)

où ξ̄ :=
∑n
i=1 ξ̄i. Pour une série formelle quelconque A =

∑n
Q,i=1 aQ,iy

iyQ,
notons {A}Q = max1≤i≤n |aQ,i|. Comme on choisit pour tout multiindice Q
les termes ξQ tels que relation (6.26) soit satisfaite, on déduit de (6.31) la
majoration

(6.33) δQ|ξi,Q| ≤

{
a
(∑n

j=1 yj + ξ̄
)2

1− b
(∑n

j=1 yj + ξ̄
)2
}
Q

pour |Q| > |R| et yiy
Q 6∈ J . On définit alors la série formelle σ(y) =∑

|Q|>|R| σi,Qyiy
Q comme suit :

– si i ∈ EQ, c’est-à-dire si yiyQ 6∈ J , posons

σi,Q =

(
a
(∑n

j=1 yj + σ
)2

1− b
(∑n

j=1 yj + σ
)2
)
i,Q

;

– si i 6∈ EQ, c’est-à-dire si yiyQ ∈ J , posons σi,Q = 0.

Par la démarche utilisée pour établir le lemme 2.1 dans [15] p.1406-p.1407 nous
allons déduire que la série σ est convergente au voisinage de 0 ∈ Cn :

Pour |Q| = 1 on pose η̃Q = 1 et on définit pour |Q| > 1 les nombres η̃Q par
récurrence avec la relation

δQη̃Q = max
Qk+···+Qp+S=Q

η̃Q1 · · · η̃Qp ,

le maximum étant pris sur les ensembles de multiindices tels que |Qi| > |R| et
|S| ≥ 0. En utilisant (6.30),(6.31), (6.32) et (6.33) on déduit alors comme dans
la preuve du lemme 2.2 dans [15] p.1409-p.1411 le résultat suivant.

Lemme 6.9. — Soit |Q| > |R| tel que xQ 6∈ J . Soit 1 ≤ i ≤ n. Alors on a
|ξi,Q| ≤ σ(yiQ)η̃Q.

Le lemme 6.6 est donc une conséquence du lemme 6.10 ci-dessous.

Lemme 6.10. — Il existe c > 0, tel que η̃Q ≤ c|Q|.
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Preuve du lemme 6.10. — Soit Q un multiindice (avec éventuellement une
composante égale à −1). Rappelons que |βQ| = max1≤i≤n |βi|, où βi tel que
LSi(xQ) = βix

Q. Définissons alors la suite {ηQ}Q∈I , où I =
{
Q |xQ 6∈ J

}
par

|βQ|ηQ = max
Qk+···+Qp+S=Q

ηQ1
· · · ηQp ,

Rappelons que par définition,

(6.34) δQ = C|Q|δ′Q = C|Q|2|βQ|.

Par définition, ηQ est un produit de 1/|βQ′ | avec |Q′| > |Q|. Soit k ∈ N∗.
Définissons Φ(k)(Q) comme le nombre de 1/|βQ′ |, avec 0 6= dQ′ < ωk, qui sont
présents dans ce produit, où ωk tel que dans la preuve du lemme 6.5. Par des
raisonnements identiques à celles qui permettent d’établir la proposition 2.2
(Estimation du nombre de petits diviseurs) dans [15] (cf. [15] section 2.2) on
montre que pour tout |Q| > R avec xQ 6∈ J , on a Φ(k)(Q) ≤ 2n |Q|

2k
. Soit r

entier et 2r + 1 ≤ |Q| < 2r+1 + 1. Par (6.34)

η̃Q ≤
r∏

k=0

Å
1

C(2k+1)2ωk+1

ãΦ(k)(Q)

.

De ce qui précède on déduit

ln(η̃Q) ≤ −|Q|
r∑

k=0

1

2k
2n(2(k + 1)) ln 2− |Q|

r∑
k=0

2n

2k
ln(ωk)

≤ |Q|

Ñ
−
∑
k≥0

1

2k
2n(2(k + 1)) ln 2−

∑
k≥0

2n
ln(ωk)

2k

é
.

Par la condition diophantienne (6.11), la somme
∑
k≥0 2n ln(ωk)

2k
converge, et on

obtient finalement η̃Q ≤ c|Q|, c > 0.

Passage de la 0-prénormalisation à la prénormalisation. — Dans ce qui précède,
on a établi que Π pouvait être 0-prénormalisé par une transformation analy-
tique. On peut donc supposer que

Π = Π2 + xRΠR + xRR,

où on note R un champ de bivecteurs analytique. Comme R a toutes ses com-
posantes strictement positives, on peut supposer

(6.35) Π = Π2 + xRΠR +R′, R′ =
∑
J∈Nn

xJΠJ ,

où on désigne par ΠJ des champs de bivecteurs quadratiques diagonaux. Les
multiindices J sont sans composante égale à −1. Afin d’établir la proposition
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6.1, on veut montrer l’existence d’une prénormalisation, i.e. d’une transforma-
tion analytique Φ : (Cn, 0)→ (Cn, 0) telle que

Φ∗(Π) = Π2 + xRΠR + xRR, R =
∑
J∈Nn

xJΠJ ∈ J1.

Définition 6.2. — On dit qu’une transformation formelle Φ̂ est diagonale si
Φ̂ = expZ, avec Z =

∑
I∈Nn c

I
i x
IYi, c ∈ C (aucun multiindice apparaissant

effectivement dans la somme n’a de composante égale à −1).

Lemme 6.11. — Supposons Π tel que dans (6.35). Alors il existe des transfor-
mations formelles diagonaux Φ̂ prénormalisant Π.

La démonstration qui a permis de montrer le lemme 6.1 s’adapte pour mon-
trer le lemme 6.11 : on suppose Π 0-prénormalisé à l’ordre ∞ et prénormalisé
à l’ordre d et on montre l’existence d’une transformation diagonale Ψ telle que
Ψ∗(Π) soit 0-prénormalisé à l’ordre ∞ et prénormalisé à l’ordre d+ 1. Comme
il n’y a plus de multiindice avec une composante égale à −1 il n’y a plus la
difficulté de la preuve du lemme 6.2.

Le point de départ pour montrer l’existence d’une transformation holo-
morphe prénormalisante diagonale est le système suivant :

(6.36) {xi, xj}Π = aijxixj + fij(x)xixj , 1 ≤ i < j ≤ n,

où fij est analytique (et non pas fijxixj comme pour la 0-prénormalisation).
La proposition 6.1 suit alors du lemme suivant.

Lemme 6.12. — Il existe un système de coordonnées locales analytique xi =

yi + yiξi, 1 ≤ i ≤ n dans lequel le système (6.36) s’écrit sous la forme

(6.37) {yi, yj}Π = aijyiyj + xRgij(y)yiyj , 1 ≤ i <≤ n

où les gij sont des fonction analytiques.

Le lemme 6.12 se démontre comme le lemme 6.6, sans toutefois les difficul-
tés liées à la présence de multiindices avec une composante égale à −1. Les
adaptations dans la démonstration sont les suivantes :

– xi = yi + yiξi, avec ξi =
∑
Q∈Nn y

Q ;
– remplacer 0-prénormalisé par prénormalisé ;
– remplacer yiyQ ∈ J (resp. yiyjyQ ∈ J ) par yQ ∈ J , (et de même quand
i, j ou Q est remplacé par une autre lettre) ;

– au lieu de demander {yi, yj} ∈ J , demander {yi, yj} = yiyjf , où f ∈ J ,
(resp. la même chose pour {ξiyi, yj}, {yi, ξjyj} et {ξiyi, ξjyj}).
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7. Champ de vecteurs associé

Soit Π =
∑
I x

IΠI une structure de Poisson formelle. Soit Λ := (λ1, . . . , λn) ∈
C∗n. La fonction xΛ n’a pas de détermination unique. Néanmoins le champ de

vecteur
1

xΛ
XΠ(xΛ) ne dépend pas du choix d’une détermination de xΛ : en

effet, si on note ΠI := 1
2

∑n
i=1A

I
i ∧ Yi où AIi :=

∑n
j=1 a

I
ijYj avec aij = −aji,

on a

(7.1)
1

xΛ
XΠI (x

Λ) =

(
n∑
i=1

λiA
I
i

)
.

Remarque. — Soit B un champ de bivecteurs quadratique diagonal. Alors
1
xΛXB(xΛ) est un champ de vecteurs linéaire diagonal. Si aucun multiindice
apparaissant effectivement dans la somme Π =

∑
I x

IΠI possède une compo-
sante égale à −1, le champ de vecteurs 1

xΛXΠ(xΛ) est analytique en 0 ∈ Cn.
Soient Π et Π′ deux champs de bivecteurs formels. On a

(7.2)
1

xΛ
XΠ+Π′(x

Λ) =
1

xΛ
XΠ(xΛ) +

1

xΛ
XΠ′(x

Λ).

On reprend la notion suivante, introduite par Stolovitch dans [19], sur une
idée de Marc Chaperon.

Définition 7.1. — Soit S = Vect 〈S1, S2〉 tel qu’en (P4), théorème 3.1. Alors
T ∈ S est un élément de Cartan de S si l’ensemble des intégrales premières
formelles de T coïncide avec l’ensemble des intégrales premières formelles com-
munes à tous les éléments de S.

Proposition 7.1. — Soient Π2 une structure de Poisson quadratique diago-
nale telle qu’en (P1), (P2), théorème 3.1, et S = Vect 〈S1, S2〉 tel qu’en (P4),
théorème 3.1. Alors il existe une réunion dénombrable d’hyperplans de Cn A

telle que pour Λ ∈ Cn − A le champ de vecteurs linéaire diagonal 1
xΛXΠ2(xΛ)

est un élément de Cartan de S.

En utilisant (7.1), la preuve se fait de manière identique à celle du lemme
3.1 dans [19], sur une idée de Marc Chaperon (voir aussi [3]).

Proposition 7.2. — Soit Π une structure de Poisson telle qu’en la proposi-
tion 4.1, et soit S = Vect 〈S1, S2〉 (cf. (P4), théorème 3.1). Supposons Π =∑
I x

IΠI telle qu’aucun multiindice apparaissant effectivement dans la somme
n’a une composante égale à −1. Soit Λ := (λ1, . . . , λn) ∈ Cn tel que le champ
de vecteurs linéaire diagonal 1

xΛXΠ2(xΛ) soit un élément de Cartan de S tel
que Λ.S 6= 0.

(i) Alors 1
xΛXΠ(xΛ) est conjugué à la forme normale polynomiale

1
xΛX[Π2+xRΠR](x

Λ) par une unique transformation formelle Φ̂.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



360 P. LOHRMANN

(ii) Φ̂ conjugue également Π à la forme normale polynomiale Π2 + xRΠR.

Preuve de la proposition 7.2 (i). — Posons

(7.3)
1

xΛ
XΠ(xΛ) :=

1

xΛ
XΠ2(xΛ) +

1

xΛ
XxRΠR(xΛ) +

∑
|I|>|R|

xI
1

xΛ
XΠI (x

Λ),

où les champs de vecteurs 1
xΛXΠI (x

Λ) sont linéaires diagonaux.
Les intégrales premières formelles du champ de vecteurs linéaire diagonal

sont exactement les intégrales premières formelles communes à S1 et S2. Ils
coïncident donc avec les fonctions de Casimir formelles associés à la struc-
ture de Poisson Π2. On en déduit que 1

xΛXΠ2(xΛ) est 1-résonnant, c’est-à-dire
les termes résonnants (au sens de Poincaré-Dulac) de (7.3) sont de la forme
(xR)dD, où d est un entier strictement positif, et D un champ de vecteurs
linéaire diagonal.

En outre, rappelons que ΠR := S ∧ C (hypothèse (P4), théorème 3.1).
Constatons alors que le champ de vecteurs 1

xΛXxRΠR(xΛ) = xR 1
xΛ (LS(xΛ)C −

LC(xΛ)S n’admet pas xR comme intégrale première formelle puisque d’une
part par hypothèse sur Λ, on a Λ.S = 1

xΛXS(xΛ) 6= 0, et d’autre part le champ
C n’admet par hypothèse pas xR comme intégrale première formelle (rappelons
que S ∈ S, donc LS(xR) = 0).

Supposons 1
xΛXΠ(xΛ) formellement normalisé au degré d, i.e.

1

xΛ
XΠ(xΛ) =

1

xΛ
XΠ2(xΛ) +

1

xΛ
XxRΠR(xΛ) +

∑
|I|≥d

L
[ 1
xΛ

X
Π2(xΛ)]

(xI ) 6=0

(xI)
1

xΛ
XΠI (x

Λ)

+
∑

j|R|≥d+|R|

xjR
1

xΛ
X[xjRΠjR](x

Λ).(7.4)

D’après le procédé classique bien connu de normalisation de champs de vecteurs
par récurrence sur le degré on aura établi 7.2 (i) si

– pour les multiindices |I| = d tels que L 1

xΛXΠ2 (xΛ)(x
I) 6= 0 il existe un

unique champ de vecteurs linéaire diagonal ZI qui satisfait l’équation
cohomologique

(7.5)
ï

1

xΛ
XΠ2(xΛ), xIZI

ò
= xI

1

xΛ
XΠI (x

Λ)

(cas non-résonnant). L’existence et l’unicité des solutions de la dernière
équation cohomologique est un fait bien connu.

– pour les multiindices |I| = d tels que L 1

xΛXΠ2 (xΛ)(x
I) = 0 il existe un

unique champ de vecteurs linéaire diagonal qui vérifie l’équation

(7.6)
ï

1

xΛ
XxRΠR(xΛ), xIZI

ò
= xI+R

1

xΛ
XΠI+R(xΛ)
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(cas résonnant). L’existence et l’unicité des solutions ZI de (7.6) reste à
montrer.

Puisque 1
xΛXΠ2(xΛ) est 1-résonnant, xI est de la forme xjR, où j ∈ N∗.

Rappelons
1

xΛ
XxRΠR(xΛ) = xR

1

xΛ

(
LS(xΛ)C − LC(xΛ)S

)
. Posons S.Λ :=

1

xΛ
LS(xΛ) et T :=

1

xΛ
XΠR(xΛ).

Comme 1
xΛXΠ2(xΛ) est 1-résonnant, il existe j ∈ N∗ tel que xI = xjR. Par

LS(xR) = 0 on a

(7.7) L 1

xΛXΠR (xΛ)(x
R) = S.ΛLC(xjR).

D’où, pour tout champ de vecteurs linéaire diagonal L,

(7.8)
ï

1

xΛ
XxRΠR(xΛ), xIL

ò
= [xRT, xjRL] = S.ΛxRLC(xjR)L−xILL(xR)T.

Soit Z ′ un champ de vecteurs linéaire diagonal tel que S.ΛxRLC(xjR)Z ′ =
1
xΛXxjRΠjR(xΛ). Montrons qu’il existe c ∈ C tel que xjRZjR = xjRZ ′+ cxjRT

convient comme unique solution de (7.6). – Existence : d’après (7.8), il suffit
que

(7.9) [xRT, cxjRT ] = xILZ′(xR)T,

donc, toujours d’après (7.7) et (7.8),

S.ΛxRLC(xjR)cT + xjRL[cS.ΛC](x
R)T = xILZ′(xR)T.

Il est facile de voir l’existence d’un unique c vérifiant la dernière égalité.
– Unicité : soit xjRZ une solution quelconque de (7.6). Le champ de vecteurs
xjR(Z − Z ′) doit nécessairement vérifier l’équation (7.9) qui adment une
solution unique.

Preuve de la proposition 7.2 (ii). — Montrons que Φ̂ conjugue Π à la forme
normale polynomiale Π2 + xRΠR.

Supposons Π normalisé au degré d, i.e.

(7.10) Π = Π2 + xRΠR +

Ü ∑
|I|=d

X
Π2(xI )6=0

xIΠI

ê
+ xjRΠjR +R,

où on a mis entre parenthèses la somme des termes non-résonnants, et où
|jR| = d + |R|. Par R on désigne la somme des terme non-résonnants d’ordre
strictement supérieurs à d et des termes résonnants d’ordre strictement supé-
rieur à d+ |R| au niveau des termes résonnants.
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Le champ de vecteurs 1
xΛXΠ(xΛ) s’écrit

1

xΛ
XΠ(xΛ) =

1

xΛ
X[Π2+xRΠR](x

Λ) +

Ñ∑
|I|=d

xI
1

xΛ
XΠI (x

Λ)

é
+ xjR

1

xΛ
XΠjR(xΛ) +R′.

On déduit de la proposition 7.2 (i) que le champ de vecteurs 1
xΛXΠ(xΛ) se

normalise au degré d+1 (au sens (7.4)) par le bias d’une unique transformation
de la forme exp

Ä
−
∑
|J|=d x

JZJ
ä
, où ZJ est un champ de vecteurs linéaire

diagonal.
Comme 1

xΛXΠ(xΛ) est parallèle au champ hamiltonien de xΛ par rapport
à Π, on a L 1

xΛXΠ(xΛ)(x
Λ) = 0. On en déduit que pour tout |J | = d, on a

LZJ (xΛ) = 0. D’où la relation

(7.11) exp(xIZJ)∗
Å

1

xΛ
XΠ(xΛ)

ã
=

1

xΛ
X[exp(xJZJ )∗(Π)](x

Λ).

On déduit de (7.11) que pour prouver la proposition 7.2 (ii) il suffit de montrer
que exp(

∑
|J|=d x

JZd) normalise également Π au degré d+ 1 (au sens (7.10)).
La relation (7.11) permet en effet d’itérer du degré |d| au degré |d+ 1|.

L’identité de Jacobi [Π,Π] = 0 impose aux termes non-résonnants de degré
d de Π de vérifier

(7.12) [Π2, xIΠI ] = 0,

et aux terme résonnant de degré d+ |R| de Π de vérifier

(7.13) [xRΠR, xjRΠjR] = 0.

On alors déduit des relations (7.5), (7.6), (7.12) et (7.13) que la proposition 7.2
(ii) est conséquence du lemme 7.1 plus bas.

Lemme 7.1. — (i) Soient xI tel que XΠ2(xI) 6= 0 i.e. tel que
L 1

xΛXΠ2 (xΛ)(x
I) 6= 0, et B un champ de bivecteurs quadratique dia-

gonal non nul tel que [Π2, xIB] = 0. Alors 1
xΛXxIB(xΛ) 6= 0 et tout

champ de vecteurs linéaire diagonal Z qui vérifie l’équation

(7.14)
ï
xIZ,

1

xΛ
XΠ2(xΛ)

ò
=

1

xΛ
XxIB(xΛ)

vérifie également l’équation [xIZ,Π2] = xIB.
(ii) Soit j ≥ 2 un entier, et A un champ de bivecteurs quadratique dia-
gonal tel que x(j+1)RA vérifie l’équation [xRΠR, x(j+1)RA] = 0. Alors
1
xΛXx(j+1)RA(xΛ) 6= 0 et tout champ de vecteurs linéaire diagonal Z ′ véri-
fiant l’équation

[
xjRZ ′, 1

xΛXxRΠR(xΛ)
]

= 1
xΛXx(j+1)RA(xΛ) vérifie égale-

ment l’équation [xjRZ ′, xRΠR] = x(j+1)RA.
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Preuve du lemme 7.1 (i). — Comme [Π2, xIB] = 0 et l’hypothèse (H) est sa-
tisfaite, on montre comme dans la démonstration de la proposition 2.1 (cf. [5]
section 3) qu’il existe un champ de vecteurs linéaire diagonal T tel que

(7.15) xIB = [Π2, xIT ] = XΠ2(xI) ∧ T.

Or, avec (2.6) on déduit de (7.15)

(7.16)
1

xΛ
XxIB(xΛ) =

1

xΛ
L[XΠ2 (xI)](x

Λ)T − 1

xΛ
LT (xΛ)XΠ2(xI).

Montrons d’abord que si 1
xΛXΠ2(xΛ) est un élément de Cartan de S alors

(7.17)
1

xΛ
L[XΠ2 (xI)](x

Λ) 6= 0.

Comme B est non-nul, il suit de (7.15) que le champ linéaire diagonal
1
xI
XΠ2(xI) n’est pas colinéaire à T , (7.16) et (7.17) impliquent alors la

non-nullité de 1
xΛXxIB(xΛ). Posons I := (I1, . . . , In). On note 1

xI
XΠ2(xI) =∑n

i=1 IiSi. D’où

(7.18)
1

xΛ
LXΠ2 (xI)(x

Λ) =
n∑
j=1

λi

(
n∑
i=1

Iiaij

)
,

(on rappelle que Si :=
∑n
j=1 aijYj). Or,

(7.19)
n∑
j=1

λi

(
n∑
i=1

Iiaij

)
=

∑
1≤i,j≤n

(Iiλj) aij =
n∑
i=1

Ii

(
n∑
j=1

λjaij

)
= L[ 1

xΛXΠ2 (xΛ)](x
I).

De (7.18), (7.19) suit

(7.20)
1

xΛ
L[XΠ2 (xI)](x

Λ) = L[ 1

xΛXΠ2 (xΛ)](x
I).

On en déduit L[ 1

xΛXΠ2 (xΛ)](x
I) 6= 0, puisque xI est non-résonnant et

1
xΛXΠ2(xΛ) est un élément de Cartan de S.

On reprend la preuve du lemme 7.1 (i). Soit Z un champ de vecteurs
linéaire diagonal vérifiant (7.14). On a la relation

[
1
xΛXΠI (x

Λ) , xIZ
]

=

L[ 1

xΛXΠI (xΛ)](x
I)Z. On en déduit avec (7.16), (7.20), qu’il existe s ∈ C tel que

Z = T + s 1
xI
XΠ2(xI). Rappelons

ï
1

xI
XΠ2(xI),Π2

ò
= 0. Par (7.15) on déduit

finalement [Π2, Z] = xIB.

Preuve du lemme 7.1 (ii). — Commençons par montrer que le champ de vec-
teurs 1

xΛX[x(j+1)RA](x
Λ) est non nul. Par hypothèse, on a

[
xRΠR, x(j+1)RA

]
=
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0. D’après la proposition 4.3, ceci signifie qu’il existe un champ de vecteurs Z
linéaire diagonal tel que

(7.21)
[
ΠR, xjRZ

]
= xjRA.

D’après le lemme 2.1, on a alors xjRA = XΠR(xjR) ∧ Z. Par hypothèse, on a
ΠR = S ∧ C, ainsi que LS(xjR) = 0. D’où, par (2.6),

(7.22) xjRA = −LC(xjR)S ∧ Z.

On en déduit

(7.23) X[xjRA](x
Λ) = −

(
LC(xjR)

) (
LS(xΛ)Z − LZ(xΛ)C

)
.

Par hypothèse on a LC(xR) 6= 0 et LS(xΛ) 6= 0. Comme A est non nul
la relation (7.22) implique que C et Z ne sont pas colinéaires. Le champ
de vecteurs 1

xΛX[xjRA](x
Λ) n’est donc pas nul. Comme 1

xΛX[x(j+1)RA](x
Λ) =

xR 1
xΛX[xjRA](x

Λ) le champ de vecteurs 1
xΛX[x(j+1)RA](x

Λ) est également non
nul, ce qu’il fallait montrer.

On reprend la preuve du lemme 7.1 (ii). D’après la proposition 7.2 (i), il
existe un champ linéaire diagonal Z ′ vérifiant l’équation

(7.24)
ï
xjRZ ′, xR

1

xΛ
XΠR(xΛ)

ò
=

1

xΛ
X[x(j+1)RA](x

Λ).

On a la relationï
xjR(Z ′),xR

1

xΛ
XΠR(xΛ)

ò
(7.25)

= xR
ï
xjRZ ′,

1

xΛ
XΠR(xΛ)

ò
+ LxjRZ′(xR)

Å
1

xΛ
XΠR(xΛ)

ã
= xR

ï
xjRZ ′,

1

xΛ
XΠR(xΛ)

ò
+ cxjRxR

Å
1

xΛ
XΠR(xΛ)

ã
=

1

xΛ
X[x(j+1)RA](x

Λ),

où on a posé c ∈ C tel que cxjRxR = L[xjRZ′](x
R). De plus, d’après (2.8)-(2.10),

on a [
xjRZ ′, xRΠR

]
= xR

[
xjRZ ′,ΠR

]
+ L[xjRZ′](x

R)ΠR

= xR
[
xjRZ ′,ΠR

]
+ cxjRxRΠR(7.26)

Soit B tel que x(j+1)RA− cxjRxRΠR = x(j+1)RB. D’après (7.26), le lemme 7.1
(ii) suit alors de

(7.27)
[
xjRZ ′,ΠR

]
= xjRB.
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Or, en divisant par xR on déduit de (7.25)
1

xΛ
X[xjRB](x

Λ) =
1

xΛ
X[xjRA](x

Λ)− cxjR 1

xΛ
XΠR(xΛ).

La relation (7.25) signifieï
xjRZ ′,

1

xΛ
XΠR(xΛ)

ò
= xjR

1

xΛ
X[xjRB](x

jR).

Comme ΠR est une structure de Poisson quadratique diagonale, le raisonnement
qui a permis d’établir le lemme 7.1 (i) s’applique aussi si on remplace Π2 par
ΠR, et xI par xjR. (Le fait que Λ soit un élément de Cartan de S n’a servi dans
la preuve du lemme 7.1 (i) uniquement pour assurer que les termes de (7.20)
soient non nuls. Dans le cas présent, il est déjà établi dans le raisonnement qui
suit (7.23) que L[ 1

xΛXΠR (xΛ)](x
jR) est non nul.)

La relation (7.27) découle donc du lemme 7.1 (i) puisque[
ΠR, xjRB

]
=
[
ΠR, xjRA

]
−
[
ΠR, cxjRxRΠR

]
= 0.

En effet comme ΠR est produit extérieur de deux champs de vecteurs on a
[ΠR, cxjRxRΠR] = 0. La nullité du crochet [ΠR, xjRA] suit alors de (7.21) et
du lemme 4.2 (iii).

8. Normalisation sectorielle

Rappel. — On donne sous une forme légèrement simplifiée le résultat de Stolo-
vitch ([16], section 3.3) sur la normalisation sectorielle de champs de vecteurs.

Définition 8.1. — Un champ de vecteurs holomorphe en 0 ∈ Cn est dit bien
préparé s’il est de la forme X = T + xUV + xUR,, où
• T champ de vecteurs linéaire diagonal 1-résonnant, xU générateur de

résonances, U := (U1, . . . , Un) avec Ui 6= 0,

• V champ de vecteurs linéaire diagonal avec LV (xU ) 6= 0,
• LR(xU ) = 0 et R :=

∑n
i=1 fi ∂i, fi = xif̃i, f̃i holomorphe en 0 ∈ Cn.

Soit α ∈ Cn tel que β := (U,α) 6= 0, et désignons par Eµ,α l’ensemble des
champs de vecteurs bien préparés de la forme

(8.1)
n∑
i=1

(
xi(µi + αix

U ) + xUfi(x)
)
∂i,

On note Xµ,α =
∑n
i=1 xi(µi + αix

U ) ∂i leurs forme normale (cf. la proposition
7.2). On suppose

– (H ′1) les valeurs propres µi toutes situées sur une droite (d) ⊂ C passant
par l’origine.
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– (H ′2) il existe un indice i0 tel que λi0 6= 0 et tel que

min
i 6=i0

Re

Å
αi
β
− µi
µi0

αi0
β

ã
> 0.

Soit δ un nombre complexe de module 1 tel que les nombres µi/(βδ) soient tous
réels.

Théorème 8.1 (Stolovitch). — Soient 0 < ε <
π

2
fixé et X ∈ Eµ,α. Sous

(H ′1), (H ′2),

(i) il existe des transformations Φj, j = 0, 1, tangentes à l’identité, holo-
morphes sur DSUj (r, r′, δ) avec r, r′ suffisamment petits telles que

Φ∗j (X) = Xµ,α.

(ii) Les transformations Φj admettent Φ̂ comme développement asymptotique
au sens de Gérard-Sibuya en xU dans DSUj (r, r′, δ) où Φ̂ est l’unique
transformation formelle conjuguant X à Xµ,α et préservant xR, c.a.d.
telle que xR ◦ Φ̂ = xU .

(iii) Les transformations Φj j = 0, 1 préservent xU .

(iv) Pour tout Λ ≡ (Λ1, . . . ,Λn) ∈ Cn tel que LR(xΛ) = 0 on a xΛ ◦ Φj = xΛ

(quel que soit la détermination de xΛ choisie).

Remarque. — Le quatrième point du précédent résultat ne figure pas dans
l’énoncé original (théorème 3.3.1 dans [16]) mais suit immédiatement de sa
démonstration : le système (3.5) dans la preuve du théorème 3.3.3 de [16] sa-
tisfait condition (r) du théorème 2.2.1 de [16], avec R = (Λ1, . . . ,Λn), assurant
xΛ ◦ Φj = xΛ (le fait que Λi 6∈ N n’a aucune incidence).

Application. — On revient à la structure de Poisson Π du théorème 3.1. Par la
proposition 6.1 on peut supposer Π prénormalisé, c’est-à-dire de la forme

(8.2) Π = Π2 + xRΠR + xR
∑
I∈Nn

xIΠI ,

où les multiindices I apparaissant effectivement dans la somme n’ont pas de
composante strictement négative. On rappelle qu’on désigne par ΠI des champs
de bivecteurs quadratiques diagonaux.

Lemme 8.1. — Sous les hypothèses du théorème 3.1 il existe B ⊂ Cn inter-
section d’un ouvert et d’un sous-ensemble dense de mesure pleine de Cn tel que
pour Λ ∈ B le champ de vecteurs associé à Π vΛ

1
xΛXΠ(xΛ), où vΛ désigne une

unité analytique appropriée, satisfait les hypothèses du théorème 8.1 et de la
proposition 7.2. L’ensemble B ne dépend que de la partie quadratique Π2 et de
xRΠR.
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Preuve du lemme 8.1. — Il suffit de montrer que pour Λ appartenant à un
ensemble denseB′ de mesure pleine de Cn il existe une unité analytique vΛ telle
que vΛ

1
xΛXΠ(xΛ) soit bien préparé et satisfait les hypothèses de la proposition

7.2. Les conditions (H ′1) et (H ′2) sont alors satisfaites pour Λ ∈ B = B′ ∩U, où
U désigne l’ouvert où (H ′1) et (H ′2) sont satisfaites.

Rappelons qu’on note Π2 := 1
2

∑
i 6=j aijYi∧Yj , où aij = −aji, et ΠR := S∧C,

avec S ∈ S et C tel que LC(xR) 6= 0. Posons ΠR := 1
2

∑
i 6=j bijYi ∧ Yj , où

bij = −bji.
D’après la proposition 7.1, la condition que 1

xΛXΠ2(xΛ) ∈ S soit un élé-
ment de Cartan de S (cf. définition 7.1) tel que Λ.S 6= 0 est satisfaite pour
Λ appartenant à un ensemble dense de mesure pleine B′ de Cn. Considérons
Λ := (Λ1, . . . ,Λn) ∈ B′ et montrons qu’il existe une unité analytique uΛ tel
que vΛ

1
xΛXΠ(xΛ) soit bien préparé, i.e. appartienne à Eµ,α où

(8.3)

µ =

(
(
n∑
i=1

Λiai1Y1), . . . , (
n∑
i=1

ΛiainYn)

)
et α =

(
(
n∑
i=1

Λibi1Y1), . . . , (
n∑
i=1

ΛibinYn)

)
.

Le champ de vecteurs 1
xΛXxRΠR(xΛ) (= xR 1

xΛ (LS(xΛ)C − LC(xΛ)S) n’admet
pas xR comme intégrale première formelle puisque par hypothèse sur S, C et Λ

on a Λ.S := 1
xΛXS(xΛ) 6= 0, LC(xR) 6= 0 et LS(xR) = 0. Comme 1

xΛXΠ2(xΛ) ∈
S on en déduit β 6= 0 tel que

L[ 1

xΛXΠ2 (xΛ)+ 1

xΛXΠR (xΛ)](x
R) = L[ 1

xΛXΠR (xΛ)](x
R) = β(xR)2.

Il suit de (8.2) et de (8.3) qu’il existe des fonctions gi holomorphes sur Cn telles
que

1

xΛ
XΠ(xΛ) =

n∑
i=1

(
xi(µi + xRαi)) + xRxigi(x)

)
∂i

et

L 1

xΛXΠ(xΛ)(x
R) = β(xR)2 + (xR)2

n∑
i=1

gi(x).

Posons vΛ(x) :=
Ä
1 + 1

β

∑n
i=1 gi(x)

ä−1
et X̃ := vΛ

1

xΛ
XΠ(xΛ). Remarquons

que X̃ s’écrit sous la forme

X̃ =
n∑
i=1

(
xi(µi + xRαi) + xRxig̃i(x)

)
∂i.

Or, il suit de la définition de X̃ que la dérivée de Lie de xR le long de X̃ vaut
LX̃(xR) = β(xR)2. Avec

L[
∑n

i=1
xi(µi+xRαi)∂i](x

R) := L[ 1

xΛXΠ2 (xΛ)+ 1

xΛXΠR (xΛ)](x
R) = β(xR)2
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il suit finalement
L[xR

∑n

i=1
xig̃i∂i](x

R) = 0,

c’est-à-dire X̃ ∈ Eµ,α .

Lemme 8.2. — Soit P une structure de Poisson qui satisfait les hypothèses
(P1) – (P4) du théorème 3.1, et f : Cn → C une fonction analytique. Alors fP
est également une structure de Poisson, i.e. on a la relation [fP, fP] = 0.

Preuve du lemme 8.2. — Par la proposition 4.1 il existe une transformation
formelle Ψ̂ telle que (Ψ̂)∗(P) = Π2 + xRΠR. Or Π2 + xRΠR s’écrit sous la
forme S ∧ (S′ + xRC), avec S, S′ ∈ S. On en déduit que P et donc fP sont
produits extérieurs de deux champs de vecteurs formels. Il suit que le champ
de bivecteurs fP satisfait la relation [fP, fP] = 0.

Définition 8.2. — On dit que I ∈ Nn est un bon multiindice si xR ne divise
pas xI . On note D l’ensemble des bons multi-indices.

Proposition 8.1. — Soient B tel que dans le lemme 8.1, Λ ∈ B et vΛ l’unité
analytique fourni par le lemme 8.1. Soit ΦΛ

j la transformation fourni par le théo-
rème 8.1 normalisant holomorphiquement le champ de vecteurs vΛ

1
xΛXΠ(xΛ)

sur le domaine sectoriel DSRj (r, r′, δ), j = 0, 1. Alors

(i) ΦΛ
j préserve xΛ, c’est-à-dire on a xΛ ◦ Φj = xΛ ;

(ii) (ΦΛ
j )∗(vΛΠ) s’écrit Π2 +xRΠR+RΛ où RΛ désigne un champ de bivec-

teurs infiniment plat défini sur DSRj (r, r′, δ), j = 0, 1 ;
(iii) Φ∗j (vΛΠ) est une structure de Poisson ;
(iv) RΛ s’écrit ∑

I∈D
xI

1

2

∑
i 6=j

fΛ,I
ij (xR)Yi ∧ Yj ,

où fΛ,I
ij = −fΛ,I

ji . Les fΛ,I
ij sont des fonctions infiniment plates définies

sur Ui(r, δ), j = 0, 1, où

Ui(r, δ) :=

ß
z ∈ C | |z| < r,

∣∣∣∣arg z −
Å

arg δ + π(j +
1

2
)

ã∣∣∣∣ < π − ε
™
.

Preuve de la proposition 8.1. — ΦΛ
j conjugue vΛ

1
xΛXΠ(xΛ) à la forme normale

1
xΛXΠ2(xΛ) + 1

xΛXΠR(xΛ) sur DSRj (r, r′, δ), j = 0, 1. Avec L 1

xΛXΠ(xΛ)(x
R) = 0

le premier point de la proposition 8.1 suit du théorème 8.1 (iv) et le troisième
point suit le lemme 8.2. Le deuxième point de la proposition 8.1 suit de la
conjugaison (ΦΛ

j )∗(vΛ
1
xΛXΠ(xΛ)) = 1

xΛXΠ2+xRΠR(xΛ) et de la proposition 7.2
appliquée à la structure de Poisson vΛΠ (cf. les lemmes 8.1, 8.2).

tome 137 – 2009 – no 3



CLASSIFICATION ANALYTIQUE DE STRUCTURES DE POISSON 369

Reste à montrer le quatrième point. D’après le théorème 8.1, les transforma-
tion sectorielles ΦΛ

j , j = 0, 1 admettent Φ̂Λ
j comme développement asympto-

tique au sens de Gérard-Sibuya en le monôme yR sur DSRj (r, r′, δ) (cf. section
2) : posons ΦΛ

j (y1, . . . , yn) = (ϕ1(y), . . . , ϕn(y)). Chaque composante ϕi admet
une écriture de la forme

ϕi(z, y) =
∑
Q∈Nn

ϕi,Q(yR)yQ,

tel que ϕ̂i =
∑
Q∈Nn ϕ̂i,Q(yR)yQ, et tel que chacune des fonctions ϕi,j,Q(z)

admet ϕ̂i,Q(z) comme développement asymptotique au sens de Poincaré dans
le secteur Uj , j = 0, 1. D’où

RΛ =
∑
I∈Nn

xI
1

2

∑
i 6=j

gΛ,I
ij (xR)Yi ∧ Yj ,

où gΛ,I
ij = −gΛ,I

ji . Les fonctions gΛ,I
ij sont plates définies sur Uj , j = 0, 1. On

obtient RΛ sous la forme de la proposition 8.1 (iv) en posant, pour I ∈ D,

fΛ,I
ji (xR) :=

∑
J=I+lR
l∈N

(xR)lgΛ,J
ji (xR).

Nullité du reste infiniment plat. — Soit RΛ tel que dans la proposition 8.1. Po-
sons

(8.4) RΛ =
∑
I∈D

xIΠI,Λ.

Proposition 8.2. — Soient B tel que dans le lemme 8.1 et RΛ tel que dans
la proposition 8.1. Il existe C ⊂ B de mesure de Lebesque nulle tel que pour
Λ ∈ B − C

(8.5) R 6= 0⇒
[
Π2, xI0ΠI0,Λ

]
= 0,

où ΠI0,Λ désigne un terme de plus petit degré non-nul de (8.4). L’ensemble C
ne dépend que de la partie quadratique Π2 et de xRΠR.

Corollaire 8.1. — Soient C et xI0ΠI0,Λ(xR) telles que dans la proposition
8.2. Pour Λ ∈ B − C

xI0ΠI0,Λ(xR) 6= 0⇒ 1

xΛ
X[xIΠi0,Λ(xR)](x

Λ) 6= 0.

Preuve du théorème 3.1. — Montrons que pour Λ ∈ B − C tel que dans la
proposition 8.2, vΛ tel que dans le lemme 8.1 et ΦΛ

j , j = 0, 1 tel que dans la
proposition 8.1, on a la relation de conjugaison

(ΦΛ
j )∗(vΛΠ) = Π2 + xRΠR
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sur DSRj (r, r′, δ), j = 0, 1. Ceci revient à montrer que RΛ tel que dans la
proposition 8.1 est nul c’est-à-dire à montrer que xI0ΠI0,Λ(xR) tel que dans la
proposition 8.2 est nul.

D’après le corollaire 8.1, xI0ΠI0,Λ(xR) 6= 0 implique 1
xΛX[xI0ΠI0,Λ(xR)](x

Λ) 6=
0. Si xI0ΠI0,Λ(xR) est non nul on a une contradiction avec le fait que ΦΛ

j

conjugue le champ de vecteurs 1
xΛXvΛΠ(xΛ) à la forme normale polynomiale

1
xΛXΠ2(xΛ) + 1

xΛXΠR(xΛ) sur DSRj (r, r′, δ), j = 0, 1. Les autres affirmations
du théorème 3.1 suivent du théorème 8.1, du lemme 8.1 et des propositions 8.2
et 8.1.

Preuve du corollaire 8.1. — Soit p = (p1, . . . , pn) un point dans le domaine
sectoriel DSRj (r, r′, δ) j = 0, 1 dont toutes les coordonnées soient non nulles,
c’est-à-dire p1 6= 0, . . . , pn 6= 0. Par la proposition 8.2, sur DSRj (r, r′, δ), j =

0, 1, on a [
Π2, xI0ΠI0,Λ(xR)

]
=

Π2, xI0
1

2

∑
i 6=j

f I0,Λij (xR)Yi ∧ Yj


= 0.

Soient ap,I0ij ∈ C, 1 ≤ i, j ≤ n tels que ap,I0ij := f I0,Λij (pR). En utilisant les
relations (2.10), (2.6) on déduit de S ∈ S⇒ LS(xR) = 0 que pour x = p on aΠ2, xI0

1

2

∑
i6=j

f I0,Λij (xR)Yi ∧ Yj

 =

Π2, xI0
1

2

∑
i 6=j

ap,I0ij Yi ∧ Yj

 = 0.

Or, d’après le lemme 2.1, le terme

(8.6) [Π2, xI0
1

2

∑
i6=j

ap,I0ij Yi ∧ Yj ]

s’écrit sous la forme xI0
∑
i<j<k aijkYi ∧ Yj ∧ Yk, aijk ∈ C. Comme toutes les

coordonnées de p sont non nulles, le fait que (8.6) s’annule en p, implique que
pour tout x ∈ DSRj (r, r′, δ) on a

[Π2, xI0
1

2

∑
i6=j

ap,I0i,j Yi ∧ Yj ] = 0.

Posons Πp,I0 := 1
2

∑
i 6=j a

p,I0
i,j Yi ∧ Yj . On a donc

(8.7) [Π2, xI0Πp,I0 ] = 0.
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Or, d’après (2.6) on a en x = p

(8.8)
1

xΛ
XxI0Πp,I0 (xΛ) =

1

xΛ
XxI0ΠI0,Λ(xR)(x

Λ).

D’après le lemme 7.1 (i), si xIΠp,I0 6= 0, il suit de (8.7) que
1

xΛ
XxI0Πp,I0 (xΛ) 6= 0

et le corollaire 8.1 suit de (8.8).

9. Preuve de la proposition 8.2

Cette section est consacrée à la preuve de la proposition 8.2. Dans toute
la section on suppose les hypothèses de la proposition 8.2 satisfaites ainsi que
Λ ∈ B (cf. le lemme 8.1), vΛ,ΦΛ

j et RΛ telles que dans la proposition 8.1.
On commence par établir des résultats préliminaires obtenus à partir des

identités de Jacobi {xΛ, {xi, xj}}+ {xi, {xj , xΛ}}+ {xj{xΛ, xi}} = 0, où ici le
crochet désigne le crochet de Poisson associé à (ΦΛ

j )∗(vΛΠ), j = 0, 1.
Notations (en outre des notations de la section précédente). Soient V un

champ de vecteurs linéaire diagonal et I ∈ Nn. Désignons par V.I le nombre

complexe
1

xI
LV (xI) et notons BΛ := 1

xΛXΠR(xΛ) et AΛ := 1
xΛXΠ2(xΛ). On

pose N := Π2 + xRΠR ainsi que

ΠR :=
1

2

∑
i 6=j

bijYi∧Yj , N :=
1

2

∑
i 6=j

nij(x)Yi∧Yj , RΛ(x) :=
1

2

∑
i 6=j

rΛ
ij(x)Yi∧Yj .

où bij = −bji, nij = −nji et rΛ
ij = −rΛ

ji.
Donc (ΦΛ

j )∗(vΛΠ) = N +RΛ, et on rappelle XRΛ(xΛ) = 0 ainsi que RΛ =∑
I∈D x

If I,Λij (xR)Yi ∧ Yj (cf. définition 8.2). Considérons l’identité de Jacobi

(9.1) {xΛ, {xi0 , xj0}}+ {xi0 , {xj0 , xΛ}}+ {xj0{xΛ, xi0}} = 0.

Le fait que la forme normale N est une structure de Poisson implique que
la somme des termes de (9.1) qui ne font pas intervenir RΛ, c’est-à-dire des
fonctions rΛ

ij est nulle.
On en déduit que la somme des termes de (9.1) qui comportent au moins un

terme en un rΛ
ij est nulle. Comme XRΛ(xΛ) = 0, cette relation s’écrit

(9.2)
LXN (xΛ)({xi0 , xj0}RΛ) + LXRΛ (xj0 )({xΛ, xi0}N ) + LXRΛ (xi0 )({xj0 , xΛ}N ) = 0.

Lemme 9.1. — (i) Pour tout 1 ≤ i0, j0 ≤ n on a la relation

(9.3) Lî
1
xl0

XRΛ (xi0 )

ó((−nΛ
j0))+Lî

1
xj0

XRΛ (xj0 )

ó(nΛ
i0)+L[ 1

xΛXN (xΛ)](r
Λ
i0j0) = 0.
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(ii) Soit I ∈ D fixé. Alors les fonctions f I,Λij sont solutions du système à
singularité irrégulière suivant, chaque équation étant indexée par un couple
(i0, j0) avec i0 6= j0 :

bΛi0

(
n∑
i=1

f I,Λj0i
.Ri

)
u− bΛj0

(
n∑
j=1

f I,Λi0j
Rj

)
u+ (AΛ.I + uBΛ.I)f̃ I,Λi0j0

(u)

+(u)2(S + C).Λ ∂u(f̃ I,Λi0j0
)(u) = 0,(9.4)

où bΛj :=
∑n
i=1 bijλi, R := (R1, . . . , Rn).

Preuve du lemme 9.1. — Fixons Λ ∈ B (cf. le lemme 8.1). Dans cette preuve
on omet d’indexer systématiquement par Λ. D’après (9.2) on a

{xi0 , xj0}R = LXR(xi0 )(xj0)

= L(xi0

∑n

j=1
ri0jYj)

(xj0)

= (ri0j0xi0xj0).

On a donc

LXN (xΛ)({xi0 , xj0}R) =
(
xi0xj0LXN (xΛ)(ri0j0)

)
+
(
ri0j0xj0LXN (xΛ)(xi0)

)
+
(
ri0j0xi0LXN (xΛ)(xj0)

)
=
(
L 1

xΛXN (xΛ)(ri0,j0)
)

[xΛxi0xj0 ] +
(
ri0j0n

Λ
i0

)
[xΛxi0xj0 ]

+
(
ri0j0n

Λ
j0

)
[xΛxi0xj0 ],(9.5)

où on note nΛ
i0

(resp nΛ
j0
) la fonction

∑n
j=1 nji0λj (resp.

∑n
i=1 nij0λi).

De même, en utilisant XR(xΛ) = 0 on obtient,

LXR(xj0 )({xΛ, xi0}N ) =

Å
L 1
xj0

XR(xj0 )(n
Λ
i0)

ã
[xΛxi0xj0 ] +

(
nΛ
i0rj0i0

)
[xΛxi0xj0 ],

(9.6)

LXR(xi0 ){xj0 , xΛ}N =

Å
L 1
xi0

XR(xi0 )(−nΛ
j0)

ã
[xΛxi0xj0 ] +

(
−nΛ

j0ri0j0
)

[xΛxi0xj0 ]

(9.7)

Injectons maintenant (9.5), (9.6) et (9.7) dans (9.2). Comme toutes les termes
de (9.5), (9.6) et (9.7) comportent xΛxi0xj0 en facteur, on peut simplifier par
xΛxi0xj0 . La relation (9.2), c’est-à-dire (9.5)+(9.6)+(9.7)= 0 devient

(9.8) L 1
xi0

XR(xi0 )((−nΛ
j0)) + L 1

xj0
XR(xj0 )(n

Λ
i0) + L 1

xΛXN (xΛ)(ri0j0) = 0

d’où le lemme 9.1 (i).
Remarquons qu’on a nij = aij + xRbij et rij :=

∑
I∈D x

If Iij . Notons RI :=
1
2

∑
i 6=j x

If IijYi ∧ Yj la composante en xI de R.
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Développons L 1

xΛXN (xΛ)(x
If Ii0j0) : on a

L 1

xΛXN (xΛ)(x
If Ii0j0) = f Ii0j0L 1

xΛXN (xΛ)(x
I) + xIL 1

xΛXN (xΛ)(f
I
i0j0).(9.9)

On a L 1

xΛXN (xΛ)(f
I
i0j0

)(x) = L 1

xΛXN (xΛ)(x
R)
(
∂uf

I
i0j0

(u)
)
|u=xR . La relation

(9.9) devient donc
(9.10)
L 1

xΛXN (xΛ)(x
If Ii0j0) = f Ii0j0L 1

xΛXN (xΛ)(x
I) + xIL 1

xΛXN (xΛ)(x
R)
(
∂uf

I
i0j0(u)

)
|u=xR .

Rappelons l’égalité 1
xΛXNx

Λ = 1
xΛXΠ2(xΛ) + xR

xΛ

(
LS(xΛ)C − LC(xΛ)S

)
. Elle

peut se mettre sous la forme
1

xΛ
XNx

Λ =
1

xΛ
XΠ2(xΛ) + xR((S.Λ)C − (C.Λ)S).

Comme S et 1
xΛXΠ2(xΛ) appartiennent à S, L 1

xΛXN (xΛ)(x
R) = LxR(S.Λ)C(xR).

La relation (9.10) devient donc

L 1

xΛXN (xΛ)(x
If Ii0j0) = f Ii0j0L 1

xΛXN (xΛ)(x
I) + xIxR(S.Λ)LC(xR)

(
∂uf

I
i0j0(u)

)
|u=xR

= f Ii0j0L 1

xΛXN (xΛ)(x
I) + xI(xR)2(S.Λ)(C.Λ)

(
∂uf

I
i0j0(u)

)
|u=xR .

(9.11)

Or, L 1

xΛXN (xΛ)(x
I) = xI(AΛ.I+xRBΛ.I). La relation (9.11) devient, si on note

I := (I1, . . . , In),
(9.12)
L 1

xΛXN (xΛ)(x
If Ii0j0) = xI

[
(AΛ.I + xRBΛ.I)f Ii0j0(xR) + (xR)2(S + C).Λ

(
∂uf

I
i0j0(u)

)
|u=xR

]
.

Développons L 1
xi0

XRI (xi0 )((−nΛ
j0

)) : posons nΛ
j0

:=
∑n
i=1 nij0λi.

L 1
xi0

XRI (xi0 )((−nΛ
j0)) = L 1

xi0
XRI (xi0 )(x

R(−1)bΛj0)

= −bΛj0(
n∑
j=1

f Ii0jRj)x
IxR.(9.13)

Développons L 1
xj0

XRI (xj0 )(n
Λ
i0

) : on a (−nΛ
i0

) =
∑n
j=1 nji0λj , et comme nji0 =

aji0 + xRbji0 on définit bΛi0 comme la fonction
∑n
j=1 bji0λj . D’où

L 1
xj0

XRI (xj0 )(n
Λ
i0) = L 1

xj0
XRI (xj0 )(x

RbΛi0)

= bΛi0(
n∑
i=1

f Ij0iRi)x
IxR.(9.14)

En regardant les composantes en xI de (9.8), on obtient que les f Iij doivent
vérifier le système d’équations (9.12)+(9.13)+(9.14)=0, qui, simplifiant par xI

et en posant u = xR devient le système (9.4).
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Posons αΛ := −(S + C).Λ et βΛ
I := AΛ.I ainsi que γΛ

I := BΛ.I. En notons
FΛ
I le vecteur (f̃ I,Λij )i 6=j , on peut écrire le système (9.4) sous la forme

(9.15) u2αΛ ∂uF
Λ
I = βΛ

I F
Λ + uγΛ

I F
Λ + uMΛFΛ,

oùMΛ est une matrice n(n− 1)× n(n− 1) à coefficients appartenant à C.

Avant de poursuivre, on a besoin de fixer la terminologie : soit N une matrice
k × k, qu’on identifie à un endomorphisme de Ck. Eµ ⊂ Ck est un sous-espace
caractéristique associé à une valeur propre µ de N , si v ∈ Eµ ⇔ ∃m; v ∈
Ker(N − µId)m.

On sait qu’il existe un changement de coordonnées linéaire de Ck tel que
N s’écrit sous forme de Jordan. Si N est sous forme de Jordan, c’est-à-dire
diagonale par blocs de Jordan de la forme

µp 1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1

0 . . . . . . 0 µp


.

Chaque espace caractéristique Eµ est somme directe Eµ = E1
µ⊕ · · · ⊕Epµ, avec

N (Eiµ) ⊂ Eiµ et tel que la restriction de N à Eiµ est un bloc de Jordan.

Soit maintenant M̃Λ une forme de Jordan deMΛ. Soit yl,m =
∑
i 6=j c

Λ,lm
ij xij

le changement de variable C-linéaire qui transforme MΛ en M̃Λ. En posant
GΛ
I := (gI,Λlm ), avec gI,Λlm :=

∑
i 6=j c

Λ,lm
ij f̃ I,Λij , le système (9.15) devient

(9.16) u2αΛ ∂uG
Λ
I = βΛ

I G
Λ + uγΛ

I G
Λ
I + uM̃ΛGΛ

I .

Soit ηΛ une valeur propre de M̃Λ. Considérons un sous-système de (9.16) à un
sous-espace Ep

ηΛ de dimension q, correspondant à un bloc de Jordan de MΛ

appelé BΛ,p
ηΛ , associé à la valeur propre ηΛ :

(9.17) u2αΛ ∂uḠ
Λ
I = βΛ

I Ḡ
Λ
I + uγΛ

I Ḡ
Λ
I + uBΛ,p

ηΛ Ḡ
Λ
I .

En réindexant (9.17) s’écrit

(9.18) u2αΛ ∂ugk =

{
βΛ
I gk + uγΛ

I gk + uηΛgk pour k = 1

βΛ
I gk + uγΛ

I gk + uηΛgk + ugk−1 pour 1 < k < q.

On a le lemme suivant :
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Lemme 9.2. — Choisissons sur chaque secteur Uj(r, δ), j = 0, 1, (cf. la pro-
position 8.1) une détermination du logarithme. Les solution du sous-système

(9.18) s’écrivent sous la forme gk =
∑

l∈{0,...,k}

τkl (ln(u))l(u)
−
(
γΛ
I

+ηΛ

αΛ

)
exp

Å−βΛ
I

αΛu

ã
,

où les τkl sont certaines constantes.

On déduit du lemme 9.2 que les fonctions fΛ,I
ij , solutions du système linéaire

(9.15) s’écrivent tous comme une combinaison C-linéaire de fonctions f l,i,I,Λ

définies par

f l,i,I,Λ = (ln(u))l(u)
−
(
γΛ
I

+ηΛ
i

αΛ

)
exp

Å−βΛ
I

αΛu

ã
,

où l ≤ l0, avec l0 la taille maximale d’un bloc de Jordan deMΛ, et βΛ
I := AΛ.I,

γΛ
I = BΛ.I, ainsi le fait que αΛ.

Preuve du lemme 9.2. — On procède par récurrence sur 0 ≤ k < q. Si k = 0,
il est bien connu qu’on a

g0 = τ0
0u
−( 1

αΛ (γΛ
I +ηΛ))e

−
(

βΛ
I

αΛu

)
,

où ω est un paramètre traduisant les conditions initiales, le lemme 9.2 est donc
vérifié pour la solution de la première équation du système (9.18).

Supposons qu’on a gk pour k ≤ e sous la forme donnée par le lemme 9.2,
c’est-à-dire

gk =
∑

l∈{0,...,k}

τkl (ln(u))l(u)
−
(
γΛ
I

+ηΛ

αΛ

)
e

(
−βΛ

I
αΛu

)
.

Il est bien connu que ge+1 est somme d’une solution de l’équation homogène

associée, c’est-à-dire g0 = ωu−( 1

αΛ (γΛ
I +ηΛ))e−

βΛ
I

αΛu , et d’une solution particu-
lière. Cherchons une solution particulière, par la méthode de la variation de la
constante, sous la forme E(u)g0 :

En injectant E(u)g0 dans la e+1-ème équation, dans laquelle on a remplacé
ge par ∑

l∈{0,...,e}

τel (lnl(u))(u)−
γΛ
I

+ηΛ

αΛ exp

Å−βΛ
I

αΛu

ã
,

on obtient αΛ ∂uE = u−1∑
l∈{0,...,e} τ

e
l lnl(u). En intégrant, on en déduit

αΛE =
∑

l∈{0,...,e}

τel
l + 1

lnl+1(u) + C.

On donc montré le résultat suivant :
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Proposition 9.1. — Soient fixées I ∈ D, ainsi qu’une détermination du lo-
garithme dans le secteur Uj(r, δ), j = 0, 1 (cf. la proposition 8.1). Alors

(i) Pour tout i 6= j et Λ ∈ B fixé, f I,Λij est une combinaison C-linéaire de
fonctions

f l,k,I,Λ = [ln(u)]l
(
u−

1

αΛ (γΛ
I +ηΛ

k )
)

exp

Å−βΛ
I

αΛu

ã
,

où
• αΛ := −(S + C).Λ, et βΛ

I := AΛ.I, ainsi que γΛ
I = BΛ.I;

• les ηΛ
k , pour 1 ≤ k ≤ k0, sont les valeurs propres de la matrice MΛ

(cf. (9.15)) ;
• l ≤ l0, avec l0 la taille maximale d’un bloc de Jordan d’une forme de
Jordan deMΛ ;

(ii) La matrice MΛ ne dépend que de Λ, pas de I, et ces coefficients
s’écrivent chacun comme produit d’une coordonnée Ri du multiindice R
et d’un nombre complexe complexe bΛj :=

∑n
i=1 λibji ;

(iii) Pour I = 0 on a f I,Λij = 0.

Remarque. — Pour I = 0 le système (9.4) n’est pas à singularité irrégulière,
donc dans ce cas les seules solutions infiniment plates sont nulles. D’où la
proposition 9.1 (iii).

Preuve de la proposition 8.2. — On suppose Λ ∈ B (cf. lemme 8.1) fixé et
I ∈ D (cf. définition 8.2). Pour i 6= j on considérons les fonctions fΛ,I

ij telles
que dans les propositions 8.2 et 9.1. Par la proposition 9.1 on sait qu’il existe
une famille fini de nombres complexes ωl,k,I,Λij tels que pour i 6= j on a

fΛ,I
ij (u) =

∑
ωl,k,I,Λij [ln(u)]l

(
u−

1

αΛ (γΛ
I +ηΛ

k )
)

exp

Å−βΛ
I

αΛu

ã
.

Définition 9.1. — On dit qu’une fonction g : DSRj (r, r′, δ) → C, j = 0, 1,
est à paramètres κ et ξ si g s’écrit g = xIf(xR), I ∈ D, où il existe une famille
finie de complexes c0, . . . , cl0 tels que

f(u) =

Ñ∑
l≤l0

cl[ln(u)]l

é
(uκ) exp

Å
− ξ
u

ã
.

Les fonctions fΛ,I
ij s’écrivent de manière unique comme somme de fonctions

à paramètres κ

(9.19) fΛ,I
ij :=

∑
κ∈KI

f I,Λ,κij ,
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où KI,Λ = {γΛ
I + ηΛ

1 , . . . , γ
Λ
I + ηΛ

k0
}. Les f I,Λ,κij s’écrivent sous la formeÑ∑

l≤l0

cΛl [ln(u)]l

é(
u

1

αΛ (γΛ
I +η′Λκ )

)
exp

Å
− βΛ

I

αΛu

ã
.

Par l’identité de Jacobi on a la propriété (P) suivante :
(P) : Soient I ∈ D ⊂ Nn et ξ0, κ0 ∈ C fixées. La somme des termes de

[(ΦΛ
j )∗(vΛΠ), (ΦΛ

j )∗(vΛΠ)], j = 0, 1, s’écrivant sous la forme

xIω[ln(u)]luκ0e−
ξ0
u Yi ∧ Yj ∧ Yk,

avec u = xR, est nulle.

Définition 9.2. — Un champ de trivecteurs sur DSRj (r, r′, δ) est de para-
mètre κ si il s’écrit comme somme de termes fijkYi ∧ Yj ∧ Yk, où fijk est une
fonction de paramètre κ.

On montre la proposition 8.2 en assurant, par l’appartenance de Λ à un
ensemble adéquat, que la propriété (P) implique

0 =
[
Π2, xI0ΠI0,Λ

]
=

Π2, xI0
1

2

∑
i 6=j

f I0,Λij Yi ∧ Yj

 ,(9.20)

où I0 ∈ D tel que dans la proposition 8.2 (a priori cet I0 dépend de Λ).

Termes en xI0 . — De l’identité de Jacobi [(ΦΛ
j )∗(vΛΠ), (ΦΛ

j )∗(vΛΠ)], j = 0, 1,
il suit la relation[

Π2, xI0ΠI0(xR)
]

+
∑

(I′,I”)∈E

î
xI
′
ΠI′,Λ(xR), xI”ΠI”,Λ(xR)

ó
=

Π2, xI0
1

2

∑
i6=j

fΛ,I
ij (xR)Yi ∧ Yj


+

∑
(I′,I”)∈E

xI′ 1
2

∑
i 6=j

fΛ,I′

ij (xR)Yi ∧ Yj , xI”
1

2

∑
i 6=j

fΛ,I”
ij (xR)Yi ∧ Yj


= 0,(9.21)

où E :=
¶

(I ′, I”′) ∈ D× D | ∃ p ∈ N∗ xI′+I” = xI0xpR
©
. Posons

Cr1(i, j, κ1,Λ) := [Π2, xIf I0,Λ,κ1

ij Yi ∧ Yj ], Cr2(i, j, κ1,Λ) := [xRΠR, xIf I0,Λ,κ1

ij Yi ∧ Yj ].

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



378 P. LOHRMANN

Soit (I ′, I”) ∈ E. Posons

Cr3(I ′, I”, k,m, t, q, κ2, κ3,Λ) := [xI
′
f I
′,Λ,κ2

km Yk ∧ Ym, xI”f I”,Λ,κ3

tq Yt ∧ Yq].
La proposition 8.2 suit du lemme 9.3 ci-dessous. En effet , pour Λ ∈ B − C, la
propriété (P) implique par bilinéarité du crochet de Schouten la relationΠ2, xI0

1

2

∑
i 6=j

f I0,Λi,j Yi ∧ Yj

 = 0.

Lemme 9.3. — Il existe C ⊂ B de mesure de Lebesque nulle tel que les champs
de trivecteurs Cr2(i, j, κ1,Λ) et Cr3(I ′, I”, k,m, t, q, κ2, κ3,Λ) ont un paramètre
κ différent de celui de Cr1(i, j, κ1,Λ), pour tout Λ ∈ B−C, pour tout 1 ≤ i, j ≤ n
et κ1 ∈ KI0,Λ, pour tout (I ′, I”) ∈ E, tout 1 ≤ k,m ≤ n et κ2 ∈ KI

′,Λ, et tout
1 ≤ t, q ≤ n, κ3 ∈ KI”,Λ.

On vérifie facilement le lemme suivant.

Lemme 9.4. — Soit κ fixé et soit f = [ln(xR)]l
(
(xR)κ

)
exp

Ä
− ξ
xR

ä
une fonc-

tion de paramètre κ. Soit L un champ de vecteurs linéaire diagonal. Alors la
dérivée de Lie LL(f) est également fonction de paramètre κ.

Preuve du lemme 9.3. — D’après le lemme 9.4, relations (2.6), (2.8)-(2.10),
ainsi que définitions 9.1 et 9.2, le paramètre κ de Cr1(i, j, κ1,Λ), c’est-à-dire le
paramètre κ de [Π2, xI0f I0,Λ,κ1

ij Yi ∧ Yj ] vaut κ1.
Egalement d’après le lemme 9.4, les relations (2.6), (2.8)-(2.10), ainsi que les

définitions 9.1 et 9.2, le paramètre κ de Cr2(i, j, κ1,Λ) := [xRΠR, xI0f I0,Λ,κ1

ij Yi∧
Yj ] vaut 1 + κ1. (Il vaut 1 + κ1 et non κ1 puisque I ∈ D).

Soit κCr3 le paramètre κ de Cr3(I ′, I”, k,m, t, q, κ1, κ2). Comme (I ′, I”) ∈ E,
il existe e ∈ N∗ tel qu’on a I ′ + I” = I0 + eR. Puisque

Cr3(I ′, I”, k,m, t, q, κ2, κ3,Λ) := [xI
′
f I
′,Λ,κ1

km Yk ∧ Ym, xI”f I”,Λ,κ3

tq Yt ∧ Yq],
on calcule comme dans le cas du deuxième crochet que

(9.22) κCr3
= κ2 + κ3 + e.

Pour montrer le lemme 9.3 il reste donc à montrer que κCr3
vérifie

(9.23) κCr3
6= κ1.

D’après la proposition 9.1, il existe trois valeurs propres ηΛ
1 , ηΛ

2 et ηΛ
3 de la

matriceMΛ telles que

(9.24) κ1 =
1

αΛ
(γΛ
I0 + ηΛ

1 ), κ2 =
1

αΛ
(γΛ
I′ + ηΛ

2 ), κΛ
3 =

1

αΛ
(γΛ
I” + ηΛ

3 ).

Rappelons également que d’après la proposition 9.1 on a αΛ := −(S +C).Λ et

(9.25) γΛ
I = BΛ.I.
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D’après (9.22) et (9.24), il suit κCr3 = e +
1

αΛ
(BΛ.(I

′ + I”) + ηΛ
2 + ηΛ

3 .) Le
but est d’avoir la relation (9.23). En utilisant la relation précédente, (9.25) et
(9.24), la relation (9.23) s’écrit

(9.26) e+
1

αΛ
(BΛ.(I

′ + I”) + ηΛ
2 + ηΛ

3 .) 6=
1

αΛ
(BΛ.I0 + ηΛ

1 ).

On en déduit que lemme 9.3 suit du lemme 9.5 ci-dessous.

Lemme 9.5. — Il existe un ensemble C ⊂ B de mesure de Lebesque nulle, tel
que

(9.27) e+
1

αΛ
(BΛ.(I

′ + I”) + ηΛ
i + ηΛ

j .) 6=
1

αΛ
(BΛ.I + ηΛ

k )

pour tout Λ ∈ B − C, 1 ≤ i, j, k ≤ n, I ∈ D et toute paire de multiindices
I ′, I” ∈ D de la forme I ′ + I” = eR+ I, e ∈ N∗.

Preuve du lemme 9.5. — Rappelons d’abord BΛ = (S.Λ)C − (C.Λ)S. Suppo-
sons qu’on a I ′ + I” = I + eR, avec e ∈ N∗. Alors on a

BΛ.(I
′ + I”) = BΛ.(I + eR)

= BΛ.I + (S.Λ)e(R.C),(9.28)

car S.R = 0. Rappelons que d’après la proposition 9.1, αΛ = −(S + C).Λ.
D’après (9.27) et (9.28) il suffit pour établir le lemme 9.5 qu’on assure par
l’appartenance de Λ à un sous-ensemble de B de mesure pleine la relation

(9.29)
e(S.Λ)(R.C) + ηΛ

r + ηΛ
s − ηΛ

t

(S + C).Λ
6= e

pour tout e ∈ N et tout triplet ηΛ
r , ηΛ

s et ηΛ
t de valeurs propres deMΛ.

La matrice MΛ dépend polynomialement du paramètre Λ = (Λ1, . . . ,Λn)

(cf. (9.15),(9.4)). Son polynôme caractéristique P : (Λ, x) → P (Λ, x) est alors
polynomial en x et en Λ. Recouvrons un sous-ensemble de mesure pleine de
B par des ouverts U permettant de choisir les déterminations des racines de
P telles que les valeurs propres de M∗ constituent des fonctions analytiques
Λ → ηΛ

i , i = 1, . . . , n(n − 1) sur U . Pour prouver le lemme 9.5 il suffit de
montrer qu’il existe V ⊂ U de mesure de Lebesque nulle tel que relation (9.29)
soit satisfaite pour Λ ∈ U \ V .

On considère premièrement l’ensemble E des triplets (ηΛ
r , η

Λ
s , η

Λ
t ) de valeurs

propres deMΛ telles qu’il n’existent pas c1rst, c2rst ∈ C, c2rst 6= 0 avec ηΛ
r + ηΛ

s −
ηΛ
t = c1rst(S.Λ) + c2rst(C.Λ).
Deuxièmement on considère l’ensemble Ec des triplets de valeurs propres

(ηΛ
r , η

Λ
s , η

Λ
t ) telles qu’il existe c1rst, c2rst ∈ C, c2rst 6= 0 avec ηΛ

r + ηΛ
s − ηΛ

t =

c1rst(S.Λ) + c2rst(C.Λ) (E ou Ec peuvent être vide).
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Posons V := ∪e∈N∗ (V e1 ∪ V e2 ) où pour e ∈ N∗, V e1 est tel que sur U \ V e1 on
a (9.29) pour les triplets de valeurs propres appartenant à E , et V e2 est tel que
sur U \ V e2 on a (9.29) pour les triplets de valeurs propres appartenant à Ec.

Reste à montrer : pour tout e ∈ N, les ensembles V e1 et V e2 sont de mesure
de Lebesque nulle. Soit e ∈ N∗. Considérons g : W → C définie par

g(Λ) =
e(S.Λ)(R.C) + ηΛ

r + ηΛ
s − ηΛ

t

(S + C).Λ
+ e,

où W := {Λ ∈ U | (S + C).Λ 6= 0}. Pour (ηΛ
r , η

Λ
s , η

Λ
t ) ∈ E , g est holomorphe et

non-constante. L’ensemble des V e1 := {Λ ∈W | g(Λ) = 0} est donc de mesure
de Lebesque nulle.

On considère maintenant (ηΛ
r , η

Λ
s , η

Λ
t ) ∈ Ec. Il suit de la proposition 9.1 (ii)

que la multiplication de Π par un scalaire ν multiplie ΠR = S ∧ C – et donc
les valeurs propres ηΛ

r , η
Λ
s , η

Λ
t par ν. On en déduit que c1rst et c2rst ne peuvent

pas être non-nuls en même temps. En effet, si c1rst et c2rst sont simultanément
non nuls on a pour tout ν ∈ C

ν(ηΛ
r + ηΛ

s − ηΛ
t ) = c1rst(νS.Λ) + c2rst(C.Λ)

= c1rst(S.Λ) + c2rst(νC.Λ),

ce qui est absurde. Comme S et C ne sont pas colinéaires, en en déduit que g est
holomorphe et non identiquement nulle. L’ensemble V e2 := {Λ ∈W | g(Λ) = 0}
est donc de mesure de Lebesque nulle.

10. Classification analytique

On reproduit de [16] (avec quelques modifications) des définitions et proprié-
tés premières de certains faisceaux de transformations sectorielles. Soit S1 ⊂ C
le cercle unité, et U ⊂ S1 connexe. On désigne aussi par U le secteur de C, de
sommet 0, formé des points z 6= 0 tel que z

|z| ∈ U et |z| < R (le rayon n’est pas
précisé en général). On dit que le secteur U est ouvert (resp. fermé) si l’arc qui
le représente dans S1 est ouvert (resp. fermé).

Faisceaux. — Soit α ∈ S1. On considère l’ensemble Vα des germes en 0 ∈ C×Cn
de fonctions analytiques f : Vα×∆→ C, C∞ au sens de Whitney (cf. [10], [20])
sur V ×∆, où on désigne par Vα = Vα(r, θ) le secteur fermé bissecté par αR+

de rayon r et d’ouverture 2θ, et par ∆ un polydisque fermé de centre 0 ∈ Cn.
Les fonctions f peuvent être considérés comme des fonctions analytiques

admettant un développement asymptotique fort (cf. section 2) : en effet, le jet
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infini de f le long de {0} ×∆ s’interprète comme une série formelle en z ∈ V
avec coefficient à paramètre x ∈ ∆

(10.1) f̂(z, x) =
∑
n≥0

fn(x)zn,

où les coefficients fn sont analytiques sur un même polydisque de centre 0 ∈ Cn.
Si on note f̂k =

∑k
n≥0 fn(x)zn, on a pour tout k, l ∈ N, V̄ ⊂ V secteur fermé

et K ⊂ ∆ compact

|z−k+1|
∣∣∣∣∣∂lf∂rz (z, x)− ∂lf̂k

∂lz
(z, x)

∣∣∣∣∣ z→0−→ 0

uniformément sur V̄ ×K.
On définit B̂ comme l’anneau des séries formelles de forme (10.1), et B le

faisceaux d’anneaux sur S1 tel pour tout α ∈ S1, la fibre en α soit l’ensemble
Vα. On note Bα la fibre en α ∈ S1 de B.

Soit DR,Λ le faisceau de groupes (dit des transformations sectorielles) sur S1

dont la fibre en α ∈ S1 est constituée des transformations Φα : (z, x1, . . . , xn)→
(z, x1e

f1 , . . . , efn), avec fi ∈ Bα, fi(0, x) = 0 et tel que xR◦Φα = xR, xΛ◦Φα =

xΛ.
On note D∞Ep,Λ ⊂ DR,Λ le sous-faisceau (dit des transformations infiniment

plates) tel que les transformationsΦα soient infiniment plates en z le long de
{0} ×∆ (les fi sont alors également infiniment plats).

Cochaînes, cocycles et isomorphisme. — Soit U = {U1, . . . , Um} un recouvre-
ment ouvert de S1 tel que les Ui soient des arcs de longueur inférieure ou égale
à 2π, Ui,i+1 ≡ Ui ∩ Ui+1 6= ∅.

On note C0(U ,DR,Λ) ( 0-cochaînes) le groupe des applications qui à Ui ∈ U
font correspondre une section Φi du faisceau DR,Λ et telles que pour tout 1 ≤
i, j ≤ m on a Φ̂i = Φ̂j .

On note C1(U ,D∞R,Λ) (1-cochaînes) le groupe des applications qui à tout Ui∩
Uj 6= ∅ font correspondre une section Ψij du faisceau D∞R,Λ des transformations
infiniment plates. Soit Z1(U ,D∞R,Λ) ⊂ C1(U ,D∞R,Λ) (1-cochaînes) tel qu’on a
Ψij ◦ Ψjk = Ψik sur Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅ (Pour les raisons de ces dénominations
cf. [16] et à la bibliographie qui s’y trouve).

On définit l’application cobord de Cěch ∂ : C0(U ,DR,Λ)→ Z1(U ,D∞R,Λ) par
∂ {Φi} =

¶
ΦiΦ

−1
j

©
Pour la preuve du résultat suivant du à B. Malgrange et

repris par Martinet-Ramis, on renvoie à [11].

Théorème 10.1. — L’application ∂ est surjective.
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On considère maintenant la restriction à la surface z = xR de ce qui précède.
Soit B̂ l’anneau des séries formelles de la forme

f̂ =
∑
n≥0

fn(x)(xR)n

où les coefficients fn sont analytiques sur un même polydisque de Cn centré en
0. Posons π : Cn → C défini par π(x) = xR. Soit B le faisceau d’anneaux sur
S1 défini ainsi : pour tout α ∈ S1, un élément de la fibre Bα en α est le germe
en 0 ∈ Cn d’une fonction f : π−1(U) ∩ ∆ → C, où U ≡ Uα(r, θ) ⊂ C est un
secteur fermé bissecté par αR+, d’ouverture 2θ et de rayon r ; ∆ ∈ Cn est un
polydisque fermé de centre 0. On suppose la fonction f analytique sur l’intérieur
de π−1(U)∩∆. Let jet infini d’une telle fonction le long de E∩∆ est un élément
de B̂, c’est-à-dire que f admet un développement asymptotique fort (cf. section
2) en le monôme xR. On note B∞ le faisceau des fonctions infiniment plates
sur π−1(U)∩∆. Soit le faisceau DR,Λ de groupes (non-abélien) sur S1 dont la
fibre en α ∈ S1 est constituée des transformations

(x1, . . . , xn) 7→ (x1e
f1 , . . . , xne

fn)

avec pour tout 1 ≤ i ≤ n, fi ∈ Bα et
∑n
i=1Rifi = 0,

∑n
i=1 Λifi = 0. On désigne

par D∞R,Λ ⊂ DR,Λ le sous-faisceau (dit des transformations infiniment plates)
défini par la condition supplémentaire que pour tout 1 ≤ i ≤ n, fi est infini-
ment plat sur π−1(U)∩∆. On désigne par D̂R,Λ le groupe des transformations
formelles de C× Cn en 0 de la forme

(x1, . . . , xn) 7→ (x1e
f1 , . . . , xne

fn)

avec pour tout 1 ≤ i ≤ n, fi ∈ B̂ et
∑n
i=1Rifi = 0,

∑n
i=1 Λifi = 0.

Soit C0(U , DR,Λ) ( 0-cochaînes) le groupe des applications qui à Ui ∈ U
font correspondre une section Φi du faisceau DR,Λ et telles que pour tout
1 ≤ i, j ≤ m on a Φ̂i = Φ̂j .

On définit alors comme plus haut C0(U , DR,Λ), C1(U , D∞R,Λ) ainsi que
Z1(U , D∞R,Λ) . La preuve du résultat qui suit est identique à celle de [12]
(corollaire 4.6, p. 603).

Corollaire 10.1. — L’applicartion ∂ : C0(U ,D∞R,Λ) → Z1(U , D∞R,Λ) est sur-
jective.

Soient {fi}i=1,...,n des fonctions analytiques bornées sur π−1(Ui)∩∆ admet-
tant toutes f̂ comme développement asymptotique au sens de Gérard-Sibuya
dans π−1(Ui) ∩ ∆. Posons fi,i+1 = fi ◦ f−1

i+1 dans π−1(Ui,i+1) ∩ ∆. Les fi,i+1

admettent la fonction nulle comme développement asymptotique au sens de
Gérard-Sibuya. La preuve du résultat qui suit est identiques à [11] (proposi-
tions I.6.2, I.6.3, p. 91-92).
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Proposition 10.1. — Supposons que {fi,i+1)} ∈ Z1(U , B∞). Alors f̂ appar-
tient à B̂.

Dans le reste de cette section on considère une forme normale polynomiale
fixée Πn = Π2 + xRΠR telle que dans le théorème 3.1 (de normalisation sec-
torielle). Le but est de donner une classification analytique des structures de
Poisson holomorphes formellement conjuguées à Πn, à multiplication par une
unité analytique près. Soit 0 < ε < π/2 fixé quelconque. D’après le théorème
3.1 on a Λ, δ tels que pour toute structure de Poisson holomorphe de forme
normale formelle Πn il existe vΛ, r, r′ > 0 et ΦΛ

j , j = 0, 1 tels que sur DSRj on
a (ΦΛ

j )∗(vΛΠ) = Πn. Fixons maintenant le recouvrement ouvert U de S1

U = {Uj}j=0,1 Uj =
{
θ ∈ S1; |θ − [argδ + π(j + 1/2)]| < π − ε

}
.

Définition 10.1. — On dit que Φ01 ∈ D∞R,Λ est une isotropie sectorielle de
Πn si on a Φ∗01(Πn) = Πn. On dit que Φ01 ∈ D∞R,Λ est une isotropie sectorielle
de 1

xΛXΠn(xΛ) si Φ∗01

(
1
xΛXΠn(xΛ)

)
= 1

xΛXΠn(xΛ).

Désignons par DR,Λ,Πn ⊂ D∞R,Λ le sous-faisceau des transformations iso-
tropes de Πn, et par DR,Λ,[ 1

xΛXΠn (xΛ)] ⊂ D∞R,Λ le sous-faisceau des transforma-
tions isotropes de 1

xΛXΠn(xΛ).

Proposition 10.1. — On a DR,Λ,Πn = DR,Λ,[ 1

xΛXΠn (xΛ)].

Preuve de la proposition 10.1. — Soit Φ ∈ D∞R,Λ. Comme xΛ ◦ Φ = xΛ, on a

Φ∗
Å

1

xΛ
XΠn(xΛ)

ã
=

1

xΛ
XΦ∗(Πn)(x

Λ).

Il suit DR,Λ,[ 1

xΛXΠn (xΛ)] ⊂ DR,Λ,Π. Montrons l’inclusion inverse. Supposons
Φ ∈ DR,Λ,[ 1

xΛXΠn (xΛ)]. On a Φ∗(Πn) = Πn + R où R est tel que dans la
proposition 8.1. En même temps 1

xΛXΦ∗(Πn)(x
Λ) = 1

xΛX(Πn)(x
Λ). On montre

alors comme dans la preuve du théorème 3.1 que R = 0.

Définissons encore l’espace H1(U , D∞R,Λ,Πn) dont on a besoin plus bas. Deux
1-cochaînes {Ψij} et {Ωij} ∈ C1(U , D∞R,Λ,Πn) sont dites cohomologues s’il existe
une 0-cochaîne {Φi} ∈ C0(U , D∞R,Λ,Πn) tel que Ωij = Φ−1

i ΨijΦi. Cela définit
une relation d’équivalence sur C1(U , D∞R,Λ,Πn) et on montre qu’elle respecte
Z1(U , D∞R,Λ,Πn) : si {Ψij} et {Ωij} sont cohomologues et si {Ψij} est un 1-
cocycle, alors {Ωij} est également un 1-cocycle. On définit H1(U , D∞R,Λ,Πn)

comme l’ensemble des classes d’équivalences dans Z1(U , D∞R,Λ,Πn).
Puisque U est uniquement composé de deux ouverts on a C1(U , D∞R,Λ,Πn) =

Z1(U , D∞R,Λ,Πn), et on montre comme dans [16, section 3.4], en utilisant la
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proposition 10.1, que C0(U , D∞R,Λ,Πn) est réduit à la cochaîne triviale : l’identité
de Cn.

Rappelons 1
xΛXΠ2(xΛ) := µ1Y1 + · · · + µnYn et posons N = (µ1, . . . , µn) ∈

Cn. En utilisant la proposition 10.1 on obtient comme dans [16, prop. 3.4.3] :

Proposition 10.2. — On a

H1(U , D∞R,Λ,Πn) ∼= C1(U , D∞R,Λ,Πn).

De plus, cet espace s’identifie à l’espace des 2n séries holomorphes au voisinage
de 0 ∈ Cn de la formeÑ ∑

(−1)j(Q,N)/δ<0

aji,Qx
Q

é
i=1,...,n

j = 0, 1

et
∑n
i=1Ria

j
i,Q = 0,

∑n
i=1 Λia

j
i,Q = 0.

Désignons par EΠn
l’ensemble des structures de Poisson holomorphes de

forme normale formelle Πn telles que l’unité analytique vΛ fourni par le théo-
rème 3.1 soit égale à la fonction constante 1.

Remarque. — Par multiplication par une unité analytique adéquate, toute
structure de Poisson telle que dans le théorème 3.1, peut être ramenée à une
structure de Poisson appartenant à EΠn .

Théorème 10.2. — L’espace des orbites de DR,Λ dans EΠn
est en bijection

avec H1(U , D∞R,Λ,Πn).

Démonstration. — Soit � : EΠn → C1(U , D∞R,Λ,Πn) = H1(U , D∞R,Λ,Πn) l’ap-
plication qui associe à une structure de Poisson Π ∈ EΠn l’isotropie secto-
rielle

{
ΦΛ

0 ◦ (ΦΛ
1 )−1

}
, où ΦΛ

j , j = 0, 1, est la transformation analytique sur
DSRj (r, r′, δ) fourni par le théorème 3.1, conjuguant Π à la forme normale Πn.

Montrons que l’application � passe au quotient en une application injective
�̄ : EΠn/DR,Λ → H1(U , D∞R,Λ,Πn). Soient Π1,Π2 ∈ EΠn analytiquement conju-
guées par Ψ ∈ DR,Λ sur un voisinage V de 0 ∈ Cn. Par le théorème 3.1, ils
existent des transformations ΦΛ,1

j ,ΦΛ,2
j ∈ DR,Λ, j = 0, 1, uniques telles que

(ΦΛ,1
j )∗(Π1) = Πn et (ΦΛ,2

j )∗(Π2) = Πn sur DSRj (r, r′, δ) j = 0, 1. On en déduit
que sur DSRj (r, r′, δ) ∩ V , j = 0, 1, on a Ψj = (ΦΛ,2

j )−1 ◦ ΦΛ,1
j . On en déduit

que l’application � passe bien au quotient.
Montrons l’injectivité. Supposons qu’on a �(Π1) = �(Π2), avec Π1,Π2 ∈

EΠn , c’est-à-dire ΦΛ,1
0 ◦1 ΦΛ,1 = ΦΛ,2

0 ◦ ΦΛ,2
1 sur π−1(U0 ∩ U1) ∩ ∆ :=

DSR0 (r, r′), δ ∩DSR1 (r, r′, δ). La transformation Ψj := (ΦΛ,2
j )−1 ◦ΦΛ,1

j est défi-
nie, analytique est bornée sur π−1(Uj)∩∆. Dans l’intersection π−1(U0∩U1)∩∆
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on a Ψ1 = Ψ2. Les transformations Ψ0,Ψ0 se prolongent donc en une trans-
formation Ψ analytique et bornée sur W \ {0}, où W désigne un voisinage de
0 ∈ Cn, et Ψ se prolonge analytiquement en 0. D’où Ψ∗(Π2) = Π1 sur W .

Reste à montrer la surjectivité de l’application �̄, i.e. à synthétiser une struc-
ture de Poisson Π appartenant à EΠn à partir d’une 1-cochaîne {Ψ01} sur U à
valeurs dans D∞R,Λ,Πn qui est aussi un cocycle – on rappelle C1(U , D∞R,Λ,Πn) =

Z1(U , D∞R,Λ,Πn). D’après le corollaire 10.1, il existe une 0-chaîne {Φ0,Φ1} ∈
C0(U , DR,Λ) telle que Φ1 ◦ Φ−1

0 = Ψ01 (rappelons que Φ1 et Φ2 admettent le
même développement asymptotique fort en xR).

Posons Πi = (Φ−1
i )∗(Πn), i = 0, 1. Sur π−1(U0 ∩ U1) ∩ ∆ on a Π0 = Π1,

puisque (Φ0 ◦Φ−1
1 )∗(Πn) = Πn. Par conséquent Π0 et Π1 se prolongent en une

structure de Poisson Π analytique sur un voisinage de 0 ∈ Cn et on vérifie que
Π satisfait les hypothèses du théorème 3.1 et que l’unité analytique associé est
égale à 1. D’où Π ∈ EΠn .
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