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CLASSIFICATION ANALYTIQUE
DE STRUCTURES DE POISSON

PAR PHILIPP LOHRMANN

REsuME. — Notre étude porte sur une catégorie de structures de Poisson singuliéres
holomorphes au voisinage de 0 € C™ et admettant une forme normale formelle polyno-
miale i.e. un nombre fini d’invariants formels. Les séries normalisantes sont divergentes
en général. On montre ’existence de transformations normalisantes holomorphes sur
des domaines sectoriels de la forme a < argz® < b, ou = est un mondéme associé au
probléme. Il suit une classification analytique.

ABsTRACT (Analytic classification of Poisson structures). — Our study deals with
some singular Poisson structures, holomorphic near 0 € C™ and admitting a polyno-
mial normal form, i.e. a finite number of formal invariants. Their normalizing series
generally diverge. We show the existence of normalizing transformations, holomorphic
on some sectorial domains a < argz® < b, where z® denotes a monomial associated
to the problem. Follows an analytic classification.

1. Introduction

Etude locale des structures de Poisson. — Les structures de Poisson sont des gé-
néralisations naturelles du crochet de Poisson sur une variété symplectique :
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322 P. LOHRMANN

soient M une variété analytique (pas nécessairement de dimension paire) et
C, lanneau des germes en p € M de fonctions holomorphes sur M. Une
structure de Poisson sur M est la donnée, en tout point p € M, d’'un crochet
{,.}: G x Cy — C} bilinéaire, antisymétrique tel que pour tout f,g,h € C}/
les applications {f,.} et {., f} soient des dérivations de C}/, et tel que I'identité
de Jacobi {f,{g,h}} + {9, {h, f}} + {h,{f,9}} = 0 soit satisfaite. En coor-
données locales une structure de Poisson est définie moyennant un champ de
bivecteurs IT =}, I1;;(z) 9; A 0; ot on pose 0; := 9/0z;. Le crochet {f, g}
associé est la contraction du 2-tenseur contravariant II avec les 1-tenseur cova-
riant df et dg i.e.

{f,9} = _TWj(2)(0if 0,9 — 9ig 0, f)-
i<j
Du fait de I'identité de Jacobi on doit avoir Y ;- (I1;0;(IL;x) + IL;;0; (k) +
I11,0,(IL;5)) = 0 pour tout 1 < 4,5,k < n (n désigne la dimension de la variété
sous-jacente M). Soit f € C*. On appelle champ hamiltonien de f relatif a II
le champ de vecteurs X pi tel que Lx,(g9) = {f, g} pour tout g € C¥, soit

(1.1) X =) T [0:(f) 8; — 0;(f) O]

i<J

en coordonnées locales.

REMARQUE. — La différence d’une structure de Poisson et d’une structure
symplectique consiste dans le fait que le rang d’une structure de Poisson IT
(= le rang de la matrice (II;;)) n’est pas nécessairement localement constant
et peut différer de la dimension de la variété sous-jacente M. Dans ce cas ils
existent des fonctions de Casimir, i.e. des fonctions non-constantes f telles que

{f,.}=0.

L’étude locale des structures de Poisson se raméne a ’étude des structures de
Poisson nulles & Vorigine. En effet, A. Weinstein [22] a démontré un théoréme
a la Darboux pour les structures de Poisson : pour tout p € M il existe deux
entiers r et s avec n = 2r + s, ainsi que des coordonnées holomorphes locales

(p17 coeyPryqly e 5 qry Ty 7$S) telles que
M= Y 0N+ Y, mij(@)0e, NOa,,
1<i<j<r 1<i<j<s
ou m;; désignent des fonctions holomorphes sur (C?,0) s’annulant en 0.

Les structures de Poisson qui s’annulent en 0 € C™ et qui apparaissent de
maniére structurellement stable se divisent en deux catégories : la premiére for-
mée des structures de Poisson possédant une partie linéaire non-nulle qui sont
de la forme I1 = 37, ;1;;(2)0z, A Oz, +t.0.5., ot l;; désigne des formes linéaires
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CLASSIFICATION ANALYTIQUE DE STRUCTURES DE POISSON 323

sur C", et t.0.s. des termes d’ordre supérieur a ’origine. Ces structures de Pois-
son ont fait 'objet de nombreux études en catégorie formelle, holomorphe et
C*. Citons le célébre résultat de J. Conn [4] en catégorie holomorphe et C'*°
d’apreés lequel on a une conjugaison vers la partie linéaire si I'algébre de Lie
associé a la partie linéaire sur le cotangent est semi simple. Parmi les nombreux
autre résultats mentionnons celui de Stolovitch [18] qui concerne la conjugai-
son holomorphe vers une forme normale dans certains cas non formellement
linéarisables.

La deuxiéme classe de structures de Poisson structurellement stables est
celle des structures de Poisson & 1-jet nul i.e. a partie linéaire nulle, mais a
partie quadratique non nulle — de la forme Il = 37, . ¢i;(2)0z, A Oz, + t.0.5.,
o on désigne par ¢;; des formes quadratiques sur C". Aprés avoir étés étu-
diés la premiére fois par Arnold [1] ils ont fait 'objet de nombreuses études
dans les années 90 — on renvoie le lecteur au livre de Dufour-Zung [6] et & la
bibliographie qui s’y trouve.

En particulier, Dufour et Wade ont donné [5] une notion de forme normale
formelle pour les structures de Poisson & 1-jet nul trés similaire a celle de
Poincaré-Dulac pour les champs de vecteurs — cf. section 2.

Classification analytique et formelle. — Dans [9], auteur de cet article & montré
un théoréme a la Bruno pour les structures de Poisson : soit II une structure de
Poisson & 1-jet nul. Il existe un biholomorphisme ® : (C™,0) — (C™,0) tel que
®*(II) soit une forme normale (au sens de Dufour-Wade) si deux conditions
sont satisfaites :

— une condition de petits diviseurs diophantiens (D), associés a la partie
quadratique de II,

— une condition algébrique (C) sur la forme normale formelle de II : len-
semble des fonctions de Casimir relatifs & la forme normale formelle doit
coincider avec celui par rapport a la partie quadratique.

Une forme normale peut étre considérée comme un représentant d’une classe
de conjugaison. Si (C) et (D) sont satisfaites les classes de conjugaisons analy-
tiques coincident donc avec les classes de conjugaison formelles. Dans cet article
on montre que si condition (C) n’est pas satisfaite, les séries normalisantes di-
vergent en général. On donne (cf. section 6) un exemple d’une structure de
Poisson trés simple I qui ne satisfait pas condition (C) et qui admet une forme
normale polynomiale. De plus toute transformation normalisant II diverge et
la classification analytique ne se réduit pas a la classification formelle. L’objet
de cet article est une classification analytique pour des structures de Poisson a
un jet nul satisfaisant un certain nombre de conditions techniques. Les hypo-
théses faites ne sont pas les plus simples possibles, le but étant de montrer le
phénomeéne de Stokes.
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324 P. LOHRMANN

Notre démarche pour la classification analytique est la suivante : dans le but
d’avoir un nombre fini d’invariants formels, on cherche d’abord (cf. section 4) les
conditions les plus simples possibles assurant une forme normale polynomiale :
on considére des structures de Poisson de la forme II = I12 4+ zFII% + t.0.s. de
partie quadratique T2 1-résonnante — i.e. 'anneau des fonctions de Casimir
formelles par rapport & la partie quadratique II? est engendré par le monéme
x®, appelé générateur de résonances. On suppose II* = SAC ou S, C désignent
des champs de vecteurs linéaires diagonaux tels que Lg(z®) = 0 et Lo (z®) # 0.
Les divergences des séries conjuguant II & la forme normale formelle I12 4+ z RIIE

sont alors portées par z .

Pour assurer que le caractére de structure de Poisson soit préservé par mul-
tiplication par une fonction, on suppose que la forme normale II? 4+ zII% soit
produit extérieur de deux champs de vecteurs. En effet, on ne pourra faire une
classification qu’a multiplication par une unité analytique prés.

Analyse. — On montre qu’ils existent des transformations normalisantes (avec
un développement asymptotique divergent en 0 € C™) qui sont holomorphes
sur certains domaines sectoriels DSy, s = 0,1, de la forme a < argz® < b. Ces
transformations nous permettent d’associer une isotropie sectorielle & chaque
structure de Poisson appartenant & une classe de conjugaison formelle donnée.
Le groupe des isotropies sectorielles, qui sert d’espace classifiant, consiste en
les transformations holomorphes sur DSy N DSy préservant la forme normale.
Ils sont infiniment plats & ’origine.

Synthése. — Une démarche, inventée par Martinet, Ramis et Malgrange [11]
[12] permet de synthétiser une classe de conjugaison analytique & partir d’une
isotropie sectorielle d’une forme normale donnée. Cette démarche est basée
sur le théoréme d’intégrabilité des structures presque-complexes de Newlander-
Nirenberg.

REMARQUE. — Les transformations normalisantes ®,, s = 0,1 qu’on donne
sont les mémes que ceux utilisées par Stolovitch dans [16] pour conjuguer cer-
tains champs de vecteurs vers une forme normale. Stolovitch a montré que
ces transformations sont des limites de suites de transformations de la forme
(14 X;), ou chaque X; est la 1-somme (au sens de Ramis — cf. [14]) d’une sé-
rie formelle divergente, sur un secteur d’ouverture strictement supérieur a 2.
Mais l’'intersection ces secteurs n’est en général plus d’ouverture strictement
supérieur & 2. Ceci signifie que les transformations ®; ne sont en général plus
des 1-sommes au sens de Ramis. En absence de certains petits diviseurs, Sto-
lovitch et Braaksma ont montrés dans [2] que les transformations @, s = 0,1,
sont des 1-sommes d’une série divergente.
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Ce travail s’inscrit dans la suite des travaux de Martinet-Ramis [11], [12],
d’Ecalle-Voronin [7], [21] et de Stolovitch [16]. Il s’est fait dans le cadre d’un
projet de thése sous la direction de L. Stolovitch et auteur le remercie pour
ses conseils et suggestions.

Guide de lecture, résumé. — Le résultat clef de cet article est le théoréme 3.1 de
normalisation sectorielle, énoncé en section 3. Il affirme que si la condition (C)
n’est pas satisfaite on a sous des conditions (techniques) supplémentaires l’exis-
tence d’une conjugaison holomorphe vers une forme normale (polynomiale) sur
certains domaines sectoriels DS, s = 0,1, de la forme a < argz® < b. La
preuve de ce théoréme occupe les sections 4 & 9. On termine en montrant en
section 10 comment on obtient & partir du théoréme 3.1 des modules de conju-
gaison, i.e. une classification analytique.

Section 2 : notions préliminaires. — Dans cette section on rappelle quelques pro-
priétés premiéres des structures de Poisson et on donne la notion de forme nor-
male formelle de Dufour-Wade. De plus, on fixe des notations et on rappelle
des notions de développement asymptotique sectoriels. Le lecteur est invité a
consulter cette section uniquement au fur et & mesure des besoins.

Section 3 : théoréme de normalisation sectorielle. — Quand la condition algé-
brique (C) sur la forme normale formelle n’est pas satisfaite, ils se pose, dans la
perspective d’une classification analytique, la question suivante : sous quelles
conditions a t’on un nombre fini d’invariants formels, i.e. I’existence d’une forme
normale polynomiale. D’autre part il se pose la question de 'applicabilité de la
théorie de la resommation des séries divergentes.

La théorie de la resommation des séries divergentes est actuellement limitée
aux séries (divergentes) a une seule variable. Suivant une idée de L. Stolovitch
[16], on se limite alors au cas 1-résonnant : on suppose ’anneau des fonctions de
Casimir formels relatifs a la partie quadratique engendré par un seul monéme
B appelé le « générateur de résonances ». On assure ainsi que les divergences
soient « portées » par un seul monoéme z%, ce qui permet (sous des conditions
supplémentaires) de considérer les séries normalisantes comme des séries diver-
gentes & une seule variable z = %, mais dépendant de paramétres.

Le cas le plus simple d’une structure de Poisson II & 1-jet nul, 1-résonnante
et ne satisfaisant pas la condition (C) est

(1.2) I = 1% + zB1IF + t.o0.s.

oti T12 est la partie quadratique (1-résonnante), 2% le générateur de résonances,
et I = CAS, C, S champs de vecteurs linéaires diagonaux tels que Loz # 0
et Lgzf = 0.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



326 P. LOHRMANN

Le théoréme 3.1 affirme qu’une structure de Poisson de la forme (1.2), sa-
tisfaisant certaines conditions techniques supplémentaires, est holomorphique-
ment conjuguée 3 la forme normale polynomiale I12 + z®II® sur des domaines
sectoriels DS, s = 0,1, de la forme a < argz™ < b.

Section 4 : forme normale formelle polynomiale. — Le résultat principal de la
section 4 est la proposition 4.1, d’aprés laquelle une structure de Poisson du
type (1.2) est conjuguée & la forme normale polynomiale IT1? 4+ z®IT% par une
transformation formelle.

La démonstration consiste essentiellement & montrer comment on passe
d’une forme normale avec une infinité de termes résonnants (dont l'existence a
été établi par Dufour et Wade dans [5]) & la forme normale polynomiale IT? +
zBTIE, 1étape principale est la suivante : on suppose [¢PIT1E, (z)™I1(m®)] = 0,
ou II(™A) désigne un champ de bivecteurs homogeéne de degré deux, et [,] le
crochet de Schouten (extension naturelle de la dérivée de Lie). Il s’agit alors de
montrer I'existence d'un champ de vecteurs de la forme (z*)™Z, avec Z champ
de vecteurs linéaire, tel qu’on a [¢RIIE, ()™ Z] = (2B)m1I(mE),

Section 5. — Certaines propriétés obtenues au cours de la démonstration de la
proposition 4.1 nous permettent d’expliciter une structure de Poisson & 1-jet
nul, de type (1.2), telle que toute série formelle normalisante est divergente.

Section 6 : prénormalisation a la Dulac. — Comme les séries normalisant une
structure de Poisson II de type (1.2) sont généralement divergentes, il n’existe
pas de transformation normalisable holomorphe définie sur un voisinage entier
de l'origine. Néanmoins, on obtient dans la section 6 une premiére réduction
du probléme de classification : on y montre la proposition 6.1, qui affirme
Pexistence une transformation ®, holomorphe sur un voisinage de zéro, telle
que la restriction de ®*(II) & la variété zf* = 0 est sous forme normale (plus
précisément réduit a la partie quadratique). On dit alors que II est sous forme
« prénormalisé ».

Ce résultat est la transposition aux structures de Poisson d’un résultat ana-
logue de Stolovitch concernant les champs de vecteurs [15]. La preuve est basée
sur des estimations fines du nombre de petits diviseurs. Dans le cas des struc-
tures de Poisson, la difficulté supplémentaire vient du fait que les équations
cohomologiques admettent une solution uniquement dans le cas ot une condi-
tion de compatibilité est satisfaite.

Dans le paragraphe consacré a la section 8 de ce guide de lecture on explique
comment la proposition 7.2 est utilisé de facon essentielle lors de la preuve du
théoréme 3.1 de normalisation sectorielle.
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Section 7 : champ de vecteurs associé. — La question est la suivante : peut-on
associer un champ de vecteurs formel N & une structure de Poisson formelle
IT de type (1.2), tel que la conjugaison de N vers une forme normale formelle
polynomiale par une transformation formelle implique la conjugaison de II & la
forme normale II,, := 12 4+ £ FIIR ?

L’existence de tels champs de vecteurs est suggéré par I'existence d’une ré-
duction d’une structure de Poisson II, obtenue par la mise sous forme normale
(au sens de Poincaré-Dulac) d’un certain champ de vecteurs, appelé le rota-
tionel, intrinséquement associé a II. Néanmoins on n’élimine pas ainsi tous les
termes non-résonnants de II — pour plus de détails cf. [6], p.150-155.

En section 7 on montre que la question de ’existence de N admet une ré-
ponse positive, & condition de se restreindre aux structures de Poisson II appar-
tenant au Clz]-module D engendré par les champs de bivecteurs quadratiques
diagonaux, c’est-a-dire les structures de Poisson II s’écrivant comme somme
> z!TI! avec I ne comportant pas de composantes prenant la valeur —1, et
I’ champ de bivecteurs quadratique diagonal (somme de produits de champs
de vecteurs linéaires diagonaux). Cette restriction est nécessaire pour assurer
I’analyticité de N en 0 € C™.

Sous une forme simplifiée, le résultat principal de la section 7, i.e. la propo-
sition 7.2, s’énonce comme suit.

PROPOSITION 1.1 (NF). — Soit Il := 12 + zB% + ... € D tel que dans 1.2.
Alors pour A € C*™ n’appartenant pas & une certaine réunion dénombrable
d’hyperplans de C™, toute transformation formelle conjuguant le champ de vec-
teurs O%AXH(;I;A) a la forme normale polynomiale I%X[HermRHR](asA) conjugue
également I a II,, := 12 4 2 RIIR,

REMARQUE. — Contrairement au cas du rotationnel, l’association II —
Q%AXH(QZA) n’est pas intrinséque. Sous certaines hypothéses, la proposition 6.1
implique que la structure de Poisson prénormalisée appartient a D.

Section 8 : normalisation sectorielle. — En section 8 on montre le théoréme 3.1.
On prend comme point de départ une structure de Poisson II prénormalisée
au sens de la proposition 6.1. Une division par une unité analytique adéquate
vp permet alors que les champs de vecteurs associés v a%AXH (™) soient « bien
préparés » dans le sens de Stolovitch dans [16] (cf. définition 8.1). Ceci signifie
que UAJ%AXH(:UA) satisfait les hypothéses du théoréme 3.3.1. dans [16], qui
assure l’existence d’une transformation holomorphe ®,, s = 0,1, défini sur
DS, conjuguant le champs de vecteurs vAxiAXn(a:A) vers la forme normale

mLAX[HQ-kaHR] (.I‘A)
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Par la proposition (NF), ®, conjugue la structure de Poisson vpIl vers IT,, :=
12 + 22117 sur DS,, mais uniquement modulo un reste infiniment plat Rj-\, ie.
sur DS, on a

F(vpll) = T2 4 2R + RA.

REMARQUE. — Si P définit une structure de Poisson, i.e. si on a [P, P] =
0, il ne suit pas en général la relation [uP,uP] = 0, avec u fonction. Nous
montrons que pour que le caractére de structure de Poisson soit préservé, il
suffit de supposer la partie quadratique II? produit extérieur de deux champs
de vecteurs.

La difficulté principale est alors de montrer que 'Ré\ = 0i.e. que @? conjugue
II & la forme normale I, = II? + 2 ®II% sur DS,, s =0, 1.

Le théoréme 3.3.1. dans [16] affirme en plus que ®} admet ®A comme « dé-
veloppement asymptotique au sens Gérard-Sibuya » (défini en section 2). Par
conséquent le reste infiniment plat R s’écrit

1
(1.3) Ry =3 o fLH@YinY;, Yi=wi0/0m,
R

ou D désigne l’ensemble des multi-indices tels que = ne divise pas z! et les
flI];\ sont des fonctions infiniment plates définies sur un secteur de C.

Revenons un instant au cas formel. Lors de la preuve de la proposition (NF)
on suppose

I = I1% 4 o107 4 glomtlo + ... |

ot x0TI’ est un terme de plus petit degré qui est non résonnant. Par un calcul
on déduit de la relation de compatibilité [I12,z°TT1/°] = 0 que le champ de
Y

1
vecteurs xTX[xfo HIO](m est non nul.

L’idée pour montrer que qu\ est nul est de faire le méme calcul dans le cas
ott (®2)*(vaIl) = T12 + 2P + RA, avec R tel qu'en (1.3), i.e.
(@) (vpll) = T2 4 2RIIE 4 glomrloA 4.
ouici I € D et oA = 3 f1o%(2R)Y; A'Y;. Le calcul est identique & celui
du cas formel puisque pour tout 1 < i < n on a la relation L4, (z®) = 0, gu
on a posé A; :=Y7_; ai; Yy, I? =3, 5 ai;Y; AYj, aij = —aj;. Ceci permet de

Io,

traiter les fonctions f;

A A .
ijs (%) comme des constantes. On montre ainsi que si

RQ n’était pas nul on aboutirait & une contradiction avec le fait que le champ
de vecteurs associé %AX (% (vATD)] () est sous forme normale.
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Section 9 : preuve de la proposition 8.2. — La difficulté principale dans le raison-
nement précédent est la preuve de la proposition 8.2 qui affirme que I'iden-
tité de Jacobi [®%(vall), ®%(vaIl)] = 0 implique la relation de compatibilité
[I12, 27oT1%0:A] = 0. La démonstration de ce résultat, pour A appartenant & un
certain sous-ensemble de C, fait 'objet de la section 9.

La difficulté provient du fait qu’on raisonne modulo z¥ : il existe des paires
de multi-indices I’, I” € D tels que 2! soit divisible par zf ie. I'4+ 17 ¢ D
— il existe alors un entier e > 1 tel que 2!+ f(zR) = I +I"=¢R f(2R) o on
note f, f des fonctions infiniment plates, et I’ +I” —eR € . Le raisonnement
ne peut donc plus s’effectuer sur le multi-indice Iy € D.

Dans une premiére étape on déduit des identités de Jacobi
{e {zi, 253} + {oi, {5, 2"} + {z;{at @)} =0, 1<ij<n,

que pour tout I fixé, les (n(n — 1) fonctions infiniment plates flljﬁ vérifient
un systéme différentiel linéaire a singularité irréguliére (cf. le lemme 9.1) (qui
ne dépend uniquement de A, I1? et de 2®II%). Ensuite on en déduit que les

. Ig,A o o
fonctions f;;;" sont des combinaisons C-linéaires de termes de la forme

£ ) = gl ) 1) * ) exp (LA )

ou G et H sont certaines fonctions, dépendant de I et de A. La preuve de la
proposition 8.2 s’effectue alors en raisonnant sur les fonctions H (I, A) (et non
pas, comme dans le cas classique sur le multi-indice ).

Section 10 : classification analytique. — Soient I1% et zZII tels que dans (1.2)
fixés. On suppose les conditions techniques supplémentaires du théoréme 3.1
satisfaites. Le but est d’établir le théoréme 10.2, c’est-a-dire donner une classifi-
cation analytique, modulo multiplication par une unité analytique, de toutes les
structures de Poisson de type (1.2), c’est-a-dire de la forme IT = 12 + z*II% 4
t.o.s. (toutes conjuguées & la forme normale IT1? + 2 ZI1# par une transformation
formelle).

Avec le théoréme 3.1 on associe a chaque structure de Poisson analytique IT
Iisotropie sectorielle <Dio<1>]._1. L’espace des isotropies sectorielles est en bijection
avec certains espaces de suites — cf. la proposition 10.2.

Pour montrer que les isotropies sectorielles sont des modules de conjugai-
son analytiques, il s’agit alors de résoudre le probléme inverse, c’est-a-dire la
synthétisation d’une structure de Poisson a partir de la donnée d’une isotro-
pie sectorielle. Le résultat clef est ici le théoréme 10.1, dont la démonstration,
donnée dans Martinet-Ramis [11], est basée sur le théoréme d’intégrabilité de
Newlander-Nirenberg des structures presque complexes [13].
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2. Notions préliminaires

Crochet de Schouten-Nijenhuis. — Désignons par x; les germes de champs de
vecteurs en 0 € C", et par x, := A? x1, les germes de champs de p-vecteurs. On
définit le crochet de Schouten-Nijenhuis [.,.] : xp X Xg = Xp+q¢—1, C-bilinéaire,
extension de la dérivée de Lie tel que

(21) [P7 Q] = _(_1)(p_1)(q_1)[Q>P]

(2.2) [P,Q AR =[P,QI AR+ (-1)*"VIQA [P, R]

(2.3) [T 2K T] = 2(X1 (27) AT+ X (2®) ATD).

Un champ de 2-vecteurs II définit une structure de Poisson, si et seulement
si [II,II] = 0 (identité de Jacobi). Désignons par Xy (f) le champ hamiltonien
d’une fonction f relatif & une structure de Poisson II, pour lequel on a la relation

(2.4) Xu(f) = [£, 1.

Soit Z un champ de vecteurs formel s’annullant & ’ordre deux en 0 € C™. On
a la relation bien connue

(2.5) exp(2)"(B) = Y

i>0

ady, B
il

)

ot on note adz P'application linéaire [Z, .], et exp(Z) le temps 1 du flot formel
du champ formel Z. Pour plus d’informations sur le crochet de Schouten on
renvoie a [6].

Champ hamiltonien. — Pour tout 1 < ¢ < n posons Y; := z;0;. Soit P :=
> iz Pij(2)Yi AY; un champ de bivecteurs et posons P; := Z?:l pi; Y;. Soit f
une fonction. On définit le champ « hamiltonien » de f par rapport & P qu’on
note Xp(f) (on met des guillemets parce que P n’est pas nécessairement une
structure de Poisson) par

Xp(f) = 5 3 piy (@06 Vi — 230, Vi)

i#]
n
(2.6) =Y :0;f Pi(x).
i=1
Structure de Poisson quadratique diagonale. — Un champ de bivecteurs sur C"
qui s’écrit %Zi# 0 Y; NYj, oll o = —oj; est appelé diagonal.
REMARQUE. — Tout champ de bivecteurs quadratique diagonal II définit une

structure de Poisson i.e. on a [II,II] = 0. L’expression diagonale est unique a
permutation des coordonnées prés (cf. [5]) et si une structure de Poisson a 1-jet
nul en un point p posséde une partie quadratique diagonale, une structure de
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Poisson C?-proche posséde un 1-jet nul en un point p’ proche de p, ainsi qu’'une
partie quadratique diagonale.

Ecriture de référence. — Appelons écriture de référence d’un champ de bi-
vecteurs ou d’une structure de Poisson formelle C" une écriture de la forme

— 1 1,1 SV e— I _ I
=331z o;YiANY;, ouY; :=12;0; et oj; = —ay,.

REMARQUE. — Le multi-indices I de xla{jYi A'Yj a toutes ces composantes
positives ol nulles, a I’exception éventuelle de la ¢ ou j-éme pouvant prendre
la valeur —1 (on rappelle Y; = z;0;).

Soit I = (I,...,I,) € Z™ un multi-indice, et II := %Zi# ai;Y; A'Y; une
structure de Poisson diagonal. Posons A; := E?:l ai;Y;. On a

(2.7) Xu(a') =2" > LA,
=1

Le champ hamiltonien d’un monéme 2! relatif & une structure de Poisson qua-
dratique diagonale est donc produit de z! par un champ de vecteurs linéaire
diagonal.

Soient II, IT’ des structures de Poisson sur C"”, Z un champ de vecteurs
linéaire diagonal sur C™ et J, K € Z" des multi-indices. On déduit de (2.1)-
(2.4

(2.8) [z7, 0] = X (2”)

(2.9) [IL,z7Z) = Z A Xn(2”)

(2.10) (2710, 2K T] = 2(X 1 (27) AT+ Xpp(25) ATD).

LEMME 2.1. — (i) Soient I,J € Z" des multi-indices , Z un champ de vec-

teurs linéaire diagonal et II une structure de Poisson quadratique diago-
nale sur C™. Alors il existe une structure de Poisson quadratique diago-
nale T telle que [z Z, 2/T] = I +/1I".

(ii) Soient II! et TI7 deux champs de bivecteurs quadratiques diagonaux sur
C™. Alors il existe cijr, € C, 1 < 4,5,k < n, tels que [a:IHI,:BJHJ] =
2N Y AY A Y.

1<i<j<k<n
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Forme normale de Dufour-Wade, hypothese (H). — Soit II une structure de Pois-
son & l-jet nul en 0 € C™ de partie quadratique II?> diagonale. Posons II? =
%Zi# ai;Y; NY; avec a;; = —aj;, et A; = E?:l ai;Y;. On dit que x! est un
monodme résonnant si Xy (z!) = 0. Ceci revient & ce que pour tout 1 <i <n
ona Lyz! =0.

Soit (H) ’hypothése générique qui suit sur la partie quadratique IT? (cf. [5]) :

tout monome z! qui vérifie la propriété suivante est résonnant : I = (Iy,...,1I,)
n

1
comporte deux composantes I;, I; égales & —1 et on a <Z —La, (x1)> ANY; A
x
=1
Y; = 0. Dans [5] est démontré le résultat qui suit.

PROPOSITION 2.1 (Dufour-Wade). — Si II vérifie (H), alors il existe @ trans-
formation formelle telle que

=2 2 lop¥iny,

i#§ X2 (z1)=0

On dit que ®*(II) est sous forme normale de Dufour- Wade.

Développements asymptotiques. — On reproduit de [16] (avec quelques modifi-
cations) des définitions de développements asymptotiques sectoriels. Le lecteur
pourra également consulter [8]. Soient S; C C le cercle unité et U C S* connexe.
On désigne aussi par U le secteur de C, de sommet 0 formé des points z # 0
tels que 5 € U et |z| < R (le rayon n’est pas précisé en général). On dit que le
secteur U est ouvert (resp. fermé) si I’arc qui le représente dans S est ouvert
(resp. fermé).

Soient U un secteur ouvert et f une fonction analytique de U\{0} dans C. On
dit que f admet f := S k>0 fxz" € Cl[2]] comme développement asymptotique
au sens de Poincaré si pour tout sous-secteur fermé V de U, et tout m > 0 il
existe un nombre réel positif C(V,m) tel que
m—1

fr2®
k=0

sup |z|7™ || f
Zev

< C(V,m).

Soient U un secteur ouvert et A un ouvert dans C?. On dit qu’une fonction f

analytique de U\{0} x A dans C! admet la série formelle f(z,z) = Z fp(x)2?
p>0

otl les fonctions f, sont analytiques de A dans C! comme développement asymp-

totique (fort) si, pour tout sous-secteur fermé V' C U, tout compact K C A et

tout entier m > 0,

m—1
sup |z| ™™ Hf(z,as) =Y ful@)|| < C(V, K, m).
zeV
yEK k=0
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Soit f € Cl[z, 1, - . -, Ty]] une série formelle qui s’écrit, f Z,T) Z fQ

Qenn
On dit qu’une fonction f analytique sur U x A (ou U C C est un secteur
ouvert ; A € C" un polydisque ouvert de centre 0 € C™) qui s’écrit f(z,x) =
Z fa (z):rQ admet fcomme développement asymptotique au sens de Gérard-
QeNn
Sibuya das U x A, si chacune des fonctions fq(z) admet fo(z) comme déve-
loppement asymptotique au sens de Poincaré dans le secteur U. Ceci signifie
que pour tout sous-secteur fermé U’ C U tout compact K C U, et pour tout
entier k, il existe une constante C'(k,U’, K) telle que

|f(z,2) = f*(z,2)| < C(k,U', K||(2,2) | "+

pour tout (z,2) € U’ x K, ou f* désigne le k-jet de f en 0 € C"*! et |.||
désigne une norme quelconque sur C**1,

Soit R = (Ri,...,R,) € N un multiindice et = Papplication C* — C
qui & (x1,...,2,) associe %1 ... zf» On dit qu'une fonction analytique sur
7 Y U)NA (ot U C C est un secteur ouvert ; A C C" est un polydisque ouvert
de centre 0 € C"), qui s’écrit

z)= Y fola™)a®

QeNn

admet f = > Qenn fQ(xR)arQ comme développement asymptotique au sens de
Gérard-Sibuya en le monéme =¥ dans 7=1(U) N A, si chacune des fonctions
fo(z) admet fQ(z) comme développement asymptotique au sens de Poincaré,
dans le secteur U.

3. Théoréme de normalisation sectorielle

Soit II? := %Z#j ai;Y; NY; avec a;; = —aj; une structure de Poisson
quadratique diagonale sur C". Posons A; := Z?:l a;;Y; et soit B € C tel que
La,z! = Biz!. On dit que II? satisfait la condition diophantienne de petits

diviseurs (D) si
Inwy,
-> o5 < oo,

k>0

avec wy, 1= inf{fgfi}n EHE max |B| # 0,|I] < 2*}. Pour plus d’information sur

la condition (D) on renvoie le lecteur a [9], [17], [19]. Soit R € N™ et désignions
par DS (r,1/,8), j = 0,1, les domaines « sectoriels » suivantes :

DSE(r,r',0) = {y eC"|

1
argy® — (arg6+7r(j+2))' <m—e0< [y’ <yl < r'},
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avec r,1’' > 0 et 6 € C*.

On considére des structure de Poisson IT holomorphes au voisinage de 0 € C™
a 1-jet nul dont la partie quadratique I12 de vérifie I’hypothése (H) de Dufour-
Wade (qui assure existence d’une forme normale de DufourWade). De plus,
on demande les propriétés suivantes satisfaites :

(P1) TI? est I-résonnante : les mondmes résonnants x! (i.e. tels que [I12, z!] =
0) sont tous puissances d’un monéme z¥, appellé « générateur de réso-
nances ».

(P2) La partie quadratique II? est produit extérieur de deux champs de vec-
teurs linéaires diagonaux S; et Ss.

(P3) La partie quadratique II? satisfait la condition diophantienne (D).

(P4) Le terme résonnant de plus petit degré est de la forme 2®I1%, ou II# =
S AC, avec S € Vect(S1,52), et C champ de vecteurs linéaire diagonal
vérifiant Lo (z®) # 0.

(P5) Toutes les coordonnées de R sont strictement positives.

(P6) Si on note S; = s1Y7 + -+ + 5,Yy,, et Sy = 1Y + -+ + §'nY,, alors
supposons les coefficients s;, s} tous situés sur une méme droite du plan
complexe passant par ’origine.

(P7) Supposons qu’il existe Ag := (A1,...,A,) € C™ tel que pour (i;)i<i<n,
() 1<i<n vérifiant I%UX[HzﬂCRHR] (zho) := Sy z; (i +0;27)0; il existe
un indice iy avec p;, # 0 et

min Re (ﬁ _ M aiO) > 0.
i7io ﬂ Hig ﬁ

(Le champ Z%X[Hz+zana] (z™) ne dépend pas de la détermination de 2

choisie)

N . . 223
Sous hypothése (P6) il existe § € C, |§| =1 tel que le nombres ——————
5(2;‘:1 Rjaj)

soient tous réels.

THEOREME 3.1 (de normalisation sectorielle). — Soit II vérifiant (P1)-(P7).
1l existe un ensemble A € C" intersection d’un ouvert avec un ensemble de
mesure de Lebesque pleine et ne dépendant que de I1% et de IIR, tel que pour
A € AU on ait les propriétés suivantes : il existe une unité analytique vy (unique),
r,’ > 0 et des transformations holomorphes <I>§\, Jj = 0,1, (uniques) définies
sur les domaines sectoriels DSJR(’I‘, r',6), telles que

(i) les transformations <I>9 conguguent vAIl (qui est une structure de Poisson)

@ la forme normale polynomiale TI2 + xII% sur les domaines sectoriels

R P — .
DSJ (T7Tl75)a J _0717
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(ii) on axAOCD;-\ =z, xRqu;-\ =gk,

Les transformations <I>§.\ 7 =0,1, admettent ® comme développement asymp-
totique au sens de Gérard-Sibuya en le monome x dans DS;(r,1",4), ou )
est Vunique série formelle telle que (®)*(vAIl) = 12 4 zBIIR et telle qu’on a
zho® =22, 2R o = 2R,

4. Forme normale formelle polynomiale

PROPOSITION 4.1 (de normalisation formelle). — Soit II wune structure de
Poisson & 1-jet nul. Supposons les hypothéses (P1) et (P4) (cf. section 3)
satisfaites, ainsi que Uhypothése (H) de Dufour-Wade. Alors il existe d
transformation formelle telle que ZI;*(H) =112 + 2 R1IE.

REMARQUE. — Dans le cas ot R comporte des composantes égales & —1, la
forme normale posséde au plus un terme résonnant, et la normalisibilité for-
melle 3 la forme normale polynoémiale II2 + zFII7 est conséquence directe de
la proposition 2.1.

Preuve de la proposition /4.1. — Montrons la proposition par récurrence sur le
degré de la normalisation d. Supposons II normalisé au degré d. Plus précisé-
ment, supposons

=112 + 2RTIR + Z 2T 4 (gUHDRY[IUHDER 4 ggd+2.
[T]<d+1
ot on note 2’ les monémes non-résonnants, et (z+VE)IUTDE Je terme réson-
nant (éventuellement nul) de degré d + 1+ |R|. Par 8%+2 on désigne la somme

des termes d’ordre supérieur & d+1 (pour les termes non-résonnants) et d’ordre
supérieur & d + 1 + |R| pour les termes résonnants.

Il s’agit de montrer qu’il existe une transformation formelle normalisant IT
au degré d + 1.
D’aprés la relation (2.5) et le lemme 2.1 ceci revient & trouver un champ de
vecteurs Z =3 ji—qq1 2”7 Z7, avec Z7 linéaire diagonal, tel que
(i) pour J non résonnant, la relation [[12, 27 Z7] = z/I17 soit satisfaite,
(ii) et pour J résonnant de degré d vérifiant J = jR, la relation
12 + R8I R 73R = [z BTIR 298 798
(4.1) = pUHDRG+HR

soit satisfaite.
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Rappelons que les multiindices J peuvent avoir une composante égale & —1,
dans le cas ou Z reste analytique en 0. Pour le cas (i) (non-résonnant) on
renvoie le lecteur a la démonstration de la proposition 2.1 dans [5] — on se
limite donc & montrer que I’équation (4.1) admet une solution.

Pour II normalisé au degré d, 'identité de Jacobi [II, II] = 0 implique que le
terme résonnant de degré d + 1 + |R|, qu’on note zUtDEIIU+HDE  verifie

(4.2) 7117, 2 UHDRUDR] = o,
La proposition 4.1 est donc une conséquence de la proposition 4.2 qui suit. [

PROPOSITION 4.2. — Pour tout champ de bivecteurs quadratique diagonal
OU+DE yerifiant (4.2), il existe Z champ de vecteurs linéaire diagonal qui
satisfait (4.1).

Notations. — Pour la preuve de la proposition 4.2, on note IT% := % D it @i Vil
Y; avec a;; tel que a;; = —aj;. On définit le i-éme champ de vecteurs linéaire
diagonal « ligne » A; := Z?:l a;;Y;. Notons S := (Aq,...,4,) = (S1,52)
lalgébre de Lie abélienne engendrée par S;, i = 1,2 (cf. ’hypothése (P2) et le
théoréme 3.1).

Pour la preuve de la proposition 4.2 on a besoin des lemmes suivants :

LEMME 4.1. — Soit II' champ bivecteur quadratique diagonal tel que
Xpr(2/B) AT = 0. Alors il existe Z champ de vecteurs linéaire diagonal
tel que [x78Z TIE] = 27 RIT'. De plus, 2/ BIl' = Xpr(2/B) A Z.

Preuve du lemme /.1. — On rappelle que R n’a aucune composante stricte-
ment négative. Il est facile de voir que Xpr(2/f) # 0. La premiére conclu-
sion du lemme 4.1 est un rappel de la proposition 3 dans [5]. La relation
IR = Xpr(29B) A Z vient de (2.9). O

LEMME 4.2. — Soit 7% un monéme « résonnant ». Alors
(i) Il existe c € C tel que 2/ BIIE = Xpr(2/B)AcC. D’apres (2.9) ceci signifie
[cx?BC, TIE] = 2/ FIIE,
(ii) E[XHR(IJR)](:UJR) =0 et Loo(x?B) = —1 (On rappelle que Xyr(z78)
désigne le champ hamiltonien de x/F relatif a TTI7).

(iii) Tout champ de bivecteurs B = [v7R X xFIIR] avec X champ de vecteurs
linéaire diagonal satisfait [xR11%, B] = 0.

(iv) Tout champ de bivecteurs B = xf[x/E X TI] avec X champ de vecteurs
linéaire diagonal satisfait B = [¢/B X' xBIIE], ot X’ champ de vecteurs
linéaire diagonal.
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Preuve du lemme /.2. — Par hypothése, IT¥ := SAC, ou S € S et C diagonal
tel que Lo (z®) # 0 (Hypothése (P4) section 3). On en déduit
Xnr(2B) = Lg(27B)C — Lo (aF)S.

Par Lg5(z/®) = 0 on obtient Xpr(z/8) = —Lc(297)S. On obtient le point
(i) du lemme 4.2 en posant ¢ := —jR%, ou R.C := > 7' | Ric; avec R :=
(Rl, N ,Rn), C .= (Clyvi, N ,CnYn).

L’égalité E[X (23] (z9F) = 0 n’est rien d’autre que le fait bien connu que

I

le champ hamiltonien d’une fonction préserve la fonction.

Les relations 2/ RI1T = Xyr(27F) A cC et

X (#7%) = L1y o) (07%) €0 = Lec (#9%) Xan (297)

impliquent £.c(z7f) = —1, c’est-a-dire le point (ii) du lemme 4.2.
Soit II, := II? + 2®II%. On vérifie que II, est une structure de Poisson,
ie. [II,,II,] = 0. On obtient alors le point (iii) du lemme 4.2 & partir de

[(Id + 7B X)*(1L,,), (Id + z7B)*I1,,] = 0 via les relations (2.9)-(2.10).

Reste & montrer le point (iv) du lemme 4.2. D’aprés (2.2),
(4.3) B = [277 X, 27 = 2B [27 B X, TR + 27 B L x (2F)TTE.
Montrons qu’en ajoutant & X un multiple approprié de C' permettant de com-
penser 278 Lx (2®)IIR dans (4.3), on obtient X’ tel que B = [z/F X' xIIF].
D’apres (2.9),

[ BC, 2BIR] = 2B X e (29B) A C 4 7B Lo (2T)ITE,

Par les relations Xr(2/%) = Lg(298)C — Lo(297)S et Lg(z7F) = 0, le champ
de bivecteurs = Xpr (27) A C est nul. O

Preuve de la proposition /.2. — 1l s’agit de montrer ’existence de Z'i champ
de vecteurs linéaire diagonal tel que [¢/Z7 1% = 27 RTIG+DE Par le point
(iv) du lemme 4.2 il suffit de montrer la proposition 4.3 qui suit. O

PROPOSITION 4.3. — Supposons [xRII7, 2U+DEIIG+HDE] = 0. Alors il existe
Z'7 champ de vecteurs linéaire diagonal tel que [ijle, 7 = 2/ BIIU+DE,

Preuve de la proposition /.3. — Par le lemme 4.1, il suffit de montrer
Xnr (.Z‘JR) A TUHDE  — 0. Or, les champs hamiltoniens Xpr (xR et
Xur(zUtDERY) sont parallels. En effet, par II¥ = S A R on obtient

Xr(2??) = Ls(@F)C — Lo (278,
Xur(zUHDE) = L4(zUHDR)C — Lo (zUTDRY S,
Avec Lg(z78) = 0 et Lg(xU+tDE) = 0 on obtient
Xpr(@'B) = —Lo(27F)S, XHR(x(j+1)R) _ _Ec(m(jﬂ)R)S_
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Pour prouver la proposition 4.3 il suffit donc de montrer
(4.4) Xpr (20+DF) ATIOHDE = o,

Faisons ’abus de langage suivant : soit V = v1Y; + -+ + v,Y,, un champ de
vecteur linéaire diagonal. Associons & V' le vecteur (vq,...,v,) € C™. On dit
que deux champs de vecteurs linéaires diagonaux ainsi que leurs produits par
des fonctions sont orthogonauz si leurs vecteurs respectivement associés le sont
au sens du produit scalaire standard.

D’aprés (2.10), 'identité de Jacobi [II, II] = 0 donne, en identifiant les termes
en x(j+2)R’

0 = [¢FIIR, UTDRU+DE]
(4'5) =2 (X[zRHR] (x(j+1)R) ATIUFTDER + X[Z-(J'+1)RH(J'+1)R] (IR) A HR) .
D’apreés le point (i) du lemme 4.2,

1 .
R _ (G+DR
M = gy Xun (UFDF) AcC.

Par (4.5) Xyr (at(jH)R) ATTUFDE est donc un produit extérieur de trois champs
de vecteurs et on peut écrire

(4.6) Xpr (20HDF) ATIUHDE = Xppn (0HDF) A AN B,

avec A, B champs diagonaux « orthogonaux » a Xpr (zU*+Y%). On peut méme
supposer B = ¢C'. Alorson a U+AHE — ANcC+IIUTDE avec Xpr (:c(jH)R) A
MU+HR _ .

Pour montrer (4.4), on peut donc dorénavant supposer que HUTDE = AncC.
Terminons en montrant que A est nul. La relation (4.6) devient

(4.7) X rOR (x(j+1)R) ANANcC = —Xance (:ER) A X1r (:E(j+1)R> AcC.

Développouns le membre gauche de (4.7). Avec les relations

1

XA/\CC(xR) = ['A(xR)CC - ‘CCC(xR)Av HR 2G+DR

XHR( (‘7+1)R) A CC,

on obtient

XHR< (G+1R ) (]41.1)}{ [ﬁ[ HR(z(Hl)R)]( 2+ )CC C C( J+1)R>X r(z (j+1)R)}.

Or on a E[X R(2G+DR)] (x(9+1)R) = 0 en tant que dérivée de Lie de gUTHR 1o
1

long d’un champ hamiltonien de U+ % | La relation (4.7) devient

(4.8)
1

_Wﬁcc (m(jJrl)R) X, rr ( (G+1) ) NANcC = [,Cc( )A/\XHR < (+1) ) A cC.
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Mais (4.8) a lieu uniquement dans le cas ot A = 0, ou bien dans le cas ou

1 . 1
WCCC (:v(JH)R) = x—RL'CC (:cR). Comme le dernier cas est exclu pour
7 > 1, on a nécessairement A = 0. O

On aura ultérieurement besoin du lemme 4.3 qui s’inscrit dans ce qui précéde.

LEMME 4.3. — Un champ de vecteurs de la forme 777, Z linéaire diagonal,
tel que [z97Z, oBIIR] = zU+DEIUHDE o5t ynique a addition d’un multiple du
champ hamiltonien Xpr(z”) pres.

Preuve du lemme /.5. — Soient Z1, Z5 tel que
[:UjRZl,mRHR] = [:ijZz,a:RHR] = gUTDEIU+DE
Posons Z := Z1 — Z,. On a [z/%Z,2"11%] = 0. D’aprés (2.9) et Ls(zf) =0,
— 2B Ly (e®)OR = 2B Xyr(eIB)Y A Z = —2BLo(27R)S A Z.

Comme II" = S A C, Z est nécessairement de la forme Z = AC + uS, oi
A\ p € C. Par Lg(x®) = 0 suit la relation £,c(2%) = pLe(27), qui implique
p = 0 pour j > 1. Donc Z est multiple de S, et le lemme 4.3 suit de Xz (2/f) =
—Lo (278, O

5. Exemple d’une structure de Poisson a 1-jet nul, forme normale polynomiale, tel
que toute transformation formelle normalisante diverge

Donnons un exemple de structure de Poisson II & 1-jet nul en 0 € C™ de
partie quadratique 1-résonnante et admettant une forme normale polynomiale.
On veut également que toute transformation conjuguant IT & la forme normale
polynomiale diverge.

Soient S un champ de vecteurs linéaire diagonal 1-résonnant de C™” et 2% son
générateur de résonances, et supposons toutes les coordonnées de R strictement
positives. Soit S; un champ de vecteur linéaire diagonal tel que Lg, () = 0,
et tel que la premiére coordonnée de S; soit nulle. On a alors Lg, (x1) = 0. Soit
C un champ de vecteurs linéaire diagonal tel que Lo (z) # 0.

Posons IT1? = S A Sy, ITE = S; A C et considérons le champ de bivecteurs

I := 112 + B8 4 gtk
LEMME 5.1. — II définit une structure de Poisson.
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Démonstration. — 11 s’agit d’établir [II,II] = 0. Par bilinéarité et (2.1),
[T, 0] = [M1%,T1%] 4 2[02, 2107 + [ 7107, o P11
+ 2%, 2P IT7) + 2[R, 2o TIF] + [2loTI?, 2o TR
Montrons que tous les crochets du deuxiéme membre sont nuls. On a [[1%, I1?] =
0 (comme pour tout champ de bivecteurs quadratique diagonal). De plus,
comme 2% est résonnant, on a d’aprés (2.7), (2.10), la relation [I1?, zBIT%] = 0.
D’aprés la relation (2.10), [2FII% 2F1I%] = 20 Xyr(2®) A TIE. De IIF =
S1 A C suit
Xnr(z®) = Ls, (®)C — Lo(2R)S) = —Lo(2R) S TTE = 0,
puisque x est résonnant, c’est-a-dire Lg, (%) = 0.
D’apreés (2.10),
[2FTIR, (21)°T17] = 28 Xpe (1)) AR + (21)" Xppe (2®) ATIR
= 2% Xy ((a:l)lo) ATIE
car d’aprés le point précédent, Xz (z) A TIT est nul. Par définition
Xpr(z1)? = Ls, ((z1)?) C = L ((z1)") Si.
Or, comme la premiére coordonnée de S; est nulle, Lg, ((a:l)lo) = 0. De
L ((z1)l) S1 AR = 0 suit [zFRII7, (zq)°IIF] = 0.
En remplacant 2% par £ on obtient de méme que [(x1)PTIR, (z;)lIIR] =
0. O

D’aprés la proposition 4.1, IT admet II2 4+ 2RII* comme forme normale for-
melle.

PROPOSITION 5.1. — Toute transformation formelle T conjuguant Il & sa
forme normale TI2 + PTIR diverge.

Normalisation formelle. — Soit ¥ une transformation formelle. On pourra poser
U= -oexp(Zg)o---oexp(Z;), tel que pour tout d, Zy est homogene de degré
d+ 1 ie. Z; s’écrit comme produit d’'un mondéme de degré d (on rappelle
que ’exposant peut éventuellement avoir une composante égale & —1), et d’un
champ de vecteurs linéaire diagonal.

Supposons que %! := exp(Z4_1) o - -- 0 exp(Z;) normalise II au degré d,
c’est-a-dire

(W) (@) =112 + 2R 4+ ) 2 T 4 (U DR IUTDE 4 gt
[I]1<d

ot on note z! les monémes non-résonnants, et (zU+tVE)IUTDE Jes termes
résonnants (éventuellement nuls de degré d + |R|. La notation 9+ désigne les
termes d’ordre supérieur & d (resp d + |R|).
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Posons Zg := 3| 5= x’7Z7, avec Z7 champ de vecteurs linéaire diagonal. On
a vu dans la preuve de la proposition 4.1, pour que 1% := exp(Zy)o- - -oexp(Z;)
normalise II au degré d + 1, il faut et il suffit que
(5.1) 2, 2! 21 = "1,
pour z! non-résonnant, et pour le terme résonnant z7%Z7F de Zg, il faut et il
suffit que

[xRHR,ijZjR] — UFDRTGFR

D’aprés (2.9), dans le cas non-résonnant, les termes 7 Z”7 sont uniques a ad-
dition d’un multiple du champ hamiltonien Xy (z”) pres.

On note F I'’ensemble des champs de bivecteurs formels s’écrivant sous la
forme

chm (mR)m (xl)l e,
l,m
ot ¢, € C.

PROPOSITION 5.2. — Supposons II normalisé au degré |l; +miR|—1 (au sens
précisé au début du paragraphe ), et supposons Il € F. Soit Z; ., un champ
de vecteurs homogene en z't ()™ tel qu'on a (5.1), ¢’est-a-dire
g 1 q )

(5.2) (2, Zi, ] = Clymy (%)™ (1) TR,
Alors

(i) exp(Zy,m,)*(II) est indépendant du champ Zj, m, choisi

(i1) exp(Zi,m,) (1) € F

(i) Ziym, $’écrit comme la somme d’un unique champ de vecteurs paralléle &

C et d’un multiple quelconque du champ hamiltonien X2 [(xR)mO (xl)lo] .

Soit p € C tel que la composante paralléle & C de Zjm,, s’écrit
p(z1)rz™EC. Alors

(a1 = & (1) ORI,
avec ¢ = plm1(C.R) — lim], et C:= Y1 + -+ v, Y0, C.R =y Ry +
-+ v,R,, R:=(Ry,...,R,) etp:= % avec o1 tel que S = o1Y7 +
et o Yn.

Soient ¥y := -+ o exp(Z)_,)o---oexp(Z}) et Uy:i=---0 exp(Z3_,)o--o0
exp(Z7) deux transformations formelles normalisant II quelconques. Rappe-
lons qu’on note Z; (resp. Zﬁ) des champs de vecteurs s’écrivant sous la forme
> oi|=d 2! Z% ot Z! linéaire diagonal. Posons

V) :=exp(Zjo---oexp(Z;), W3:=exp(Z3)o---oexp(Z3).

On a le corollaire suivant de la proposition 5.2.
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COROLLAIRE 5.1. — On a pour tout entier d l’égalité
(5.3) (v3)" (D) = (¥3)" (D).
Preuve du corollaire 5.1. — La relation (5.3) est vraie pour d = 0 par hypo-

thése sur II et on a également IT € F pour d = 0. On considére la propriété
H(d): (¥})*(II) = (¥2)*(II) € F. Montrons que H(d) implique H(d + 1).

Notons Z}* (resp. Z2*) la somme des termes non-résonnants de Z} (resp. de
Z?2). Par le point (i) de la proposition 5.2, on obtient

(5-4) (exp(Ziy) 0 Wa)" (1) = (exp(Z33,) 0 ¥3)” (ID),

et par le point (ii) de la proposition 5.2, (¥} ,)*(II) = (¥}, ,)*(II) € F. La
preuve des relations (5.5) et (5.6) achéve la preuve du corollaire 5.1.

(5.5) (exp(Ziy) 0 Wa)" (1) = (exp(Ziyy) 0 ¥3)” (D),

(5.6) (exp(Z%11) 0 U})" (IT) = (exp(Z3,,) 0 ¥2)" (II).

On rappelle (2.5) : si Z est un champ de vecteurs formel et B un champ de
bivecteurs formel,

. B > ad, (II)
(57) (2 (B) =3 4
ot ady désigne l'application [Z, ], [.,.] étant le crochet de Schouten-Nijenhuis.

Comme par hypothése de récurrence H(d), (¥})*(II) = (¥})*(II) € F,le lemme
4.3 implique que s’il existe j avec jR = d = 1 alors les termes résonnants (éven-
tuels) de Zé+1 et de Z(%_H sont paralléles au champ hamiltonien Xpr [(xR)j].
Si on montre que pour tout entiers j,k et [, on a

[XHR [(mR)j] ,xll(xR)kHR] =0,
les relations (5.5) et (5.6) suivent de (5.7), et la preuve du corollaire est achevée.

Comme IT# = 51 A C et que Lg(z®) =0, on a Xpr [(#7)7] = =L [(zF)] S
Par (2.9) on en déduit

[XHR [(mR)j] ,:vll(xR)kHR] = [—EC [(xR)j] S, xll(xR)kHR]
[—jR.C’(wR)jS, :z:l1 (xR)kHR]

—jR.C (a:ll(a:R)k) Xnr [(xR)j] AS

=0. O

Preuve de la proposition 5.2. — Par (2.9), Z; ,m, est définie a addition d’un

(b

multiple du champ hamiltonien de X2 prés. Pour montrer le point
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(i) de la proposition 5.2 il suffit d’aprés (5.7) de montrer [X ((x1) 2™ ®), I1] =
0. Le monoéme (z1)"*z™ % est non-résonnant, et par Lg, (z%) =0

an ((iL‘l)llCBmlR) = ,CS ((l‘l)llxmlR) Sl
(58) = llo'l(.'lil)lll'mlel,

ott on note S = 01Y; +- - -+0,Y,. Rappelons Lg, () = 0. D’aprés (2.9), (5.8),
il suit la relation

[(21)" 2™ Sy, 2P = 2F Xpya ((21)"2™F) A S =0,

comme II® = 8, A C et Ls ((z1)12™F) = 0. Le méme raisonnement
montre qu’on a également pour tout entiers [,m la relation [(z;)*z™ S,
(z1)!z™EIIR] = 0. D’ott le point (i) de la proposition 5.2.
Montrons qu’on peut choisir Zy,m, de la forme Zj,m, = p(z1)12™EC, avec
p défini dans l’énoncé. Ensuite montrons
- [lemlaxRHR] = Cl(xl)llx(m1+1)RHR7 ouc = p[ml(C‘R) - l171] c’est-a-
dire le point (iii) de la proposition 5.2.
— pour tout entier I,m, on a [Z),m,, (x1) e EIE] = &z, ) tlgm+mIBIR
ot ¢ € C, c’est-a-dire le point (i) de la proposition 5.2.
Pour montrer que Zj,,,, de la forme p(z;)"z™fC convient, montrons
[p(z1)12™BC, 1% = ¢y, (x1) ™ B pour un p € C. D’aprés (2.9),
[p(z1)a™RC, 1% = X2 (p(z1)"2™F) A C et d’aprés (5.2), on doit alors
avoir
[p(.’]ll)lll‘mlRC, Hz] = pl101 (ml)llxmlel ANC
= ¢ym, (z1)1 2™ B,
Comme I = §; A C, ceci conduit & p = c(lfll—’l"ll
Ziym, de la forme Zj,m, = S5 (z1)a™ RC.
Montrons qu’on a [Z;, m, , 2B11E] = ¢/ (x1) M+ DEIE o ¢/ = p[m,(C.R)—
l171]- D’apreés (2.9),
[Z1my, £711F] = [p(21)" 2™ RO, 2117
= pC A 2" Xpr [(z1)" 2™ ] + p(z1) 2™ B Lo (a™)ITR
Avec Xpr((z1)'z™FB) = Lg [(x1)ra™F]C — Lo [(x1)r2™F] S =
—L¢c [(xl)llxmlR] S1, il suit
(Z1, o, 2PT17) = paBLe [(21) 2™ ] C A Sy + plz) 2™ B Lo (xR
= —pzLo [(w1)" 1 a™ B IR + p(z) 5™ R Lo ()R
= plm1(C.R) — (hy)](z1)"ral™ HORITR,
ot on note C' := y1Y1 + -+ 7, Y,, CR =t 1Ry + -+ + 7R, avec R :=
(R1,...,Ry,). D’ou le point (iii) de la proposition 5.2.

On peut donc bien choisir
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Montrons que pour tout entier I,m, [Zjm,, (1) 2™FIE] =
&y g EHmEIE on & € C. D’aprés (2.9),

(Z1ym,» (1) ™ I17] = [p(21)"1 2™ RC, (1) 2z FITF]
=pC A (wl)lmmRXHR((xl)llxmlR)
+ p(xl)llmmlRﬁc((xl)la:mR)HR

Or,
Xn((21)" 2™ ) = Ls, ((21)" 2™ F)C — Lo((21) 2™ )8y

= —Lo((z1)"a™ )8,

avec

(Z1, s> (1) 2™ FILR) = —pC A (21)'a™ Lo((21) 2™ ) Sy

+p(z1)ta™ Lo ((m) eI
= 2p(liy1 + mR.C)(z,) D g(matmBR

D’oti le point (ii) de la proposition 5.2. 0

Preuve de la proposition 5.1. — Soit Z un champ de vecteurs formel quel-

conque tel que exp(Z)*(II) = 2 + I, on II := I12 + 2BIIR + (z1)lIIR,
Considérons les termes Z("™l0) en (z)ox™E m € Nde Z. D’aprés (5.7), 7(0,l0)
doit satisfaire [Z(%0) T12] = (z,)°II%. Aprés Z(Lho) doit vérifier [Z(1lo) T12] =
[Z(Ok) zBIIE], et, en itérant, on obtient que Z("%) doit vérifier 'équation

(5.9) [Z(mlo) T12] = [Z(m=Dlo g RITR),

D’aprés la proposition 5.2 et le corollaire 5.1, on sait que
— pour tout m, [Z(m~D:lo zBIIE] est de la forme c(™) (1)l zEITR,
— la composante parallele & C' de Z("™%) est la méme pour toute transfor-

. . (m,lo)
mation formelle normalisant II, et elle vaut cal loo (z1)lozmBC,

~ on a alors [Z010), oRTIR) = €222 [(C.R) — (lom)) (1) o™+ DRTIE,

On en déduit la relation de récurrence

ALl _ o(mlo) (M) ,

oilg

Il existe un entier myg, tel que pour m assez grand

m(C.R) m(C.R) (m —mo)(C.R)
o1ly o1lg o1l '
On en déduit pour m assez grand
C.R C.R\™
1 ! (—) (m.l0) —mg)! (—) .
(5.10) m ol >c > (m —my) olo
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Or, comme la composante parallele & C de Z(™!) est bien déterminée et
(m,lg)
(&)

Sllo

champ formel Z tel que epo normalise II. De plus, si on choisit chaque
Z(mlo) paralléle a C, la série des termes en (z1)°z™F de Z est 1-Gevrey.
On peut de méme montrer, pour tout entier k fixé, que la somme des termes
en (zp)Flogmf de Z est divergente et ils sont choisis paralléles a C' ces séries
sont 1-Gevrey. O

vaut

(z1)lx™EC, (5.10) montre bien la divergence en (1) z™F de tout

6. Prénormalisation a la Dulac

PROPOSITION 6.1 (prénormalisation & la Dulac). — Soit une structure de
Poisson 11 telle que dans la proposition J.1. Supposons toutes les composantes
de R strictement positives (hypothése (Ps), théoréeme 3.1) et que la partie
quadratique 112 de 11 satisfait condition (D) (cf. section 3). Alors il existe une
transformation ® : (C™,0) — (C™,0) holomorphe telle que
oM (I) =11 + 27 + 2}, %= o',
IeNn

ot on désigne par II' des champs de bivecteurs quadratiques diagonauz.

REMARQUE. — Les multiindices I apparaissant effectivement dans la somme
n’ont pas de composante strictement négative.

Notations. On désigne par J (resp. J) Pensemble des champs de bivecteurs
B formels (resp. champs de vecteurs V) sur C" s’écrivant B = 3", 2/ TI1”+7
(resp. V = 2B 3, 2/ VEFT) ot on note I+ des champs de bivecteurs qua-
dratiques diagonaux, (resp. VE+/ des champ de vecteurs linéaires diagonaux)
et ot aucun terme z/II%+7 (resp. > x/VE+T) apparaissant effectivement
dans la somme est analytique en 0 € C™. On remarque que les multiindices J
peuvent néanmoins avoir des composantes égales & —1 (deux dans le cas des
champs de bivecteurs, une dans le cas des champs de vecteurs).

On désigne par J, l'ensemble des champs de bivecteurs B formels (resp.
champs de vecteurs V) sur C" s’écrivant B = 273" ;o /TIFH | (resp. V =
zf > Jenn 7V E+7) ot on note IT#+/ des champs de bivecteurs quadratique
diagonaux (resp VE*7/ des champs de vecteurs linéaires diagonaux). On re-
marque que les multiindices J n’ont pas de composante égale & —1.

On désigne par J l’idéal des fonctions formelles C* — C divisibles par =%,
cest-a-dire f € J = f =23 cymalz!, ol € C.

DEFINITION 6.1. — On dit qu’une structure de Poisson II, telle qu’en la pro-
position 6.1, est O-prénormalisée si

I =112 + 2% + 2BR, ou 2®R € 3.
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Plan de la preuve de la proposition 6.1. On montre d’abord ’existence d’un
changement de coordonnées ®; 0-prénormalisant. Dans un second temps on
montre comment passer de II sous forme 0-prénormalisé & la forme prénormalisé
au sens de la proposition 6.1.

LEMME 6.1. — SoitII tel que dans la proposition 6.1. Alors il existe une trans-
formation formelle ®; : (C™,0) — (C™,0) conjuguant II & une structure de
Poisson 0-prénormalisé.

Démonstration. — Supposons II 0-prénormalisé au degré d, i.e.
(6.1) O=1"+ 20" + 2% Y I 4+ R
|R|<|I|<d—|R|

otl les termes de R? sont de degrés strictement supérieurs a d + 2.

Soit alors zfoII’0 un des terme de plus petit degré de SR n’appartenant pas
a 3, i.e. o~ RII0 n’est pas analytique en 0 € C™. Alors z/° ¢ J et on déduit
des lemmes 2.1 et 6.2 que l'identité de Jacobi [II,II] = 0 implique la relation

(6.2) [I12, zfoT1!0) = 0.

Comme 'hypothése (H) est satisfaite, on obtient comme dans la démonstration
de la proposition 2.1 (cf. [5], section 3) l'existence d’un champ de vecteurs
analytique de la forme z'°Z, avec Z linéaire diagonal tel que

(6.3) 12,27 Z] = 211",

Par (2.5) on en déduit que II est 0-prénormalisable au degré [ + 1 par le moyen

d’une transformation exp(7"), ou T est un champ de vecteurs homogéne de
degré |Iy| + 1, et en itérant, intégralement 0-prénormalisable. O]

LEMME 6.2. — Soient zRz!Tl! | 2Bz T17 € J. Alors [zB2 11! 2B27T17] s’écrit
comme une somme de termes de la forme z¥Y; A Y; NYy, ot K eJg.

Preuve du lemme 6.2. — D’aprés (2.2) et (2.4), on a la relation
[:vaIHI, :ERJ:JHJ] = 2?BT! 2 ) 4 o B! Xypr (2B) A 27117
(6.4) + afz! X (aB) A 2T

Le crochet de Schouten [z/T17, 27/T17] est analytique en 0 € C™ et s’écrit comme
somme de termes de la forme aijk:rKYi ANY; NYy tels que la 4, j, ou k-éme
composante de K peut prendre la valeur —1. Par suite z2%[z/TI?, 2/T17] s’écrit
comme somme de termes de la forme aijkaxK/Yi/\Yj AYy telsque K’ = K+ R
n’a pas de composantes strictement négative puisque les composantes de R sont
par hypothése strictement positives.

Considérons les termes xfz! X1 (%) A 27117 et aftz! Xy (2) A 2T de
(6.4). Comme II7 et IT” sont des champs de bivecteurs quadratiques diagonaux,

TOME 137 — 2009 — N° 3



CLASSIFICATION ANALYTIQUE DE STRUCTURES DE POISSON 347

les champs hamiltoniens Xy (%) et Xy (2®) s’écrivent comme des produits
de z® par un champ de vecteurs linéaire diagonal.

Il suit que dans les cas ou I et J n’ont pas de composante égale & —1, ou
bien s’il n’existe pas d’indice 1 < ¢ < n tel que les i-émes coordonnées de I et J
prennent simultanément la valeur —1, zf2! Xy (2F) A2/ 17 et xf2’ Xps (xF)A
2!TI! s’écrivent comme somme de termes de la forme aijkasRasK'Yi ANY; NY
tels que K’ = K + R n’a pas de composante égale & —1, car par hypothése les
composantes de R sont strictement positives. Donc zfz¥ ‘e J.

Pour montrer le lemme 6.2 il reste donc a traiter le cas o il existe 1 < ig < n

tel que les ip-émes composantes de I et de J prennent simultanément la valeur
—1. Comme z'II et 271 sont par hypothése analytiques en 0 € C™ il suit

I’ = Bl NY;

109

I’ = B] nY;,.
On a alors, d’aprés (2.6)
Rel X (z®) A2/ T1 = 282! (L ( ) A mJBZ{) NY;,
—xRI(E )/\:cJBf]/\Yv
= —zfa! (Cy ( )BlI)/\xJBJ NY,.
De méme, 2827 X1 (2B) A2 Tl = —2Bg (Ey (®)B]) Az Bl NY;,. 11 suit
que la somme de zf2! X1 (2®) A 27117 et de xRxJXHJ(xR) A 2'TI! est nulle

s’il existe 1 < 79 < n tel que les ip-émes composantes de I et de J prennent la
valeur —1. D’oul le lemme 6.2. L]

Equation cohomologique modulo J, petits diviseurs associés. On donne des
résultats préliminaires utilisées das la preuve de la convergence des transfor-
mations 0-prénormalisantes.

Notations. Rappelons I1? = %Zi# a;;Y; NYj;, avec a;; = —aj; et posons
i = Z;‘L:l a;;Y;. On a S := Vect (S1, S2) = Vect (41,...,A,) (cf. hypothése
(P2), théoréme 3.1).
Un multiindice I € (NU {—1})" définit une application linéaire 3/ : S — C
telle que L4, (z') = B7(A4;)z’. Notons BI le nombre complexe B1(A;). Soit
I € (NU{-1})" un multiindice tel que =/ ¢ 7. Posons

(6.5) Er={1<i<n|yy ¢J}.
Fixons un multiindice I (avec au plus une seule composante égale a —1). Soit
Ii= D ity al Y A YI avec afj = —a§i un champ de bivecteurs quadratique

diagonal. Supposons a;; non nul uniquement dans le cas ou 7 et j appartiennent

tous les deux & E;. On dit qu’un champ de vecteurs ! Z avec Z linéaire diagonal
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vérifie propriété (P) s’il existe un champ de bivecteurs quadratique diagonal
II'(Z) € J tel que

(6.6) 2,2 Z] = 2" + 2" (2).

REMARQUE. — Le champ de bivecteurs II'(Z) appartient & J signifie qu’il
sécrit II'(Z) = Z ¢i,kYiNY. La propriété (P) se rencontre lors qu’on effectue

kgE
itk

une 0-prénormalisation du degré d au degré d + 1 : au lieu de résoudre une

équation cohomologique classique on résout une équation modulo J.

Si Z vérifie (C) on a d’aprés (2.9), o' Tl +2'II' = Z A X112 (x!). Or, on vérifie
X2 (2f) = 2! Yi<i<n ﬂi]Yi. D’ou

(6.7) '+’ =Z A" D By

1<i<n

On déduit de (6.7) que si ! Z vérifie (P), alors on a les deux propriétés sui-
vantes.

— Pour tout ¢ € C, le champ de vecteurs z’Z + ca! 3, ,, BlY; vérifie
encore (P) (dans la mesure ot z! 3., B7Y; est analytique — ce qui
n’est pas le cas en général si 1 comporte une composante égale a —1);

— Soit i € E; et posons z!Z := 21(1Y1,...,2Y;,...,2,Yy). Alors 2/ 2" :=
zl(z1Y1,...,0,...,2,Y,) vérifie encore (P).

On est donc amené a distinguer le cas ou I ne comporte pas de composante

strictement négative, et celui ou I comporte une composante égale a —1.

On considére d’abord le cas ou I ne comporte pas de composante égale a —1.
Dans ce cas le champ hamiltonien X (2!) est analytique et quitte & ajouter un
multiple approprié de Xp2(z!) on peut choisir ! Z avec la ig-éme coordonnée
nulle pour ig € E; tel que ,6{0 # 0. On peut supposer en plus que les k-émes
coordonnées de Z, pour k ¢ E; soient nulles.

Comme les k-émes coordonnées de Z sont nulles pour k ¢ E; ainsi que pour
k = ig, la propriété (P) et I’équation (6.7) imposent I’égalité suivante pour les
termes de II ayant Y;, en facteur du produit extérieur :

1
I I I
i0Z N\ Yiy = 5 Z (aiy; — aji, )Y
JjEEr

I
(6.8) = > al,Y;

JEET

On en déduit
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LEMME 6.3. — Soit I € N™ (sans composante négative). Supposons qu’il existe
x! Z* vérifiant propriété (P). Alors on peut choisir 277 := 2T 21Y1 + -+ 2, Y,
vérifiant (P) tel que pour k & Ey les k-émes coordonnées de Z soient nulles, et
tel que

n

I
©9) 2.Vl < g

ot on note |3'| = max;e g, |BY].

On considére maintenant le cas ott I admet une composante égale & —1.
Supposons que ce soit la jo-éme. Les seuls champs de vecteurs en z! qui sont
analytiques en 0 € C" sont alors les multiples de z! Y;, et on a jo & E;. Suppo-
sons qu'il existe #! Z := z!2;,Y;j, vérifiant (P). D’aprés (6.7) on a 2/ (I +11') =

-1
S ¥ Ax! 3 1Y, On en deduit |zy,| < (max s (18)  maseis (lal, ).
i€EE]
i#Jjo
Si Er = {1,...,n} il suit du lemme 4.3 de [9] la relation (n;ax(|,8{|))_1 <
17J0

i€B]
(18)~tn|I|. Or, sl existe 1 < 39 < n avec ig & Ej, alors il existe ¢ > 0 ne dé-

—1
pendant pas de || tel que (max i#jo (|/311|)) <c Eneffetona La,(z;z!) =0
i€Bp

pour tout 1 < i < n. suit (1/x1)L4,(z!) = —ay;, et on vérifie facilement qu’on
aboutit & une contradiction si pour ¢ € Er on a a;;, =0 . On en déduit

LEMME 6.4. — Soit I € (NU{—1})" un multiindice avec la jo-éme composante

soit égale a —1, les autre étant positives ou nulles. Supposons que x'Z :=

&' Y cicp 2Ys vérifie la propriété (P). Alors on a x'Z = x'2;,Y), et il existe

c >0 tel que

n|l|c
1) e,

1BT] G0

(6.10) |25, | <
o on note |3'| = max;cp, |511|

LEMME 6.5. — Sous les hypotheéses de la proposition 6.1,

1 !
(6.11) -y n;’“ < +oo,
k>0

avec wy, = inf{r_n%x|,6’il|; AR 4
ek

Preuyve du lemme 6.5. — On peut formuler la condition (D) comme suit :

Inw
—Z < 400, avec wy, = inf{ max |B/;1 <i<n,|I| <2 2" ¢ J}. On
2k 1<i<n
k>0
a alors (6.11) pour les raisons suivantes :
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= I tel Er={1,... | = Il
pour [ tels que E;y = {1,...,n} Ona1??§Xn|ﬂ’| ?é%}f'ﬁl"

— pour I tels que y! € J, mais tels qu'’il existe 1 < ig < n avec y! € J, on
a vu plus haut qu'il existe ¢ > 0 tel que |3!| = max;cg, |3] > c. O

Convergence de transformations 0-prénormalisantes. Ce qui suit est la trans-
position de [15] aux structures de Poisson & 1-jet nul et & partie quadratique
non nulle.

Soit IT la structure de Poisson de la proposition 6.1. Notons {.,.}11 le crochet
associé, que nous supposons donné par le systéme

(612) {l‘i,l‘j}n = Q;jT;T; -+ fij(.'E).’IJiCEj, 1<i< j < n,

ol fi;(x)z;x; est analytique en 0 € C™. Précisons que dans notre notation, les
fij peuvent éventuellement avoir des termes méromorphes, mais pas z;x; f;;.
On montre I'existence d’une 0-prénormalisation sous la forme du lemme

LEMME 6.6. — 1l existe un systéme de coordonnées locales analytique x =
y+ &(y) dans lequel le systéme (6.12) s’écrit

(6.13) {vi, yitn = aiyiy; + 2%gi;(Wyiy;, 1<i<j<n,

ot gi;y:y; est analytiques en 0 € C™.

Preuve du lemme 6.6. — Effectuons dans le systéme (6.12) un changement de

variable formel tangent a identité au voisinage de 0, z = y + &(y), £(y) =
(Yi&;(¥))i=1,... n, Cest-a-dire
(6.14) o=y + &), o &= > Loy

|QI>|R|

ou la j-éme coordonnée de @ peut éventuellement étre égale & —1. On obtient
un systéme de la forme

(6.15) {yi, vitn = asysy; + yayivii(y), 1<i<j<n

Posons ;; = Z|Q|2\R\ wi]-,QyQ. Remarquons que wij,QyQyiyj est analytique
en 0 € C™.

Relation entre &,f et ). — D’aprés (6.15) et (6.14), on a pour tout i < j
{zi,z5}n = {yi, vt + {valo, v 3m + {vi, ¥5& b + {wabs, v;€5 1
= {yi,yj ., + vk, v5 b + {vi, v;& . + {9:&, v565
(6.16) +{yi, vity + ¥, vite + Y, ¥ e + {¥iir ¥565 1o -
Ici le crochet {., .}y est défini par
{f, 93w =Y vy i;(v) [0y, (1)Dy, (9) — By, (9)Dy, (f)] -
i<y
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(Comme on a pas l'identité de Jacobi, cette notation ne désigne pas un crochet
de Poisson). Or, d’apreés (6.12) et (6.14) on a

{zi, 25 n = aij(ys + v:i&) (Y5 + v;€5)
(6.17) + fijlyr F 11&W), - Un F Un&n ()] (i + yi&i) (y5 + y5&5)-

Les relations entres &,f et ¢ s’obtiennent en égalisant les systémes (6.16) et
(6.17) :

aij (Yi + ¥:&i) (Y5 + v5&5)
+ filyr + y161(Y), -+ s Un + Ynbn (W) (Y + vi&i) (Y5 + v565)
= {yi, v}, + {¥:&» 5 b + {vi ¥5&5 b + {wi&s, v5€ .
(6.18) +{yi, v te + Yo, vite +{vi ¥565 e + {vidi ¥565 }u-

0-Prénormalisation formelle. — Dans le but d’obtenir ultérieurement une sé-
rie majorante on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que le
changement de variable z = y + £(y) effectue une 0-prénormalisation de la
structure de Poisson II. La question de [’existence de changements de variables
0-prénormalisantes a déja fait I'objet du lemme 6.1. Par définition, le chan-
gement de variable z = y + £(y) effectue une O-prénormalisation de II si et
seulement si pour tout ¢ < j on a y;y;¥;; € J. Il suit que la propriété que II
soit O-prénormalisé a lordre m se traduit pour tout i < j et |Q| < m par la
relation

(6.19) yiy;Vijy® € J.

Pour tout multiindice @ on définit I := {(3,j) |1 <i<j<n,yyy? ¢ T}

Soient Z aij,Q yiyij une série formelle, Q¢ un multiindice et 1 < g, jo < n.
Q,i<j

On note par [ZQ,i<j aij,Q yiyij]ion le terme a;;,0, yioyjonO.

LEMME 6.7. — Supposons que le changement de variable x = y + &™, dé-

finie par x; = y; + Z yi&,QyQ, effectue une 0-prénormalisation de II &
IQI<m

Dordre m. Alors le changement de variable x = y + €™ + () m+1, ()m41 =

(y,» 2olQl=m &)QyQ)i:l o de la forme x; = y;+ Z yifi)QyQ, effectue une
” |Ql<m+1
0-prénormalisation de I1 & lordre m+ 1 si et seulement si, pour tout |Qo| = m
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et tout (3,5) € Ig,, on a

[aij (yi + vi&i) (yj + y;&5)
+ fiilyr + v1&(Y)s - - s Yn + Ynbn (WY + v:&i) (Y5 + ¥5€5)]i5.00
= i, yjtm, + {yi&i, vj s +{¥, v5&5 3,
(6.20) +{vi&i, v5&5 , i, Q0

Preuve du lemme 6.7. — Soit |Qo| = m fixé et (§)m+1 quelconque. Par hypo-
these, le changement de variable z = y+ &™ effectue une O-prénormalisation de
IT a Pordre m. Par (6.19), les termes de degré m + 2 des crochets {y:&;,y;}w,
{Yi,v;& e et {y:&,y;& oy appartiennent & J.

Toujours d’aprés (6.19), le changement de variable z = y + £™ + (&)m+1
effectue alors une 0-prénormalisation & ordre m + 1 de II si et seulement si
pour tout ¢ < j le terme de degré m + 2 du crochet {y;,y,}, appartient a J.
Pour ceci, d’apres (6.18), il est nécessaire et suffisant que pour tout multiindice
|Qo| = m et tout (4, j) € Ig, on a la relation (6.20). O

Poursuivons la preuve du lemme 6.6. Rappelons (cf. (6.5)) qu’on a définie
pour tout multiindice @ I'ensemble Eg C {1,...,n}, tel que i € Eg si et seule-
ment si y;49 € J. Remarquons que le lemme 6.7 n’impose aucune condition
sur les & ¢ tels que i ¢ Eg, i.e. y;y? € J. En effectuant une récurrence, on
déduit alors du lemme 6.7, le lemme suivant :

LEMME 6.8. — Le changement de variable formel x; = y; + y; ) ¢ @QyQ ef-
fectue une 0-prénormalisation de Il si et seulement si pour chaque multiindice
Q et chaque iy € Eq fizés, les nombres complexes &, o vérifient pour tout
(i0,4) € Ig la relation (6.20). De plus, ce changement de variable peut étre
choisi tel que pour tout multiindice Q et tout i € Eg on a & o = 0.

Développons (6.20). Commencons par {y;&;, y; tmz + {¥i, y;€;}mz- On a

> Giquiv®,y;s

QI>|R| 2

Z {&.quiv®, yi e
|QI>|R]

{yi&, yj e

(6.21)

Rappelons que si h et g sont des fonctions analytiques, on a

(6.22) {9, h}m= = % (Ean(g)(h) —Lx 5 (9)) .
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Rappelons également 1?2 = %Zi#j a;;Y; NY;, avec a;; = —ay;, et A, =
i 1aiYj. Or, si on pose Q := (Q1,...,Q1), on a Xm2(y;) = y;4; et
Xz (yiy?) = yiy? (A; + 371 QiA;). Donc, d’aprés (6.22)

1 - 1
{&.quiv® yitme = iyinfi,Q <LAi(yj) + ZQzﬁAl (yg)> - Efi,QyjﬁAj (yiy®)
=1

1 n
iyingi,Q <aijyj +> sz;%)

=1

1 n
- §?iji?JQ§i,Q (aji + Z Qz’aji)

=1
= & Quiyy0A;.Q + & quiy Y ai;.
Avec (6.21), on obtient
{i&, yjme = Z (—viv;&.0u2A;.Q + & quiyy®aij),
IQI>|R|

(v, yi&itm = D Wivi&.ou%AiQ — & .quiviy®aj:).
|QI>|R]

D’ou finalement

{wi&s, yitme +{yi, vi& e = Z (v:9i€5,0v°% 4:.Q — y:y;&.0y°% 4;.Q)

|QI>|R|

(6.23) + Z &iuivyaij — Z & .Quiviyaji.
|QI>|R] 1QI>|R|

Fixons maintenant Q). On a, comme a;; = —a;,

(6.24)
i (yi + vi&) (Y5 + ¥3€))i5.0 = aijfi,Qyz'yij—ajifj,Qyiyij+[aijyiﬁiyjfj]ij,g :

En remplagant par (6.23) et par (6.24), la relation (6.20) devient
(6.25)  [aiyi&iy;& — {viki, vi&itm + [fislyy + & (v), ...,
Yn + Yn&n (V)] (v + yi&i) (y; + yjfj)]ij’Qyiyij(gj,QAi-Q —§,04,.Q),
pour (3,5) € Ip.
Domination du premier membre de (6.25). — Soit © = y + £ un changement de

coordonnées formel 0-prénormalisant II tel que dans le lemme 6.8, c’est-a-dire
tel qu’en posant {g := (&,Qyin)i:L,,.,n pour tout @, on ait §;, 9 = 0sii € Eg.
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Soit @ un multiindice fixé. Définissons pour (¢, j) € I les nombres D;; g € C
par

2%yy; Dijq = [aijyi&iy;& — {vi&, vi€ tm+
[filyr +161(Y), -+ s Un + Ynbn (W) (Yi + v:&i) (Y5 + ?ijj)]mQ-

Il suit de [5], page 85, formule 1, que si pour (,5) € Ig les relations (6.25) sont
satisfaites, alors il existe un champ de bivecteurs quadratique II'({g) s’écrivant

Z cirY; NYy avec

kgEQ
itk

M%&) =29 ) Dij@YiNY; + 2T (&)
(i,;)<€JIQ
Autrement dit, ¢ vérifie propriété (P) (cf. (6.6)) pour I = @ et la notation
e = > i<j Dij,@Yi AY;. Pour pouvoir appliquer les lemmes 6.3 6.5, posons
Dj; g = —D;j,o- On a ainsi e = %Zi# D;; oY:N\Y;. Notons 5b =: %(WQD,
ol |,6’Q| est tel que dans le lemme 6.3. D’aprés le lemme 6.3 et le lemme 6.4, il

est possible de choisir £ tel que pour iy € Eg on a les majorations (6.9) ou
(6.10) qui s’écrivent ici

1
(6.26) €i0. @ < 5 max (1Djio.ql)-

(ig,)€lgQ

Introduisons quelques notations :

—si® = Z &y’ est une série formelle, nous notons & = Z |®7|y”
I I
—-sinp= Z nry?, la notation 7 < ® signifie que pour tout multiindice I on

I;
a |nr| < [®g].
On a

(6.27) Hvi€iviitmel o= D, {iv? &0, uv¥ &0 b
Q+Q=Q

On vérifie la relation de domination suivante
{yin fi,Q’; Z/ijﬂgj,Q”}Hz <n <I£12JX |aij|> (maX(|Q/| +1, |Q”| + 1))
X 1€, &5, vy y?

(6.25) <n (maxlasl) (11 + Dles oo yiasv®
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ot on rappelle que les a;; sont définies par la relation I1% = % D iz @igYi NYj,

a;; = —aj;. Les relations (6.27) et (6.28) donnent
(6.29) > iy vy o e < ORI [mi€ivik] g
Q+Q7=Q

ot C = nmax;x; |a;j| + 7, avec 7 € RT adéquat. Le premier membre de (6.25)
vérifie alors
laiyi&iy; & — {vii, vi&itm, + fijlyn + mi&a(w), ...,
Yn + Ynbn (W) (v + yi&i) (5 + ¥i€)] ;o
< C1QI" M [|ai;| vi&y; & + vi&iy; & + [Fijlyr + 1161 (y), - - -,
Yn + Ynln ()] (Wi + vi&) (v +y5€)] ;. o-

On définit alors, pour ¢ < j, (4,4) € Ig, les nombres D;; ¢ € C par les relations

yiyijDij,Q = [|aij| yigingj + yigiyjf_j + [ﬁ'j [y1 + v1&1(y), .-,
Yn + Ynén (V)] (Y + vili) (y; + ngj)] .0

et posons Dji,Q = —D;j.¢. Comme par définition on a pour tout 1 <i#j<n
la majoration |D;; | < D;j g, il suit de (6.26) que pour iy € Eq fixé,

C _
(630) |§z Q| S |/62| max (Djio)'
’ 5Q t0#d
(ig,5)€lg

En posant (551 = C’|Q|6;51 la relation (6.30) devient

(6.31) Iqléio.ql = max (D, )-
(ig,0)€lg
Série majorante. — Comme les fonctions f;; sont analytiques et d’ordre > |R|,

il existe deux constantes a’ > 0 et b’ > 0 telles que pour tout ¢ < j on a
2
a (Z?:l xj)

Puisqu’on a affaire & des séries & termes positifs, on en déduit

ﬁj[iﬂl, . ,SCn].’Ein <

[Fislon +51&1®), - vn + Ynn @) Wi + 4:&) (05 + 58] .0
(S +&) |
1-¥ (Z?Zl Y + gj)z i3,Q
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qui nous fournit deux constantes a,b > 0 telles que pour tout ¢ < j on ait
[Iaij|yi£iyj§_j + yif_iyjf_j + f_ij [y1 + ylf_l(y), )
Yn + €)1 (i + 9:&) (05 + 1565 0
. [ a(Shy+§)°
1-b(Xfy+ &)
ott £ := Y1, &. Pour une série formelle quelconque 4 = > 0.1 aq.iv'y?,
notons {A}go = maxi<i<n |ag,|- Comme on choisit pour tout multiindice @

les termes £ tels que relation (6.26) soit satisfaite, on déduit de (6.31) la
majoration

(6.32)

)

,Q

(6.33) 5qléiql < {
e 1_1’(2?:1%'"5)2

pour |Q| > |R| et y;y? ¢ J. On définit alors la série formelle o(y) =
2o1Q1>|R| 0i.0yiy? comme suit :
- sii € Eg, c’est-a-dire si v;y@ & J, posons

_ ( a(Z?:lyj‘*"’)z ) .
0i,Q = )
i7Q

a (Z;'l=1 Yj +@2 }
Q

L-b(X5rys+0)°

— sii ¢ Egq, c’est-a-dire si y;y? € J, posons 0; g = 0.

Par la démarche utilisée pour établir le lemme 2.1 dans [15] p.1406-p.1407 nous
allons déduire que la série o est convergente au voisinage de 0 € C™ :

Pour |Q| =1 on pose 7o = 1 et on définit pour |Q| > 1 les nombres 7jg par

récurrence avec la relation

dqiq = Q1 1Qy

max
Q- +Qp+5=Q

le maximum étant pris sur les ensembles de multiindices tels que |Q;| > |R| et
|S| > 0. En utilisant (6.30),(6.31), (6.32) et (6.33) on déduit alors comme dans
la preuve du lemme 2.2 dans [15] p.1409-p.1411 le résultat suivant.

LEMME 6.9. — Soit |Q| > |R| tel que 29 ¢ J. Soit 1 < i < n. Alors on a
[€iol < owi@)T-

Le lemme 6.6 est donc une conséquence du lemme 6.10 ci-dessous. O

LEMME 6.10. — Il existe ¢ > 0, tel que fjg < el
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Preuve du lemme 6.10. — Soit @ un multiindice (avec éventuellement une
composante égale & —1). Rappelons que |8g| = maxi<i<n |8;|, o §; tel que
Ls,(29) = B;z9. Définissons alors la suite {netger o0 I = {Q|z° ¢ J} par

1Bqlng = nQ. " 1MQ,

max
Q- +Qp+5=Q

Rappelons que par définition,
(6.34) 8q = C|QIog = C|QI*|Bql-

Par définition, g est un produit de 1/|8¢g/| avec |Q'| > |Q|. Soit k € N*.
Définissons ®(F)(Q) comme le nombre de 1/|8¢g|, avec 0 # dg: < wy, qui sont
présents dans ce produit, ol wg tel que dans la preuve du lemme 6.5. Par des
raisonnements identiques a celles qui permettent d’établir la proposition 2.2
(Estimation du nombre de petits diviseurs) dans [15] (cf. [15] section 2.2) on
montre que pour tout |Q| > R avec z€ ¢ J, on a ®*)(Q) < Qn‘f—k‘. Soit 7
entier et 2" + 1 < |Q| < 2" + 1. Par (6.34)

r

1 ™ (Q)
no < — .
e = kl;[O (C(2k+1) )

2Wk+1

De ce qui précéde on déduit

In(iia) < ~1QI " 5e2n(2(k + 1) 2~ Q] Y 2 In(wr)
k=0 k=0

1 In(wg)
<lQI -> e 2n(2(k+1))In2 - > o o
k>0 k>0
Par la condition diophantienne (6.11), la somme ;- 2n 1“(;;’“) converge, et on

obtient finalement fjg < C‘Q‘, c> 0. O

Passage de la 0-prénormalisation a la prénormalisation. — Dans ce qui précéde,
on a établi que II pouvait étre O-prénormalisé par une transformation analy-
tique. On peut donc supposer que

I =12 + 2 ®1I% + 2R,

ol on note R un champ de bivecteurs analytique. Comme R a toutes ses com-
posantes strictement positives, on peut supposer

(6.35) O=1"+2"0"+ R/, R =) 2/,
JeNn
oll on désigne par I des champs de bivecteurs quadratiques diagonaux. Les

multiindices J sont sans composante égale & —1. Afin d’établir la proposition
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6.1, on veut montrer ’existence d’une prénormalisation, i.e. d’une transforma-
tion analytique ® : (C™,0) — (C™,0) telle que

OY(IN) =I° + 217 4+ 2R, R= ) /I’ 3.
JeNn

DEFINITION 6.2. — On dit qu’une transformation formelle & est diagonale si
® =expZ, avec Z = Y 1 cfz'Y;, ¢ € C (aucun multiindice apparaissant
effectivement dans la somme n’a de composante égale & —1).

LEMME 6.11. — Supposons II tel que dans (6.35). Alors il existe des transfor-
mations formelles diagonaux ® prénormalisant II.

La démonstration qui a permis de montrer le lemme 6.1 s’adapte pour mon-
trer le lemme 6.11 : on suppose II O-prénormalisé & ’ordre oo et prénormalisé
a lordre d et on montre 'existence d’une transformation diagonale ¥ telle que
W*(II) soit 0-prénormalisé a ’ordre oo et prénormalisé a 'ordre d + 1. Comme
il n’y a plus de multiindice avec une composante égale & —1 il n’y a plus la
difficulté de la preuve du lemme 6.2.

Le point de départ pour montrer l’existence d’une transformation holo-
morphe prénormalisante diagonale est le systéme suivant :

(636) {xi,xj}n = Q;jT;T; =+ fij(w)wixﬁl <73 <] < n,

ou f;; est analytique (et non pas f;;xz;x; comme pour la 0-prénormalisation).
La proposition 6.1 suit alors du lemme suivant.

LEMME 6.12. — 1l existe un systéme de coordonnées locales analytique x; =
yi + ¥i&i, 1 <i < n dans lequel le systeme (6.36) s’écrit sous la forme

(6.37) {yi,yi}m = aijyiy; +2%9i;(¥)yiy;, 1 <i<<n

ot les g;; sont des fonction analytiques.

Le lemme 6.12 se démontre comme le lemme 6.6, sans toutefois les difficul-
tés liées a la présence de multiindices avec une composante égale a —1. Les
adaptations dans la démonstration sont les suivantes :

— & = Yi + Yi&i, avec & = Y genn y?;

— remplacer 0-prénormalisé par prénormalisé ;

— remplacer y;y? € J (resp. y;y;y? € J) par y? € J, (et de méme quand

i, j ou Q est remplacé par une autre lettre) ;
— au lieu de demander {y;,y;} € J, demander {y;,y;} = iy, f, ou f € J,
(resp. la méme chose pour {&vs,y;}, {vs, &y} et {&vi, &y5})-
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7. Champ de vecteurs associé

Soit IT = 3" ; 2’1 une structure de Poisson formelle. Soit A := (A,...,\,) €
C*"™. La fonction z® n’a pas de détermination unique. Néanmoins le champ de

1
vecteur —AXH(xA) ne dépend pas du choix d’une détermination de z* : en
x

effet, si on note I := 15" | AT AY; ou A := >t aijj avec a;; = —aji,
on a
1 n
A I
(7.1) X (") = (Z AiAi> .
i=1
REMARQUE. — Soit B un champ de bivecteurs quadratique diagonal. Alors

L Xp(2*) est un champ de vecteurs linéaire diagonal. Si aucun multiindice
apparaissant effectivement dans la somme II = }_; 2!TI! posséde une compo-
sante égale & —1, le champ de vecteurs mﬁngH(xA) est analytique en 0 € C™.
Soient II et II' deux champs de bivecteurs formels. On a

1 1 1
(7.2) s X (™) = x—AXn(wA) + —x X (z™).

On reprend la notion suivante, introduite par Stolovitch dans [19], sur une
idée de Marc Chaperon.

DEFINITION 7.1. — Soit S = Vect (S1, S2) tel qu’en (P4), théoréme 3.1. Alors
T € S est un élément de Cartan de S si 'ensemble des intégrales premiéres
formelles de T coincide avec ’ensemble des intégrales premiéres formelles com-
munes & tous les éléments de S.

PROPOSITION 7.1. — Soient II? une structure de Poisson quadratique diago-
nale telle qu’en (P1), (P2), théoréme 3.1, et S = Vect (S1,S2) tel qu’en (P4),
théoréeme 3.1. Alors il existe une réunion dénombrable d’hyperplans de C" A
telle que pour A € C™ — A le champ de vecteurs linéaire diagonal z%Xna ()
est un élément de Cartan de S.

En utilisant (7.1), la preuve se fait de maniére identique a celle du lemme
3.1 dans [19], sur une idée de Marc Chaperon (voir aussi [3]).

PROPOSITION 7.2. — Soit II une structure de Poisson telle qu’en la proposi-
tion 4.1, et soit S = Vect (S1,S2) (c¢f. (P4), théoreme 5.1). Supposons II =
> T telle qu’aucun multiindice apparaissant effectivement dans la somme
n’a une composante égale & —1. Soit A := (A1,...,A\,) € C™ tel que le champ
de vecteurs linéaire diagonal z%an () soit un élément de Cartan de S tel
que A.S # 0.

(i) Alors J%AXH(Q:A) est conjugué o la forme normale polynomiale

xiAX[Hz_,_mRHR] () par une unique transformation formelle d.
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(ii) P conjugue également I1 & la forme normale polynomiale TI? + zRII%.

Preuve de la proposition 7.2 (i). — Posons

1 1 1 1
(7.3) ;AXH(J;A) = xTXH2(xA)+x7XmRHR(xA)+ > xIx—AXHI(xA),

ott les champs de vecteurs - Xy (z) sont linéaires diagonaux.

Les intégrales premiéres formelles du champ de vecteurs linéaire diagonal
sont exactement les intégrales premiéres formelles communes a S; et So. Ils
coincident donc avec les fonctions de Casimir formelles associés a la struc-
ture de Poisson IT2. On en déduit que Z%an (z) est 1-résonnant, c’est-a-dire
les termes résonnants (au sens de Poincaré-Dulac) de (7.3) sont de la forme
(z®)4D, ot d est un entier strictement positif, et D un champ de vecteurs
linéaire diagonal.

En outre, rappelons que II® := S A C (hypothése (P;), théoréme 3.1).
Constatons alors que le champ de vecteurs 2 X rpr(z?) = 2% L (Lg(a)C —
Lo(xz™)S n’admet pas 2 comme intégrale premiére formelle puisque d’une
part par hypothése sur A, on a A.S = x%Xg(a:A) # 0, et d’autre part le champ
C n’admet par hypothése pas =
que S € S, donc Lg(z®) = 0).

Supposons ¢ Xp(z*) formellement normalisé au degré d, i.e.

comme intégrale premiére formelle (rappelons

1 1 1 1
;AXH(:UA) = X (z™) + ;AXIRHR(Q:A) + > (xl)m—AXHI(mA)
|1|>d
S ET e Latle
1
(7.4) + Z ijxTX[ijHjR] (:EA)

FIR|>d+|R|
D’apres le procédé classique bien connu de normalisation de champs de vecteurs
par récurrence sur le degré on aura établi 7.2 (i) si

— pour les multiindices |I| = d tels que Lﬁxrﬂ @0y (@") # 0 il existe un
unique champ de vecteurs linéaire diagonal Z! qui satisfait ’équation
cohomologique

1 A 1 A
(75) |:$7XH2($ ),SCIZI:| :mleXHI($ )

(cas non-résonnant). L’existence et 1'unicité des solutions de la derniére
équation cohomologique est un fait bien connu.

— pour les multiindices |I| = d tels que L1 x , @0y (@) = 0 il existe un
unique champ de vecteurs linéaire diagongl qui vérifie ’équation
1 1
(7.6) {x—AXxRHR(xA),wIZI} = asIJrRx—AXHHR(xA)
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(cas résonnant). L’existence et 1'unicité des solutions Z de (7.6) reste &
montrer.

Puisque Q%AXHQ (wA) est 1-résonnant, =’ est de la forme z7F, ot j € N*.
1 1
Rappelons x—AXwRHR(xA) = xRx—A (Ls(z™)C - Lo(2™)S). Posons SA =
1 1
—Lg(z") et T := x—AXHR(xA).
Comme w%an (xA) est 1-résonnant, il existe j € N* tel que z! = z/%. Par
Ls(z®)=0o0na

(7.7) Lax p@n (@) =SALo(2'T).

=N

D’ou, pour tout champ de vecteurs linéaire diagonal L,
1 . )
(7.8) x—AXmRHR (), 2'L| = [2BT, 2R L) = SAzRLo (a7 BYL — 2 L1 («B)T.

Soit Z’ un champ de vecteurs linéaire diagonal tel que S.Az®Lq(27F)Z" =
m% wirmir (™). Montrons qu'il existe ¢ € C tel que 2/ ZIR = xIRZ' 4 cxIRT

convient comme unique solution de (7.6). — Existence : d’aprés (7.8), il suffit
que
(7.9) (BT, ca?BT) = 2L 5 (BT,

donc, toujours d’apres (7.7) et (7.8),
S AL (2 R)eT + 217 L5 a0y (2™)T = 2" L7/ (2T

11 est facile de voir 'existence d’un unique c vérifiant la derniére égalité.

— Unicité : soit 27 Z une solution quelconque de (7.6). Le champ de vecteurs
2/B(Z — Z') doit nécessairement vérifier 'équation (7.9) qui adment une
solution unique. O

Preuve de la proposition 7.2 (ii). — Montrons que & conjugue II & la forme
normale polynomiale IT2 + 2117,

Supposons II normalisé au degré d, i.e.

(7.10) I = 1% + 2 R1R + oo | + 7RI 3,
|I|=d
X2 (@1)#0
oll on a mis entre parenthéses la somme des termes non-résonnants, et ou
|7R| = d + |R|. Par R on désigne la somme des terme non-résonnants d’ordre
strictement supérieurs a d et des termes résonnants d’ordre strictement supé-
rieur & d + |R| au niveau des termes résonnants.
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Le champ de vecteurs —x Xyi(z) s’écrit

1 1 1 1
waXH(J,‘A) = x—AX[H2+anR](I‘A) + Z mIITXHI (xA) + ijx—AXHjR(xA) + R

[I]=d
On déduit de la proposition 7.2 (i) que le champ de vecteurs —x Xt (z*) se
normalise au degré d+1 (au sens (7.4)) par le bias d’une unique transformation
de la forme exp (_ZIJ|=d a:JZJ), ot Z7 est un champ de vecteurs linéaire
diagonal.

Comme Z%XH () est paralléle au champ hamiltonien de z* par rapport
all on a L%Xn(w/\)(m/\) = 0. On en déduit que pour tout |J| = d, on a

Lz (z) = 0. D’o1 la relation

(1 1
(7.11) exp(z'27) <$7Xn(wA)> = 5 Xjexp(a’ 27y ) (")

On déduit de (7.11) que pour prouver la proposition 7.2 (ii) il suffit de montrer
que exp(}7|s|=a 27 Z?) normalise également IT au degré d + 1 (au sens (7.10)).
La relation (7.11) permet en effet d’itérer du degré |d| au degré |d + 1|.

L’identité de Jacobi [II,II] = 0 impose aux termes non-résonnants de degré
d de II de vérifier

(7.12) [I1?, 2'11] = 0,

et aux terme résonnant de degré d + |R| de II de vérifier

(7.13) [RTTE /BT E) = 0,

On alors déduit des relations (7.5), (7.6), (7.12) et (7.13) que la proposition 7.2
(ii) est conséquence du lemme 7.1 plus bas. O
LEMME 7.1. — (i) Soient z! tel que Xp=(x') # 0 ie. tel que

L%Xﬂ(z,\)(:ﬂ[) # 0, et B un champ de bivecteurs quadratique dia-
gonal mon nul tel que [II>,2'B] = 0. Alors %X, rp(z™) # 0 et tout

champ de vecteurs linéaire diagonal Z qui vérifie I’équation

1
7XwIB(xA)

(7.14) o2, L x| = &

vérifie également ’équation [x! Z 11%] = z! B.

(ii) Soit j > 2 un entier, et A un champ de bivecteurs quadratique dia-
gonal tel que zUtVEA wérifie équation [z zUHDEAl = 0. Alors
L X, +ora(zh) # 0 et tout champ de vecteurs linéaire diagonal Z' véri-
fiant Uéguation [27RZ', L X, rpr(a)] = L X urora(a?) vérifie égale-
ment Uéquation [z7BZ' zBIIR] = z(+DEA,
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Preuve du lemme 7.1 (i). — Comme [I12, 2/ B] = 0 et 'hypothése (H) est sa-
tisfaite, on montre comme dans la démonstration de la proposition 2.1 (cf. [5]
section 3) qu'il existe un champ de vecteurs linéaire diagonal T tel que

(7.15) 'B = [1%,2'T) = X2 (2") A T.
Or, avec (2.6) on déduit de (7.15)

1 1 1
(7.16) xTXzIB(xA) = 2 L[xp (] (z™T — x—ALT(mA)XHz (zh).

Montrons d’abord que si m%an () est un élément de Cartan de S alors

(7.17) %A'C[xng (] (@) £0.

Comme B est non-nul, il suit de (7.15) que le champ linéaire diagonal
4 X2 (2”) n’est pas colinéaire a T, (7.16) et (7.17) impliquent alors la
non-nullité de w%szB(mA). Posons I := (I,...,I,). On note - X2 (z!) =
Z?:l 1151 D’ou

1 A n n
(718) wTLXHZ(II)(I ) = Z )‘i (Z Iﬂlm’) ,
Jj=1 =1

(on rappelle que S; := >, a;;Y;). Or,

(7.19)
PRt (Z Ii%‘) = > Ij)ay=> 1 <Z Aj%’) = L1 @) @)-
j=1 i=1 1<i,j<n i=1 j=1 *
De (7.18), (7.19) suit
1 A I
(720) xTL[XH2(xI)](x ): E[ﬁan(l‘A)](m )

I est non-résonnant et

On en déduit £[ﬁxn2(mA)]($I) # 0, puisque =z
L X2 (z) est un élément de Cartan de S.

On reprend la preuve du lemme 7.1 (i). Soit Z un champ de vecteurs
linéaire diagonal vérifiant (7.14). On a la relation [xXy:(a*),2'Z] =
E[%X ()] (z1)Z. On en déduit avec (7.16), (7.20), qu’il existe s € C tel que

A

1
Z =T + st Xp2(«"). Rappelons —IXHQ(Q:I),H2 = 0. Par (7.15) on déduit
x

finalement [I12, Z] = =/ B. O

Preuve du lemme 7.1 (4). — Commengons par montrer que le champ de vec-
teurs g%AX[x(Hl)RA] (z) est non nul. Par hypothese, on a [zRII%, zU+DEA] =
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0. D’aprés la proposition 4.3, ceci signifie qu’il existe un champ de vecteurs Z
linéaire diagonal tel que

(7.21) [II%, 277 Z] = 277 A.

D’aprés le lemme 2.1, on a alors /%A = Xyr(29%) A Z. Par hypothése, on a
2 = S A C, ainsi que Ls(z7F) = 0. D’ot, par (2.6),

(7.22) I BA = —Lo(@F)SAZ.
On en déduit
(7.23) Xppina) (@) = = (Lo(@T)) (Ls(a™)Z — Lz(2™)C) .

Par hypothése on a Lo(z®) # 0 et Ls(z*) # 0. Comme A est non nul
la relation (7.22) implique que C et Z ne sont pas colinéaires. Le champ
de vecteurs —x X[,r 4)(z") n’est donc pas nul. Comme ﬁ\X[w(Hl)RA] (zh) =
aB L X (,ina)(z*) le champ de vecteurs J%AX[I(HURA] () est également non
nul, ce qu'il fallait montrer.

On reprend la preuve du lemme 7.1 (ii). D’aprés la proposition 7.2 (i), il
existe un champ linéaire diagonal Z’ vérifiant I’équation

) 1 1
(7.24) {QJJRZ/JRF\XHR(»’UA)} = xTX[$<j+1>RA] (mA)
On a la relation
. 1
(7.25) {xJR(Z'),xRx—AXHR(xA)}
) 1 1
= .Z'R |:3}"7RZI, xTXHR(xA):| + ijRZ/(.fER) <I7AXHR(.TA)>
) 1 ) 1
= ,'ER |:$]RZI, xTXHR($A):| + C$]R$R (xTXHR(xA)>

1

xT\X[z(Hl)RA] (J/’A),

ot on a posé ¢ € C tel que cz?fzft = Lizirz (). De plus, d’aprés (2.8)-(2.10),
on a

[ijZ’,:L"RHR] =z [:EJRZ’, HR] + Liging (P11
(7.26) =gl [a:jRZ', HR] + cal B RIIR

Soit B tel que zUtVEA — cgi g RIIR = zU+DER, D’aprés (7.26), le lemme 7.1
(ii) suit alors de

(7.27) [«77Z',117] = 277 B.
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Or, en divisant par 2% on déduit de (7.25)
1 1 n 1
xTX[IjRB] (xA) = m—AX[ijA] (xA) — CZL’JR:ETXHR((EA).

La relation (7.25) signifie

. 1 51 .
ZL‘JRZI, xiAXHR(ZL’A) = $JRx7X[szB] (ij).

Comme II? est une structure de Poisson quadratique diagonale, le raisonnement
qui a permis d’établir le lemme 7.1 (i) s’applique aussi si on remplace IT? par
7, et zf par 7. (Le fait que A soit un élément de Cartan de S n’a servi dans
la preuve du lemme 7.1 (i) uniquement pour assurer que les termes de (7.20)
soient non nuls. Dans le cas présent, il est déja établi dans le raisonnement qui
suit (7.23) que L[ﬁXHR(mA)] (277) est non nul.)

La relation (7.27) découle donc du lemme 7.1 (i) puisque

[TI%, 2% B] = 7,277 A] — [I7, cx?R2 117 = 0.
En effet comme IT® est produit extérieur de deux champs de vecteurs on a
[T, czi Bz RIIE] = 0. La nullité du crochet [II%, 7% A] suit alors de (7.21) et
du lemme 4.2 (iii). O

8. Normalisation sectorielle

Rappel. — On donne sous une forme légérement simplifiée le résultat de Stolo-
vitch ([16], section 3.3) sur la normalisation sectorielle de champs de vecteurs.

DEFINITION 8.1. — Un champ de vecteurs holomorphe en 0 € C™ est dit bien
préparé s'il est de la forme X =T + 2YV + zUR,, out
e T champ de vecteurs linéaire diagonal 1-résonnant, zV générateur de
résonances, U := (Uy,...,U,) avec U; # 0,

e V champ de vecteurs linéaire diagonal avec Ly (V) £ 0,
o Lon(zV)=0et R:=>1", fi 8, fi = xifi, f; holomorphe en 0 € C™.

Soit o € C™ tel que § := (U,a) # 0, et désignons par &£, o 'ensemble des
champs de vecteurs bien préparés de la forme
n
(8.1) (zi(pi + i) + ¥ fi(x)) 8;
i=
On note X, o = 311 z;(; + ;zY) 9; leurs forme normale (cf. la proposition
7.2). On suppose
— (HY) les valeurs propres p; toutes situées sur une droite (d) C C passant
par l'origine.
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— (H)) il existe un indice iy tel que A;, # 0 et tel que
. (e7) M Qg
min Re (— — > > 0.
i#io ﬂ Mg /3
Soit ¢ un nombre complexe de module 1 tel que les nombres p;/(34) soient tous
réels.

7
THEOREME 8.1 (Stolovitch). — Soient 0 < ¢ < 3 fixé et X € E,4. Sous
(H1), (H3),
(i) il existe des transformations ®;, j = 0,1, tangentes & l'identité, holo-
morphes sur DSJU(’I‘, r’,8) avec r,7’ suffisamment petits telles que

QLX) = Xpa-

(ii) Les transformations ®; admettent ® comme développement asymptotique
au sens de Gérard-Sibuya en zV dans DSJU(T, ,8) ou & est lunique
transformation formelle conjuguant X a X, . et préservant z®, c.a.d.
telle que 20 & = 2U.

(iii) Les transformations ®; j = 0,1 préservent zY.

(iv) Pour tout A = (Ay,...,A,) € C" tel que Ln(x™) =0 on a z* 0 ®; = 2
(quel que soit la détermination de z™ choisie).

REMARQUE. — Le quatriéme point du précédent résultat ne figure pas dans
lénoncé original (théoréme 3.3.1 dans [16]) mais suit immédiatement de sa
démonstration : le systéme (3.5) dans la preuve du théoréme 3.3.3 de [16] sa-
tisfait condition (r) du théoréme 2.2.1 de [16], avec R = (A, ..., A,), assurant
z2 0 ®; =z (le fait que A; ¢ N n’a aucune incidence).

Application. — On revient a la structure de Poisson II du théoréme 3.1. Par la
proposition 6.1 on peut supposer II prénormalisé, c’est-a-dire de la forme
(8.2) =1+ 2107 + 2™ Y~ 21,

TeNn

ou les multiindices I apparaissant effectivement dans la somme n’ont pas de
composante strictement négative. On rappelle qu’on désigne par I/ des champs
de bivecteurs quadratiques diagonaux.

LEMME 8.1. — Sous les hypothéses du théoréme 3.1 il existe B C C™ inter-
section d’un ouvert et d’un sous-ensemble dense de mesure pleine de C™ tel que
pour A € B le champ de vecteurs associé a 11 UAJ%AXH(;I;A), ol vp désigne une
unité analytique appropriée, satisfait les hypothéses du théoréme 8.1 et de la
proposition 7.2. L’ensemble B ne dépend que de la partie quadratique I12 et de
o RIIR,
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Preuve du lemme 8.1. — 11 suffit de montrer que pour A appartenant & un
ensemble dense B’ de mesure pleine de C™ il existe une unité analytique v, telle
que vp Q%AXH () soit bien préparé et satisfait les hypothéses de la proposition
7.2. Les conditions (H7) et (HY) sont alors satisfaites pour A € B8 = B’ N, ol
il désigne Pouvert ou (Hj) et (HS) sont satisfaites.

Rappelons qu’on note I1? := 3 3", a;;Y;AYj, ot aij = —ay;, et ITIF := SAC,
avec S € S et C tel que Lo(zf) # 0. Posons ITF := 33, b;Y; AYj, on
bz‘j = _bj'i~

D’aprés la proposition 7.1, la condition que 7%AXHz (z) € S soit un élé-
ment de Cartan de S (cf. définition 7.1) tel que A.S # 0 est satisfaite pour
A appartenant a un ensemble dense de mesure pleine B’ de C™. Considérons
A= (Ay,...,A,;) € B’ et montrons qu’il existe une unité analytique up tel
que vp AXn( A) soit bien préparé, i.e. appartienne & &, , ot
(8.3)

(ZA a;1Y7), ZA in n) et a = (ZA bi1 Y1), ZA binYn) )

Le champ de vecteurs X, rrr(2) (= 22X (Ls(z?)C — Lo (2*)S) n’admet

pas zf* comme intégrale premiére formelle puisque par hypothése sur S, C et A

onaA.S:=LXg(zt) #0, Lo(zf) # 0et Ls(zF) = 0. Comme ;X2 (a?) €
S on en déduit 5 # 0 tel que

E[ (M) + % Xpr(e )] (IR) - E[ﬁXHR(wA)] (xR) = /B(IR)Z'

Il suit de (8.2) et de (8.3) qu’il existe des fonctions g; holomorphes sur C™ telles

que
n

ijH(xA) = Z (s (s + 2"0)) + 2 2i9:(x)) 0;
et

Lo xpen (@) = Ba™)? + (27 Z gi(z).

-1 = 1
Posons wvp(z) = (l—i— %Z?:l g,(x)) et X := vA—AXH(a:A). Remarquons
x

que X s’écrit sous la forme

X = Z (wl(ﬂz + Z’Rai) + xRng(-T)) 0;.

i=1

Or, il suit de la définition de X que la dérivée de Lie de 2 le long de X vaut
Lz (1) = B(zF)2. Avec

L[Zl L wi(pitaRa,)d; ]( ) = L[I%XHQ(wA)+ﬁXHR(wA)] (xR) = 5(15R)2
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il suit finalement
Llryr, wigio] @) =0,
cest-a-dire X € £, - O

LEMME 8.2. — Soit P une structure de Poisson qui satisfait les hypothéses
(P1) - (Py) du théoréeme 3.1, et f : C* — C une fonction analytique. Alors fP
est également une structure de Poisson, i.e. on a la relation [fP, fP] = 0.

Preuve du lemme 8.2. — Par la proposition 4.1 il existe une transformation
formelle W telle que (¥)*(P) = 112 + zBIE. Or 112 + £RIE gécrit sous la
forme S A (S’ + zBC), avec S,5’ € S. On en déduit que P et donc fP sont
produits extérieurs de deux champs de vecteurs formels. Il suit que le champ
de bivecteurs fP satisfait la relation [fP, fP] = 0. O

DEFINITION 8.2. — On dit que I € N™ est un bon multiindice si % ne divise
pas z!. On note D 'ensemble des bons multi-indices.

PRrROPOSITION 8.1. — Soient B tel que dans le lemme 8.1, A € B et vy unité
analytique fourni par le lemme 8.1. Soit <I>§~\ la transformation fourni par le théo-
réme 8.1 normalisant holomorphiquement le champ de vecteurs vAmiAXH(xA)
sur le domaine sectoriel DSJR(T, r',6), 5=0,1. Alors

(i) @? préserve t, c’est-a-dire on a xh o ®; =z ;

(ii) (@;‘)*(vAH) s’écrit TI? + o BIIR + RA ou RA désigne un champ de bivec-
teurs infiniment plat défini sur DSJR(’I‘, r',6),7=0,1;
iii) ®%(vall) est une structure de Poisson ;
iif) ®3(vall) est une structure de Poi
(iv) RA s’écrit
1 A
Zzli > ENYiny;,
I€D i#j

ol Z/J\I = —f;.xi’]. Les f;;‘-’I sont des fonctions infiniment plates définies

sur Uy(r,68), 7 =0,1, ou

Ui(r,9) :== {z eCllz| <

1
argz — <arg(5+7r(j+)>’ <7r—5}.

2
Preuve de la proposition 8.1. — <1>;-\ conjugue v E%XH(xA) a la forme normale
L X2 (2) + & Xpr(2z) sur DSE(r,17,6), j = 0,1. Avec Eﬁxn(mA)(mR) =0

le premier point de la proposition 8.1 suit du théoréme 8.1 (iv) et le troisiéme
point suit le lemme 8.2. Le deuxiéme point de la proposition 8.1 suit de la
conjugaison (@?)*(UAE%XH(JCA)) = L X2 orir(2z) et de la proposition 7.2
appliquée a la structure de Poisson vAIl (cf. les lemmes 8.1, 8.2).
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Reste & montrer le quatriéme point. D’aprés le théoréme 8.1, les transforma-
tion sectorielles <I>§-X, j = 0,1 admettent @9 comme développement asympto-
tique au sens de Gérard-Sibuya en le monéme y? sur DSJR(T, r’',68) (cf. section
2) : posons <I>§-\(y1, costn) = (01(Y), - ., on(y)). Chaque composante ¢; admet
une écriture de la forme

eilzy) = Y eioMye,
QeNn
tel que @; = 3 oene Pi,@(¥)y?, et tel que chacune des fonctions ¢; j g (2)
admet @; o(z) comme développement asymptotique au sens de Poincaré dans
le secteur U;, j = 0,1. D’oul

1
RY= > alo ) gy @Yiny,

TenNn i#j
ol g?j’l = —gﬁ-’l. Les fonctions gz{\j’l sont plates définies sur Uj, j = 0,1. On
obtient R* sous la forme de la proposition 8.1 (iv) en posant, pour I € D,
AT( Ry ._ Ryl _AJ( R
fii (") = Z (z )gji (™). [
J=I+IR

leN

Nullité du reste infiniment plat. — Soit R* tel que dans la proposition 8.1. Po-
sons

(8.4) RA = oI,
IeD
PROPOSITION 8.2. — Soient B tel que dans le lemme 8.1 et R™ tel que dans

la proposition 8.1. Il existe C C B de mesure de Lebesque nulle tel que pour

AeB-C
(8.5) R # 0= [II?, zo1I*] = 0,

on TTfoA désigne un terme de plus petit degré non-nul de (8.4). L’ensemble €
ne dépend que de la partie quadratique II% et de zRIIT.

COROLLAIRE 8.1. — Soient C et zloII!o-A(xF) telles que dans la proposition
8.2. Pour Ae B—C

1
xIOHIO’A(a:R) £0= mTX[zIHiOvA(mR)] (ml\) #£0.

Preuve du théoréme 3.1. — Montrons que pour A € B — C tel que dans la
proposition 8.2, vy tel que dans le lemme 8.1 et CIJ;\, j = 0,1 tel que dans la
proposition 8.1, on a la relation de conjugaison

(@3)*(vaTl) = II* + 2117
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sur DSJR(T, r,8), 5 = 0,1. Ceci revient & montrer que R* tel que dans la
proposition 8.1 est nul c’est-a-dire & montrer que :UIOHIO’A(:UR) tel que dans la
proposition 8.2 est nul.

D’aprés le corollaire 8.1, z1oTT70-A (%) # 0 implique J%AX[QEIOHID,A@R)] () #
0. Si zloITfoA(z%) est non nul on a une contradiction avec le fait que <I>9
conjugue le champ de vecteurs xi,\Xv ((z™) a la forme normale polynomiale
L X2 (2) + 5k Xnr(2®) sur DSE(r,7/,6), j = 0,1. Les autres affirmations
du théoréme 3.1 suivent du théoréme 8.1, du lemme 8.1 et des propositions 8.2

Preuve du corollaire 8.1. — Soit p = (p1,...,pn) un point dans le domaine
sectoriel DSJR(’I‘, r’,6) j = 0,1 dont toutes les coordonnées soient non nulles,
c’est-a-dire p; # 0,...,p, # 0. Par la proposition 8.2, sur DSJR(T, r',6), j =
0,1,0n a

[H27 $IOHIO7A (.’ER)]

175]

O{H{x =N fleh Y/\Y}

Soient afjflo € C, 1<i,j<n tels que a?™ = IO’ (p®). En utilisant les

= ij
relations (2.10), (2.6) on déduit de S € S = L5(z®) =0 que pour z =p on a

[ To,A Y/\Y-| [ apIUYAY-|=0.
R I R LA

Or, d’aprés le lemme 2.1, le terme
(8.6) Z al°Y; N Y]
Z#

s’écrit sous la forme zfo Zi<j<k aijkYi NY; AN Yy, a5, € C. Comme toutes les
coordonnées de p sont non nulles, le fait que (8.6) s’annule en p, implique que
pour tout x € DSF(r,r’,6) on a

Z al°Y; NYj] = 0.
175]

Posons TP := 23, . a p’IOY A'Y;. On a donc
(8.7) [I12, 2 oTIP o] = 0
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Or, d’aprés (2.6) onaenz =p

(8.8) xiAXJCIOHp,IO (™) = xiAXzIOHIO,A(mR)(mA).
D’aprés le lemme 7.1 (i), si 2/IIP+To =£ 0, il suit de (8.7) que
xiAXmIOHP»IO (xA) #0

et le corollaire 8.1 suit de (8.8). O

9. Preuve de la proposition 8.2

Cette section est consacrée a la preuve de la proposition 8.2. Dans toute
la section on suppose les hypothéses de la proposition 8.2 satisfaites ainsi que
A € B (cf. le lemme 8.1), vA,be et RA telles que dans la proposition 8.1.

On commence par établir des résultats préliminaires obtenus & partir des
identités de Jacobi {z*, {zi, z;}} + {zi, {z;, 2*}} + {z;{z",2;}} = 0, ot ici le
crochet désigne le crochet de Poisson associé a ((I)?)*(UAH), j=0,1.

Notations (en outre des notations de la section précédente). Soient V un
champ de vecteurs linéaire diagonal et I € N™. Désignons par V.I le nombre

1
complexe ﬁﬁv(scl) et notons By 1= & Xpr(z) et Ay = % Xp2(z*). On

pose N :=TII? + zRII® ainsi que

Z b YiNY;, N := Z ny(x)YinY;, RA(z Z ri(2)YiNY;.
1753 z#] l#?
ol bij = _bji7 Nij; = —Nj; et TlAj = —’f‘;xl

Donc (@A)*(v II) = N +R", et on rappelle Xga(z*) = 0 ainsi que R* =
> ren ot fl ij MaRYY; A Y; (cf. définition 8.2). Considérons l'identité de Jacobi

(9.1) {e® Azio, 2jo 1} + {2ig, {0, 2} + {2 {2, 20 }} = 0.
Le fait que la forme normale N est une structure de Poisson implique que
la somme des termes de (9.1) qui ne font pas intervenir RA, Cest-a-dire des
fonctions rf\j est nulle.

On en déduit que la somme des termes de (9.1) qui comportent au moins un
terme en un 72 % est nulle. Comme Xpa(x A) =0, cette relation s’écrit
(9.2)

A A

Lxp@n)({Zig Tjo }ra) + Lxx (20) {2 Tio }N) + Lx 5 (20y) {20, 27 ) = 0.

LEMME 9.1. — (i) Pour tout 1 <ip,j0 < n on a la relation

08) L1, ]((—nﬁ,))%[ L X (o }(” )+ L x0wn)] (Tiogo) = 0

rA (Tig)

x
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(ii) Soit I € D fizé. Alors les fonctions fin’A sont solutions du systéme a
singularité irréguliére suivant, chaque équation étant indexée par un couple

(G0, jo) avec ig # jo :

( ifR)u—bﬁ) (Zfi’f&) u+ (Ap.T+uBnI) N (u)
j=1

(9:4) +(w)*(S + C)-Adu(fi)(w) =0,
ot b;‘ = Z?:l bij)\i; R := (Rl, ey Rn)

Preuve du lemme 9.1. — Fixons A € B (cf. le lemme 8.1). Dans cette preuve
on omet d’indexer systématiquement par A. D’aprés (9.2) on a

{xit)’xjo }R = ‘CXR(ziO)(xjo)
= ‘C(zio Yo rionj)(xjo)
= (Tiojoxio$j0)'
On a donc
£XN(wA)({$i07xjo}R) = (mioxjoﬁXN(:cA)(Tiojo)) + (Tiojo'rjo‘CXN(wA)(wio))
+ (TiojoxioLXN(xA)(xjo))
= (‘CﬁXN(mA)(rio jo)) [mAxioxjo] + (Tiojonﬁj) [xAxiowjo]
(9.5) + (TZOJO ]0) [x :L’lol‘m]

ol on note nﬁ)

(resp n} ) la fonction -7, mjiA; (resp. 3oy nijoAi).
De méme, en utilisant XR( A) = 0 on obtient,

(9.6)
‘CXR(ﬂij)({anxio}N) = (E%Xn(mjo)(nﬁ))> [mAxiozjo] + (n%rjoio) [‘rAxioxjo]v

(9.7)

LXR(MO){"EJ'O?:EA}N = (L%Xg(zio)(_nﬁ))> ['TAxioxjo] + ( né\ono]o) [waiomjo]
ig

Injectons maintenant (9.5), (9.6) et (9.7) dans (9.2). Comme toutes les termes
de (9.5), (9.6) et (9.7) comportent 2x;,z;, en facteur, on peut simplifier par
xhz;,7j,. La relation (9.2), c’est-a-dire (9.5)+(9.6)+(9.7)= 0 devient

(9-8) ﬁ%xn(%)(( ny)) + E = Xr m,o)(nm) +La 1 Xy (28) (Tiojo) = 0

d’ott le lemme 9.1 (i).
Remarquons qu’on a n;; = a;; + :cRbij et 7y == > ren a:Ifin. Notons R :=
z D i) z! ijl A'Y; la composante en z! de R.
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Développons LLXN(IA)(SCIfiIOjO) :on a
(99) LLXN(xA)(m 1030) flo]o‘c XN(wA)(CCI) —}—J,‘ILQDLAXN(xA)(fiIOjO).

On a L1 XN(wA)(flOJO)( x) = E 1 Xy (@) (T )(aufilujo(u)) |u=zr. La relation
(9.9) dev1ent donc

(9.10)

‘Cj\XN(zA)(x 10]0) fl()jg XN(zA)(xI) +x1£ﬁXN ( )(a 20]0( )) |u:zR'

Rappelons I’égalité Z%XNmA = L X (a?) + i—f (Ls(z*)C — Lo(2™)S). Elle
peut se mettre sous la forme

1 1
;AXN:UA = X (™) + z((S.A)C — (C.N)S).

Comme S et - X72(z*) appartiennent & S, LC%AXN(QJA)(:UR) = Lorg.nc(@h).

La relation (9.10) devient donc
‘C L XN(xA)(xI 'LIOJO) = fz{)jo‘CLXN(xA)(xl) +wImR(SA)£C( ) (a 7,0jo( )) |u=1‘R
fl()]() —XN(xA)( ) + xl(xR)2(S'A)( ) (a Zojo( )) |U:IR'

(9.11)

Or, L1 x (on (@ zl) = 2T (Ap.T+2%By.1). La relation (9.11) devient, si on note
I:= (Ilv s )I )7

(9.12)

Loxp@m (@' flge) = a* [(And + 2By D) fi 5, (27) 4 ()(S + C)-A (ufjy (1)) lumon]
Développons E%an(zio)((_n? )) : posons n =i Naje A

L%XR,(%)((—TL?D)) = ﬁ%xR,(xiO)(xR(—l)bﬁ))

(9.13) Z IR

nf;) :ona (—nf}]) = Y 7=1MjigAj, et comme nj;, =

Développons ﬁ%XRI(mJ'O)(

R 4 : A : n 3~
aji, +2bj;, on définit b;, comme la fonction » 7 ; bji,A;. D’ott

Ay _ RiA
5%)(721(%0)(”1‘0) = ‘C%X ,(gajo)(ﬂU bio)

(9.14) = b Z 1R

En regardant les composantes en z! de (9.8), on obtient que les ZIJ doivent
vérifier le systéme d’équations (9.12)+(9.13)-+(9.14)=0, qui, simplifiant par x*
et en posant u = 2 devient le systéme (9.4). O
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Posons o™ := —(S + O).A et 3% := A,.I ainsi que v} := B,.I. En notons
FA le vecteur (fin’A)#j, on peut écrire le systéme (9.4) sous la forme

(9.15) u?o 9, FP = BAFN +uy FN - uMAFA,

ott M? est une matrice n(n — 1) x n(n — 1) a coefficients appartenant & C.

Avant de poursuivre, on a besoin de fixer la terminologie : soit N une matrice
k x k, qu’on identifie 4 un endomorphisme de C¥. E, C C* est un sous-espace
caractéristique associé & une valeur propre p de N, si v € E, & Im;v €
Ker(N — pld)™

On sait qu’il existe un changement de coordonnées linéaire de C* tel que
N s’écrit sous forme de Jordan. Si N est sous forme de Jordan, c’est-a-dire
diagonale par blocs de Jordan de la forme

pwp 1 0 ... 0
0"
-0
-1
0 ...... 0 pyp

Chaque espace caractéristique E,, est somme directe F, = E}L @@ EL, avec
N(E}) C Ei, et tel que la restriction de N a E, est un bloc de Jordan.

Soit maintenant M une forme de Jordan de M*. Soit Yim = Y izi Ci P lmwij

le changement de variable C-linéaire qu1 transforme M” en M. En posant
G = (glm ), avec glI;n =D i) Cis Mm LA e systeéme (9.15) devient

(9.16) u?a® 9,Gh = ,AGA +uyrGY + uMAGS.

Soit 7 une valeur propre de M?A. Considérons un sous-systéme de (9.16) & un
sous-espace ES + de dimension ¢, correspondant & un bloc de Jordan de M”*

appelé Bs,;p , associé a la valeur propre n™
(9.17) N 0uGY = B GY + urP G + uBFGY.
En réindexant (9.17) s’écrit

ﬂfr\gk + u’Yfr\gk + unAgk pour k=1

9.18 u2a o g =
( ) “ ﬂ?gk + U’Y}\‘gk + w]Agk +ugr_1 pour 1 <k <gq.

On a le lemme suivant :

TOME 137 — 2009 — N° 3



CLASSIFICATION ANALYTIQUE DE STRUCTURES DE POISSON 375

LEMME 9.2. — Choisissons sur chaque secteur U;(r,d), j = 0,1, (cf. la pro-
position 8.1) une détermination du logarithme. Les solution du sous-systéme
_(A’?*’”A) _IBA
(9.18) s’écrivent sous la forme g, = Z ¥ (In(u))! (u) % /) exp (O[T;>,
1e{o,...,k}
ou les le sont certaines constantes.

1 . AT . . N
On déduit du lemme 9.2 que les fonctions fij’ , solutions du systéme linéaire
(9.15) s’écrivent tous comme une combinaison C-linéaire de fonctions fbi14A
définies par
7?-%—71{\

748 ) ) g (=),

oul < ly, avec Iy la taille maximale d’un bloc de Jordan de M%, et ,Bj\ = Ap.d,

’y}\ = By.I, ainsi le fait que a®.

Preuve du lemme 9.2. — On procéde par récurrence sur 0 < k < q. Si k = 0,
il est bien connu qu’on a

o7
_ 0, —(ZxOr+nt 7(&"1‘)
go = 70w~ (x0T M) ’

ol w est un paramétre traduisant les conditions initiales, le lemme 9.2 est donc
vérifié pour la solution de la premiére équation du systéme (9.18).

Supposons qu’on a gi pour k < e sous la forme donnée par le lemme 9.2,
c’est-a-dire

(22) ()
ge= > @) (u) \ 7 e/
1€{0,...,k}

Il est bien connu que gey; est somme d’une sol/1\1tion de I’équation homogéne
associée, c’est-a-dire go = wu_(f’\(w’ﬂ'"l\))e—%, et d’une solution particu-
liere. Cherchons une solution particuliére, par la méthode de la variation de la
constante, sous la forme E(u)go :

En injectant E(u)go dans la e+ 1-éme équation, dans laquelle on a remplacé

ge Par

> ) e (T2

A
1€{0,...,e} au
on obtient o9, E = u~! Y ie{0,e} T In’(u). En intégrant, on en déduit
Ap _ Tl

le{0,...,e}
On donc montré le résultat suivant :
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PROPOSITION 9.1. — Soient fixrées I € D, ainsi qu’une détermination du lo-
garithme dans le secteur U;(r,6), j = 0,1 (cf. la proposition 8.1). Alors

(i) Pour touti # j et A € B fizé, flI]A est une combinaison C-linéaire de
fonctions

FERDA — fin(u)])! (u—j(w?wﬁ)) exp (%) ’

ot
e ol :=—(S+0O).A, et B := Ap.I, ainsi que v} = By I,
) les nk, pour 1 < k < ko, sont les valeurs propres de la matrice M*
(cf. (9.15));
o [ <y, avec ly la taille mazimale d’un bloc de Jordan d’une forme de
Jordan de M* ;

(ii) La matrice M™ ne dépend que de A, pas de I, et ces coefficients
s’écrivent chacun comme produit d’une coordonnée R; du multiindice R
et d’un nombre complexe compleze b;‘ = Nibji;

(iii) Pour I =0 on a fIA =0.

REMARQUE. — Pour I = 0 le systéme (9.4) n’est pas a singularité irréguliére,
donc dans ce cas les seules solutions infiniment plates sont nulles. D’ou la
proposition 9.1 (iii).

Preuve de la proposition 8.2. — On suppose A € B (cf. lemme 8.1) fixé et
I € D (cf. définition 8.2). Pour 4 # j on considérons les fonctions f{;’j telles
que dans les propositions 8.2 et 9.1. Par la proposition 9.1 on sait qu’il existe
une famille fini de nombres complexes wl BLA tels que pour ¢ # j on a

A

LI LAY U, — 2O+ <_ﬁ1)
Zw ](u )exp Ay )

DEFINITION 9.1. — On dit qu’une fonction g : DSJR(T, r',6) — C, j = 0,1,
est & paramétres k et € si g s’écrit g = 2! f(xF), I € D, ot il existe une famille
finie de complexes co, ..., ¢y, tels que

f) = Y atm@)' ) @)es ().

1<lo

. AT 5, . s . .
Les fonctions f;;"* s’écrivent de maniére unique comme somme de fonctions
a parameétres K

(9.19) = > fi

KEKT
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ot KIA = {4} 4 v + n,‘c\o}. Les fijj’A’“ s’écrivent sous la forme
A
1 (A IA I5)
Z cMin(w)]! (uaA 7+ )) exp (——O/{u) .
1<lo

Par lidentité de Jacobi on a la propriété (P) suivante :
(P) : Soient I € D C N™ et &, ko € C fizées. La somme des termes de
[(@9)*(1},\1'[), (<I>§\)*(UAH)], j =0,1, s’écrivant sous la forme
Iw[ln(u)]lu"oe_%oYi NY; NYy,

avec u = z*, est nulle.

DEFINITION 9.2. — Un champ de trivecteurs sur DSJR(T, r’,6) est de para-
métre k si il s’écrit comme somme de termes f;;1Y; AY; A Yy, ot fiji est une
fonction de paramétre k.

On montre la proposition 8.2 en assurant, par I’appartenance de A & un
ensemble adéquat, que la propriété (P) implique

0 = [I1?, oI’

(9.20) [ Zflo’ Y; A Y-I

- il

ot Iy € D tel que dans la proposition 8.2 (a priori cet Iy dépend de A).

Termes en z'°. — De Dlidentité de Jacobi [(®2)*(vall), (®4)*(vall)], j = 0,1,
il suit la relation

[H27:L‘IOHIO(:Z,‘R):| + Z [IL‘I,HI,’A(ZER),LBI”HI”’A(.’L’R)]

(I',I")eE
#J

[ AT YAY-I
S e

(I',1”)€eE i#£j 4]
(9.21) =0,

+ D {I’lzfﬁ’ YAYg,:r’”lZfZ?’” )Yi/\Yj}

ou E:= {(I’,I”’) eDxD|IpeNgl'tl" = mlox”R}. Posons
Cr1(i,5,61,A) = [, 2 F2Y Y A Y]], Cra(i 5,1, A) o= [27TR 2! £y, a ).
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Soit (I’,I”) € E. Posons
’ /A 9 " A
Crs(I', I, k,m,t, q, K, 53, A) = [T fLA2 Y A Yo, 2 fLAY, A Y.

La proposition 8.2 suit du lemme 9.3 ci-dessous. En effet , pour A € B—C, la
propriété (P) implique par bilinéarité du crochet de Schouten la relation

1 1

|71_12, IEIO 5 Z fiIE-’AK A )/J =0. ]
|5 J

LEMME 9.3. — Il eziste C C B de mesure de Lebesque nulle tel que les champs

de trivecteurs Cra(i, j, 51, A) et Crs(I', I”, k,m,t,q, ka, k3, A) ont un paramétre
k différent de celui de Cr (4, j, k1, A), pour tout A € B—C, pour toutl <i,j <n
et k1 € KIoA pour tout (I',I”?) € B, tout 1 < k,m < n et kg € KA et tout
1<t g<n, kge KA

On vérifie facilement le lemme suivant.

LEMME 9.4. — Soit £ fizé et soit f = [In(z®)]' ((zF)") exp (—m%) une fonc-
tion de paramétre k. Soit L un champ de vecteurs linéaire diagonal. Alors la
dérivée de Lie L1,(f) est également fonction de paramétre k.

Preuwve du lemme 9.3. — D’aprés le lemme 9.4, relations (2.6), (2.8)-(2.10),
ainsi que définitions 9.1 et 9.2, le paramétre x de Cry (i, j, k1, A), c’est-a-dire le
paramétre  de [I12, IOfIO’A"“Y NY;] vaut k1.

Egalement d’apres le lemme 9.4, les relations (2.6), (2
définitions 9.1 et 9.2, le paramétre k de Cra(3, j, k1, A) 1= [z
Y;] vaut 1+ k1. (Il vaut 1 + k1 et non k1 puisque I € D).

Soit Koy, le paramétre « de Crg(I', I”,k, m,t,q, k1, k). Comme (I',I”) € E,
il existe e € N* tel qu’on a I’ + I” = Iy + eR. Puisque

"IN, » 217 A,
Cr3(I/7-[”7kam7taQ)HQ)HI})A) = [‘/1"1 fkrn; KlYk /\Ymaxl ftq ns}/t /\Yq]a

.8)-(2.10), ainsi que les
RHR7 xlofépy/\ﬂily;/\

on calcule comme dans le cas du deuxiéme crochet que

(9.22) Kcry = K2 + K3 + e.

Pour montrer le lemme 9.3 il reste donc & montrer que K¢y, vérifie
(9.23) KCrs 7 K1

D’aprés la proposition 9.1, il existe trois valeurs propres 7, 7% et 77:/),\ de la
matrice M? telles que

1 1 1
(9.24) w= (O +m). ke = (v +02) K5 = — (9P +113)-
Rappelons également que d’aprés la proposition 9.1 on a a® := —(§ 4+ C).A et
(9.25) vA = By I
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1
D’aprés (9.22) et (9.24), il suit kop, = e + — (Ba.(I' + I”) + ny +nd) Le
o
but est d’avoir la relation (9.23). En utilisant la relation précédente, (9.25) et
(9.24), la relation (9.23) s’écrit

1 1
(926) et —(Ba(I'+ ") + 05 +n5) # —(Bado+ 7).
On en déduit que lemme 9.3 suit du lemme 9.5 ci-dessous. O
LEMME 9.5. — Il existe un ensemble C C B de mesure de Lebesque nulle, tel
que
(9.27 +1BI’I”+AA7EIBI+A
27) et —x(Ba.(I'+ I7) + 3" +15°.) # —5 (Ba.L + i)

pour tout A € B—C, 1 < i,5,k < n, I € D et toute paire de multiindices
I''1” €D dela formeI' +I” =eR+ I, e € N*.

Preuve du lemme 9.5. — Rappelons d’abord By = (S.A)C — (C.A)S. Suppo-
sons quon a I’ +I” = I + eR, avec e € N*. Alors on a
Ba.(I' + I”) = By.(I + €eR)
(9.28) = Bp.J + (S.-A)e(R.C),
car S.R = 0. Rappelons que d’aprés la proposition 9.1, o = —(S + C).A.

D’aprés (9.27) et (9.28) il suffit pour établir le lemme 9.5 qu’on assure par
I’appartenance de A & un sous-ensemble de B de mesure pleine la relation

e(S.A)(R.C) +nP +n?
(S+C).A

pour tout e € N et tout triplet n*, n® et n® de valeurs propres de M™.

(9.29) /A +e

La matrice M”* dépend polynomialement du paramétre A = (Aq,...,A,)
(cf. (9.15),(9.4)). Son polyndme caractéristique P : (A,z) — P(A,z) est alors
polynomial en x et en A. Recouvrons un sous-ensemble de mesure pleine de
B par des ouverts U permettant de choisir les déterminations des racines de
P telles que les valeurs propres de M* constituent des fonctions analytiques
A — ) i=1,...,n(n—1) sur U. Pour prouver le lemme 9.5 il suffit de
montrer qu'il existe V' C U de mesure de Lebesque nulle tel que relation (9.29)

soit satisfaite pour A € U\ V.

On considére premiérement ’ensemble £ des triplets (177{\, 77?, n) de valeurs
propres de M™ telles qu'il n’existent pas cl,,c2,, € C, c2,, # 0 avec n2 +n’ —
nh = chy(S.A) + 2, (C.A).

Deuxiémement on considére I’ensemble £¢ des triplets de valeurs propres
(2,2, ) telles qu'il existe cly,,c2, € C, 2, # 0 avec n2 + b — P =
et (S-A) + 2, (C.A) (€ ou E° peuvent étre vide).

st TSt
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Posons V' := Ugen+ (Vi° U VYY) ot pour e € N*, V£ est tel que sur U \ V{¢ on
a (9.29) pour les triplets de valeurs propres appartenant a &, et Vi est tel que
sur U \ V¥ on a (9.29) pour les triplets de valeurs propres appartenant a £€.

Reste & montrer : pour tout e € N, les ensembles V® et Vi’ sont de mesure
de Lebesque nulle. Soit e € N*. Considérons g : W — C définie par

A oA A
(S+0C).A
ot W:={A €U|(S+C).A #0}. Pour (n?,n2,n}) € £, g est holomorphe et

non-constante. L’ensemble des Vi¢ := {A € W |g(A) = 0} est donc de mesure
de Lebesque nulle.

+ e,

On considére maintenant (n,n2,7n2) € £°. 1l suit de la proposition 9.1 (ii)

que la multiplication de I par un scalaire v multiplie II* = S A C — et donc
les valeurs propres 72,72, n® par v. On en déduit que c.,, et c2,, ne peuvent
pas étre non-nuls en méme temps. En effet, si cl,, et c2,, sont simultanément
non nuls on a pour tout v € C

vt +nd —nt) = el (VSA) + 2, (C.A)

rst rst

=cl (S.A) + 2, (vC.A),

TSt rst

ce qui est absurde. Comme S et C ne sont pas colinéaires, en en déduit que g est
holomorphe et non identiquement nulle. L’ensemble Vi := {A € W|g(A) = 0}
est donc de mesure de Lebesque nulle. O]

10. Classification analytique

On reproduit de [16] (avec quelques modifications) des définitions et proprié-
tés premiéres de certains faisceaux de transformations sectorielles. Soit S C C
le cercle unité, et U C S* connexe. On désigne aussi par U le secteur de C, de
sommet 0, formé des points z # 0 tel que ﬁ € U et |z| < R (le rayon n’est pas
précisé en général). On dit que le secteur U est ouvert (resp. fermé) si I’arc qui

le représente dans S* est ouvert (resp. fermé).

Faisceaux. — Soit o € S*. On considére I'ensemble V,, des germes en 0 € CxC"
de fonctions analytiques f : V,, x A — C, C* au sens de Whitney (cf. [10], [20])
sur V x A, oti on désigne par V,, = V,(r,0) le secteur fermé bissecté par aR™
de rayon r et d’ouverture 26, et par A un polydisque fermé de centre 0 € C™.

Les fonctions f peuvent étre considérés comme des fonctions analytiques
admettant un développement asymptotique fort (cf. section 2) : en effet, le jet
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infini de f le long de {0} x A s’interpréte comme une série formelle en z € V
avec coefficient & parameétre r € A

(10.1) fz2) =) ful@)",

n>0
ou les coefficients fn sont analytiques sur un méme polydisque de centre 0 € C™.
Si on note f¥ = Zn>0 fn(x)z™, on a pour tout k,l € N, V C V secteur fermé
et K C A compact

- o o' f* =
2|55 () = iz o) R0

uniformément sur V x K.

On définit B comme 'anneau des séries formelles de forme (10.1), et B le

faisceaux d’anneaux sur S! tel pour tout o € S, la fibre en « soit I’ensemble
V.. On note B, la fibre en o € S* de B.

Soit Dg 4 le faisceau de groupes (dit des transformations sectorielles) sur S*

dont la fibre en o € S! est constituée des transformations ®,, : (2,21, Tp) —

(z,z1ef1,. .. efn), avec f; € By, fi(0,z) = 0 et tel que 2Ro®, = 2F, 220 ®, =
A

T,

On note D, , C Dg,a le sous-faisceau (dit des transformations infiniment
plates) tel que les transformations®,, soient infiniment plates en z le long de
{0} x A (les f; sont alors également infiniment plats).

Cochaines, cocycles et isomorphisme. — Soit &/ = {Ui,...,U,} un recouvre-
ment ouvert de S! tel que les U; soient des arcs de longueur inférieure ou égale
a2m, U i1 =U;NUi41 # 9.

On note C°(U,Dg a) ( O-cochaines) le groupe des applications qui a U; € U
font correspondre une section ®; du faisceau Dg a et telles que pour tout 1 <
3, <mon a <I> = <I>

On note C (U, D¥ %) (1-cochaines) le groupe des applications qui & tout U; N
U; # @ font correspondre une section ¥;; du faisceau D3\ des transformations
infiniment plates. Soit Z'(U,DF,) C C'(U,DF,) (1- cochalnes) tel qu’on a
U0V, =W, sur U; NU; NUy # @ (Pour les raisons de ces dénominations
cf. [16] et a la bibliographie qui s’y trouve).

On définit ’application cobord de Céch 8 : C°(U, Drp) — Z* U,DF ») par
0{®;} = {<I>,-<I>]71} Pour la preuve du résultat suivant du & B. Malgrange et
repris par Martinet-Ramis, on renvoie a [11].

THEOREME 10.1. — L’application O est surjective.
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On considére maintenant la restriction a la surface z = z de ce qui précéde.
Soit B 'anneau des séries formelles de la forme

f=2 fal@)@®)"
n>0

ou les coefficients f, sont analytiques sur un méme polydisque de C™ centré en
0. Posons 7 : C* — C défini par 7(z) = . Soit B le faisceau d’anneaux sur
S deéfini ainsi : pour tout o € S?, un élément de la fibre B, en « est le germe
en 0 € C" d’une fonction f : 7 3 (U)NA — C, ou U = U,(r,0) C C est un
secteur fermé bissecté par aR*, d’ouverture 20 et de rayon r; A € C" est un
polydisque fermé de centre 0. On suppose la fonction f analytique sur I'intérieur
de 71 (U)NA. Let jet infini d’une telle fonction le long de ENA est un élément
de B, c’est-a-dire que f admet un développement asymptotique fort (cf. section
2) en le monéme z®. On note B le faisceau des fonctions infiniment plates
sur 7~ 1(U) N A. Soit le faisceau D o de groupes (non-abélien) sur S dont la
fibre en a € S est constituée des transformations

(z1,...,2n) — (z1e”,... zpef)

avec pour tout 1 <i <n, f; € Boet >.;—1 R;f; =0, 11 A; f; = 0. On désigne
par D, C Dga le sous-faisceau (dit des transformations infiniment plates)
défini par la condition supplémentaire que pour tout 1 < i < n, f; est infini-
ment plat sur 7-1(U) N A. On désigne par D r,A le groupe des transformations
formelles de C x C™ en 0 de la forme

L1yeen,Tp) > :clefl,...,xnef"
(21, ) = (

avec pour tout 1 < i <n, f; € B et SR fi=0,>1 A fi =0.

Soit CO(U, Dg ) ( 0-cochaines) le groupe des applications qui a U; € U
font correspondre une section ®; du faisceau Dgr s et telles que pour tout
1§i,j§mona§>i:i>j.

On définit alors comme plus haut C°(U, Dg ), C'(U,DF,) ainsi que
Z'(U,DE,) .- La preuve du résultat qui suit est identique & celle de [12]
(corollaire 4.6, p. 603).

COROLLAIRE 10.1. — L’applicartion 8 : C°(U, DF ) — Z' (U, DF ) est sur-
jective.

Soient {f;},_, ,, des fonctions analytiques bornées sur 7—!(U;) N A admet-

tant toutes f comme développement asymptotique au sens de Gérard-Sibuya
dans 7~ 1(U;) N A. Posons fi 11 = fio f;ll dans 771U i41) N A. Les fiit1
admettent la fonction nulle comme développement asymptotique au sens de
Gérard-Sibuya. La preuve du résultat qui suit est identiques a [11] (proposi-

tions 1.6.2, 1.6.3, p. 91-92).
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PROPOSITION 10.1. — Supposons que {f;i+1)} € Z*(U, B®). Alors f appar-
tient a B.

Dans le reste de cette section on considére une forme normale polynomiale
fixée II,, = I12 + z*II® telle que dans le théoréme 3.1 (de normalisation sec-
torielle). Le but est de donner une classification analytique des structures de
Poisson holomorphes formellement conjuguées a II,,, & multiplication par une
unité analytique prés. Soit 0 < € < /2 fixé quelconque. D’aprés le théoréme
3.1 on a A, § tels que pour toute structure de Poisson holomorphe de forme
normale formelle II,, il existe vy, 7,7’ > 0 et <I>§‘, 7 = 0,1 tels que sur DSJR on
a (@?)*(’L}AH) = II,,. Fixons maintenant le recouvrement ouvert U de S*

U={Uj},o, Uj= {6 €510 — largs + m(j +1/2)]| <7 —€}.

DEFINITION 10.1. — On dit que $¢; € DRy est une isotropie sectorielle de
II, si on a ®§;(II,) = II,. On dit que ®¢; € DR\ est une isotropie sectorielle
de Q%AXH” () si @F, (Q%AXH,L (:UA)) = Q%AXH” (zh).

Désignons par Dg am, C D%, le sous-faisceau des transformations iso-
tropes de II,,, et par Dp Al X, (@) © D 5 le sous-faisceau des transforma-

tions isotropes de —x X, ().
PROPOSITION 10.1. — On a Dran, = Dpg a2 xy, (24))-

Preuve de la proposition 10.1. — Soit ® € D’ ,. Comme 2o ® =22 ona

! 1
0] (xTXHn(IA)) = xiAXq)*(Hn)(CEA).
Il suit Dp a1 x; (1)) € Dran. Montrons linclusion inverse. Supposons
® € Dy xy, @) On a @*(Il,) = II, + R o R est tel que dans la
proposition 8.1. En méme temps Q%AX@*(HH)(:UA) = m%X(Hn)(:cA). On montre
alors comme dans la preuve du théoréme 3.1 que R = 0. O]

Définissons encore 'espace H' (U, D, 1, ) dont on a besoin plus bas. Deux
1-cochaines {W;;} et {Q;;} € C' (U, DF 5 1y, ) sont dites cohomologues s'il existe
une 0-cochaine {®;} € C°(U, DF 5 11,) tel que Q;; = ®;'W,;®;. Cela définit
une relation d’équivalence sur C* (Z/{,Dj’%o, A7Hn) et on montre qu’elle respecte
Z'U,DF s 11,) : si {¥i;} et {Qi;} sont cohomologues et si {¥;;} est un 1-
cocycle, alors {{2;;} est également un 1l-cocycle. On définit Hl(u,D%o’A’Hn)
comme I'ensemble des classes d’équivalences dans Z'(U, D, 11, )-

Puisque U est uniquement composé de deux ouverts on a C (U, D¥am,) =
Z'(U,DF s 11,), et on montre comme dans [16, section 3.4], en utilisant la
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proposition 10.1, que C°(U, D%\ 11,) est réduit a la cochaine triviale : I'identité
de C™.

Rappelons x%XHz (z™) := Y1 + - + pn Yy, et posons N = (p1,. .., fn) €
C™. En utilisant la proposition 10.1 on obtient comme dans [16, prop. 3.4.3] :

PROPOSITION 10.2. — On a
Hl(U,Djoa?A,nn) ~ ', D am,)

De plus, cet espace s’identifie a l’espace des 2n séries holomorphes au voisinage
de 0 € C" de la forme

> g
(-1)3(Q,N)/6<0 i=1,
et iy Rial o =0, Y1 Ajal 5 = 0.

Désignons par €&, l’ensemble des structures de Poisson holomorphes de
forme normale formelle IT,, telles que I'unité analytique vy fourni par le théo-
réme 3.1 soit égale a la fonction constante 1.

Lon

REMARQUE. — Par multiplication par une unité analytique adéquate, toute
structure de Poisson telle que dans le théoréme 3.1, peut étre ramenée & une
structure de Poisson appartenant a &, .

THEOREME 10.2. — L’espace des orbites de Dr a dans €, est en bijection
avec H'(U, DF 5 11, )-

Démonstration. — Soit o : €, — C*(U,DF»,My,) = H' (U, DF ,11,,) Vap-
plication qui associe & une structure de Poisson II € €& l’isotropie secto-
rielle {@8 o (@f)_l}, ol <I>§\, j = 0,1, est la transformation analytique sur
DS f‘(r, r’,§) fourni par le théoréme 3.1, conjuguant II & la forme normale IT,,.

Montrons que ’application ¢ passe au quotient en une application injective
5:€n,/Dra — H' (U, DR, I1,). Soient II;, IIs € &y, analytiquement conju-
guées par ¥ € Dp s sur un voisinage V de 0 € C". Par le théoréme 3.1, ils

existent des transformations CD?’I,@;\’Q € Dgra, 7 = 0,1, uniques telles que

(@31)*(Iy) = IL,, et (®5°%)*(Iy) = II,, sur DSF(r,7’,8) j = 0,1. On en déduit
que sur DSJR(T‘, r,6)NV,j=0,1,ona¥; = (@?’2)_1 o <I>§-\’1. On en déduit
que l'application ¢ passe bien au quotient.

Montrons injectivité. Supposons qu’on a ¢(Il;) = o(Il), avec II;,II, €
&y, c’est-a-dire <I>6\’1 0, @M = <I>é"2 o <I>f’2 sur 7 Uy NUL) NA =
DSE(r,r"),6 N DSE(r,7',6). La transformation ¥; := (®*?)~1o @f’l est défi-

J
nie, analytique est bornée sur 771 (U;)NA. Dans I'intersection 7= (UgNU;)NA
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on a ¥y = VU,. Les transformations Vg, ¥y se prolongent donc en une trans-
formation ¥ analytique et bornée sur W \ {0}, ou W désigne un voisinage de
0 € C™, et U se prolonge analytiquement en 0. D’ou U*(Ily) = II; sur W.

Reste & montrer la surjectivité de ’application o, i.e. & synthétiser une struc-
ture de Poisson II appartenant & €, a partir d’une 1-cochaine {¥¢;} sur U a
valeurs dans Dy’ 1 qui est aussi un cocycle — on rappelle cu, DEam,) =
Z'U, D%y 1,)- D’apres le corollaire 10.1, il existe une 0-chaine {®g,®1} €
C°(U, Dr p) telle que ®; o <I>61 = Uq; (rappelons que ®; et &5 admettent le
méme développement asymptotique fort en :cR).

Posons II; = (‘Ifl)*(l'[n), i=0,1. Sur 7} (UyNU;)NA on a Iy = I,

K3
puisque (®g o &7 1)*(I1,,) = II,,. Par conséquent I, et II; se prolongent en une
structure de Poisson II analytique sur un voisinage de 0 € C™ et on vérifie que
IT satisfait les hypothéses du théoréme 3.1 et que 'unité analytique associé est

égale a 1. D'ou II € €y, . O
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