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LA DROITE DE BERKOVICH SUR Z

Jérome POINEAU

Résumé. — Ce texte est consacré a 1’étude de la droite de Berkovich au-dessus d’un
anneau d’entiers de corps de nombres. Cet objet géométrique contient naturellement
des copies de la droite analytique complexe (ou de son quotient par la conjugaison),
associées aux places infinies, et des droites de Berkovich classiques au-dessus de corps
ultramétriques complets, associées au places finies. Nous montrons qu’il jouit de
bonnes propriétés, topologiques aussi bien qu’algébriques. Nous exhibons également
quelques espaces de Stein naturels contenus dans cette droite.

Nous proposons des applications de cette théorie & I’étude des séries arithmétiques
convergentes : prescription de zéros et de poéles, noethérianité d’anneaux globaux et
probléme inverse de Galois. Des exemples typiques de telles séries sont fournis par
les fonctions holomorphes sur le disque unité ouvert complexe dont le développement
en 0 est a coefficients entiers.

Abstract (The Berkovich Line over Z). — This text is devoted to the study of the
Berkovich line over the ring of integers of a number field. It is a geometric object
which naturally contains complex analytic lines (or their quotient by conjugation),
associated to the infinite places, and classical Berkovich lines over complete valued
fields, associated to the finite places. We prove that it satisfies nice properties, both
from the topological and algebraic points of view. We also provide a few examples of
Stein spaces that are contained in this line.

We explain how this theory may applied to adress various questions about
convergent arithmetic power series: prescribing zeroes and poles, proving that global
rings are Noetherian or constructing Galois groups over them. Typical examples of
such series are given by holomorphic functions on the complex open unit disc whose
Taylor developments in 0 have integer coefficients.
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INTRODUCTION

A la fin des années quatre-vingt, Vladimir G. Berkovich a proposé une nouvelle
approche de la géométrie analytique p-adique. Ses idées, développées dans 'ouvrage
[2] et approfondies dans l’article [3] se sont révélées trés fructueuses ; elles ont
permis de démontrer plusieurs conjectures de géométrie arithmétique et trouvent
maintenant des applications dans des domaines variés : systémes dynamiques, théorie
d’Arakelov, dessins d’enfants p-adiques, variation de structure de Hodge, etc. Pour
une introduction au sujet et une présentation des différentes applications, nous
renvoyons le lecteur intéressé aux textes de vulgarisation [9] et [10].

Bien que la théorie n’ait été véritablement développée que sur les corps
ultramétriques complets, V. Berkovich propose, dans [2], une définition d’espace
analytique au-dessus de n’importe quel anneau de Banach. Elle s’applique donc
lorsque 1’on considére comme anneau de base ’anneau Z des nombres entiers, muni
de la valeur absolue usuelle |.|,. Nous nous proposons ici d’entreprendre I’étude des
espaces analytiques dans ce cas particulier.

Différentes valeurs absolues joueront un role dans notre étude. Si p désigne un
nombre premier, nous définissons la valeur absolue p-adique |.|, sur Z de la facon
suivante : nous posons |0], = 0 et, pour tout nombre entier n = p" m € Z*, o m est

premier & p,

Inlp = lp" mlp =p™"

Elle se prolonge de fagon unique 4 Q. Notons Q,, le complété de Q pour cette valeur
absolue et choisissons-en une cléture algébrique Qp. La valeur absolue |.|, se prolonge
encore de fagon unique en une valeur absolue sur Qp. Nous noterons C,, son complété.
Ce corps, qui est algébriquement clos et complet, est parfois appelé corps des nombres
complexes p-adiques. Nous noterons |.|, I'unique valeur absolue sur C, qui prolonge
la valeur absolue p-adique sur Q.

Pour f € Q[T], notons R (f) le rayon de convergence de la série f vue comme
série de C[T7] et, pour tout nombre premier p, notons R,(f) le rayon de convergence
de la série f vue comme série de C,[T]. Appelons série arithmétique toute série de
la forme

1
D1---Pt

fez| 1|

vérifiant des conditions du type

R (f) > reo €t Vi € [1,¢t], Ry, (f) > 74,
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i INTRODUCTION

ou t est un nombre entier, pi,...,p; des nombres premiers et ri,...,7:,T o des
nombres réels positifs. De telles fonctions apparaissent naturellement lorsque l'on
étudie les anneaux locaux de la droite analytique sur Z ou certains anneaux de sections
globales. L’étude géométrique que nous allons mener nous permettra d’obtenir des
informations sur certains anneaux de séries de ce type.

1 | |
M(Z)
£ |5
0 -0
-5
0
2
b
3 €
+00

FIGURE 1. L’espace topologique JU(Z).

Description des espaces en jeu

Par définition, ’espace M(Z) est 1’ensemble des semi-normes multiplicatives sur
Z, c’est-a-dire des applications de Z dans R qui sont sous-additives, multiplicatives,
envoient 0 sur 0 et 1 sur 1. Topologiquement, il est constitué d’une branche,
homéomorphe & un segment, pour chaque nombre premier p et d’une branche
supplémentaire, associée a la valeur absolue archimédienne usuelle. Ces branches
se rejoignent en un point, que nous appellons central, associé & la valeur absolue
triviale |.|p (cf. figure 1). Signalons que la topologie au voisinage du point central est
strictement plus grossiére que la topologie d’arbre.

Soit n € N. L’espace affine analytique de dimension n au-dessus de Z, que
nous noterons A", est 'ensemble des semi-normes multiplicatives sur anneau de

ASTERISQUE 334



GEOMETRIE ANALYTIQUE p-ADIQUE i

polynémes Z[T1,...,T,]. Il est muni d’une projection continue vers la base M(Z).
Au-dessus des points de la branche archimédienne, les fibres de cette projection
sont isomorphes & ’espace C™ quotienté par l'action de la conjugaison complexe
et, au-dessus des points de la branche p-adique, ce sont des espaces de Berkovich
p-adiques de dimension n. Il apparait donc clairement que, pour étudier cet espace, il
nous faudra mettre en ceuvre des techniques pouvant s’appliquer tant dans un cadre
archimédien qu’ultramétrique.

Géométrie analytique complexe

Dans le cas archimédien, la géométrie analytique complexe met & notre disposition
de nombreux outils. Les fondations de cette théorie reposent sur une étude locale des
variétés et des fonctions. La compréhension des anneaux locaux des espaces affines y
joue donc un role prépondérant. Fixons n € N. L’anneau local &, de 'espace affine
C" en 0 est constitué des séries de la forme

E ey e TLH oo T
(k1,....ken ) ENT

dont le rayon de convergence est strictement positif. Le théoréme de division de
Weierstral nous permet, sous certaines conditions, de diviser une série de la forme
précédente par une autre et d’obtenir un reste polynomial en la derniére variable. Une
fois ce résultat connu, on démontre sans peine que ’anneau &, est un anneau local
noethérien, régulier et de dimension n. Signalons que la démonstration classique du
théoréme de division de Weierstrafl repose sur le théoréme de Rouché et la formule
de Cauchy.

Géométrie analytique p-adique

Bien que le corps des nombres complexes p-adiques C, présente des analogies
avec le corps des nombres complexes C, il en différe par la topologie. Indiquons, par
exemple, que le corps C, est totalement discontinu (i.e. ses composantes connexes
sont réduites & des points) et n’est pas localement compact. Dans cette situation, il
n’est guére aisé de mettre en place une géométrie analytique jouissant de propriétés
raisonnables : il existe bien trop de fonctions localement analytiques. On vérifie, par
exemple, que la fonction qui vaut 0 sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1
de C, et 1 sur son complémentaire est localement développable en série entiére !

Au début des années soixante, John Tate a apporté une solution & ce probléme (cf.
[31]). Les espaces qu’il construit, appelés espaces analytiques rigides, ne sont pas des
espaces topologiques, mais des sites : on distingue certains ouverts et on n’autorise que
certains recouvrements. Par exemple, le recouvrement de C, que nous avons décrit
précédemment est interdit. Ce formalisme permet de mettre en place, dans le cas
p-adique, une géométrie analytique fort semblable & celle que nous connaissons dans
le cas complexe.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



iv INTRODUCTION

Entrons un peu dans les détails. Les objets de base & partir desquels est construite
la géométrie analytique rigide sont les algébres que ’on appelle, aujourd’hui, algébres
de Tate. Contrairement & ceux de la théorie complexe, ce ne sont pas des anneaux
locaux, mais globaux. Soit n € N. L’algébre de Tate C,{T1,...,T,} est constituée
des éléments de la forme

>k, IF TR € G, .. T
(kl,...,kn)EN"

vérifiant la condition

lim |aky,....kn lp = 0.
(k17-~'yk5n)_’+00

Cet anneau est précisément ’anneau des séries convergentes sur le disque fermé de
centre 0 et de polyrayon (1,...,1) de C,. Cest le caractére ultramétrique de la valeur
absolue p-adique qui nous permet de donner un sens & cette notion de convergence
sur un disque fermé.

Dans cette théorie, il existe également un théoréme de division de Weierstraf qui
rend les mémes services que dans le cadre complexe. En l'utilisant, on démontre
aisément que l'algébre de Tate C,{T1,...,T,} est un anneau noethérien et régulier
de dimension n. Signalons que, cette fois-ci, la démonstration du théoréme de division
de Weierstraf repose sur des arguments de réduction modulo p.

L’approche de Vladimir G. Berkovich

Les descriptions précédentes laissent entrevoir les difficultés qui se présentent
lorsque ’on cherche & réunir les espaces analytiques archimédiens et ultramétriques
dans un formalisme commun. L’approche des espaces analytiques p-adiques que
propose V. Berkovich va permettre d’apporter une solution a ce probléme.

Choisissant un point de vue différent de celui de J. Tate, V. Berkovich ajoute de
trés nombreux points aux espaces. A titre d’exemple, la droite affine analytique Aéjn
sur C,, qu’il définit posséde une structure d’arbre et les points de C, sont confinés
aux extrémités de certaines branches. Nous avons esquissé une représentation de la
droite projective analytique Péin a la figure 2. En lui enlevant le point noté oo, on

obtient la droite affine Ag™.

Le procédé de construction qu’utilise V. Berkovich rend la description explicite
de ses espaces délicate, mais ils présentent d’autres avantages. Ce sont de véritables
espaces topologiques, localement compacts et localement connexes par arcs. Ces
propriétés ouvrent la voie & une définition locale du faisceau structural. Dans le
cas de lespace affine, V. Berkovich propose de le définir comme le faisceau des
fonctions qui sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans poles.
Indiquons que 'on retrouve bien ainsi le faisceau construit a partir des algébres de
Tate. C’est d’ailleurs véritablement sur la théorie des espaces analytiques rigides que
V. Berkovich batit la sienne et il n’utilise guére la définition locale du faisceau.
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FIGURE 2. La droite projective Pézn.

Les définitions proposées par V. Berkovich valent également dans le cas des corps
archimédiens. Signalons que I’espace de Berkovich affine de dimension n sur C coincide
avec C" et que le faisceau dont il est muni est bien celui des fonctions analytiques.

Nous venons d’expliquer que les espaces analytiques de Berkovich permettent
d’envisager une étude locale des espaces analytiques sur Z. Le présent travail
constitue un premier pas dans cette direction. Soulignons que, bien que les idées et
définitions introduites par V. Berkovich invitent & adopter ce point de vue, une telle
étude n’a, & notre connaissance, jamais encore été entreprise. Indiquons, a présent, le
plan que nous allons adopter.
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vi INTRODUCTION

Chabpitre 1 : Espaces analytiques sur un anneau de Banach

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré aux espaces analytiques sur un
anneau de Banach quelconque. Nous y rappelons la définition d’espace analytique au
sens de V. Berkovich ainsi que la construction du faisceau structural qu’il propose.
Nous donnons quelques exemples et décrivons explicitement la droite analytique au-
dessus de tout corps valué complet.

Chapitre 2 : Algébres de séries convergentes

Nous consacrons le deuxiéme chapitre a 1’étude d’anneaux de séries convergentes
a coeflicients dans un anneau de Banach. En prenant des limites inductives de tels
anneaux, nous obtenons un anneau local sur lequel nous parvenons a démontrer un
théoréme de division de Weierstrafs. Bien entendu, notre preuve ne peut faire appel ni
a la formule de Cauchy, ni & la réduction modulo p, faute d’analogue de la premiére
dans le cas ultramétrique et de la seconde dans le cas archimédien. Nous utilisons donc
une méthode, inspirée des travaux de H. Grauert et R. Remmert, faisant simplement
appel a des techniques d’algebres de Banach. A 1’aide de ce théoréme, nous obtenons
des résultats de noethérianité et de régularité pour les anneaux locaux considérés.

Afin de pouvoir utiliser ces résultats, nous entreprenons ensuite une étude
topologique locale aboutissant a la démonstration du fait que les anneaux locaux en
certains points des espaces de Berkovich sont isomorphes & de tels anneaux de séries
convergentes.

Nous terminons ce chapitre par la démonstration que les anneaux locaux des
espaces de Berkovich sont henséliens. Ce résultat généralise le résultat classique
valable pour les espaces au-dessus d’un corps valué et complet, archimédien ou non.

Chapitre 3 : Espace affine analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres

Dans le troisiéme chapitre, nous considérons un anneau d’entiers de corps de
nombres A et restreignons notre propos aux espaces analytiques dont la base est
le spectre analytique J#(A) de cet anneau. Nous commencons par décrire cette base
elle-méme : I'espace topologique sous-jacent, & 1’aide du théoréme d’Ostrowski, puis
les sections du faisceau structural.

Dans un second temps, nous nous intéressons aux espaces affines de dimension
quelconque au-dessus de I'anneau A. Nous démontrons quelques résultats concernant
la topologie de ces espaces et étudions les anneaux locaux en certains points. Nous
faisons ici appel aux résultats sur les anneaux de séries convergentes démontrés au
deuxiéme chapitre ainsi qu’a la propriété d’hensélianité, qui nous permet d’établir
Pexistence d’isomorphismes locaux. Malheureusement, nous ne sommes pas parvenu
a étudier tous les points par cette méthode et il est vraisemblable qu’il faille introduire
de nouvelles techniques pour traiter les cas restant.
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CHAPITRE 5 : MORPHISMES FINIS vii

Signalons que nous parvenons également & décrire explicitement certains anneaux
locaux et les anneaux de sections globales sur les disques et les couronnes en termes de
séries convergentes. En utilisant le fait que les anneaux locaux sont henséliens, nous
obtenons une nouvelle démonstration du théoréme classique d’Eisenstein.

Théoréme (G. Eisenstein). — Soit K un corps de nombres. Notons A l’anneau de ses
entiers. Soit f un élément de K[T] qui est entier sur K[T]. Alors

i) il existe un élément a de A* tel que la série f(aT) soit a coefficients dans A ;
ii) le rayon de convergence de la série f est strictement positif en toute place.

Chapitre 4 : Droite affine analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres

Le quatriéme chapitre est consacré spécifiquement a la droite affine analytique au-
dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres A. Dans ce cadre, nous parvenons
a compléter les résultats du chapitre précédent et & étudier tous les points. Nous
obtenons les résultats suivants, conformes & ’intuition.

Théoréeme 1. — i) La droite analytique Ai{an est un espace topologique métri-
sable, localement compact, connexe par arcs et localement connexe par arcs, de
dimension topologique 3.

ii) Le morphisme de projection A™ — M(A) est ouvert.

iii) En tout point x de Az’an, Uanneau local O, est hensélien, noethérien, régulier
et excellent.

iv) Le principe du prolongement analytique vaut.

v) Le faisceau structural € sur AY™ est cohérent.

Nous disposons, & présent, de résultats aboutis concernant les propriétés
topologiques et algébriques de la droite analytique sur l’anneau A. Un peu de
travail supplémentaire nous permettra d’en déduire des applications & 1’étude des
séries arithmétiques, ainsi que nous l’exposerons au chapitre 7.

Chapitre 5 : Morphismes finis

Le cinquiéme chapitre est consacré a quelques cas particuliers de morphismes finis
entre espaces analytiques. Nous réalisons cette étude dans un cadre général, au-dessus
d’un anneau de Banach quelconque. Le résultat principal du chapitre prend la forme
suivante.

Théoréme 2. — Soient (<7, |.||) un anneaw de Banach et P un polyndme unitaire &
coefficients dans <. Sous certaines conditions, l’on peut munir ’anneau quotient
AT)/(P(T)) d’une norme ||.||p telle que

i) le couple (Z[T]/(P(T)), |l-|lp) est un anneau de Banach ;
ii) le morphisme naturel o — </ [T]/(P(T)) est borné ;
iii) le morphisme induit ¢ : M([T)/(P(T))) — M(A) est fermé et a fibres finies;
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iv) le faisceau ¢, O, ot € désigne le faisceau structural sur M(</[T]/(P(T))), est
cohérent.

Nous démontrons, au passage, un théoréme de division de Weierstrafs pour les
points rigides des fibres qui nous semble présenter un intérét propre.

Nous appliquerons, par la suite, les résultats de ce chapitre a certains endomorphismes
de la droite analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres. Indiquons
que nous pensons que les techniques introduites ici permettent d’étudier les courbes
analytiques au-dessus d’un tel anneau. Dans ce mémoire, nous n’en dirons pas plus a
ce sujet, mais développerons ces idées dans un texte & venir.

Chapitre 6 : Espaces de Stein

Dans le sixiéme chapitre, nous reprenons le cadre de la droite affine analytique
au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres A. Nous cherchons & jeter les
bases d’une théorie des espaces de Stein pour les parties de cet espace. Les définitions
que nous prenons sont les définitions cohomologiques habituelles : une partie P de la
droite A est dite de Stein si elle vérifie le théoréme A :

pour tout faisceau cohérent .% sur P et tout point z de P, la fibre .%, est
engendrée par les sections globales .# (P)

et le théoréme B :
pour tout faisceau cohérent .# sur P et tout entier ¢ € N*, nous avons
HY(P,Z)=0.

L’objet de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3. — Soit V une partie connexe de l’espace M(A). Soient s et t deux
nombres réels tels que 0 < s < t. Soit P un polynome & coefficients dans O(V') dont le
coefficient dominant est inversible. Les parties suivantes de la droite analytique Az’an

sont des espaces de Stein :

i) {zen}(V)|s <|P(T)(x)| <t} ;

i) {z e (V) |s < |P(T)(x)| < t} ;

i) {z e n71(V)|s < |P(T)(z)| <t} ;
(T)(x)| <t}

Nous commencons par traiter le cas des couronnes fermées. La démonstration que
nous proposons reprend la structure de la preuve classique, en géométrie analytique
complexe, du fait que les blocs compacts, c’est-a-dire les produits de segments réels
dans C", sont des espaces de Stein. Les ingrédients essentiels en sont le lemme de
Cousin, qui permet, sous certaines hypothéses, d’écrire une fonction analytique f
définie sur une intersection de compacts K~ N KT comme différence d’une fonction
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analytique f~ sur K~ et ft sur KT et le lemme de Cartan, qui en est la version
multiplicative.

La démonstration de ces lemmes met en jeu des outils & la fois analytiques
et arithmétiques. Si les compacts K~ et KT sont définis, respectivement, par les
inégalités |T'| < retr < |T| < s, il s’agit essentiellement d’écrire une série de la forme

f:Zaka

kEZ
comme différence f~ — f+, avec
= Zaka et fT = Zaka.
£>0 k<0

Supposons, & présent, que A = Z et que K~ et KT sont les compacts de JU(Z)
1 1

définis, respectivement, par les inégalités [p| < 5 et |p| > 3, oit p est un nombre
premier. Il s’agit alors d’écrire un élément de Q, comme somme, ou produit, d’un
élément de Z, et d’un élément de Z,). Bien entendu, dans un corps de nombres
quelconque, ce probléme peut se révéler plus délicat et nous le résolvons en utilisant
le théoréme d’approximation forte et la finitude du groupe des classes.

En ce qui concerne les couronnes ouvertes, le principe de la démonstration consiste
& construire une exhaustion par des couronnes fermées. Le fait que les couronnes
ouvertes soient de Stein ne découle cependant pas formellement de I’existence d’une
telle exhaustion. Comme dans le cadre de la géométrie analytique complexe, des
propriétés supplémentaires sont nécessaires et nous sommes amené a introduire une
notion d’exhaustion de Stein. Signalons que la démonstration des propriétés requises
passe, notamment, par un résultat de fermeture pour les sous-modules d’un module
libre, d’intérét indépendant.

Finalement, le passage du cas des couronnes au cas des parties plus générales qui
figurent dans le théoréme s’effectue a 'aide des résultats sur les morphismes finis
démontrés au chapitre précédent.

Chapitre 7 : Applications

De méme que la géométrie analytique complexe permet de démontrer des résultats
sur les fonctions holomorphes, nous obtenons, & ’aide des théorémes que nous avons
établis concernant la droite affine analytique sur un anneau d’entiers de corps de
nombres, des propriétés des séries arithmétiques convergentes (au sens du début
de lintroduction). C’est I’'objet de notre septiéme et dernier chapitre. Donnons un
exemple de telle propriété. Notons D le disque unité ouvert de C.

Théoréme 4. — Soient E et F deux parties disjointes, fermées et discrétes de D ne
contenant pas le point 0. Soient (n,)qcr une famille d’entiers positifs et (Py)pcr une
famille de polynomes a coefficients complexes sans terme constant. Nous supposerons
que

1. quel que soita € E, a € E et ng =ng ;
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2. quel que soitb€ F,be F et Py = Py.
Alors il existe g,h € Z[T| N O(D), avec h # 0, qui vérifient les propriétés suivantes :
i) la fonction f = g/h est holomorphe sur D\ F' ;
i) quel que soit a € E, la fonction f s’annule en a & un ordre supérieur a ng ;
iii) quel que soitb € F, on a f(z) — P, (zib) € 0Oy ;
) ona feZ[T]|N .

v

Ce résultat se démontre par des méthodes cohomologiques. Lorsque la partie E est
vide, nous utilisons la suite exacte courte 0 > & — # — # /0 — 0 et le fait que le
disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 de Alz’an est une partie de Stein. Lorsqu’elle
ne l'est pas, nous utilisons le méme argument en remplagant le faisceau & par un
diviseur de Cartier adéquat.

Soit & un ensemble fini de nombres premiers. Notons N € N* leur produit.
Il est possible de controler également le comportement de f en tant que fonction
méromorphe sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 de C,, pour tout
nombre premier p € #. Il nous faut alors autoriser les coefficients de g, de h et du
développement de f en 0 & appartenir & Z[1/N]. Bien entendu, nous disposons d’un
résultat analogue pour tout corps de nombres.

Nous proposons, ensuite, une application de nos méthodes & la noethérianité
d’anneaux de séries arithmétiques convergentes. Pour l’obtenir, nous nous sommes
inspiré du théoréme suivant de J. Frisch (cf. [12]).

Théoréme (J. Frisch). — Soit X une variété analytique réelle ou complexe. Soit K
une partie de X compacte, semi-analytique et de Stein. Alors ’anneau des fonctions
analytiques au voisinage de K est noethérien.

Comme Pont montré des résultats ultérieurs (cf. [30], théoréme 1), Phypothése de
semi-analyticité peut étre affaiblie. C’est pourquoi nous introduisons ici une notion
de partie morcelable. Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 5. — Soit A un anneau d’entiers de corps de nombres. Soit L une partie
de la droite analytique A}L{an compacte, morcelable et de Stein. Alors 'anneau O(L)
des fonctions analytiques au voisinage de L est noethérien.

En appliquant ce théoréme aux disques fermés au-dessus des parties semi-
analytiques de “M(Z), nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 6. — Soientt un entier, p1,...,p: des nombres premiers, r1,...,7¢,Too d€s
éléments de lintervalle |0, 1[. Alors, 'anneau formé des séries
1
fez| |
P1---Pt

vérifiant les conditions
R (f) > reo et Vi € [1,t], Rp,(f) > r;

est un anneau noethérien.

ASTERISQUE 334



REMERCIEMENTS xi

Si 'on considére uniquement des séries a coefficients entiers et que I'on n’impose
donc des conditions que sur le rayon de convergence complexe, nous retrouvons
un résultat de D. Harbater (cf. [18], théoréme 1.8). La preuve qu’il en propose
est trés algébrique : elle consiste & décrire tous les idéaux premiers de ’anneau
a l'aide de manipulations astucieuses sur les séries. Insistons sur le fait que notre
démonstration repose sur des arguments géométriques et suit de prés les méthodes de
la géométrie analytique complexe. En ce sens, elle nous semble porter des promesses
de généralisation. Signalons, enfin, que notre résultat s’étend a tout anneau d’entiers
de corps de nombres.

Pour finir, nous proposons une application au probléme de Galois inverse. La
encore, nous proposons une nouvelle démonstration d’un résultat de D. Harbater
(¢f. [20], corollaire 3.8).

Théoréme 7. — Notons Z,-[T] le sous-anneau de Z[T] formé des séries

Zaka

E>0
qui vérifient la condition suivante :

Vr <1, lim |ag| " =0.
k—+oco
Tout groupe fini est groupe de Galois sur le corps Frac(Z,-[T]).

Les méthodes que nous mettons ici en ceuvre nous semblent conceptuellement plus
simples et plus géométriques que celles proposées par D. Harbater. La théorie des
espaces de Berkovich nous permet, en effet, d’interpréter ’anneau Z; - [T] comme un
anneau de sections, & savoir I’anneau des sections du disque D, le disque relatif ouvert
de rayon 1 centré en la section nulle de la droite analytique Alz’an.

Un groupe fini étant donné, nous pouvons alors construire un revétement du
disque D possédant le groupe de Galois voulu. Nous procédons de fagon classique, en
exhibant d’abord des revétements cycliques définis localement, puis en les recollant.
Il reste alors a vérifier que le revétement obtenu est algébrique. Nous y parvenons en
utilisant le caractére Stein du disque D, démontré au chapitre précédent.

Signalons que, la encore, le résultat du théoréme s’étend & tout anneau d’entiers de
corps de nombres. Nous espérons que cette vision géométrique du probléme permettra
d’y effectuer quelques progrés.
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CHAPITRE 1

ESPACES ANALYTIQUES SUR
UN ANNEAU DE BANACH

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré aux espaces analytiques sur un
anneau de Banach quelconque, au sens de Vladimir G. Berkovich. Au numéro 1.1,
nous rappelons les constructions qu’il propose dans ’ouvrage [2], & la fois pour I’espace
topologique et le faisceau structural. Nous donnons, en particulier, une description
explicite de la droite affine analytique au-dessus d’un corps valué complet quelconque.

Au numéro 1.2, nous nous intéressons i certaines parties compactes des espaces
analytiques, que nous avons appelées spectralement convexes. Elles possédent
notamment la propriété d’étre homéomorphes & des spectres analytiques d’anneaux
de Banach que nous pouvons décrire explicitement. Nous en donnons des exemples
et démontrons quelques résultats de permanence a leur sujet. Par la suite, les parties
spectralement convexes nous seront fort utiles pour mener des raisonnements par
récurrence, puisqu’elles permettent de ramener I’étude d’une partie d’un espace affine
de dimension n & celle d’un espace de dimension relative 0.

Le numeéro 1.3 est consacré a une application naturelle continue, que nous avons
appelée flot, d’une partie de R dans un espace analytique donné. Nous ’étudions et
comparons les propriétés des points situés sur une méme trajectoire.

1.1. Définitions

1.1.1. Spectre analytique d’un anneau de Banach. — Soit A un anneau commutatif
unitaire. Par définition, I’ensemble sous-jacent au spectre Spec(A) de ’anneau A est
Pensemble des idéaux premiers de A. D’apreés [16], Introduction, 13, il est en bijection
avec I’ensemble des classes d’équivalence de morphismes unitaires

A—k,
ou k est un corps. Deux morphismes de A vers des corps k1 et ko sont dits équivalents

s’ils prennent place dans un diagramme commutatif de la forme suivante :
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N

k.

La bijection précédente peut étre décrite explicitement. Tout d’abord, si A — k est
un morphisme unitaire vers un corps, son noyau est un idéal premier de A et donc un
élément de Spec(A). Réciproquement, si z est un point de Spec(A), il correspond a
un idéal premier p, de A. On construit alors un morphisme de A vers un corps de la
fagon suivante :

A — Afp, — Frac(A/ps).

Le corps k(z) = Frac(A/p.) est appelé corps résiduel du point z. Par ailleurs, on vérifie
que tous les morphismes représentant x se factorisent par le morphisme A — k(z).

Si nous désirons maintenant faire de la géométrie analytique, nous avons besoin
de disposer de notions de normes et de convergence. Nous considérerons donc non
plus un simple anneau, mais un anneau de Banach. De méme, nous remplacerons
les morphismes vers des corps par des morphismes bornés, et donc continus, vers des
corps valués. Rappelons les définitions de ces notions.

Définition 1.1.1. — Soient o/ un anneau commutatif unitaire et ||.| une application
de o/ dans Ry. On dit que Uapplication ||.|| est une norme d’anneau sur Panneau <7 si
elle vérifie les propriétés suivantes :
D ([fIl=0) < (f=0);
i) 1 =1;
iii) Vf,g€ o, |f+gll <IIfIl+lgll ;
iv) Vf,g €, Ifgll < I£1llgll-

On dit que le couple (<7, ||.||) est un anneau de Banach si l’application ||.|| est une
norme d’anneau sur ’anneau <7 et si l’espace topologique o/ est complet pour cette
norme.

Soient (&', ||.||') un anneau de Banach et ¢ une application de </ dans </'. On
dit que lapplication ¢ est un morphisme borné d’anneaux de Banach si l’application ¢
est un morphisme d’anneaux et s’il existe un nombre réel C tel que

Vied, eI < ClfI-

Remarque 1.1.2. — Cette définition du caractére borné ne coincide pas avec la
définition habituelle, mais elle est naturelle dans le cadre des morphismes d’anneaux.
Nous utiliserons uniquement celle-ci.
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Définition 1.1.3. — On appelle corps valué tout couple (K,|.|), ot K est un corps
commutatif et |.| une valeur absolue sur K, c’est-a-dire une application de K dans R
qui vérifie les propriétés suivantes :

) (fl=0)e(f=0);

i) 1] =1 ;

i) Vf,g € K, |[f+ gl <|f|+1g| ;
iv) Vf,g € K, |fgl = |f]lgl-

Soit (#,||.||) un anneaw de Banach. On appelle caractére de Panneau de Banach
(,||.||) tout morphisme borné de la forme

x (1) = (K LD,
ot (K, |.|) est un corps valué complet.
Remarque 1.1.4. — Dire que le morphisme x : (7, ||.||) — (X, ].|) est borné signifie,

par définition, qu’il existe un nombre réel C > 0 tel que, quel que soit f € &7, nous
ayons

IX(HI < CIA-
Soient f € o/ et n € N*. Nous avons alors
IX(H) = Ix(FHIm < et < e £
En passant a la limite quand n tend vers 400, nous obtenons
IX(HI < NIl

Nous pourrons donc toujours supposer que C' = 1.

Définition 1.1.5. — Soit (,].||) un anneau de Banach. On dit que deuz caractéres
de (<7, |-1)

x1: (1) — (K1, 1) et xo 2 (o, ||]]) = (K2, |.|2)
sont équivalents s’il existe un troisiéme caractére de (<, ||.||)
xo : (<, [.) = (Ko, |-lo)
et deur morphismes isométriques
J1: (Ko, |-lo) = (K1, [-[1) et j2 : (Ko, |lo) = (K2, |.]2)

qui font commuter le diagramme

(K1, 1)

(o, |l.I) —— (Ko, .lo)

(K27 ||2)
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Comme dans le cas des schémas, nous pouvons décrire les classes d’équivalence
de caractéres d’une facon explicite. A cet effet, nous aurons besoin de la définition
suivante.

Définition 1.1.6. — Soit (<7, ||.||) un anneav de Banach. Une semi-norme multiplicative
bornée sur Panneau de Banach (<7, ||.||) est une application |.| : &/ — Ry qui vérife les
propriétés suivantes :

) 10]=0;

i) [1]=1;

iit) Vf,g € o, |f+gl <|fl+1g ;
iv) Vf, g€ o, |fgl = I|fllgl ;

v) 3C>0,Vf e, [f| <C|fl

Remarque 1.1.7. — Le méme raisonnement que pour les caractéres montre que l'on
peut supposer que C' = 1.

Soit («,].]|) un anneau de Banach. L’ensemble des classes d’équivalence de
caractéres sur (7, ||.||) est en bijection avec I’ensemble des semi-normes multiplicatives
bornées sur (<, ].||). Nous pouvons décrire cette bijection explicitement. A tout
caractére

X : (A, |l) = (K, L)),
on associe la semi-norme multiplicative

7% Kk1ILR,.
Elle est bornée car le morphisme x est borné. On vérifie immédiatement que la semi-
norme obtenue ne dépend que de la classe d’équivalence du caractére .
Réciproquement, soit |.|, une semi-norme multiplicative bornée sur (<, |.|]).
L’ensemble

p.={fed, |fl. =0}

est un idéal premier de /. Le quotient A/p| |, est un anneau intégre sur lequel la
semi-norme |.|, induit une valeur absolue. Nous noterons J#(|.|;) le complété du
corps des fractions de cet anneau pour cette valeur absolue. La construction fournit
un morphisme

A — H(||z)-

On vérifie sans peine qu’il est borné et donc que c’est un caractére. Comme dans le cas
des schémas, tout caractére représentant la semi-norme multiplicative |.|, se factorise
par le caractére & — J(|.|z)-

Ces considérations motivent la définition suivante.

Définition 1.1.8 (V. Berkovich). — Soit (<7,|.]|) un anneau de Banach. On appelle
spectre analytique de Panneau de Banach (< ,|.||) et Uon note M(<,|.|), ou plus
simplement M(</) si aucune ambiguité n’en résulte, ’ensemble des semi-normes
multiplicatives bornées sur (<, ||.|).
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Soit (&, |.||) un anneau de Banach. Soient f un élément de &/ et z un point de
M(<). Notons |.|,, la semi-norme multiplicative bornée sur &/ associée au point = et
pz = p|.|, l'idéal premier défini précédemment. On appelle corps résiduel complété du
point z, et on note .7 (z), le corps J(].|;) défini précédemment. Notons f(z) 'image
de lélément f de o/ par le caractére &/ — € (x). Le corps ¢ (x) est muni d’une
valeur absolue, que nous noterons toujours |.|. Cela n’entrainera aucune confusion.
Avec ces notations, nous avons donc

[f (@) = |fla-

Comme les notations l'indiquent, nous considérerons désormais les éléments de &7
comme des fonctions sur 'espace M ().

Munissons, & présent, le spectre analytique (<) d’une topologie : la topologie
la plus grossiére rendant continues les applications d’évaluation, c’est-a-dire les
applications de la forme

M) — Ry
z o~ [f(=),

ou f est un élément de 7. Cette topologie est également celle de la convergence faible,
ou encore celle induite par la topologie produit sur R . Le spectre analytique (<)
vérifie alors des propriétés remarquables (cf. [2], théoréme 1.2.1).

Théoréme 1.1.9 (V. Berkovich). — Le spectre analytique M(</) est un espace topologique
compact. Si Panneau o/ n’est pas nul, cet espace n’est pas vide.

1.1.2. Espace affine analytique. — Soit (<7, ||.]|) un anneau de Banach. Maintenant
que nous avons défini le spectre analytique de cet anneau, nous pouvons définir ce
qu’est ’espace affine au-dessus de celui-ci. Soit n € N.

Définition 1.1.10 (V. Berkovich). — On appelle espace affine analytique de dimension n
sur (o, |.]|) Uensemble des semi-normes multiplicatives sur </[Ty,...,T,] dont la
restriction o (<, ||.||) est bornée. Nous le noterons A”*".

En reprenant le raisonnement du paragraphe précédent, on montre que 'ensemble A”*"
est en bijection avec ’ensemble des classes d’équivalence de morphismes

%[Tl?"'aTn]_)K’

ou K est un corps valué complet, dont la restriction & <« est bornée. Comme pré-
cédemment, nous associons a chaque point z de A”*" un idéal premier p, et un
corps résiduel complété 52 (z). Pour tout élément f de o/[T4,...,T,], nous désignons
par f(z) 'image de f par le morphisme «7[T1,...,T,] — € (x).

Nous munissons également l’espace A)*" de la topologie la plus grossiére pour
laquelle les applications d’évaluation sont continues. Il vérifie alors encore certaines
propriétés topologiques (cf. [2], remarque 1.5.2.(i)). Nous les redémontrons ici.
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Proposition 1.1.11. — Pour tout nombre réel positif r, la partie de l’espace analytique A7
définie par
{z e AT |Vie [1,n], |Ti(z)| <7}

est compacte.

Démonstration. — L’application ||.||, : [T1,...,T,] — Ry définie par

Z Aky,....kp T{cl Tﬁ" = Z ||ak1,...,kn||7'k1+m+k"

(F1,enskn) ENT . (krekn)ENT

est une norme sur la «7-algébre <7[T7,...,T,]. Notons £ le complété de anneau o
pour cette norme. L’application naturelle

AT, ..., T, — B
est bornée sur o7. Elle induit donc un morphisme
©: M(AB) — A"
Posons
K ={zeA™|Vie[1,n], |Ti(z)| <r}.

Montrons que 'image de ¢ contient la partie K. Soit  un point de K. Il est associé
4 un morphisme

Xz : AT, ..., T, — H(z),

qui est borné sur <. Pour tout élément ¢ de [1,n], nous avons

Ti(2)| <7 = |Tall-

On en déduit que le morphisme X, est borné lorsque ’on munit 'algébre &7 [T1, ..., T,]
de la norme ||.||,-. Par conséquent, le morphisme . se factorise par un morphisme
B — H(x).

On en déduit que le point x appartient 4 'image du morphisme .

Puisque l'espace M (A) est compact, 'image du morphisme ¢ l'est également. Par
définition de la topologie de I'espace A”*", la partie K est fermée. Puisqu’elle est
contenue dans 'image du morphisme ¢, elle est compacte. O

Notons 7 : A”*" — (/) lapplication de projection induite par le morphisme
o — JZ{[Tl,,Tn]

Corollaire 1.1.12. — Soit U une partie de M() et Py(T1), ..., Py (Ty) des polynomes
a coefficients dans O(U) dont le coefficient dominant est inversible. Pour toute partie
compacte V de U et tout élément r de Ry, la partie de lespace analytique A’)™
définie par

{z € n 1(V)|Vi € [L,n], |P(T)(@)] < r}

est compacte.
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Démonstration. — Soit ¢ un élément de [1, n]. Il existe un entier d;, un élément a; 4,
de O(U) inversible et des éléments a; 4,—1,...,a;0 de O(U) tels que

d;
P(T;) = Z a; k Tik dans O(U)[T;].
k=0

Puisque la fonction a; g4, est inversible sur U, la quantité

; = inf (|a; 4.
m; ngﬂaz,di(v)n

est strictement positive. Pour tout élément x de 7= (V'), nous avons donc

di—1
|Pi(T)(z)| > laia, (z)||Ti(z Z |ai k()| |T;(z)[*
> m;|Ti(z Z laikllv |Ti(z)[*.

La fonction
-1

a;:te R m;th — Z||a1k||vtk€R
k=0
tend vers +o0o quand ¢ tend vers +o0o. Par conséquent, il existe un élément s; de R
tel que, quel que soit t > s;, on ait a;(t) > r. Pour tout élément = de 7~*(V) vérifiant
|P;(T;)(z)| < r, nous avons donc |T;(z)| < s;.
Posons s = maxj<;<n(s;). La partie
K ={zen \(V)|V¥ie[1,n], |P(T:)(x)| <7}
est fermée dans A')*" puisque la partie V' est fermée. En outre, elle est contenue dans
la partie
{z e AL [Vie [1,n], |Ti(z) < s},
qui est compacte, en vertu du lemme précédent. On en déduit que la partie K est

compacte. O

Théoréme 1.1.13 (V. Berkovich). — L’espace analytique A" est un espace topologique
séparé, o-compact et localement compact.

Démonstration. — Soient z et y deux points distincts de l'espace A" 11 existe
alors un élément f de &7[T1,...,T,] tel que |f(z)| # |f(y)|. Quitte & échanger les
points z et y, nous pouvons supposer que |f(z)| < |f(y)|. Soit r un élément de
Pintervalle ]| f(z)], | f(y)|[- Les ouverts

{ze AT ||f(z) <r} et {z€ AL ||f(2)] >}

séparent les points = et y. Par conséquent, Pespace A”*" est séparé.

L’espace A"*" est réunion des espaces

n = {m e A |W € [1,n], |Ti(z)] < n},
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8 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

pour n décrivant N. D’aprés la proposition 1.1.11, ces espaces sont compacts. On en
déduit que I'espace A”)* est o-compact.

En outre, par définition de la topologie, tout point posséde un systéme fondamental
de voisinages fermés. Puisque tout point est contenu dans l’intérieur de 1’espace D,,,
pour un certain entier positif n, et que cet espace est compact, on en déduit tout
point posséde un systéme fondamental de voisinages compacts. O

Donnons, & présent, quelques exemples de points d’espaces analytiques. Nous nous
restreindrons au cas ou l’anneau de Banach (<7, |.||) est un corps valué complet
(k,|.]). Son spectre analytique M (k) est alors constitué d’un seul point. Remarquons
que l'espace analytique A}"*" contient ensemble k™. En effet, a tout élément o =
(a1,...,0,) de k™, nous pouvons associer le point de A}"*" défini par

KT, T — R,
P(Ty,...,T,) — |P(a1,...,aqn)l|

Nous noterons encore a ce point. Un tel point sera appelé point rationnel de ’espace
analytique A}"*". En voici une définition équivalente.

Définition 1.1.14. — Soient (k,|.|) un corps valué complet. On dit qu’un point x de
Vespace analytique A7"™" est un point rationnel si le morphisme naturel k — 7 (z)
est un isomorphisme.

En général, l'espace analytique A}"*" contient beaucoup plus de points que
Pespace k™. C’est en particulier le cas si le corps k n’est pas algébriquement clos et
si n > 1. Considérons une cléture algébrique k du corps k. La valeur absolue |.| sur &
se prolonge de fagon unique en une valeur absolue sur k, que nous noterons encore |.|.
A tout élément 3 = (B1,...,3,) de k™, nous pouvons associer le point de A}"*" défini
par

KTy, T — R,

P(Ty,...,T,) — |P(B1,.--,0n)|
Nous noterons encore 3 ce point. Attention, cependant : si o désigne un élément de
Gal(k/k), les points (81, .., 0n) et (6(B1),--.,0(B,)) coincident ! Un tel point sera
appelé point rigide de I'espace analytique A;"*". En voici une définition équivalente.

Définition 1.1.15. — Soient (k,|.|) un corps valué complet et n un nombre entier
positif. On dit qu’un point x de Uespace analytique A;™" est un point rigide si le
morphisme naturel k — ¢ (z) est une extension finie de corps.

Dans les numéros qui suivent, nous décrivons explicitement 1’espace et sa topologie
dans quelques cas simples. Dans le cas archimédien, nous ferons le lien entre
I’espace AZ’an et les espaces analytiques réels et complexes usuels. Dans le cas
ultramétrique, nous nous contenterons de décrire la droite A,lc’a“. Nous observerons,
en particulier, qu’elle contient beaucoup plus de points que k.
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1.1.2.1. Espace affine analytique sur un corps archimédien. — Commencgons par
supposer que le corps (k,|.|) est un corps muni d’une valeur absolue archimédienne
pour laquelle il est complet. D’aprés [6], VI, §6, n° 4, théoréme 2, il existe un élément s
de lintervalle ]0, 1] tel que le corps valué (k,|.|) soit isométriquement isomorphe au
corps (R, |.|5,) ou au corps (C,|.|5,), ol |.|oo désigne la valeur absolue usuelle.

Supposons que (k,|.]) = (C,|.I5,), avec s € ]0,1]. Soit n un entier positif. Nous
savons que les points de Pespace AG™ sont en bijection avec les classes d’équivalences
de caractéres de C[T,...,T,]. Soit

x:C[Ty,...,T,] — L

un tel caractére. D’aprés le théoréme de Gelfand-Mazur (cf. [6], VI, §6, n°4,
théoréme 1), le corps L est isomorphe a C. Posons

a = (X(Tl)a ce 7X(Tn)) e C™.

Alors, le caractére x n’est autre que le morphisme évaluation au point a de C™. On
en déduit que les ensembles AG™ et C™ sont en bijection, autrement dit, tous les
points de P'espace analytique A&*" sont rationnels. D’autre part, il est clair que les
topologies coincident. Les espaces A5 et C™ sont donc homéomorphes.

Supposons, & présent, que (k,|.|) = (R,|.|5,), avec s € ]0,1]. Soit n un entier
positif. Le méme raisonnement que précédemment montre que l'espace AR™" est
homéomorphe au quotient de I’espace C™ par la conjugaison complexe. En particulier,
tous les points de l'espace analytique AR™" sont rigides.

1.1.2.2. Droite sur un corps trivialement wvalué. — Dans cette partie, nous
supposerons que le corps k est muni de la valeur absolue triviale |.|p. Nous nous
contenterons de décrire la droite affine analytique A,lc’an.

Soit z un point de A,lc’an. 11 lui correspond une semi-norme multiplicative |.|, bornée
sur k. Notons

po = {f € k[T]||fl. = 0} .

C’est un idéal premier de k[T.

Supposons, tout d’abord, que l’idéal p, n’est pas l’idéal nul. Il existe alors
un polynéme irréductible P(T) de k[T]| qui engendre l'idéal p,. La semi-norme
multiplicative |.|, induit une valeur absolue sur le quotient

k[T1/px = K[T]/(P(T)),

qui est une extension finie du corps k. Cette valeur absolue ne peut étre que la valeur
absolue triviale. Par conséquent, nous avons

Il - oT) {0 S%P|Q
1 sinon.

. 1
Nous noterons 7p, le point de A,**" correspondant. Nous avons

%(WP,O) = k[T]/(P(T)).
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10 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

Supposons, & présent, que 1'idéal p,, est I'idéal nul. La semi-norme multiplicative |.|
est alors une valeur absolue sur k[T]. Par hypotheése, la restriction de cette valeur
absolue & k est bornée par la valeur absolue triviale. En particulier, pour tout
entier positif n, nous avons |n.1|; < 1. On en déduit que la valeur absolue |.|; est

ultramétrique en utilisant le lemme classique suivant.

Lemme 1.1.16. — Soit (k,|.|) un corps valué. La valeur absolue |.| est ultramétrique
si, et seulement si, il existe un nombre réel C tel que, pour tout entier positif n, nous
ayons |n.1| < C.

Démonstration. — Supposons que la valeur absolue |.| est ultramétrique. En utilisant
linégalité ultramétrique et le fait que |1| = 1, on montre par récurrence que, pour
tout entier positif n, nous avons |n.1| < 1.

Supposons qu’il existe un nombre réel C' tel que, pour tout entier positif n, nous
ayons |n.1| < C. Soient a,b € k. Soit p € N*. Nous avons

la+bP = [(a+b)?|
- [Sopan
i=0
< |Cy| lal* |07~
i=0
< pC max(|al, |b])P.

En élevant 'inégalité obtenue a la puissance 1/p et en faisant tendre p vers +oo, on
obtient

la + b] < max(|al, |b]). 0

Nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d’abord, que ||, < 1. On montre
alors facilement que, quel que soit f € k[T'], nous avons

Ifle < 1.

L’inégalité ultramétrique assure alors que la partie

p. = {f €K[T]||fl. <1}

est un idéal premier de k[T]. Si cet idéal est nul, alors nous avons |.|, = |.|o. Nous
appellerons ce point point de GauB} et le noterons 7.

Dans les autres cas, I'idéal p/, est engendré par un polyndme irréductible P de
k(T). Notons vp la valuation P-adique sur k[T]. Il existe r € ]0, 1] tel que |P|, = 7.
Pour tout élément Q(T') de k[T], nous avons alors

|Q|m — pvp(Q)
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1.1. DEFINITIONS 11

Nous noterons np, le point de A,lc’an correspondant. Le corps résiduel complété
H(np,r) en ce point est le complété du corps k(T') pour la topologie P-adique. Si
P(T) = T, nous noterons 7, le point correspondant. Le morphisme naturel k[T] —
2 (n,) induit alors un isomorphisme entre le corps des séries de Laurent k((T)) et le
corps résiduel complété 7 (n,.).

+00

NQ,0

TP

FIGURE 1. Droite analytique sur un corps trivialement valué.

Supposons, a présent, que |T|, > 1. Il existe 7 > 1 tel que |T|, = r. L’inégalité
ultramétrique montre alors que, quel que soit Q(T) € k[T], nous avons

Q| = rd°8(@),
Nous noterons 7, le point de A,lc"‘m correspondant. Le morphisme naturel k[T] —
2 (n,) induit alors un isomorphisme entre le corps des séries de Laurent k((T~1)) et
le corps résiduel complété 7 (n,.).
Introduisons encore quelques notations. Pour « € k et r € [0, 1], nous noterons
Na,r = NT—a,r-
Si r = 0, nous noterons parfois simplement « le point 74,0.

. - . . 1 .

Pour finir, décrivons la topologie de la droite A,*". Nous ne démontrerons pas
les résultats qui suivent. Pour se faire une idée des preuves, le lecteur intéressé peut
se reporter au numéro 3.1.1, ot nous décrivons la topologie du spectre d’'un anneau
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12 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

d’entiers de corps de nombres. La topologie des branches est particuliérement simple.
En effet, pour tout polynome irréductible P(T) de k[T, 'application

1
[07 1] — Akgan
r = NPy

réalise un homéomorphisme sur son image. De méme, ’application

1,an
[17 +OO[ - Ak
r —
réalise un homéomorphisme sur son image.
Afin d’étre complets, il nous reste & décrire un systéme fondamental de voisinages
du point de Gauf 7; ; ’ensemble des parties de A,lc’a]ﬂ qui contiennent un voisinage

du point ; dans un nombre fini de branches et la totalité des branches restantes en
est un.

1.1.2.3. Droite sur un corps ultramétrique quelconque. — Il est en fait possible de
décrire la droite analytique au-dessus de tout corps ultramétrique complet. Nous allons
nous limiter au cas des corps qui sont également algébriquement clos. Cette restriction
ne nuit pas a la généralité de notre propos. En effet, d’aprés [2], corollaire 1.3.6, si k
désigne un corps valué complet, k 'une de ses clotures algébAriques et k le complété de
cette derniére, alors le groupe de Galois Gal(l_f/ k) agit sur k et le morphisme naturel

A%"m /Gal(k/k) = A"
est un isomorphisme.

Nous supposerons donc, désormais, que k est un corps ultramétrique complet
algébriquement clos. Nous reprenons la description donnée par V. Berkovich au
numéro 1.4.4 de louvrage [2]. Il y distingue quatre types de points. Soit o € k.
L’application d’évaluation

kT] — R4

P(T) ~ [|P(a)|
définit une semi-norme multiplicative sur k[T] bornée sur k et donc un point de A}C’an.
Nous noterons « ce point. Un tel point est dit de type 1. En ce point le corps résiduel
complété est simplement

H(a) = k.
Soient a € k et r > 0. L’application

T — n n
Tenll=a) = mallel ™)

définit encore une semi-norme multiplicative sur k[T'] bornée sur k. Seul le caractére
multiplicatif n’est pas immédiat. Il provient en fait de I'inégalité ultramétrique. Nous
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m ="nN1,1 ="N2,1

?)

N2, (T €D

points de type 4

—-p

FIGURE 2. Droite analytique sur le corps C, muni de la valeur absolue |.|p.

noterons 7, le point de la droite A,lc’an correspondant. Il est remarquable que,
contrairement & ce que notre notation peut laisser croire, le point 7, , ne dépend
que de
D(a,r)(k)={z €k||lzr—al<r},
I’ensemble des k-points du disque fermé de centre a et de rayon r. En particulier,
pour 8 € k, nous avons
Na,r = 1NB,r si |Oé - ﬁ| <r

Les différents points 7, , se comportent différemment selon que le nombre réel r
appartient ou non au groupe |k*|. Lorsque r appartient a |k*|, le point 7, , est dit de
type 2. Nous avons alors

%(na,r) = ];(T) et |%(77a,r)*| = |k*|
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14 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

Lorsque r n’appartient pas & |k*|, le point 7, est dit de type 3. Nous avons alors

H(Nar) = k et le groupe |7 (n,.»)*| est engendré par |k*| et r.

Lorsque a = 0, nous noterons simplement 7, = 14,

Il nous reste un type de points a décrire. Soient I un ensemble ordonné, & = (a;)er
une famille d’éléments de k et r = (r;);c; une famille de nombres réels strictement
positifs qui vérifient les propriétés suivantes :

i) Vi <j, D(ai,r)(k) € D(ayj,75)(k) ;
ii) () D(es, ) (k) = 2.
iel
De telles familles existent lorsque le corps k n’est pas maximalement complet (cf. [22],
définition 5.2). C’est le cas du corps C,, pour tout nombre premier p. Remarquons
que de telles familles vérifient

-
inf(r;) > 0,

sinon le caractére complet du corps k imposerait a ’intersection des disques de contenir
un point. L’application
kKT - Ry
P(T) —  inf(|P(na,r)
i€l

)

définit une semi-norme multiplicative sur k[T] bornée sur k. Nous noterons 7q . le
point de la droite Ai’a“ correspondant. Un tel point est dit de type 4. Le corps résiduel
complété en ce point est une extension immédiate du corps k : il vérifie

f%p(na,r) =ket |jf(77a,r)*| = |k*|

Pour terminer, revenons au cas d’un corps k ultramétrique complet quelconque
et donc plus nécessairement algébriquement clos. Considérons le morphisme de
changement de base

. 1,an 1l,an
p: AIAC — AT

C’est un morphisme surjectif. Nous dirons qu’un point x de la droite analytique Ai’a“
est de type 4, pour i € [1,4], si 'un des ses antécédents par le morphisme ¢ est de
type ¢ (et c’est alors le cas pour tous). En outre, pour tous éléments o de k et r
de R, nous noterons identiquement les points «, 74, et 0, de AL ot leur image
par le morphisme ¢. De nouveau, nous appellerons point de Gaul} le point 7;.

Soit P(T') un polyndme irréductible de k[T]. Notons ay,...,aq, avec d € N*, ses
racines dans k. L’application

Q(1) { 0 =Fle
1 sinon
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est une semi-norme multiplicative sur k[T], bornée sur k. Nous noterons np le point
de la droite A}C’a“ correspondant. Nous avons

<P_1(77P,0) = {041, e 7ad}
et

A (npo) = k[T]/(P(T)).
En particulier, le point npo est un point de type 1 et un point rigide de la droite
analytique A,lf’a“. Réciproquement, si le corps k est parfait, le théoréme de 1’élément
primitif assure que tout point rigide de cette droite peut s’écrire sous la forme ¢ o,
ou @ est un polynéme irréductible & coefficients dans k.

Les points rigides sont des points de type 1 de la droite A,lc’an7 mais la réciproque
n’est en général pas valable, méme dans le cas des corps parfaits. Considérons, par
exemple, le corps Q, muni de la valeur absolue p-adique usuelle |.|,. Cette valeur
absolue se prolonge de facon unique en une valeur absolue sur C,, que nous noterons
identiquement. Soit o un élément de C,, qui n’est pas algébrique sur Q,,. L’application

Q[T] — Ry
Q(T) — Q)

définit un point de type 1 de la droite A(l;’,jn qui n’est pas un point rigide. En effet,
le corps résiduel complété en ce point n’est autre que le corps Q,(e), une extension
transcendante de Q.

La topologie de la droite analytique sur un corps ultramétrique complet quelconque
est, en général, assez compliquée et nous ne la décrirons pas, mais la figure 2 nous
semble permettre de se la représenter assez fidélement. En particulier, les segments que
Pon y voit tracés sont homéomorphes a des segments. Il faut cependant étre prudents
en ce qui concerne les voisinages des points de type 2, autrement dit, les points de
branchement. Soient z un tel point et C, ’ensemble des composantes connexes du
complémentaire du point  dans la droite A,lc’an (cet ensemble est naturellement en

bijection avec la droite projective sur le corps S (z)). Alors, pour tout voisinage V du
point z, il n’existe qu’un nombre fini d’éléments de C, qui ne soient pas entiérement
contenus dans V.

1.1.3. Faisceau structural. — Pour parvenir & faire de la géométrie sur les espaces
analytiques au sens précédent, nous devons en faire des espaces localement annelés.
Nous suivrons la construction développée par V. Berkovich au numéro 1.5 de
Pouvrage [2]. Soient (7, ||.||) un anneau de Banach et n un entier positif. Nous nous
restreindrons & certains types de normes.

Définition 1.1.17. — On appelle semi-norme spectrale sur l’anneau de Banach (<7, |.|)
la semi-norme définie par
)

Vi € o, Ifllp = _max (7)) = int (|

zeEM() keN*
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16 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

Remarque 1.1.18. — Les deux derniéres quantités sont égales en vertu de [2], théoréme
1.3.1.
Définition 1.1.19. — On dit que la norme ||.|| est uniforme si elle est équivalente a la

semi-norme spectrale, c’est-a-dire s’il existe deux constantes C_ > 0 et Cy > 0 telles
que

Vied, C_|fllsp < IfI < Cx [ fllsp-
Dans ce cas, on dit que Panneau de Banach (<7, ||.||) est uniforme.

Dans la suite de ce texte, nous supposerons toujours que la norme ||.|| est uniforme.

Cela impose en particulier & la semi-norme spectrale d’étre une norme et donc &
I’anneau o d’étre réduit. Nous disposons également d’un homéomorphisme

M ||N)) — M || sp)
induit par 'application identité.
Définissons, a présent, le préfaisceau % des fractions rationnelles sans poles
sur A*" de la fagon suivante : pour tout ouvert U de A’ I'anneau ¢ (U) est le

localisé de &/[T1,...,T,] par ensemble de ses éléments qui ne s’annulent en aucun
point de U. Exprimons cette définition & l'aide de notations mathématiques.

Définition 1.1.20. — Pour tout owvert U de lespace A", posons
Sy = {PG W[Tl,,Tn]IV.T el, P(il?) 750}

Nous définissons le préfaisceau ¢ des fractions rationnelles sans péles sur Uespace A™*"
o
comme le foncteur contravariant qui & tout ouvert U de A" associe l'anneau

H(U) =Syt e[, ..., Tyl

Nous allons maintenant définir les fonctions analytiques comme les fonctions qui
sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans poles.

Définition 1.1.21. — Nous définissons le faisceau structural O sur Pespace A7, que
nous appellerons encore faisceau des fonctions analytiques sur Pespace A", comme le
foncteur contravariant qui & tout owvert U de A)™ associe l'anneau O(U) constitué
de l’ensemble des applications

f:U— |_| H(x)
zeU
telles que, pour tout élément x de U, on ait

f(z) e H(z)

et qui vérifient la condition suivante : pour tout élément x de U, il existe un voisinage
ouvert V de x dans U et une suite (R;)ien d’éléments de £ (V') telle que, quel que
soit € > 0, il existe un entier positif j pour lequel on ait

Vi>j, Yy eV, |f(y) — Ri(y)| < e.
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Remarque 1.1.22. — Cette définition locale assure que & est bien un faisceau
d’anneaux sur A”*". On vérifie qu'en tout point z de I'espace A", le germe O,
est un anneau local dont I'idéal maximal est ’ensemble des germes de fonctions qui
s’annulent au point x.

Définition 1.1.23. — Soit x un point de l’espace A”*". Notons m, Uidéal mazimal de
Uanneau local 0. On appelle covps résiduel du point x le corps

k(z) = Oy /my.
Remarque 1.1.24. — Sil’anneau de Banach considéré est ’anneau C muni de la valeur

absolue usuelle, nous retrouvons la notion habituelle de fonction holomorphe. En effet,
toutes les fractions rationnelles sans poles sur un ouvert de C™ sont holomorphes sur
cet ouvert et il est bien connu qu’une limite uniforme de fonctions holomorphes reste
holomorphe.

Réciproquement, toute fonction holomorphe sur un ouvert U de C™ est localement
limite uniforme de polyndémes. 1l suffit, par exemple, de recouvrir l'ouvert U par des
disques ouverts dont ’adhérence est contenue dans U.

Le résultat qui suit justifie le fait que nous ayons choisi de munir ’anneau .« d’une
norme uniforme.
Lemme 1.1.25. — Le morphisme d’anneauz naturel

A [T,..., T, — O(A™)
est injectif.
Démonstration. — Soit P un élément de </[T7,...,T,] dont 'image dans &(A”™)
est nulle. Cela signifie qu’en tout point z de I'espace A”2*", nous avons
P(Ty,...,T,)(z) =0.

Il existe une famille presque nulle (ax, ...k, )(ks,... k,)enNn d’éléments de o7 telle que
I'on ait
P(Ty,....,T))= Y, gk, T Th dans &/[Th,..., T,).
(k1o kin ) ENT
Soit b un point de M(<7). Si le polyndome
BTy, ..., T) = Y. gk, (0) T - Tk de AT, ..., T)]
(ks k) ENT

n’est pas nul, il existe une extension finie L, de J#(b) et un élément o, de L} tel que
Pon ait
Py(ap) # 0 dans Ly.
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18 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

L’élément ap, de L} définit alors un point (rigide) o de Pespace 42 (b)[11,...,T,] en
lequel nous avons

P(Ty,...,Ta) (o) = Py(Ty, ..., To)(c}) # 0.

C’est impossible.
Soit (k1,...,k,) un élément de N™. Nous avons montré que, pour tout point b
de M(<7), nous avons
ALy, kp (b) =0.
On en déduit que
@k, ...,k lsp = O
et donc que

lak....k. |l = 0,
puisque la semi-norme ||.||s, et la norme ||.|| sont équivalentes. Par conséquent, nous
avons ay, ..k, = 0 dans &/. On en déduit que le polynéme P est nul. O

Remarque 1.1.26. — L’application identité de (<7, |.||) vers (&, ||.||sp) induit un
isomorphisme d’espaces annelés

n,an =~ n,an
A — Al

Pour de nombreuses questions, nous pourrons donc supposer que la norme ||| est la
norme spectrale.

Nous disposons, & présent, d’une notion de fonction analytique sur les ouverts de
I'espace A"*". Nous pouvons en déduire une définition générale d’espace analytique.
Nous la donnons ci-dessous dans un souci d’exhaustivité, mais ne 'utiliserons pas.
Dans le cas complexe, un espace est dit analytique s’il est localement isomorphe a un
fermé analytique d’un ouvert d’un espace affine. La définition suivante s’impose donc
naturellement.

Définition 1.1.27 (V. Berkovich). — On dit qu’un espace localement annelé (V, Oy ) est
un modéle local d’un espace analytique sur o/ s’il existe un entier positif n, un ouvert U
de A" et un faisceau I d’idéauz de type fini de Oy tels que (V, Oy) soit isomorphe
au support du faisceau Oy /5, muni du faisceau Oy /.S .

On appelle espace analytique sur </ tout espace localement annelé qui est localement
isomorphe a un modéle local d’un espace analytique sur <.

A titre d’exemple, donnons, sans démonstration, quelques propriétés des anneaux
locaux en les points de la droite analytique sur un corps ultramétrique.

Proposition 1.1.28. — Soit (k,|.|) un corps ultramétrique complet. Notons X = A,lc’an
la droite analytique sur le corps k.

i) Soit x un point rigide de l’espace X . Alors, ’anneau local Ox , est un anneau de
valuation discréte. S’il existe un polynéme P irréductible a coefficients dans k
tel que le point x soit le point npo (c’est toujours le cas si le corps k est parfait),
alors ’idéal mazimal de Ox 5 est engendré par P.
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ii) Soit x un point de type 1 de l’espace X qui n’est pas un point rigide. Alors,
Uanneau local Ox , est un corps.

iii) Soit & un point de type 2, 3 ou 4 de Uespace X. Alors, l’anneau local Ox , est
un Corps.

Dans la suite de ce texte, nous considérerons souvent les sections d’un faisceau
au-dessus d’une partie qui n’est pas ouverte. Voici quelques rappels sur cette notion.
Soit Y un espace topologique et .# un faisceau d’ensembles sur Y. A ce faisceau
est associé un espace étalé (j ,D), o Z est un espace topologique et p : F Y
un homéomorphisme local. Pour tout partie V de Y, notons . (V) Pensemble des
sections continues de l’application p au-dessus de V. Pour toute partie ouverte U
de Y, il existe alors une bijection canonique

F(U) = Z(U).
Pour des précisions sur cette construction, on se reportera a [13], II, 1.2.

Définition 1.1.29. — Pour toute partie V de Y, on pose
FV)=Z (V).

Sous certaines conditions, il est possible de décrire 'ensemble .# (V') directement en
termes des ensembles de sections du faisceau .# sur les ouverts de ’espace Y. Citons,
a ce propos, le corollaire 1 au théoréme 3.3.1 du chapitre II de 'ouvrage [13].

Théoréme 1.1.30. — Soient V une partie de Y qui posséde un systéme fondamental
de voisinages paracompacts. Alors l'application canonique

lim F(U) — F(V),

ot la limite inductive est prise sur l’ensemble des voisinages ouverts U de V dans Y,
est bijective.

Nous n’utiliserons l’ensemble % (V') que dans les cas ou les hypothéses du théoréme
sont satisfaites. C’est en particulier le cas lorsque

1. la partie V est fermée et ’espace Y paracompact (par exemple, si Y est une
partie fermée d’un espace affine analytique au-dessus d’un anneau de Banach,
d’aprés le théoréme 1.1.13) ;

2. la partie V est quelconque et I’espace Y est métrisable (par exemple, si Y est une
partie d’un espace affine analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de
nombres, comme nous le verrons au théoréme 3.5.1).

Signalons que cette notation peut malheureusement préter & confusion lorsque ’on
considére un espace analytique au-dessus d’un corps ultramétrique complet. Soient
(k,|.]) un tel corps et n un entier positif. Notons D le disque unité fermé centré
en 0 de Pespace A}"*". L’algébre (D) n’est alors pas 'algébre de Tate, formée des
séries qui convergent sur D, mais ’algébre de Washnitzer, constituée des séries qui
convergent au voisinage de D (cf. [15], 1.2).
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Ajoutons quelques mots au sujet de la restriction des faisceaux.

Définition 1.1.31. — Pour toute partie V de Y, on définit un faisceau d’ensembles F |y
sur V. comme le foncteur contravariant qui a tout ouvert U de V associe ’ensemble
F(U).

Ces restrictions jouissent de bonnes propriétés, comme le montre le lemme qui suit.

Lemme 1.1.32. — Soient V et W deuz parties de l’espace Y. Pour toute partie U

de V.NW, nous avons une bijection

En particulier, pour tout point x de VW, nous avons une bijection entre les germes
(Fv), = (Fiw), -

Pour finir, signalons que les constructions et résultats qui précédent restent
évidemment valables mutatis mutandis pour les faisceaux a valeurs dans n’importe
quelle catégorie.

1.2. Parties compactes spectralement convexes

Soient (<7, ||.]|) un anneau de Banach uniforme et n un entier positif. Introduisons
deux nouvelles définitions. Rappelons (¢f. définition 1.1.20) que, pour toute partie V'
de l'espace analytique A')*", nous définissons 'anneau # (V) comme le localisé
de lanneau «/[T1,...,T,] par la partie multiplicative formée des éléments qui ne
s’annulent pas au voisinage de V.

Définition 1.2.1. — Soit V une partie compacte de Uespace analytique A”*. Nous
notons B(V) le complété de l'anneau (V) pour la norme uniforme ||.||v sur V.

Remarque 1.2.2. — Quel que soient P € # (V) et k € N, nous avons ’égalité
I1P*v = I1PI%

et cette propriété s’étend a (V). On en déduit que la norme ||.|y sur A(V) est
la norme spectrale. En particulier, le couple (Z(V), ||.||v) est un anneau de Banach
uniforme.

Soit V une partie compacte de I'espace analytique A”)*". Le morphisme naturel
fA,...,T,] = B(V)
est borné sur 7. Il induit donc un morphisme entre espaces localement annelés
@ : MB(V)) — A"

Nous allons chercher ici & décrire 'image de ce morphisme et, plus généralement, a
comprendre ses propriétés.

Commengons par une propriété topologique simple.
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Lemme 1.2.3. — Le morphisme @ réalise un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. — Puisque espace M(Z(V)) est compact, il suffit de montrer que le
morphisme ¢ est injectif. Soient x et y deux points distincts de M(ZA(V)). Notons |.|»
et |.|y les semi-normes multiplicatives bornées sur Z(V') associées. Par hypothése, il
existe un élément P de A(V) tel que

|Pla 7 [Py

La densité de .# (V') dans (V') nous permet d’en déduire qu’il existe @ € (V) tel
que

En écrivant @ comme élément du localisé de «/[T,...,T,], on montre alors qu’il
existe un polynoéme P € &/[T1,...,T,] tel que

|f(P)lw # 1f(P)ly-
Par conséquent, les points ¢(z) et p(y) de A*" sont distincts. O

En fait, nous disposons méme d’un isomorphisme d’espaces annelés si I’on s’autorise
a restreindre le morphisme & la source et au but.

Lemme 1.2.4. — Notons U Uintérieur de l’image de ¢ dans A" . Le morphisme
Yo ' (U)—U
induit par ¢ est un isomorphisme d’espaces annelés.
Démonstration. — Soit z € ¢~ 1(U). Notons y = 9(z) = ¢(z). Il nous suffit de
montrer que le morphisme induit
V2 Ovy = Op1(U) 0

est un isomorphisme. L’injectivité provient directement du fait que ¢ est un
homéomorphisme.

Montrons que ce morphisme est surjectif. Soit g € O ,-1(y),. Notons 77 le
préfaisceau des fractions rationnelles sur M (Z(V)). 1l existe un voisinage compact W
de z dans ¢ 1(U) et une suite (Rj)pen d’éléments de #’(W) qui converge
uniformément vers g sur W. Soit k € N. Par définition de J#/(W), il existe un
élément Sy, de JZ (v (W)) tel que

11w (Sk) = Bellw < o -

La suite (Sk)ken étant de Cauchy uniforme sur ¢(W), elle converge vers un élément
de %(1(W)). Son image dans ’anneau local &y, est envoyée sur g par ¥}. O

Remarque 1.2.5. — Le résultat est, en général, faux si 'on ne restreint pas le
morphisme. Supposons que le compact V soit réduit & un point x. Par définition,
nous avons alors A(V) = 7 (z). L’homéomorphisme induit par ¢ est donc

M(HA () = {z}
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et le morphisme induit entre les anneaux locaux est
ﬁX,m — %(.’E)
Ce n’est pas, en général, un isomorphisme.
Démontrons, & présent, un premier résultat sur I'image de .

Lemme 1.2.6. — L’image du morphisme ¢ contient le compact V.

Démonstration. — Soit x un point de V. Il lui correspond un caractére
Xz : AT, ..., T, — H(z).

Puisque z € V, un élément P de &/[T},...,T,] qui ne s’annule pas au voisinage de
V ne s’annule pas en z. Son image est donc inversible dans J#(z). Par conséquent, le
morphisme ¥, induit, par localisation, un morphisme

H (V) — H(z).

Puisque z appartient a V', ce morphisme est borné. Il induit donc un morphisme entre
les complétés

B(V) — H(z),

ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 1.2.7. — La réciproque de ce résultat n’est pas vraie en général. Montrons-
le sur un exemple. Choisissons pour algébre de Banach &/ un corps algébriquement
clos k que nous munissons de la valeur absolue triviale |.|o. Notons D le disque fermé
de centre 0 et de rayon 1 de X = A;"*" :

D= () {zeX||Ti(z)| < 1}.
1<i<n
Considérons la partie compacte V de X définie par
V= {zeD|ITix)=1}.
1<i<n

Supposons que n > 2. Tout polynéme non constant P de k[T, ...,T,] s’annule alors
sur V, puisqu’il s’annule en un point non nul de k™. Par conséquent, nous avons

H (V) = k[T, ..., .

La norme uniforme sur la partie V n’est autre que la norme triviale. On en
déduit que B(V) est Valgébre k[Ty,...,T,] munie de la norme triviale, autrement
dit l'algébre k{T1i,...,T,,} munie de la norme de Gauk. Par conséquent, 'image
de M(%(V)) dans X est le disque D tout entier.

Dans certains cas, nous pouvons cependant affirmer que I'image du morphisme ¢
coincide avec la partie compacte V.
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Définition 1.2.8. — On dit que la partie compacte V de Uespace affine A" est
rationnelle s’il existe p € N, des polynomes Py,...,P,,Q de &/[Th,...,T,] ne

s’annulant pas simultanément sur V' et des nombres réels r1,...,r, > 0 tels que
V=[] {zeX|IP@)] <r:l|Q@)}.
1<i<p

Une partie compacte V' de Uespace affine A" est dite pro-rationnelle si elle est
intersection de parties compactes rationnelles.

Remarque 1.2.9. — Soient p € N, Py,...,P, des éléments de &[T1,...,T),] et
$1,...,8p,t1,...,t, des nombres réels positifs. Alors la partie de A" définie par

ﬂ {zeX|si <|Pi(z)] <t}

est une partie compacte rationnelle de AZ{’an, dés qu’elle est compacte. Rappelons
que nous avons donné des exemples de parties compactes & la proposition 1.1.11 et au
corollaire 1.1.12. On en déduit aisément que tout point de A’)*" posséde un systéme
fondamental de voisinages constitué de parties compactes rationnelles.

Lemme 1.2.10. — Si le compact V' est pro-rationnel, alors l’image du morphisme ¢
est contenue dans V.

Démonstration. — Supposons qu'il existe un ensemble J et une famille (V;);cs de
parties compactes rationnelles telles que

V=[V.

JjeJ
Soit j € J. Il existe un entier p € N, des polynémes Pi,...,P,,Q de &[T, ...,T;]
ne s’annulant pas simultanément sur V' et des nombres réels r,...,r, > 0 tels que
Vi= [ {zeX|IP@) <ri]Q)[}.

1<i<p

Soit z un point de MU(Z(V)). Il est associé & une semi-norme multiplicative |.|, bornée
sur Z(V). Rappelons que nous notons f le morphisme naturel de «/[T1,...,T,] dans
A(V). Le point y = ¢(z) est alors associé 4 la semi-norme multiplicative bornée
sur &/[T1,...,T,] définie par |f(.)|,. Par hypothése, le polynome @ ne s’annule pas
sur V; et donc sur V. On en déduit que ’élément f(Q) est inversible dans Z(V). Par
conséquent, nous avons |f(Q)|, # 0. Soit ¢ € [1,p]. Nous avons

k|70 )]
If(Q @) lly
Or, par définition de Vj, quel que soit z € V, nous avons |P;(z)| < r; |Q(2)|. On en
déduit que
f(P) |Pi(2)] |Pi(2)]
|7l =22 (o) < sue () <
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Par conséquent, nous avons

|f(P)lze < 7| f(Q)lo-

Cette inégalité étant vérifiée quel que soit ¢ € [1, p], la semi-norme multiplicative |f(.)|,
correspond bien & un élément de V.
Finalement, nous avons montré que

ye(Vi=V.
jeJ
L’image du morphisme ¢ est donc contenue dans V. O

Regroupons dans un méme énoncé les résultats que nous avons démontrés dans le
cas des parties compactes pro-rationnelles.

Théoréeme 1.2.11. — Si le compact V' est pro-rationnel, alors le morphisme
0 MABV)) — A"
induit par le morphisme naturel
réalise un homéomorphisme de M(AB(V)) sur son image, qui est égale a V. En outre,
le morphisme
(p_l (V) -V
induit par ¢ est un isomorphisme d’espace annelés.

Afin d’y faire référence par la suite, nous donnons un nom aux parties compactes
qui possédent des propriétés analogues a celles des parties compactes pro-rationnelles.

Définition 1.2.12. — On dit que la partie compacte V' de Uespace analytique A" est
spectralement convexe si le morphisme naturel

@ MBV)) — A"
induit un homéomorphisme entre M(HB(V)) et V et si le morphisme induit
e N (V) =V
est un isomorphisme d’espace annelés.

Remarque 1.2.13. — D’aprés les lemmes 1.2.3, 1.2.4 et 1.2.6, une partie compacte V'
est spectralement convexe si, et seulement si, I'image du morphisme ¢ est contenue
dans V.

A partir d’une partie compacte spectralement convexe donnée, il est facile d’en
construire d’autres, ainsi que le montrent les résultats qui suivent. Introduisons des
notations supplémentaires. Soit m € N. Le morphisme

ATy, ..., Ty — BV)

ASTERISQUE 334



1.2. PARTIES COMPACTES SPECTRALEMENT CONVEXES 25

induit un morphisme
AT, ..., Tn,S1,...,m] = B(V)[S1,...,Sm]

et un diagramme commutatif

m,an ¥ n+m,an
Agvy — AL :
M(B(V)) ——= A"

Nous noterons %’ et %' (respectivement #" et ") le préfaisceau des fractions

rationnelles sur A"Qf’gf) (respectivement A"F™) et celui que l'on obtient en

complétant les anneaux de sections pour la norme uniforme.

Lemme 1.2.14. — Soitr € R. Notons D" la partie compacte de A" ™™ définie par
D" ={zer""(V)|Vj € [1,m], |S;@) <} .

Si le compact V' est spectralement conveze, alors le compact D" ’est également.

Démonstration. — Supposons que le compact V' est spectralement convexe. D’aprés
la remarque 1.2.13, il suffit de montrer que I'image Z du morphisme naturel

M(%/'(D")) N Azjm,an

est contenue dans D”. Remarquons, tout d’abord, que, pour tout élément j de [1,m],
nous avons ||.S;||p» < r. On en déduit que

Zc {zeAL™™|Vje [1,m], |S;(=)| < r}.

Considérons, maintenant, le morphisme
JZ{[Tl,...,Tn] — uQ{[Tl,...,Tn,Sl,...,Sm].

Pour tout élément P de «/[T4,...,T, et tout élément z de AZ;m’a", nous avons
Végalité |P(z)] = |P(x"(z))|. On en déduit que le morphisme précédent induit un
morphisme

H (V) — A" (W),
puis un morphisme borné

BV — B"(W).

Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant :

M(B"(W)) ——= Al

o

M(B(V)) ——= AT
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Puisque le compact V est spectralement convexe, 'image du morphisme ¢ est contenue
dans V. On en déduit que I'image Z de (%" (W)) est contenue dans 7"~ (V) et,

finalement, dans D”. O
Proposition 1.2.15. — Si le compact V' est spectralement conveze, alors le morphisme
. m,an n+m,an
P A @) A

o , ) . . , .
induit un homéomorphime sur son image, qui est égale & 7"~ (V). En outre, le
morphisme induit au-dessus de V' est un isomorphisme d’espaces annelés.

Démonstration. — Supposons que le compact V est spectralement convexe. Soit r >
0. Posons

D' ={z e AL Vi€ [1,5], |S;(2)| <r}
et
D" ={zen" " (V)|¥j € L], |S;(@)| <r}.
Puisque V est spectralement convexe, le morphisme D’ — D’ induit par ¥ est
bijectif. En particulier, un élément P de <«/[T4,...,T,,S1,...,Sn] s’annule sur D’

si, et seulement si, il s’annule sur D" et satisfait I’égalité || P||p = || P||p». On déduit
de ces propriétés que le morphisme naturel

%”(D”) — @I(Dl)

est un isomorphisme.
Considérons le diagramme commutatif

M(#' (D)) ——= (%" (D")) .
at ﬁ‘/

m,an n+m,an
A%(V) A,

Puisque D’ est un compact rationnel, le morphisme « induit un homéomorphisme
sur son image, qui est égale a D’, et un isomorphisme d’espaces annelés sur
Pintérieur. D’aprés le lemme précédent, le compact D" est spectralement convexe et
le morphisme 3 induit un homéomorphisme sur son image, qui est égale & D", et
un isomorphisme d’espaces annelés sur I'intérieur. On en déduit que le morphisme 1)
induit un homéomorphisme entre les espaces D’ et D" et un isomorphisme d’espaces
annelés entre leur intérieur.

On obtient finalement le résultat voulu en remarquant que les espaces A" %"

#(V)
et A "™ sont obtenus comme réunion des espaces D’ et D" pour 7 € R. O

Proposition 1.2.16. — Supposons que le compact V est spectralement conveze.

Soit W une partie compacte et spectralement convexe de A;’gf). Alors, la partie

compacte (W) de A™F™™ est encore spectralement conveze.
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Démonstration. — D’apreés la proposition précédente, le morphisme

v AGE) = AL

o ) . . . . < -1 .
induit un homéomorphime sur son image, qui est égale & #”/~ (V). En raisonnant

comme dans la démonstration précédente, on en déduit que le morphisme naturel
2" (p(W)) — Z' (W)

est un isomorphisme.
Considérons, a présent, le diagramme commutatif

(B (W) —= (A" (h(W))) -
a g
o

m,an n+m,an
A%(V) Ay

Puisque le compact W est spectralement convexe, I’image du morphisme « est égale
a W. On en déduit que 'image du morphisme (3 est contenue dans (). On conclut
alors & ’aide de la remarque 1.2.13. O

Pour finir, nous montrons ’existence de ’enveloppe spectralement convexe d’une
partie compacte.

Proposition 1.2.17. — Notons W limage du morphisme naturel
o : MB(V)) — AL

C’est une partie compacte et spectralement conveze de A",

Démonstration. — D’aprés les lemmes 1.2.3 et 1.2.6, le morphisme ¢ réalise un
homéomorphisme sur le compact W et ce dernier contient V. Soit f un élément de
T1,...,T,] qui ne s’annule pas au voisinage du compact V. Il posséde alors un
inverse dans JZ (V) et donc dans Z(V). On en déduit que, pour tout élément y de
M(B(V)), nous avons f(y) # 0. La fonction f est donc minorée par une constante

strictement positive sur le compact W. Elle ne s’annule donc pas au voisinage de W.
On en déduit que le morphisme

H (W) — (V)

induit par linclusion V' C W est un isomorphisme. Puisque le morphisme ¢ a pour
image W, la norme uniforme sur W coincide avec la norme sur #(V'), qui n’est autre
que la norme uniforme sur V. On en déduit que le morphisme naturel

BW) — B(V)
est un isomorphisme. Il en est donc de méme pour le morphisme

M(BW)) — MB(V)) > W. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



28 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

1.3. Flot

Nous consacrons cette partie a la démonstration de quelques propriétés des
semi-normes multiplicatives. Nous nous intéresserons notamment & ’application qui
consiste a élever une semi-norme multiplicative & une certaine puissance.

Commengons par rappeler un résultat classique permettant de démontrer qu’une
application est une valeur absolue (cf. [6], VI, §6, n° 1, proposition 2).

Proposition 1.3.1. — Soit k un corps. Soit f une application de k dans R vérifiant
les propriétés suivantes :
i) (f(z) =0) = (z=0);
ii) Va,y € K, f(zy) = f(z)f(y) ;
iii) A >0, Vz,y € K, f(z +y) < Amax(f(z), f(y)) ;
iv) 3C > 0, Yn € N*, f(n.1) < Cn.

Alors Uapplication f est une valeur absolue sur k.

Lemme 1.3.2. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue |.|. Supposons qu’il existe
X €10,1] tel que, quel que soit n € N, on ait

In.1] < n?.
Alors, quels que soient les éléments x et y de k, on a

| +y| < 2* max{|z], [y}

Démonstration. — Soient x,y € k. Soit r € N*. On a

lz+yl" = |(z+y)
T
< Y10 fal fyl"
=0
<

T\ A i, |T—%
(r+1) max ((C;)" [a[" [y]"™)

A
o+ 1) (gmax (O e i) )

<
r A
< (r+1) (Z i ||t/ |y|<r—“/*)
1=0
A
< (r+ 1) (JalA + )

< (1) (2 max(al, ) )”

< (r+1)27 max(|z], |y|)".

En élevant cette inégalité a la puissance 1/r et en faisant tendre r vers infini, on
obtient le résultat annoncé. O
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Soient z un point de A”*" et b son projeté sur (/). Le point b est associé a une
semi-norme multiplicative |.|, sur 7. Un calcul élémentaire montre que ’ensemble

{eeRLIVfed, [fl; <IFI}

est un intervalle. Nous le noterons indifféremment I, ou I,.
Soit € € Ip. Notons |.|,; la semi-norme multiplicative sur </ [T7,...,T;,] associée au
point z de A")*". L’application

W[Tl,...,Tn] — R+
P = |Pl;

|5
(i

est multiplicative, envoie 0 sur 0 et 1 sur 1.
Montrons, & présent, que c’est une semi-norme. Considérons le corps résiduel
complété (2 (z),].|) du point z. Quel que soient f,g € 7 (z), nous avons

|f+ gl < |fI + |g] < 2max(|f],|g])
et donc
|f + gl® <2°max(|fI%, [g]%).

En outre, quel que soit n € N, nous avons
In|* = |n|3 = Inf5 < |Inf| < n.

D’aprés la proposition 1.3.1, lapplication |.|° est une valeur absolue sur le
corps € (z). On en déduit que Papplication |.|5 est une semi-norme multiplicative
sur &/[T4,...,T,]. Elle est bornée sur o, par définition de I, et définit donc un
point de A”>*". Nous le noterons z¢. Remarquons que les corps ¢ (z) et #(x°) sont
canoniquement isomorphes. Seule la valeur absolue change.

Nous avons volontairement exclu la valeur 0 de notre définition de I,. Il est
cependant possible de définir également le point z°, comme nous le montrons
ici. Pour cela, il nous faut supposer que l’intervalle I, a pour borne inférieure 0.

L’application

JZ{[T’h"'a]j'n] - R+
.12 0 si|P(z)]=0
P —
1 si|P(z)] #0
est multiplicative, envoie 0 sur 0 et 1 sur 1. Le méme raisonnement que précédem-
ment montre que ¢’est une semi-norme multiplicative sur &[T, ..., T,] qui est bornée

sur 7. Nous noterons z° le point de I'espace A”*" qui lui est associé. Contrairement
au cas précédent, les corps J7(x) et 7 (z") ne sont, en général, pas isomorphes.

Dans la suite de cette partie, nous noterons X = A",

Définition 1.3.3. — Définissons une partie de X x R% par
D={(z,e),z € X, e l,}.
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30 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

On appelle flot ’application
D - X

(x,e) — a°.
Proposition 1.3.4. — Le flot est une application continue.

Démonstration. — Rappelons que la topologie de X = A)*" est, par définition, la
topologie la plus grossiére qui rend continues les applications de la forme

X — R+
z = [Pz,
avec P € A[Ty,...,T,]. Pour montrer que le flot est continu, il suffit donc de montrer
que, quel que soit P € A[Ty,...,T,], Papplication composée
D — R+

(z,6) — [P(®)|=[P(z)[°

est continue. Cette propriété est bien vérifiée car ’application précédente est obtenue
en composant deux applications continues : l’application d’évaluation de P et
I’élévation & la puissance ¢. O

Le flot peut parfois se prolonger & une partie de X x Ry, mais il n’est alors, en
général, plus continu. Nous disposons cependant du résultat, plus faible, suivant.

Lemme 1.3.5. — Soit x un point de X tel que lintervalle I, ait pour borne
inférieure 0. Alors l’application

,u{0} - X
€ —

est continue.

Démonstration. — Par définition de la topologie de X, il suffit de montrer que, quel
que soit P € &/ [Ty,...,T,], application
€ = |P(zf)] = |P(x)]*
est continue. Ce résultat est immédiat. O
En pratique, il est plus facile d’utiliser le flot en se restreignant a certaines parties

de l'espace X. Introduisons des notations adaptées. Soit Y une partie ouverte de X.
Posons

Dy ={(z,\)eD|zeY, ) eY}.
Soit z un point de Y. Nous notons

Iy(z)={ee |z €Y},
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Ty (z) ={2°, e € Iy (z)}
et
Dy (z) ={(2,A), z € Ty (z), A € Iy (2) }.

Définition 1.3.6. — On dit que le point x de Y a des voisinages flottants dans Y si le
flot est une application ouverte en chaque point de Dy (x).

Remarque 1.3.7. —  a) Cette définition ne dépend que de la partie Ty (z) et pas du
point x lui-méme.
b) Pour tout point p de Dy, il est équivalent de demander que le flot soit ouvert
au point p ou que sa restriction & Dy soit ouverte au point p.

Lorsque le flot est défini sur une partie suffisamment grande, par exemple lorsque la
partie Dy est un voisinage de Dy (x) dans Y x R, tous les points ont des voisinages
flottants. Le lemme qui suit précise cet énoncé. Nous n’avons donc introduit cette
notion que pour prendre en compte les effets de bord qui peuvent apparaitre.

Lemme 1.3.8. — Supposons que, quel que soit (z, \) € Dy (z), il existe un voisinage U
de z dans 'Y tel que
U x {)\} C Dy.

Alors, le point x a des voisinages flottants dans Y .

Démonstration. — Soit (z,A\) € Dy(z). Puisque Dy(z) = Dy (x), nous pouvons
supposer que z = z. Soit U un voisinage du point x dans Y. Quitte a restreindre U,
nous pouvons supposer qu’il est de la forme
U= ﬂ {ZGY’%‘ < |fi(z)| < B},
1<ilr
avecr €N, f1,..., fre dT,...,T,), 01, ..., ar,B1,...,6 € Ry.
L’élément (z*,1/)) appartient & Dy (z). Par conséquent, il existe un voisinage V'
de z* dans Y tel que
V x {e} C Dy.
Considérons la partie W de Y définie par
U= [ {eeY]|af <Ifi(s)] <65}
1<i<r
C’est une partie ouverte de Y qui contient le point z*. Par conséquent, la partie VW

de Y est un voisinage du point 2* dans Y. Or, quel que soit y € VNW, il existe z € U
tel que y = 2*. On en déduit que le flot est une application ouverte au point (z,\). [

Intéressons-nous, & présent, aux propriétés du flot. Nous allons montrer que, sous
certaines hypothéses, il suffit de connaitre les fonctions au voisinage d’un point x pour
les connaitre au voisinage de toute la trajectoire Ty (x).
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32 CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES

Lemme 1.3.9. — Supposons que le point x de Y a des voisinages flottants dans Y .
Soit U un voisinage ouvert de x dansY . Soit (R, )nen une suite de & (U) qui converge
uniformément sur U. Notons f € O(U) sa limite. Supposons que la fonction f soit
nulle au voisinage du point x. Alors la fonction f est nulle au voisinage de Ty (z)NU.

Démonstration. — 1l existe un voisinage U’ de x dans U tel que, quel que soit z € U’,
nous ayons

lim R,(z) =0 dans J#(z),

n— 400
c’est-a-dire
lim |R,(2)| =0.

n—-+00
Soit y € Ty (z) NU. Il existe € € Iy(z) tel que y = x°. Soit J un voisinage de ¢
dans R%. Alors la partie V.= Dy N (U’ x J) est un voisinage de (z,e) dans Dy.
Puisque le flot est ouvert au voisinage de (z,¢), la partie

{z’\, (z,A) € V}
est un voisinage de y dans Y. Soit (2, ) € V. Nous avons

li M=l A =o0.
Jm [Ra(27)| = lim |Rn(2)]" =0

Par conséquent, f(z*) = 0 et la fonction f est nulle au voisinage de y dans Y. O

Proposition 1.3.10. — Supposons que le point x de Y a des voisinages flottants dansY
et que l’ensemble Iy (x) est un intervalle. Alors le morphisme de restriction

ﬁy (Ty (.’I})) — ﬁyﬂc

est un isomorphisme.

Soit f une fonction définie sur un voisinage de y dans Y. Alors la fonction f
posseéde un et un seul prolongement au voisinage de Ty (x), que nous noterons encore
f- Nous avons alors

Ve € Iy (a), |£(a%)] = f(2).
En outre, si lintervalle Iy (x) a pour borne inférieure 0, si le point ° appartient o Y
et si la fonction f est également définie au point x°, alors nous avons

£ ()] = |f(2)[°-

Démonstration. — Commengons par montrer l'injectivité du morphisme. Soit
f € Oy (Ty(x)) telle que f soit nulle au voisinage de x. Notons V D’ensemble des
points de Ty (x) au voisinage desquels la fonction f est nulle. Il est clair que V est une
partie ouverte de Ty (z). Par hypothése, elle n’est pas vide. Montrons, & présent, que
V est une partie fermée de Ty (z). Soit y un point de Ty (z) adhérent a V. Il existe un
voisinage U de y dans Y et une suite (R, )nen de £ (U) qui converge uniformément
vers f sur U. Puisque y est adhérent & V, il existe un point z appartenant & V N U,
¢’est-a-dire un point de Ty (z) NU au voisinage duquel la fonction f est nulle. D’aprés
le lemme 1.3.9, la fonction f est nulle au voisinage de Ty (z) N U et, en particulier,
au voisinage de y. On en déduit que la partie V est fermée. Puisque Iy (z) est un
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intervalle, I'image Ty (z) de {z} x Iy (z) par le flot est connexe. On en déduit que
V = Ty (z) et donc que la fonction f est nulle au voisinage de Ty (x).

Montrons, & présent, que le morphisme est surjectif. Soit f € Oy,;. Il existe un
voisinage U de x dans Y et une suite (R,)nen de 2 (U) qui converge uniformément
vers f sur U. Soit € € Iy (z). Nous allons construire une fonction g, au voisinage de
y = x°. Soit J un voisinage compact de € dans R . Alors la partie V. = Dy N(U x J) est
un voisinage de (z,e) dans Dy . Puisque le flot est ouvert au voisinage du point (z, ),
la partie

{2*, (2,0) €V}
est un voisinage V,, de y dans Y. Soit (z,A) € V. Posons
g,(2") = (2) dans H(2).

Quel que soit n € N, nous avons encore R,, € J# (V,). Montrons que la suite (R, )nen
converge uniformément vers g, sur V. Soit n € ]0,1]. Il existe N € N tel que, quels
que soient n > N et z € U, on ait

|Rn(2) — f(2)| < .
Soient z € U’, A € J et n > N. Nous avons alors

|Ra(2Y) = gy (z")| = |Ru(2) = f(2)* <0 <0,

ol @ > 0 désigne la borne inférieure de J. Par conséquent, la suite (R,,)nen de (V)
converge uniformément vers g, sur V.
Quel que soient y1,y2 € Ty (x) et z € V,;, N'V,,, nous avons

0(2) = lm_Ru(2) = gy,(2) dams ().
De méme, quel que soient y € Ty (z) et z € U NV, nous avons
f(z)= liIB R, (z) = gy,(2z) dans JZ(z).

Toutes les fonctions que nous avons construites coincident donc sur les domaines de
définition communs. Par conséquent, la fonction f se prolonge bien au voisinage de
Ty (.T)

Les résultats sur la valeur absolue des fonctions proviennent directement de la
construction du prolongement de f & Ty (z). Le résultat pour x° s’obtient, quant &
lui, en utilisant le lemme 1.3.5 et la continuité de f. O

Nous aurons parfois besoin de montrer qu'une fonction définie au voisinage du
point z se prolonge sur un voisinage connexe de sa trajectoire Ty (x). Sous certaines
hypothéses, le lemme suivant nous permet d’établir un tel résultat.

Lemme 1.3.11. — Supposons que le point x posséde un systéme fondamental de
voisinages connexes (respectivement connezes par arcs) dans 'Y . Supposons également
que la partie Dy est un voisinage de Dy (x) dans Y x RY.. Alors, tout point de Ty (x)
posséde un systeme fondamental de voisinages connezes (respectivement connexes par
arcs) dans Y.
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Démonstration. — Commencgons par remarquer que la seconde hypothése impose au
point = d’avoir des voisinages flottants dans Y, en vertu du lemme 1.3.8.

Soient y un point de Ty (x) et V un voisinage de y dans Y. Il existe ¢ € Iy (x)
tel que z¢ = y. Notons W limage réciproque de V par le flot. C’est un voisinage
du point (z,¢) de Dy (z) dans Dy. Il existe donc un voisinage U de = dans Y et un
intervalle ouvert J contenant ¢ tels que la partie U x J soit contenue dans W. Les
hypothéses nous permettent de supposer que la partie U est connexe (respectivement
connexe par arcs). Dans ce cas, la partie U x J est encore connexe (respectivement
connexe par arcs) et il en est de méme pour son image par le flot. Puisque le point z
posséde des voisinages flottants dans Y, cette image est un voisinage du point Y
dans V. U
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CHAPITRE 2

ALGEBRES DE SERIES CONVERGENTES

Nous consacrons ce chapitre & ’étude de certains anneaux de séries convergentes
a coefficients dans un anneau de Banach. Au numéro 2.1, nous nous intéressons a
des algébres globales, dans la lignée des algébres de Tate. Nous étudions leur spectre
analytique et comparons leur norme en tant qu’algébre de séries & la semi-norme
uniforme sur leur spectre.

Au numéro 2.2, nous étudions certaines limites inductives d’algébres globales
de disques, en un sens que nous précisons. Ce sont des anneaux locaux dont nous
montrons qu’il satisfont des théorémes de division et de préparation de Weierstraf,
a l'instar des anneaux locaux des espaces analytiques complexes. Nous en déduisons
plusieurs propriétés, telles la noethérianité ou la régularité. Le numéro suivant est
consacré a 1’étude de limites inductives d’algébres globales de couronnes. Nous
démontrons, de nouveau, quelques propriétés algébriques de ces anneaux, mais, cette
fois-ci, de fagon directe, sans avoir recours aux théorémes de Weierstrafk.

Nous entreprenons ensuite, au numéro 2.4, une bréve étude de la topologie des
espaces affines analytiques au voisinage de certains points. Nous en déduisons une
description explicite de certains anneaux locaux en termes d’algébres de séries
convergentes.

Pour finir, le numéro 2.5 est consacré & I’hensélianité des anneaux locaux des
espaces analytiques. Nous expliquons comment cette propriété peut étre utilisée pour
démontrer I’existence d’isomorphismes locaux entre espaces analytiques.

Dans tout ce chapitre, nous fixons un anneau de Banach uniforme (<, ||.||) et un
entier positif n. Nous noterons

B =, ||I) et X = AL, -

Les faisceaux structuraux sur ces espaces seront respectivement notés g et Ox.
Nous noterons encore
mn: X —> B

le morphisme de projection induit par le morphisme naturel &/ — /[T1,...,T,].
Pour toute partie V de B, nous posons

Xy =7"5V)
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et, pour tout point b de B,

2.1. Algebres globales de disques et de couronnes

Nous commengons par introduire quelques notations. Pour des éléments
k= (ki,...,ky) de Z" et s = (t1,...,t,) de (R} )", posons

k _ k;
s =T st

i=1
Définissons encore
T=(Ty,...,T,)
et, quel que soit k = (k1,...,k,) € Z",

T" = ﬁ TF:.
i=1

Soit t = (t1,...,t,) € (R%)". Nous noterons
(T <)

I’algébre constituée des séries de la forme

ol (ag)xez désigne une famille de &7 vérifiant la condition suivante :
la famille (||ak|| tk)keNn est sommable.

Cette algébre est compléte pour la norme définie par

Z aka = Z ||ak||tk.

keNn ¢t keNn

Comme nous 'expliquerons plus loin, elle est liée & 'algébre des fonctions sur le
disque de rayon t :

D(t) = {z € X|Vie [1,n], |T;(z)| < t;}.

Définissons, & présent, deux relations, < et <, sur R" de la fagon suivante : pour
deux éléments s = (s1,...,8,) et t = (¢1,...,t,) de R™, nous posons

s<tsiVie[l,n], s <t

et
s<tsiVie([l,n],s <t.
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Définissons également une relation < sur R} : pour deux éléments s = (S1,---,8n)
et t = (t1,...,t,) de R’}, nous posons

s<tsiVie[l,n],s <t;ous; =0.

Soient s et t dans (R%)" vérifiant s < t. Nous allons définir, sur le modeéle
précédent, une algébre associée & la couronne de rayon intérieur s et de rayon
extérieur ¢ :

C(s,t) ={z € X|Vie€ [1,n], s; < |Ti(z)| < t;}.

Pour k = (k1,...,kn) € Z™, nous posons

max(s® t*) = Hmax ki thi) €10, +o0].

1’1

Cette notation a été choisie pour son caractére naturel. Elle peut malheureusement
préter & confusion : attention & ne pas confondre la quantité précédente avec

n n
max(s®, t*) = max (H sf",H tf’) .

i=1 i=1
Nous définissons ’algébre
o (s < T| < t)
comme ’algébre constituée des séries de la forme
Z ar T*,
keZn

ol (ag)kezn désigne une famille de &7 vérifiant la condition suivante :

la famille (]lak | max(s*, tk))kezn est sommable.

Cette algébre est compléte pour la norme définie par

Z (lka

kcZn

= ag || max sk,tk .
Y llax] max(

s,t keZn

Afin de pouvoir traiter simultanément les deux types d’algébres présentés ci-dessus,
ainsi que celui associé aux produits de disques et de couronnes, nous introduisons de
nouvelles notations. Pour k = (ki1,...,k,) € Z" et s = (s1,...,s,) € R} vérifiant la
condition

Vi e [1,n], (ki <0 = s; > 0),
nous posons

k __ ki
sk = [ s

i=1
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Pour k& < 0, nous posons 0¥ = +oco. Pour k = (k1,...,k,) € Z", 8 = (51,...,8,) € R"
et t = (t1,...,t,) € (RL)", nous posons

max(s®, %) = Hmax th) €10, +00].

Si s appartient a (R%)", nous posons
min(s* t*) = Hmm P th) €10, +ool.
Soient s = (s1,...,8,) € R} et t = (t1,...,t,) € (RL)" tels que s < t. Dans la
suite de ce paragraphe, nous nous intéresserons & 1’algébre
(s <|T|<t)

constituée des séries de la forme

S ot

kezn

ol (ag)gez~ désigne une famille de o7 vérifiant la condition suivante :

la famille (||| max(s®, t*)) est sommable.

keZm
Remarquons, que s’il existe un indice ¢ € [1,n] tel que s; = 0, alors, quel que soit
k € Z" avec k; < 0, nous avons max(s® t*) = +o0o. La condition de sommabilité
impose alors que ax = 0.

L’algébre &7 (s < |T'| < t) est compléte pour la norme définie par

Z aka

kezZn

= 3 Jlaxl max(s*, ¢).

s,t keZn

L’algeébre o/ (s < |T'| < t) est liée & "anneau des fonctions sur la couronne de rayon
intérieur s et de rayon extérieur ¢ :

C(s,t) = {z € X|Vie€ [1,n], s; <|Ti(z)| < t;}.

Précisons ce résultat.
Proposition 2.1.1. — Le morphisme
M (s < IT| < £)) — AL
induit par l’injection naturelle
AT) - /(s < |T| < t)

réalise un homéomorphisme sur son image C(s,t). En particulier, pour tout élément f
de o/ (s < |T| < t), nous avons

_ - 3 ||1/7
1o = inf (17715

ASTERISQUE 334



2.1. ALGEBRES GLOBALES DE DISQUES ET DE COURONNES 39

Démonstration. — Posons

B = {ZakT’“,Ich},

kel

ou Js désigne ’ensemble des parties finies de I’ensemble
{k= (kl,...,kn) € Zn|kz >0sis; =0}

Par exemple, si s = 0, nous avons # = &/[T|. L’anneau %, qui est contenu dans
Panneau total des fractions de /[T, est dense dans o7 (s < |T'| < t) pour la norme
I]ls,t- On en déduit que le morphisme

o M( (s <|T|<t)) — AG™

est injectif. Puisque ’espace M (o7 (s < |T'| < t)) est compact, le morphisme ¢ réalise
un homéomorphisme sur son image.

Il nous reste & montrer que I'image du morphisme ¢ est égale a4 C(s,t). Soit = €
M (e (s <|T| < t)). Quel que soit ¢ € [1,n], nous avons

|Ti(2)| < [ Tills,e = ti-
Quel que soit ¢ € [1,n], avec s; > 0, nous avons
T @) < IT7 se = 57"

et donc
|Ti(z)| = si.

On en déduit que
o (M (e (s <|T| <t))) CC(s,t).

Réciproquement, soit x € C(s,t). Pour montrer que z € M (<7 (s < |T| < t)), nous
devons montrer que la semi-norme multiplicative |.|, sur <7 [T'], bornée sur &7, associée
a x se prolonge en une semi-norme multiplicative bornée sur (7 (s < |T| < t), ||.||s,t)-
Soit i € [1,n] tel que s; > 0. La fonction T} ne s’annule pas sur la couronne C(s, ).
On en déduit que la semi-norme multiplicative |.|, se prolonge & . Expliquons-en
la raison. Pour ¢ € [1,n], posons r; = 0sis; =0 et r; = 1 si s; > 0. Posons encore
r=(ry,...,r,). Tout élément Q de & posséde une écriture sous la forme (T”‘)l P,
avec | € N et P € o/[T], et nous pouvons alors poser

Qla = 1T"[;" Pl

Cette quantité ne dépend pas de I'écriture de () choisie. On vérifie que 'application
prolongée, que nous notons encore |.|,, définit bien une semi-norme multiplicative
sur A.

Soit ¢ € [[1,n]. Nous avons

Ti(z)| < max (|Ti(y)|) = t.
yeC(s,t)
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Si s; > 0, nous avons également

T @) = H@I < min (Tl = s
yeC(s,t)

Soit Q(T') = > pezn Gk T* € 2. Notons b = 7(z). Nous avons alors

QD)2 < Y law(b)|max(s*, £*) < > |lak| max(s*, *) = | P| s
kezn kezn
Le résultat de densité mentionné plus haut montre finalement que |.|, se prolonge en
une semi-norme multiplicative bornée sur o/ (s < |T'| < t). O

Les résultats qui suivent ont pour objet de comparer la norme ||.||s+ et la norme
uniforme ”'”5(3, ¢) sur la couronne C(s,t). Rappelons que nous avons supposé que la
norme ||.|| définie sur Panneau & est équivalente & la norme spectrale : il existe deux
constantes C_,Cy > 0 telles que

Vied, C|fllsp < IIfIl < Cr I fllsp-

Lemme 2.1.2. — Soit R = > ;. cpn Gk T* ¢ /[T, T ']. Quel que soit k € Z", nous
avons

lax || max(s®, £*) < Cy [|Rligq 4)-

Démonstration. — Commengons par remarquer que ce résultat est bien connu
lorsque ’anneau de Banach (&7, ||.||) est un corps valué. En effet, lorsque le corps est
ultramétrique, cela découle immédiatement de la description de la norme [|R||,
que ’on sait justement étre égale a

k 4k
max ([la | max(s®,))

Lorsque le corps est archimédien, I'inégalité provient de la formule de Cauchy.

Revenons au cas général. Soit k € Z". Considérons un point z de B en lequel
légalité |ag(z)] = |akllsp a lieu. Il en existe car la partie B est compacte. Le
raisonnement précédent assure que

lax || max(s®, ) < C |aw(2)|max(s®,t*) < O |Rl| -1 ()n5(s,1)-

On en déduit immédiatement ’inégalité demandée. O

Proposition 2.1.3. — Soient u = (uy,...,un) un élément de R% et v = (v1,...,vy)
un élément de (Ri)n tels que s < u < v < t. Alors, pour tout élément R de
(s < |T| <t), on a linégalité

n

S; ti
Rl < Cy (H ——t U) I1Blle(s,e):

i=1

ot, pour tout élément i de [1,n], nous posons s;/(u; —s;) =0 si s; = 0.
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Démonstration. — Comme dans la preuve de la proposition 2.1.1, posons
B = {ZakT"’, IcC Js} ,
kel

ou Js désigne ’ensemble des parties finies de I’ensemble

{k=(ki,...,kn) €Z"|k; > 0sis; =0}.

P= Z ar T*

kcNn

Soit

un élément de ZA. D’aprés le lemme précédent, quel que soit k € Z™, nous avons
okl max(s*, £%) < Cs |1Pllgs -

On en déduit que

1Pl = > k] max(u®, o*)
keZn
n ki ki
max(u;*, v;")
— O 1Pl ( )
(s, )kg’t };[1 max(s;", ;")
L U i Uy ki
< C4 ||P||6(s,t)H Z (?) + Z (?)
i=1 \ki<0 " kiz0

n
S; t;
< C4||Plg ).
< OillPligey (1_11 s
On conclut par densité de & dans &7 (s < |T| <t) pour la norme ||.||s+ et donc la
norme ||.||o,v- O

2.2. Limites d’algébres de disques

Soit V' une partie compacte de B. Rappelons (¢f. définitions 1.1.20 et 1.2.1)
que (V) désigne le localisé de 'anneau &/ par ’ensemble des éléments qui ne
s’annulent pas au voisinage de V' et (V) le complété de anneau .# (V) pour la
norme uniforme |||y sur V. Pour t € (R%)", nous noterons |||y la norme sur
Panneau Z(V)(|T| < t) définie au paragraphe précédent.

Soit b un point de B. Rappelons que nous notons m,; 'idéal maximal de ’anneau
local Op et k(b) son corps résiduel. Nous noterons

Ly = lim B(V)(T| < t),
Vit

ou V parcourt ’ensemble des voisinages compacts du point b dans B et ¢
parcourt (R%)". Pour commencer, énongons un lemme qui assure que certaines
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décompositions formelles, comme somme ou produit, d’éléments de L; existent dans
Ly.

Lemme 2.2.1. — Soit

G= Zaka € Ly.
k>0

Soit E une partie de N™. Alors les séries
G = Z ar T® et Gy = Z ar T*
keE k¢E
appartiennent & Ly et vérifient
G =G; + Gs.

Soit i € [1,n]. Supposons qu’il existe H € Op [T telle que G = T; H. Alors H
appartient a Ly et l’égalité G = T; H vaut dans L.

Démonstration. — 1l suffit de revenir a la définition des éléments de L; et de prendre
garde a ce que les conditions de convergence restent vérifiées. U
Lemme 2.2.2. — L’anneau L; est un anneau local d’idéal maximal

m= (mp,T1,...,T3)
et de corps résiduel k(b).

Démonstration. — En utilisant le lemme 2.2.1, on montre que le morphisme naturel
Oy — Lp/(Th,...,Ty)
est un isomorphisme. On en déduit un isomorphisme naturel
k(b) = Opp/mp = Ly/m.

Par conséquent, 1'idéal m est maximal.

Pour montrer que I'anneau L; est un anneau local d’idéal m, il suffit de montrer que
tout élément de L, qui n’appartient pas & m est inversible. Soit F' € L; \ m. Il existe
V un voisinage compact du point b dans B et t € (R*)" tels que F' € B(V)(|T| < t).
Nous pouvons écrire F' sous la forme

F=ao+ Y T,Gi(T),
=1

avec a9 € HAB(V) et, quel que soit ¢ € [I,n], G; € B(V)(|T| <t). Puisque F
n’appartient pas & m, son premier coefficient ag n’appartient pas & mp. On en déduit
que ag est inversible au voisinage de b dans B. Quitte a restreindre V et & multiplier
F par ag', nous pouvons supposer que ag = 1. Notons

M = max (| Gil|v;e)-
1<i<n
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Soit 8 = (s1,...,5,) € (R%)" tel que

zn:SiM < 1.
=1

Nous avons alors

< 1.
V,s

Zn:Ti Gi(T)

On en déduit que la fonction
F=1+) T,Gi(T)
i=1
est inversible dans ’anneau de Banach #A(V)(|T| < s) et donc dans L. O

2.2.1. Théorémes de Weierstral. — Dans ce paragraphe, nous montrerons que
I’anneau L; satisfait les conclusions des théorémes de division et de préparation de
Weierstral. Notre preuve est calquée sur celle que mettent en ceuvre H. Grauert et
R. Remmert dans le cadre de la géométrie analytique complexe.
Nous noterons T” = (T, ..., Tn_1) et
Ly = lim B(V)(T'| < t),
vt

ott V parcourt I’ensemble des voisinages compacts du point b dans B et t' parcourt
I'ensemble (R )"

Théoréme 2.2.3 (Théoréme de division de WeierstraBl). — Soit G € L, une série telle
que G(0,T,)(b) # 0 dans F(b)[T,].- Notons p la valuation en T, de la série
G(0,T,,)(b). Soit F € Ly. Alors il existe un unique couple (Q,R) € (Ly)? tel que

i) R € L}[T,] est un polynéme de degré strictement inférieur a p ;

ii) F=QG+ R.

Démonstration. — Notons G = Y ,cn g, (T') T ott, quel que soit k € N, gx € L},
90(0)(d) = -+ = gp—1(0)(b) = 0 et g,(0)(b) # 0. Quitte & choisir un voisinage compact
assez petit V du point b et un réel strictement positif r assez petit également, nous
pouvons supposer que G € B(V)(|T| <), our = (r,...,r) € (R%)", et que g,(T")
est inversible dans Z(V)(|T'| < r'),our’ = (r,...,r) € (R%)""!. Quitte & multiplier
alors G par g, ', nous pouvons supposer que g, = 1.

Soient s’ € (R%)"~!, avec 8’ < 7/, et s € ]0,7]. Posons s = (s, s) € (R%)™. Tout
éléement ¢ de B(V)(|T| < s) peut s’écrire de fagon unique sous la forme

¢ = a(p) T7 + B(y),
ot a(yp) désigne un élément de B(V)(|T| < s) et 8(p) un élément de B(V)(|T'| < s')[T)
de degré strictement inférieur & p. Remarquons, dés & présent, que, quel que soit
pe BV)|T| < s),ona

lellv,s = lla(p)llv.s s* + 115(¢)lv,s-
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Considérons, a présent, I’endomorphisme
BVNT|<s) — BV)T|<s)
@ = a(p) G+ B(p).

Il nous suffit de trouver un n-uplet s assez petit pour lequel I’endomorphisme A, soit
bijectif. Remarquons que, quel que soit ¢ € Z(V){|T| < s), on a

[4s(p) = ¢llvs = llale) (G =T7)v.s

Ag:

< lla(@llvis 1G = TRv,s
< s |lellvis G =TRv,s:
Soient w,v € ]0,min(r,1)[. Nous noterons (u,v) le n-uplet (u,...,u,v). Soit

k € [0,p — 1]. 1l existe une constante My € R, indépendante de u et de v, telle que
Pon ait

lgkllviu < llgr(0)llv + Mj u.
Il existe également une constante N € R, encore indépendante de u et de v, telle que
I'on ait

> (@) T < Novt,
F2pil v, (u,0)
Par conséquent, il existe une constante M € R, indépendante de u et de v, telle que

p—1
IG = T2l ) < D gk (0)llv + M(u+vPHh).
k=0

Soit & € ]0,1[. Quitte & choisir judicieusement v puis u, nous pouvons supposer
que M (u + vPT1) < evP /2. Quel que soit k € [0,p — 1], nous avons gx(0)(b) = 0, par
hypothése. Par conséquent, quitte a restreindre le voisinage V' de b, nous pouvons
supposer que

p—1
P
> o)l <2
k=0
On dispose alors de l'inégalité
Ay = Illv,(uw) <e<1
et on en déduit que "endomorphisme Ay ) = I + (A(u,v) — 1) est inversible. O

Nous pouvons obtenir une version plus précise du théoréme de Weierstrafl lorsque
P’on divise par des séries d’un type particulier.

Définition 2.2.4. — Soit p € N. On dit qu’un polynome h € L[T,] est distingué de
degré p s’il est unitaire, de degré p et vérifie

h(0,T,)(b) = TP dans 7 (b)[T].
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Théoréme 2.2.5 (Théoréme de division de Weierstrall semi-local). — Soient p € N et
G € Li[T,] un polynome distingué de degré p. Soient V un voisinage compact de
b dans B et ' € (R:)"! tel que G € B(V)(|T'| < v')[T,]. Soient v_ et vy deux
nombres réels vérifiant 0 < v_ < vy. Alors il existe un voisinage compact W de b
dans V et un (n—1)-uplet s’ € (R%)"™!, avec 8' < r', vérifiant la propriété suivante :
pour tout voisinage compact U de b dans W, tout (n—1)-uplet t' € (R%)"~* vérifiant
t' < s, tout nombre réel w € [v_,v4] et tout élément F de B(U)(|T| < (t',w)), i
eziste un unique couple (Q,R) € (B(U){|T| < (¥, w)))? tel que
i) R soit un polynéme de degré strictement inférieur a p ;
ii) F=QG+R.
En outre, il existe une constante C € R, indépendante de U, t', w et F, telle que
lon ait les inégalités
) @l w) < CIFllu e w) 5
b) | Rl|u,,w) < CNIFu,t w)-

Démonstration. — Notons
p—1
G=TP + ng(T/)Trlf
k=0

otl, quel que soit k € [0,p — 1], gr € B(V) et gx(0)(b) = 0. Soient s’ € (R%)"1,
avec 8’ <7r', u €]0,v4] et W un voisinage compact de b dans V. Tout élément ¢ de
BW)H(|T| < (8',u)) peut s’écrire de fagon unique sous la forme

¢ = alp) Ty + B(),
ou afp) désigne un élément de B(W)(|T| < (s',u)) et B(p) un élément de
BW)|T'| < 8')[T,] de degré strictement inférieur & p. Remarquons, dés & présent,
que, quel que soit ¢ € Z(W){|T| < (s',u)), nous avons
lellw, s u) = lla@)llw,(s,u) w” + 18()llw,(s,u)-
Considérons, a présent, ’endomorphisme
BWNIT| < (s u)) — BW)NT| < (s',u))
¢ = ale) G+ B(p).

Remarquons que, quel que soit ¢ € B(W){|T| < (s',u)), nous avons

AW,(s’,u) :

lAw, (s u)(0) — Cllw, sy = llale) (G —TE)lw,(s )
||a((p)||W,(s’,u) ||G - Tﬁ”W,(s/,u)
< u P |lellw s 1G = TR llw,(s' )

IN

Si 8 = (s1,-..,8,—1), nous noterons max(s’) = max(si,...,Sp—1). Soit
k€ [0,p—1]. Il existe une constante M € R, indépendante de s, telle que
Pon ait

lgrllw,s” < llge(0)llw + M}, max(s').
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Par conséquent, il existe une constante M € R, indépendante de s’, telle que 1’on ait

IG = TRllw, sy < Z 9k (0)lw w* + M max(s’)
p 1

< S llge(0)]lw v + M max(s).
k=0

Soit & € ]0, 1[. Quel que soit k € [0, p — 1], nous avons gx(0)(b) = 0, par hypothése.
Par conséquent, il existe un Voisinage W de b dans V' tel que 'on ait

Z lge(0)lw vt <&

m\,@

11 existe également s’ < r’ tel que

oP
Mmax(s') <e ?_

Soient U un voisinage compact de b dans W, t' < s’ et w € [v_,v;]. On dispose
alors de I'inégalité

G = TH v, wyw™ < (G —=TEw,(s'w) v
p—1
< (Z llgx (0)|lw vff_ + Mmax(s’)) v_?
k=0
< evP v P<e.

Nous avons donc
Av, @ w) — v, w) <€ <1
Par conséquent, ’endomorphisme Ay, 4,y = I + (Ay,¢/,0) — I) est inversible.

Soit F e ZU)(T| < (t',w)). Il existe un unique couple (Q,R), avec
Qe BU)T| < (t,w)) et Re BU)(|T'| < t')[T,] de degré strictement inférieur &
p, tel que

F=QG+R.
Avec les notations précédentes, nous avons ) = oz(A(} @, w)( )) et R = B(Ay (t, w)(F)).
Puisque || Ay, ,w) — I|lv,jT|<(¢',w) < €, nOUs avons

o0
HAU (', w) o, ,w) < ZEZ =

On en déduit que
v P
1Qllv &y < 7= IFllvew)
et que

1
IRlo, ') < 7 IFllv, @ w)- 0
1—¢
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Théoréme 2.2.6 (Théoréme de préparation de Weierstrall). — Soit G € L, une série
telle que G(0,T,)(b) # 0 dans S (b)[T.]. Notons p la valuation en T, de la série
G(0,T,,)(b). Alors il existe un unique couple (Q, E) € (Ly)? vérifiant les conditions
sutvantes :

i) Q € L}[T,] est un polynome distingué de degré p ;
ii) E est inversible dans Ly ;
iii) G = EQ.

Démonstration. — Supposons que des séries (2 et E vérifiant les conditions requises
existent. Alors Q2 s’écrit sous la forme T? 4+ S, ou S € L}[T;,] désigne un polynome
de degré strictement inférieur & p. Les séries S et F sont alors reliées par ’égalité
TP = E~'G — S. Le théoréme de division de WeierstraR 2.2.3 nous assure 1'unicité
des séries E~! et S. On en déduit I'unicité des séries Q et E.

Démontrons, a présent, l'existence de ces séries. Le théoréme 2.2.3 appliqué avec
TP et G nous assure qu'il existe @ € L, et R € Lj[T,,] de degré strictement inférieur
a p tels que

TP = QG + R.
Mountrons, tout d’abord, que R(0,7,)(b) = 0. Si H désigne un élément de L, nous

noterons vy(H) la valuation en T,, de la série H(0,T,,)(b) dans 72 (b)[T].
Nous avons alors

w(R) = uw(Th - QG)
> min (vp(TE), v6(Q) + vp(G))
> p.

Puisque R(0,T,,) est supposé de degré strictement inférieur & p, nous avons donc
R(0,T,)(b) = 0. On en déduit que vp(T? — R) = p et donc que

up(Q) = vp(QG) —vp(G) =p—p = 0.

Par conséquent, @ est inversible dans L;. Les séries E = Q7' et Q = TP — R
conviennent. O

Par la suite, nous aurons également besoin du lemme suivant, fort utile pour nous
ramener 4 une situation dans laquelle on peut utiliser les théorémes de Weierstraf.

# 0 dans J€OD)[T]. Il existe un

Lemme 2.2.7. — Soit G € Ly tel que G(b)
(0,T,)(b) # 0 dans 5 (b)[T,]-

automorphisme o de Ly, tel que l'on ait o(QG)

Démonstration. — D’aprés [7], §3, n°7, lemme 3, il existe u(1),...,u(n —1) € N*
tels que ’automorphisme 7 de J#(b)[T"] défini par

i) Vie[l,n—1], 7(T3) = T; +T#(i) :
ii) T(Tn) =T,
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envoie G sur un élément 7(G) qui vérifie 7(G)(0,T,)(b) # 0.

Montrons que l'application 7 peut étre définie sur L;. Soient U un voisinage
compact de b dans B et r = (r1,...,r,) € (R})". Quel que soit i € [0,n — 1], il
existe s;,s,; € R tels que s; + sZ(Z) < r;. Posons s, = min(s, 1,...,Sn,n-1,7n) €t
s = ($1,...,8n). Définissons alors un endomorphisme 7y de Z(U)[T] par les mémes
formules que 7. On vérifie alors que, quel que soit F' € Z(U){(|T| < r), on a

T (F) e U)|T| < s).

On en déduit un morphisme oy : B(U){|T| < r) — L. On vérifie sans peine que tous
ces morphismes sont compatibles et définissent donc un endomorphisme o de L. En
outre, I’endomorphisme ¢ induit ’endomorphisme 7 sur &g [T]. On en déduit, en
particulier, que o(G)(0,T,)(b) # 0.

En appliquant le méme procédé a partir de 7=+, on construit un endomorphisme o~
de L qui est I'inverse de o. Par conséquent, o est un automorphisme de L. O

1 1

2.2.2. Propriétés. — Nous consacrerons cette partie & démontrer quelques propriétés
de 'anneau local Ly.

Théoréme 2.2.8. — Supposons que Uanneau local Opp est un corps. Alors 'anneau
local Ly est noethérien.

Démonstration. — Nous allons procéder par récurrence. Si n = 0, isomorphisme
Ly ~ Op, nous montre que le résultat est vrai.

Supposons, & présent, que le résultat soit vrai pour Lj. Soit I un idéal de L. L’idéal
nul étant évidemment de type fini, nous pouvons supposer que I # (0). Choisissons
un élément non nul G de I. Puisque Op  est un corps, il s’injecte dans J#(b) et nous
avons donc G(b) # 0. D’apres le lemme 2.2.7, quitte & appliquer un automorphisme de
Ly, nous pouvons donc supposer que G(0,T,,)(b) # 0. D’aprés le théoréme de division
de Weierstraf 2.2.3, I'idéal I est engendré par G et par la partie INL;[T,]. Or 'anneau
L} [T,)] est noethérien, puisque L; l'est, donc 'idéal I N L;[T,,] est engendré par un
nombre fini d’éléments, ce qui suffit pour conclure. O

Nous souhaitons, maintenant, traiter le cas ot 'anneau local Op; est un anneau
de valuation discréte. Nous aurons besoin d’une hypothése supplémentaire.

Définition 2.2.9. — Soit b un point de B en lequel l’anneau local Opy est de valuation
discréte. Choisissons une uniformisante w de cet anneau et V' un voisinage de b dans B
sur lequel elle est définie. On dit que l'uniformisante  vérifie la condition (Uy ) s’il
existe une constante Cy > 0 telle que pour toute fonction f € B(V) vérifiant f(b) = 0,
il existe une fonction g € B(V') vérifiant les propriétés suivantes :

i) f=mg dans B(V) ;
i) [lgllv < Cv | fllv.

On dit que Uanneau de valuation discréte O, vérifie la condition (U) s’il existe
une uniformisante ™ de Opy définie sur un voisinage V du point b dans B et un
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systeme fondamental W de voisinages compacts du point b dans V tel que, pour tout
élément W de W, uniformisante 7 vérifie la condition (Uy ).

Remarque 2.2.10. — 1l est clair que la condition (U) ne dépend pas de l'ouvert de
définition V' de 7 que nous avons choisi. En outre, si 7’ désigne une uniformisante de
OBy, il existe une fonction « inversible dans O, telle que # = an’ dans O . Siles
propriétés précédentes sont vérifiées pour 'uniformisante , elles le sont donc encore
pour 'uniformisante 7’. Par conséquent, la condition (U) porte bien sur ’anneau local
lui-méme et ne dépend pas des choix de 7 et de V effectués.

Nous utiliserons la condition (U) sous la forme du lemme suivant.

Lemme 2.2.11. — Supposons que l'anneau local Op; est un anneau de valuation
discrete vérifiant la condition (U). Soit m une uniformisante de O et notons v, la
valuation T-adique sur cet anneau. Soit G € Ly \ {0}. Notons 3> axT® son image
dans Op[T]. Posons -

v(G) = min{v,(ag), k > 0} € N.
Alors, il existe une fonction H de Ly vérifiant les propriétés suivantes :

i) H(b) #0 dans 52 (b)[T] ;
i) G =n"9H dans L.

Démonstration. — Soit V un voisinage de b dans B sur lequel 7 est définie. Par
hypotheése, il existe un systéme fondamental % de voisinages de b dans V tel que,
quel que soit W € #, 'uniformisante 7 vérifie la condition (Uy), avec une certaine
constante Cyy > 0. Il existe un voisinage compact U de b dans B et t € (R* )" tels
que la série G soit un élément de Z(U)(|T| < t). Par conséquent, il existe une famille
(ak)k>0 d’éléments de B(U) telle que

G = Z Qg Tk
k>0
et

> llawllu t* < +oc.
k>0

Soit W un élément de # contenu dans U. Soit k > 0. Par hypothése, (%) divise
ar dans Op . La condition (Uw ) nous assure qu'il existe by € H(W) vérifiant les
propriétés suivantes :

i) ap = 7 by, dans B(W) ;
i) [lbellw < O llaxllw-

Nous avons

S lbellw t* < O3 > Jlaglly t* < +oo.

k>0 k>0
Par conséquent, la série 4~ bk T* définit un élément H de B(W)(|T| < t). Il vérifie
bien G = 7 (©) H et H(b) # 0. O
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Théoréme 2.2.12. — Supposons que l'anneau local O est un anneau de valuation
discrete vérifiant la condition (U). Alors, anneau local Ly est noethérien.

Démonstration. — Nous allons procéder par récurrence sur n. Si n = 0, nous avons
Ly ~ Op, et le résultat est vrai.

Supposons, & présent, que le résultat soit vrai pour L. Soit I un idéal de L. L’idéal
nul étant de type fini, nous pouvons supposer que I # (0). Notons

v(I) = min{v(G), G € I}.
D’aprés le lemme 2.2.11, il existe un idéal J de L, vérifiant les propriétés suivantes :
i) I= v J .
ii) l’idéal J contient un élément G vérifiant G(b) # 0 dans € (b)[T].

Nous pouvons alors utiliser le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme
2.2.8 pour montrer que ’idéal J est de type fini. Il en est donc de méme pour l’idéal 1.
O

Théoréme 2.2.13. — Supposons que l’anneau local O, est un corps ou un anneav de
valuation discréte vérifiant la condition (U). Alors, anneau local Ly est factoriel.

Démonstration. — I1 nous suffit de reprendre la structure des raisonnements
précédents en utilisant, cette fois-ci, le théoréme de préparation de Weierstrafl
2.2.6, joint au lemme 2.2.7, et le théoréme de Gauf. O

Nous pouvons, en fait, obtenir un résultat plus fort et démontrer, sous les mémes
hypothéses, que 'anneau local L; est régulier.

Théoréme 2.2.14. — Supposons que l’anneau local O, est un corps ou un anneav de
valuation discréte vérifiant la condition (U). Alors, 'anneau Ly est un anneau local
réqulier de dimension égale o dim(Opp) + n.

Démonstration. — Rappelons que nous notons m = (my, T4, ..., T),) I'idéal maximal
de Ly et que nous avons
K?(b) = ﬁB’b/mb >~ Lb/m
Supposons, tout d’abord, que Op; est un corps. Nous avons m = (T1,...,T,),
Opp = k(b) et dim(Op ) = 0. La suite

(O)C(Tl)C"'C(Tl,...,Tn)

est une suite strictement croissante d’idéaux premiers de L. On en déduit que

dim(Ly) > n.
Montrons, & présent, que la famille (71,...,T;,) engendre le k(b)-espace vectoriel
m/m2. Soit G € m. Par définition de m, il existe G1,...,G, € Ly tels que

G= ZTiGi dans L.

i=1
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Quel que soit ¢ € [1,n], il existe h; € Opy, Hi1,...,H;n € Op[T] tels que

Gi = hz + ZTJ HZ,J dans ﬁB’bHT]].

j=1
D’aprés le lemme 2.2.1, cette décomposition vaut encore dans L;. Par conséquent,
nous avons
n
G=> hT;+ Y, TT;H,;dans L.
i=1 1<i,j<n

Or, quels que soient ¢,j € [1,n], nous avons T; T € m2. On en déduit que

G= th‘Tz‘ dans m/m?.

i=1

Nous avons bien montré que la famille (T1,...,T),,) engendre le k(b)-espace vectoriel

m/m2.

Comme tout anneau local noethérien, 'anneau L; vérifie
dim(Ly) < dim, ) (m/m?) < n.
Finalement, nous avons donc
dim(Ly) = dim, ) (m/m?) = n.

On en déduit que 'anneau L; est un anneau local régulier de dimension n.

Supposons, & présent, que Opp est un anneau de valuation discréte vérifiant la
condition U. Nous avons alors dim(&p ) = 1. Soit 7 une uniformisante de Op . La
suite

OcHc(xn)c - C(nrT,...,Tn)

est une suite strictement croissante d’idéaux premiers de L. Observons que pour
montrer que ce sont des idéaux premiers, il faut faire appel a la condition U et, plus
précisément, au lemme 2.2.11. Nous avons montré que

dlm(Lb) >n+ 1.
Montrons, & présent, que la famille (w,T},...,T},) engendre le k(b)-espace vectoriel
m/m2. Soit G € m. Par définition de m, il existe Gy, ..., G, € L; tels que
n
G=nGo+ Y T,G; dans L.
i=1

Par le méme raisonnement que dans le cas des corps, on montre qu’il existe
hi,...,hy € Ox 5 tels que

zn:Ti Gl = Zn:thl dans m/m2.
=1 =1
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En utilisant de nouveau le lemme 2.2.1, on montre qu’il existe hgy € gy,
Hy1,...,Hyr, € Ly tels que

Go=ho+ Y T, Ho; dans Ly.
j=1

Par conséquent, nous avons

7Go=mhg +Z7rTj Ho,j dans L.

Jj=1

Or, quel que soit j € [1,n], nous avons 7 T; € m?. On en déduit que

n
G=hom+ Zhﬂ’z dans m/m?.
i=1
Nous avons bien montré que la famille (7, T4, ..., T,,) engendre le k(b)-espace vectoriel
m/m2.
L’anneau local noethérien L, vérifie donc

dim(Lp) < dimn(b) (m/m2) <n+1.

On en déduit que
dim(Ly) = dim, ) (m/m?) = n + 1.

Finalement, 'anneau L; est un anneau local régulier de dimension n + 1. O

2.3. Limites d’algébres de couronnes

Soit V' une partie compacte de B. Pour s € R} et t € (R} )™, nous noterons ||.||v,s,¢
la norme sur Panneau #(V)(s < |T'| < t) définie au numéro 2.1.

Soit b un point de B. Soit r = (ry,...,r,) € (RL)" tel que la famille (ry,...,ry)
soit libre dans I’espace vectoriel Q ®z (R /|7°(b)*|). Nous noterons

Lyr = lim B(V)(s <|T| <),
V,s,t
ou V parcourt ’ensemble des voisinages compacts du point b dans B, s parcourt [];—;]0,7;]
et t parcourt [];—,]r;, +ool.

Comme précédemment, lorsque ’anneau local O est un corps ou un anneau de
valuation discréte soumis & la condition (U), nous pouvons mener une étude précise
de 'anneau L; .. Signalons que les résultats s’obtiennent bien plus facilement que
précédemment. En particulier, nous n’aurons pas besoin de faire appel aux théorémes
de division et de préparation de Weierstral. Nous commencons par énoncer un lemme
qui généralise, en un certain sens, I’inégalité ultramétrique.

Lemme 2.3.1. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue |.| vérifiant l’inégalité
suivante : quels que soient les éléments x et y de k, on a

@+ y| < 2 max(|z|, |y]).
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Soient n € N et zg,...,z, € k. Alors on a

n
D
=0

Si l’on suppose que, quel que soit i € [1,n], on a |x;| < 27" xo|, alors on a

< 2" max (|z;]).
0<i<n

n

>

=0

> 27"z).

Démonstration. — La premiére inégalité s’obtient facilement par récurrence.
Démontrons la seconde. Supposons donc que, quel que soit i € [1,n], on a
|z;] < 27" xo]|. Alors

lzo| =

n
Zmi_xn_"'_xl
i=0

n
in ,|xn|,...,|x1|>,

i=0
d’aprés la premiére inégalité. Supposons, par 'absurde, qu’il existe i € [1,n] tel que

max( ,|mn|,...,|x1|> = |z;].

n

> ai

=0

|zo| < 2™ |z;] < |20,

< 2" max (

Nous obtenons alors

ce qui est impossible. Par conséquent, nous avons

max( ,|asn|,...,|:c1|> =

n
>
=0

n

S|

i=0
On en déduit la seconde inégalité. O
Théoréme 2.3.2. — Supposons que ’anneau local Oy, est un corps. Alors ’anneau Ly »
est un corps.
Démonstration. — Soit f un élément non nul de 'anneau L ,. Il nous suffit de

montrer que cet élément est inversible. Il existe un voisinage compact V' de b dans B,
des éléments s et t de R} vérifiant s < r et £ > r tels que

FeBV)s<|T|<t).

Dans ce dernier anneau, la fonction f posséde une écriture sous la forme
Z k
f = ap T 3

otl, quel que soit k € Z™, nous avons ay € (V) et la famille (||ag ||y max(s*, t*))xezn
est sommable.
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Les conditions imposées au n-uplet r nous assurent qu’il existe un élément ko de Z"™
tel que, quel que soit k # kg, on ait
|ak, (b)| max(s*0 t%0) > |az (b)| max(s*, t*).
En utilisant le fait que la famille (||ag ||y max(s®,t*))gcz» est sommable, on en déduit
qu’il existe u,v € R tels que, quel que soit k # kg, on ait méme
|ag, (b)| min(s®0 £%0) > v > u > |ak(b)| max(s®, t*).
11 existe un voisinage E de —oo dans Z™ \ {ko} tel que
> llak|lv max(s*, t*) < u.
keE
De méme, il existe un voisinage F' de +oo dans Z™ \ (E U {ko}) tel que
Z llax||v max(s®, t*) < u.
keF
La partie G = Z" \ (EU F U {ko}) ne contient qu'un nombre fini de termes. On en
déduit qu'’il existe deux éléments sq et o de (R* )" vérifiant s <sp <retr <ty <t
tels que 'on ait
|ak, (b)| min(sg, t§) > v
et, quel que soit k € G,
|ag, (b)| max(sk, %) < u.
Définissons deux voisinages compacts du point b dans V par
Wy = {c € V|Vk € G, |ax(b)| max(s§, t§) < u}
et
W1 = {c € V| |ak, (c)| min(sf°, tF*) > v} .
Il existe un élément A de l'intervalle |0, 1] vérifiant

202X ) < g,

Les conditions que nous avons imposées sur r imposent au corps valué s (b) d’étre
ultramétrique. En particulier, nous avons |2(b)| < 1. Par conséquent, la partie

We={ceV||2(c)| < 2’\}

est un voisinage compact de b dans V. Choisissons un voisinage compact rationnel W
de b contenu dans Wy N W71 NWs. Nous allons montrer que la fonction f est inversible
dans Panneau Z(W){sq < |T'| < to). Notons

D = 7T71(W) N 6(80, to)
En utilisant le fait que Z(W) = W et le lemme 2.1.1, on montre que
MBW)(s0 < |T| < to)) = D.

D’aprés [2], corollaire 1.2.4, pour montrer que la fonction f est inversible dans
Panneau Z(W)(sg < |T| < to), il suffit de montrer qu’elle ne s’annule par sur son
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spectre analytique D. Soit y un point de D. Notons ¢ son projeté sur B. C’est un
élément de W. Nous avons

W) = | ale)T(y)*
keZn
= |ar,(T®W* + > ar(0) T(y)* + D ar(c) T(y)*
keFE keF
+ Z ak(c) T(y)*|.
keG

Ecrivons I'expression & l'intérieur de la valeur absolue comme une somme de 3 + G
termes. A exception du premier, chacun de ces termes g vérifie

9] < u < 27FFFN 0y < ag, (o)] [T (e)*].
D’aprés le lemme 2.3.1, nous avons donc
[F()] = 27D Jag, (o)] IT(c)*| > 0.
On en déduit le résultat. O
Venons-en, & présent, au cas ot 'anneau local O est un anneau de valuation
discréte vérifiant la condition (U) de la définition 2.2.9. Soit 7 une uniformisante
de Opy et v, la valuation associée. Nous disposons d’un résultat analogue & celui du
lemme 2.2.11. Avant de I’énoncer, définissons une application v de L » dans NU{+o0}.

Soit f un élément de Ly ,.. Il existe un voisinage compact V' de b dans B, des éléments s
et t de R vérifiant s <7 et ¢t > 7 tels que

FeBVs<|T|<t).

Dans ce dernier anneau, la fonction f posséde une écriture sous la forme

o1, quel que soit k € Z™, nous avons ax € (V) et la famille (||ag||v max(s*, t*))geczn
est sommable. Posons

v(f) = min{vx(ar), k € Z"} € N U {+oo}.
Cette quantité ne dépend pas du représentant de f choisi.

Lemme 2.3.3. — Supposons que Uanneau local Opp est un anneau de valuation
discrete vérifiant la condition (U). Soit m une uniformisante de Op et notons v
la valuation associée. Soit f un élément non nul de Ly, \ {0}. Alors, il existe une
fonction g de Ly, vérifiant les propriétés suivantes :

i) v(g)=0;

i) f=7"Pg dans Ly .

Nous en déduisons le théoréme suivant.
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Théoréme 2.3.4. — Supposons que l’anneau local Opp est un anneau de valuation
discrete vérifiant la condition (U). Alors lanneau Ly . est un anneau de valuation
discréte, de valuation v et d’idéal mazximal my Ly .

Démonstration. — On vérifie directement sur la définition de I'application v que les
deux propriétés suivantes sont vérifiées : quels que soient f et g dans L; ,, nous avons

i) v(f +g) > min(v(f),v(9)) ;
ii) v(fg) =v(f) +v(g)

En outre, la condition (U) assure que nous avons v(f) = +oo si, et seulement
si, la fonction f est nulle. De cette propriété, jointe a la propriété ii), on déduit que
l’anneau Ly , est intégre. Notons F' son corps des fractions. L’application v se prolonge
en un morphisme surjectif de F* dans Z qui vérifie encore la propriété i). C’est donc
une valuation discréte.

Pour conclure, il nous reste & montrer que nous avons les deux égalités suivantes :

a) Ly, ={f € Flv(f) 2 0};
b) mbLb,,,. = {f S F|’U(f) > 0}

L’égalité b) se déduit de I’égalité a) en utilisant la condition (U). En outre, en utilisant
le lemme 2.3.3, on se rameéne & montrer que tout élément de L;, , de valuation nulle est
inversible dans Ly .. Soit f un élément de L; , tel que v(f) = 0. Il existe un voisinage
compact V de b dans B, des éléments s et ¢t de R’} vérifiant s < r et ¢t > r tels que

feB(V)(s<IT|<t).

Dans ce dernier anneau, la fonction f posséde une écriture sous la forme
k
f= E ar T,

oil, quel que soit k € Z"™, nous avons ax € (V) et la famille (||ax||v max(s®, t*))gezn
est sommable. Puisque v(f) = 0, la famille (|ag(b)|) ez~ n’est pas nulle. Les conditions
imposées au n-uplet r nous assurent alors qu’il existe un élément kg de Z" tel que,
quel que soit k # kg, on ait

|ak, (b)| max(s*0 t%0) > |az(b)| max(s*, t*).

On en utilisant le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 2.3.2, on
montre que la fonction f est inversible dans I’anneau Ly ,. O

2.4. Exemples d’anneaux locaux

Il est possible d’exhiber des bases de voisinages explicites de certains points
de Vespace affine. Ces résultats nous seront, par la suite, trés utiles pour étudier
les anneaux locaux en ces points. Commengons par nous intéresser & des parties
compactes plus générales.
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Lemme 2.4.1. — Soient U un ouvert de B, Y un ouvert de Xy, p un entier et
fi,..., fp des éléments de Ox (Y). Pour toute partie compacte V de U et tous éléments
s =(s1,...,5p) et t = (t1,...,t,) de RE, nous posons

My (s,t) ={y e Y N Xy |Vi€ [1,p], s; <|fi(y)| <t}

Nous supposerons que toutes ces parties sont compactes.

Soient V' une partie compacte de U et s et t deux éléments de RP. Soit N un
voisinage du compact My (s,t) dans Y. Il existe un voisinage compact V' de V dans U
et deux €léments s' et t' de RY. vérifiant les inégalités s’ < s et t' > t tels que l'on
ait Uinclusion

My (Sl, t/) C N.

Démonstration. — Posons M = My (s,t). Soient Vy un voisinage compact de V'
dans U et sg et ty deux éléments de RP vérifiant les inégalités s’ < s et t/ > t.
La partie compacte My = My, (So,to) est alors un voisinage compact de M dans Y.
Sans perdre en généralité, nous pouvons supposer que N est un voisinage ouvert de M
dans M.

Posons M; = My, (s,t). La partie N N M; est un voisinage ouvert de M dans M.
Son complémentaire S; est une partie compacte. Puisque M1NXy = M, le compact Sy
ne coupe pas Xy . Par conséquent, le compact 7(S1) ne coupe pas V. Choisissons un
voisinage compact V' de V dans V, contenu dans le complémentaire de 7(S7). Nous
avons alors

MV/(S,t) =M NXy CM{ NN CN.

Posons My = My (t,tg). La partie N N M, est un voisinage ouvert de M dans M.
Son complémentaire S est une partie compacte. La fonction

1%1?§p(|fi| —t;)

atteint son minimum m sur S3. Puisque Ss est disjoint de M, le nombre réel m
est strictement positif. Pour tout élément i de [1,p], choisissons un élément t; de
Iintervalle Jt;,t; +m[. Posons t' = (t},...,t). Nous avons alors t' > t et

My (¢, t') C Mo NN C N.
Nous montrons de méme qu’il existe un élément s’ de Rﬁ_ vérifiant s’ < s tel que
MV/(S/, S) C N.

On en déduit que
My (S/, tl) C N,

ce qui démontre le résultat. O

Nous allons maintenant appliquer ce résultat afin d’obtenir une description explicite
de systémes fondamentaux de voisinages pour certains points.
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Définition 2.4.2. — Soient b un point de B, oy,...,ap, des éléments de Opy et
T1,...,7n des éléments de Ry. Notons I lensemble des éléments i de [1,n]
tels que r; # 0. Supposons que la famille (r;);cr est libre dans l’espace vectoriel
Q ®z (R%/|2€(b)*|). 1l existe alors un unique point x de la fibre X, qui vérifie les
inégalités suivantes :

Vi € [1,n],[(T; — ai)(2)] = 7.
Un tel point est dit déployé.

Soient b un point de B et o = (a1, ..., a,) un élément de O ;. Soit By un voisinage
de b dans B sur lequel les fonctions ayq, ..., a, sont définies.

Soient I une partie de [1,n] et (r;);c; une famille de R dont I'image dans I’espace
vectoriel Q ®z (R /|#°(b)*|) est libre. Notons J = [1,n] \ I et, pour i € J, posons
r; = 0. Posons encore » = (r1,...,7,). Notons z 'unique point de la fibre X} qui
vérifie

Vi e [1,n], (T; — o;)(z)| = 7.
Proposition 2.4.3. — Soit U un voisinage du point x dans X. Pour tout élément i
de J, posons s; = 0. Il existe un voisinage V du point b dans By, pour tout élément i

de I, un élément s; de ]0,7;[ et, pour tout élément i de [1,n], un élément t; de|r;, +oo[
tels que l’on ait l'inclusion

{y e Xv |Vie[1,n], s <|(T; — ai)(y)| < t;} C U.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 1.1.12, pour toute partie compacte V de By
et tous éléments si,...,s,,t1,...,t, de Ry, la partie de X définie par

{ye Xv|Vielp], si <|(Ti —a)(y)l < t:}

est compacte. Le résultat découle alors du lemme 2.4.1. O

Nous allons, & présent, préciser ce résultat. A cet effet, nous allons construire une
application o4, de By dans

W ={y € X, |Vic[L,n], |(T; — os)(y)| = r:}

qui soit une section du morphisme 7 au-dessus de By.
Soit ¢ un point de By. Si le point ¢ est associé & une valeur absolue ultramétrique,
nous définissons 0 »(c) comme le point associé & la semi-norme multiplicative

ATy, .., Tl - Ry
oK kq
> ae [[(@ - ) — max <|ak(c)| I ) .
k>0 i=1 = i=1

Si le point ¢ est associé 4 une valeur absolue archimédienne, alors le corps résiduel
complété (c) est R ou C muni de la valeur absolue |.|5,, avec € € ]0,1]. Nous

00
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/e 1/e

2 . . 1
définissons oo »(c) comme le point (o +7,"", ..., an+ 15 ") de la fibre X,, autrement
dit, comme le point associé & la semi-norme multiplicative

AT, ..., T,] — R,
n n €
, ks

Zak H(TZ —a)k - Zak(c)Hri /e

k>0  i=1 k>0 i=1 -
Lemme 2.4.4. — L’application

Oanr:Bo— W

est une section continue du morphisme w au-dessus de By.
Démonstration. — Le fait que ’application o4 » prenne ses valeurs dans W et soit une

section de m est immédiat. Intéressons-nous, maintenant, a4 sa continuité. Rappelons
que, par définition de la topologie de X, I'application o » est continue si, et seulement
si, pour tout élément P de </[T,...,T,], application

B R
|P(.)] 0 0ar: o = +

est continue.
Considérons 'ouvert de By défini par

B, = {C € By |2(C)| < 1} .

Chacun des points de cet ouvert est associé & une valeur absolue ultramétrique. Par
conséquent, pour tout élément P = 3.~ ak [[1e1(Ti — a;)® de &/ [T1,...,T,], nous
avons

|P(0a,r(c))| = max <|ak(c)| Hﬁ) .

i=1
On en déduit que 'application o4, est continue sur Bj.
Considérons de méme 'ouvert de By défini par

By = {C € By |2(C)| > 1} .

Chacun des points de cet ouvert est associé & une valeur absolue archimédienne. Par
conséquent, pour tout élément P = 3", ar [Jie, (Ti — a;)* de /[T, ...,T,], nous
avons

P(0ar(@) = |P(a+r/. . a+m) ().

On en déduit que 'application o4 est continue sur Bs.

Si le point central ay de B n’appartient pas a By, alors By = By U By et nous avons
montré que l'application o4 est continue. Supposons, & présent, que le point ag
appartienne & By. Par hypothése, I'image dans I’espace vectoriel Q ®z (R /|7 (b)*|)
de la famille (r;);er de R est libre. Puisque |77 (ag)*| = {1} est contenu dans |.7(b)*|
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son image est encore libre dans 'espace vectoriel Q ®z (R /|#(ag)*|). On en déduit
que le point 04 (ag) est 'unique point du compact

{y € Xo|Vi € [1,n], (Ti — c:)(y)| =74}

Soit U un voisinage du point o« »(ag) dans X. D’aprés la proposition 2.4.3, il contient
une partie de la forme

{ye Xv|Vie[l,n], s <|(T; — ou)(y)| <t}

ou V est un voisinage du point ag dans By, pour tout élément ¢ de J, s; = 0, pour tout
élément ¢ de I, s; appartient a |0, ;[ et, pour tout élément ¢ de [1,n], ¢; appartient
a |r;, +oo[. En particulier, il contient la partie W N Xy . Par conséquent, la partie

ot (U) contient le voisinage V' de ag dans By. On en déduit que I’application o »

o,r
est continue au voisinage du point ag.
Nous avons, & présent, traité le cas de tous les points de By. Nous avons donc bien

montré que ’application o, est continue. ]

Cette section nous permet d’obtenir des informations supplémentaires sur les
voisinages des points déployés des fibres.

Corollaire 2.4.5. — Soient b un point de B, x un point déployé de la fibre X et U un
voisinage du point x dans X. Il existe un voisinage V' du point x dans U vérifiant les
propriétés suivantes :
i) la projection (V') est un voisinage du point w(x) = b dans B ;
ii) il existe une section continue o du morphisme de projection V.— w(V) ;
iii) pour tout point b de w(V'), la trace de la fibre X, sur V est connexe par arcs.

Démonstration. — Ce résultat découle directement de la proposition et du lemme qui
précédent. Le point 4ii) est vrai car pour tout corps valué complet k, tous éléments
ai,...,a, de ket s1,...,8,,t1,...,t, de Ry, la partie de I'espace analytique A}"*"
définie par

{ye AP™ |Vie[1,n], si < (T —as)(y)| < ti}

est connexe par arcs. O

Corollaire 2.4.6. — Soient b un point de B et x un point déployé de la fibre X. Le
morphisme 7 est ouvert au point x.

Corollaire 2.4.7. — Soient b un point de B et x un point déployé de la fibre Xy. Sile
point b de B posséde un systéme fondamental de voisinages connexes par arcs, alors
il en est de méme pour le point x de X.

Nous pouvons, & présent, décrire explicitement les anneaux locaux aux points
déployés des fibres. Reprenons les notations du début de ce numéro. Soient b un
point de B et & = (@, ...,a,) un élément de ﬁg’b. Soit By un voisinage de b dans
B sur lequel les fonctions ag, ..., a, sont définies.

Soient I une partie de [1,n] et (r;);c; une famille de R dont I’image dans I’espace
vectoriel Q ®z (R /|7 (b)*|) est libre. Notons J = [1,n] \ I et, pour i € J, posons
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r; = 0. Posons encore » = (r1,...,7,). Notons z I'unique point de la fibre X} qui
vérifie

Vi e [1,n], (T; — o) ()| = 7.
Théoréme 2.4.8. — Le morphisme </ [T] — Ox 5 induit un isomorphisme

lim B(V)(s<|T —a| <t) = Ox o,

V,s,t
ot V' parcourt I’ensemble des voisinages de b dans By, quel que soiti € J, s; =0 et t;
parcourt RY , quel que soit i € I, s; et t; parcourent respectivement |0, 7;[ et |r;, +00].

Démonstration. — Quitte & remplacer Panneau &/ par Z(U), ou U désigne un
voisinage compact rationnel de b assez petit, nous pouvons supposer que o € /™.
Cette opération est licite d’aprés le théoréme 1.2.11. Quitte a appliquer la translation
par le vecteur —a, qui est un automorphisme, nous pouvons supposer que a = 0.

Soit V' un voisinage compact du point b dans (<), s un élément de R’} et ¢ un
élément de (Ri)n tels que s < t. D’aprés la proposition 2.1.1, le morphisme naturel
A T) — B(Cy(s,t)) se prolonge en un morphisme

B(V)(s < |T| < t) = B(Cv(s,1)).

La proposition 2.1.3 assure que ce morphisme est injectif. En utilisant la proposition 2.4.3,
on en déduit qu’il existe un morphisme injectif

¢ lim B(V)(s < |T|<t) = Oxa,
V,s,t
ou V parcourt ’ensemble des voisinages compacts du point b dans B et s et ¢
I’ensemble des éléments de R} qui vérifient s <7 < ¢.

Il nous reste & montrer que ce morphisme est surjectif. Soit f un élément de Ox .
Par définition du faisceau structural, il existe un voisinage U du point z dans X sur
lequel la fonction f est la limite uniforme d’une suite de fractions rationnelles (R;) >0
a coefficients dans .« sans poéles sur U. D’aprés la proposition 2.4.3, nous pouvons
supposer que le voisinage U est de la forme

U= 6v(3,t),

ou V désigne un voisinage compact rationnel du point b dans B, et s et £ deux éléments
de R%} qui vérifient s < r < ¢. Le morphisme naturel

AT — B(V)(s <|T| < t)

est injectif. D’aprés les propositions 1.2.15 et 2.1.1, ce morphisme induit un
homéomorphisme

MBV)s<|T|<t) SU.
Soit P un élément de </ [T'| qui ne s’annule en aucun point de U. D’aprés [2], corollaire

1.2.4, 'image de P est inversible dans 'anneau #Z(V)(s < |T'| < t). On en déduit que
Panneau 7 (U) s’injecte dans Z(V)(s < |T'| < t).
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Soient u un élément de R} tel que s < u < 7 et v un élément de (Ri)n tel que r <
v < t. L’anneau % (U) s’injecte encore dans 'anneau Z(V)(u < |T| < v). L’inégalité
sur les normes démontrée dans la proposition 2.1.3 assure que la suite (R;);>0 est une
suite de Cauchy dans I'anneau #(V)(u < |T| < v). Puisque ce dernier anneau est
complet, la suite (R;);>0 y converge et sa limite est envoyée sur la fonction f par le
morphisme . O

2.5. Hensélianité

Nous commengons par montrer que les anneaux locaux de l'espace affine
analytique X au-dessus de B sont henséliens. Nous décrivons ensuite un cadre
dans lequel cette propriété peut déboucher sur I’existence d’un isomorphisme local
entre espaces analytiques.

2.5.1. Démonstration

Proposition 2.5.1. — Soit x un point de X. L’anneau local Ox , est hensélien.

Démonstration. — Rappelons que nous notons k(z) = Ox/mg. Soit P(T) un
polyndme unitaire de Ox ,[T] dont I'image dans x(z)[T] posséde une racine simple
a. D’aprés [28], chapitre VII, proposition 3, il nous suffit de montrer que « se reléve
en une racine de P(T) dans Ox ;.

Choisissons un élément f de Ox , relevant o. Nous pouvons alors retraduire les
hypothéses sous la forme P(f)(z) =0 et P'(f)(z) # 0.

Soit U un voisinage compact de x dans X tel que les coefficients du polynéme P
et I’élément f appartiennent & Z(U). Quitte a restreindre U, nous pouvons supposer
que la fonction P’(f) y est inversible. Il existe un polynome Q(T4,T») € B(U)[T1, Ts],
indépendant de f, tel que, quel que soit g € AB(U), on ait

P(f+P(flg) = P(f)+P'())P(f)g+P(f)?5*Qf.9)
= P(HPf) (pry + 9+ B 9?QF,9)) -

Notons d € N le degré du polynéme Q(f,T). Soit ¢t € ]0,1[. Quitte & restreindre
encore le voisinage U de z, nous pouvons supposer que t/(d + 1) majore la norme
uniforme sur U de tous les coefficients du polynéme

P(f)

BT = =57

T?Q(f,T).

On a alors

a2 )
< > iy

=2
t max ([lgl1%, lgll5) -

En particulier, si g € Z(U) vérifie ||g|lu < 1, alors nous avons encore |R(g)|v < 1.

Vg € Z(U), |R(9)llv

IN
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f e (H ) 2 )

)
U
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Nous avons alors

d+2
) <1
U
-1
w55
P(f) /7l
On en déduit que, quel que soit n € N*, nous avons
-1
Ron < ) <
P(f)/ Ny

ou R°™ désigne 'application R élevée a la puissance n pour la loi de composition.
En utilisant le fait que, si un élément b de B(U) vérifie ||b]|y < 1, alors

IR < t]IblI7,

<1,

on montre, & l'aide d’une récurrence, que, quel que soit n € N*, nous avons
n—1
<21

= () v

> & (5p)

neN

En particulier, la série

converge dans Z(U). Notons s sa somme. Elle vérifie I’équation

1
s—R(s) =— .
© =P
On en déduit que P(f + P(f)s) = 0. Puisque P(f) est nul dans k(z), I’élément
f+ P(f)s de Ox 4 reléve bien a. O

Corollaire 2.5.2. — Soit (Z,0z) un espace analytique sur o/ (au sens de la définition
1.1.27). Pour tout point z de Z, anneau local Oz , est hensélien.

Démonstration. — Par définition, ’anneau local 0z . est le quotient de I’anneau local
en un point d’un espace affine analytique sur 7. Ce dernier anneau est hensélien,
d’aprés la proposition précédente. Cela suffit pour conclure car tout quotient d’un
anneau hensélien est hensélien. O

2.5.2. Isomorphismes locaux. — Le caractére hensélien d’un anneau local peut étre
interprété comme une sorte de théoréme des fonctions implicites. Par la suite, nous
utiliserons effectivement cette propriété pour démontrer des résultats d’isomorphie.
La proposition qui suit donne un exemple d’application.

Soit P(S) un polyndme unitaire & coefficients dans 7. Notons d € N son degré.
Nous nous intéresserons a 'algébre

o' = A[S1/(P(S)).
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Puisque le polynéme est unitaire, le morphisme
o @ — o’

d—1
(agy...,a4-1) + Zai S*
i=0

n:

est un isomorphisme. Munissons l'algébre /¢ de la norme ||.||,c donnée par le
maximum des normes des coeflicients. On définit alors une norme, notée |.|div,
sur &/’ de la fagon suivante :

Vi€, [Iflla = In7"(£)lloo-

Cette norme n’est pas, a priori, une norme d’algébre. Nous supposerons donc que
lalgébre o7’ est munie d’une norme d’algébre ||.||" équivalente a la norme ||.||qsv : il
existe deux constantes D_, D, > 0 telles que

Vi€, D_||fllaw < IfII" < Dy || fllasv-

Munie de la norme ||.|’, l'algébre &/’ est une algébre de Banach. En outre, le
morphisme (&7, |.||) — (&', ||.||') est borné. Nous noterons

X =AM L A = X

le morphisme induit entre les espaces analytiques.

Soit U une partie ouverte de X et supposons qu’il existe une fonction R définie
sur U vérifiant P(R) = 0. Signalons qu’en pratique, nous déduirons ’existence d’une
telle fonction du caractére hensélien d’un certain anneau local.

Nous pouvons alors définir une application o de U C X vers X’. Soit x un point
de U. Soit p(T) = Y g>0 2k T*, ot la famille (pg)r>o est une famille presque nulle
d’éléments de «7’. Quel que soit k € N™, relevons I’élément pg de </’ en un élément
qr(S) de &7[S]. Considérons ’application

AT — H (x)

X @) = Y au(R(@) TH@).
k>0

Puisque P(R(z)) = 0, cette application ne dépend pas du choix des différents relevés.
On en déduit aussitot que x,(;) est un morphisme de .o7-algébres. Montrons que ce

morphisme est borné sur «7’. Soit f € &’. 1l existe aq,...,aq_1 € & tels que
d—1
f= Zai S* dans &7’.
i=0
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Nous avons alors

X ()] = Eai(m)R<w>i
< (dg IR(w)i|> max ((ai(a))
< (dz_:_: IR(w)il> oJnax  (llasl)
S P

d—1
(Z |R($)i|> DZU|fII
i=0

Par conséquent, le morphisme x,(;) est borné sur .&/’. C’est donc un caractére
de o7’[T]. Nous noterons o(z) le point de X’ associé. L’application o ainsi construite
est une section continue de ¢ au-dessus de U. Sous certaines hypothéses, nous
pouvons obtenir un résultat bien plus fort. Nous noterons « l'image de S dans .«/’.

Proposition 2.5.3. — Supposons que

i) la norme ||.||" sur &' est uniforme et équivalente & la norme ||.| giv ;
ii) Powvert U est conneze ;
iii) la fonction P'(«) est inversible sur ¢~ *(U) ;
iv) 4l eziste un point zo € U tel que R(o(zg)) = a dans 5 (o(xo)).
Alors la partie o(U) est ouverte dans X' et la section o induit un isomorphisme entre
les espaces U et o(U), munis des structures d’espaces localement annelés induites.

Démonstration. — Le polynome P(T') posséde une unique factorisation dans o7’/ [T]
sous la forme P(T) = (T — a)Q(T), avec Q(T) € o7'[T]. Quel que soit le point z’ de
¢ Y(U), nous avons P(R(z')) = 0, d’ott l'on tire soit R(z') = «, soit Q(R(z')) = 0.
Ces deux conditions ne peuvent valoir simultanément, puisque, par hypothése, nous
avons P’(a)(z') # 0. Par conséquent, la partie de X’ définie par

U'={a' € g7 (U)| R(2') = a}

est ouverte.

Montrons, & présent, que o(U) = U’. Par hypothése, nous avons R(c(zg)) = «,
autrement dit, le point o(z¢) appartient & U’. Puisque l'ouvert U est connexe, la
partie o(U) Dest encore. Nous en déduisons l'inclusion o(U) C U’.

Réciproquement, soit ' un point de U’. Par définition de U’, nous avons R(z') =
a. Notons z € U son image par le morphisme ¢. Soit p(T) = > 150Dk T* ou la
famille (pg)k>0 est une famille presque nulle d’éléments de <7[S]/(P(S)). Quel que
soit k € IN", relevons ’élément py en un élément g de </[S]. Le caractére x,(q)
envoie le polynéme pg sur 1’élément

> ar(R(z)) T*(z) de A ().

k>0
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L’image de cet élément par Uinjection J7(x) — S (x’) n’est autre que

Y ak(R@)) TH(') = Y gu(e) T*(z) = p(T(2')) dans #(z').
k>0 k>0
On en déduit que o(z) = z'.

Nous venons de démontrer que le morphisme ¢ réalise un homéomorphisme de
louvert U’ de X’ sur louvert U de X. Nous allons prouver qu’il induit méme un
isomorphisme entre les espaces annelés. Soit ' un point de U’. Notons z € U son
image par le morphisme ¢. Il suffit de montrer que le morphisme

Oxa = Ox1 2

induit par ¢ est un isomorphisme. Montrons, tout d’abord, qu’il est injectif. Soit f une
fonction analytique définie sur un voisinage V de x dans U dont 'image dans I’anneau
local O 4 est nulle. Il existe alors un voisinage W’ du point z’ dans ¢ ~1(V) tel que,
quel que soit 3y’ dans W', nous ayons

¢"(f)(y') = 0 dans ' (y).
On en déduit que, quel que soit y dans p(W'), nous avons
f(y) = 0 dans #(y).

La partie W = ¢(W’) est un voisinage de x dans X, car ¢ est un homéomorphisme
sur U’, et la fonction f est nulle en tout point de ce voisinage. Cette condition impose
que a la fonction f d’étre nulle en tant qu’élément de Ox (W), et donc dans ’anneau
local Ox ,, car l'algébre o/ est munie d’une norme uniforme.

Montrons, a présent, que le morphisme entre les anneaux locaux est surjectif. Soit
f' € Ox/ 4. 1l existe un voisinage ouvert V' de 2z’ dans U’ et une suite (R )nen
d’éléments de 7 (V') qui converge vers f’ uniformément sur V.

Soit n € N. Il existe deux éléments p’ et ¢’ de &7'[T], ¢’ ne s’annulant pas sur V’,
tels que R}, = p'/q’ dans J (V’). 1l existe une famille presque nulle (p},) k>0 d’éléments
de &’ telle que

P (T)=> p T
k>0
Quel que soit k dans N, relevons I’élément p}, en un élément py de </[S]. Puisque
V = (V') est contenu dans U, la fonction R y est définie. Il en est donc de méme
pour la fonction
p(T) =) pe(R)T* de Ox(V).
k>0
Par définition de U’, au-dessus de U’, nous avons R = a. On en déduit que
©*(p) = Zpk(a) T* = p’ dans Ox (V).
k>0

En procédant comme précédemment, on montre qu’il existe un élément g de Ox (V)
tel que
©*(q) = ¢’ dans Ox(V').
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Puisque la fonction ¢’ ne s’annule pas sur V', la fonction ¢ ne s’annule pas sur V et
elle est donc inversible dans Ox (V). L’élément R,, = pg~! de Ox (V) vérifie 'égalité

©*(R,) = R], dans Ox (V).
Puisque la suite (R),)nen converge uniformément sur V', la suite (R, )neN est une

suite de Cauchy uniforme sur toute partie compacte de V. Elle converge donc vers
une fonction f de Ox (V). Cette fonction vérifie

e (f)=f
dans Ox (V') et donc dans Ox- 5. C’est ce que nous voulions démontrer. O
Remarque 2.5.4. — En général, il n’est pas aisé de montrer que ’hypothése i) de

la proposition précédente est satisfaite. Nous établirons, dans un chapitre ultérieur,
des critéres permettant de lassurer (c¢f. lemme 5.2.3 et proposition 5.2.7). Nous
prouverons également qu’elle est vérifiée dans trois cas particuliers, dans la preuve
des propositions 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3.
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CHAPITRE 3

ESPACE AFFINE ANALYTIQUE
AU-DESSUS D’UN ANNEAU D’ENTIERS
DE CORPS DE NOMBRES

Ce chapitre est consacré a ’étude des espaces analytiques au-dessus d’un anneau
d’entiers de corps de nombres. Dans ce cadre, nous allons pouvoir préciser et
généraliser les résultats obtenus au chapitre précédent.

Dans le numéro 3.1, nous nous intéressons au spectre analytique d’un anneau
d’entiers de corps de nombres A. Nous commencons par le décrire ensemblistement et
poursuivons en établissant ses propriétés topologiques. Pour finir, nous étudions les
anneaux de sections du faisceau structural au-dessus des ouverts de cet espace et en
tirons une description des anneaux locaux.

Dans la suite du chapitre, nous considérons des espaces affines de dimension
quelconque. Au numéro 3.2, nous commencons par reprendre, pour les préciser
dans le cadre que nous avons choisi, les descriptions des anneaux locaux que nous
avons déja obtenues. A titre d’application, nous utilisons le caractére hensélien d’un
certain anneau local pour donner une nouvelle démonstration d’un théoréme classique
d’Eisenstein (cf. théoréme 3.2.10). A la fin de ce numéro, nous nous intéressons aux
anneaux de sections globales sur les disques et couronnes relatifs et en proposons une
description explicite.

Les numéros 3.3 et 3.4 sont consacrés & ’étude de certains types de points :
points rigides des fibres, puis points internes. Pour ceux-ci, nous décrivons des
systémes fondamentaux de voisinages et démontrons quelques propriétés algébriques
des anneaux locaux. Nous n’avons malheureusement pas pu adapter les méthodes
mises en ceuvre ici pour traiter le cas des autres types de points : certains problémes
ont, jusqu’ici, résisté a nos tentatives et nécessitent vraisemblablement une approche
nouvelle.

Au numéro 3.5, nous nous intéressons a la dimension topologique des espaces affines
au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres.

Finalement, le numéro 3.6 est consacré au prolongement analytique. Il ne contient
presque aucun résultat et nous nous contentons d’y énoncer quelques définitions et
propriétés liées a cette question, en vue d’une utilisation ultérieure.
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Dans ce chapitre, nous fixons un corps de nombres K. Nous notons A I’anneau de
ses entiers.

3.1. Spectre analytique d’un anneau d’entiers de corps de nombres

Dans cette partie, nous allons étudier le spectre analytique de ’anneau d’entiers
de corps de nombres A. Pour ce faire, nous devons le munir d’une norme qui en fasse
un anneau de Banach. Plusieurs choix d’offrent & nous : norme triviale, restriction
de la valeur absolue complexe, etc. Nous choisirons la norme ||.|| définie de la fagon
suivante :

vre A Nfl = max (o(f)le)

ou le maximum est pris sur I’ensemble des plongements o du corps K dans C. Par
exemple, lorsque K = Q, cette norme est simplement la valeur absolue usuelle |.|q.
Notre choix est guidé par le fait que cette norme est plus grande que toutes les semi-
normes multiplicatives que l'on peut définir sur ’anneau A. Le spectre (A, ||.||)
contiendra donc tous les points possibles.

Remarquons que ’anneau A muni de la norme ||.|| est bien un anneau de Banach.
En effet, quel que soit f € A\ {0}, nous avons ||f|| > 1. Cette inégalité découle
simplement de la formule du produit. Par conséquent, la topologie induite sur A par
la norme ||.|| est discréte.

Dans la suite de ce texte, nous supposerons toujours que I’anneau A est muni de
la norme ||.||. Nous écrirons donc JM(A) et A'y*", pour tout entier n, sans plus de
précisions. Nous noterons simplement & le faisceau structural sur ’espace M (A).

3.1.1. Description ensembliste et topologique. — Le théoréme d’Ostrowski nous permet
de décrire explicitement toutes les semi-normes multiplicatives sur A, autrement dit
Pensemble M (A).

Nous avons, tout d’abord, la valeur absolue triviale
K — R+
|-lo : foe { 0 sif=0

1 sinon.
Nous noterons ag le point de M (A) correspondant. Le corps résiduel en ce point est
(A (ao), |.1) = (K, ||o)-

Soit p un nombre premier. Nous noterons v, la valuation p-adique sur Q et |.|, la
valeur absolue p-adique définie par

. Q - Ry
|-|p : f — p—vp(f)'

Soit m un idéal maximal de A. L’anneau local A, est un anneau de valuation
discréte. Notons ky = A/m son corps résiduel. Choisissons une uniformisante 7y,
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de A,. Nous noterons encore flm le complété de A, pour la topologie m-adique
et K son corps des fractions. Notons py, le nombre premier tel que mNZ = p,, Z. Le
corps K., est alors une extension finie du corps Qp,., dont nous noterons ny, le degré.
Nous noterons |.|m I'unique valeur absolue sur K qui prolonge la valeur absolue |.|,,,

sur Q. Pour tout élément f de K, nous avons

| flm = NKm/me (f)

Nous noterons ay, le point de JM(A) correspondant & la valeur absolue |.|n.

A chaque nombre réel strictement positif €, on associe alors la valeur absolue .15,
sur K. Nous noterons a, le point de M(A) correspondant. Le corps résiduel en ce
point est

1/nm

Pm

(A (az), ) = (K |-m,e)-

Lorsque nous faisons tendre € vers 0 dans la formule précédente, nous retrouvons
la valeur absolue triviale. Nous noterons donc

0

O

= agp.

Lorsque nous faisons tendre € vers +00, nous obtenons la semi-norme multiplicative
induite par la valeur absolue triviale sur le corps fini &y, :

A — R+
|.lm,o00 : 0 sifem
f -
1 sinon

Nous noterons Gy, ou encore a;.>, le point de JI(A) correspondant. Le corps résiduel
en ce point est

(H (@m), 1) = (km, |.]o).

Soit ¢ un plongement du corps K dans C. Nous poserons I%,, = R si le plongement
est réel, c’est-a-dire si son image est contenue dans R, et K, = C dans les autres cas.
Nous noterons |.|, la valeur absolue sur K définie par

K — R+
foe1o(fles

ol |.|oo désigne la valeur absolue usuelle sur C. Nous noterons a, le point de J(A)
correspondant. Remarquons que deux plongements complexes conjugués définissent
la méme valeur absolue et donc le méme point de “#(A). Nous noterons n, le degré
de lextension K, /R.

A chaque nombre réel ¢ € [0,1], on associe la valeur absolue |.|5 sur K. Nous
noterons aZ le point de M(A) correspondant. Le corps résiduel en ce point est

||o :

(A (az),|l) = (Ko |-]o.e)-
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Remarque 3.1.1. — Pour € > 1, Papplication |.|S ne définit plus une norme, car elle
ne satisfait plus I'inégalité triangulaire.

Comme précédemment, lorsque nous faisons tendre € vers 0, nous retrouvons la
valeur absolue triviale. Nous noterons donc

0

g

= agp-.

Adoptons quelques notations supplémentaires. Nous noterons ¥y = Max(A)
I’ensemble des idéaux maximaux de A et ¥, 'ensemble des plongements du corps K
dans le corps C, & conjugaison prés. Désignons par 71 le nombre de plongements réels
de K et par 2r, son nombre de plongements complexes non réels. Nous avons alors

ﬁ(Eoo) =T + T9.

Rappelons que l'on a égalité r1 4+ 2r; = [K : Q).
Pour finir, nous notons ¥ = ¥ U ¥, et posons

(o) = +o0o0 sioc€Xy;
1 sio € Y.

Proposition 3.1.2 (formule du produit). — Pour tout élément non nul f de K, nous

avons l’égalité
IT 1712 =1

oED

Théoréme 3.1.3 (Ostrowski). — L’ensemble M(A) est constitué exactement des points
décrits précédemment.

Démonstration. — Soit b un point de 1’espace M(A). Notons
= {f € A[|f()| =0}.

C’est un idéal premier de I'anneau A. Puisque I'anneau A est un anneau de Dedekind,
I'idéal p; est soit 'idéal nul, soit un idéal maximal.

Supposons, tout d’abord, que p, est un idéal maximal m de A. Dans ce cas, la
semi-norme multiplicative |.|, associée au point b induit une valeur absolue sur le
quotient A/m. Or, ce quotient est un corps fini. Il ne peut donc étre muni que de la
valeur absolue triviale. On en déduit que le point b n’est autre que le point a.,.

Supposons, maintenant, que p, est I’déal nul. Dans ce cas, la semi-norme
multiplicative |.|, associée au point b est une valeur absolue sur lanneau A. La
version habituelle du théoréme d’Ostrowski entraine alors le résultat. O

La description explicite des points nous permet de décrire, de facon tout aussi
explicite, la topologie de ’espace M (A).
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Lemme 3.1.4. — Soit 0 € X. L’application
[0,1(0)] — M(A)

o €
€ = ag

induit un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. — Par définition de la topologie de M(A), pour montrer que
Papplication a;, est continue, il suffit de montrer que, quel que soit f € A, application
composée

0,l(0)] — M(A) — R,
e = ay o~ |f(eQ) =115
est continue. Ce résultat est immédiat. Puisque ’espace [0,1(c)] est compact et que

Pespace M(A) est séparé, 'application a; induit un homéomorphisme sur son image.
O

Définition 3.1.5. — Soit 0 € X. On appelle branche o-adique ’image de Uapplication
précédente et on la note M(A),. On appelle branche o-adique ouverte, et on
note M(A)., la branche o-adique privée des points associés ¢ une valeur absolue
triviale. Nous 6tons donc deux points si 0 € Xy, mais un seul point si 0 € Y.
Signalons que ces branches ouvertes sont les trajectoires du flot, au sens du
numéro 1.8. Précisément, quel que soit € €10,1(0)] tel que a5 € M(A),

o) NOUS
avons

Toa)(ag) ~ M(A),.

On appelle branche o-adique semi-ouverte, et on note M(A)Y, la branche o-adique
privée du point associé & la valeur absolue triviale sur A. Cette définition coincide
avec la précédente dans le cas des éléments de Y.

On appelle point central de M(A) le point ag. On appelle point extréme de M(A)
tout point de la forme G.,, ot m est un élément de Y. Enfin, on appelle point interne
de M(A) tout autre point. En particulier, quel que soit o € X, le point a, = al est
un point interne.

Afin de décrire plus précisément la topologie de ’espace M (A), nous aurons besoin
de quelques résultats de théorie des nombres.

Lemme 3.1.6. — Soit m € Y. Alors il existe un élément f de A qui vérifie les
propriétés suivantes :

i) |f|m <1y

ii) vm’ € Zp \ {m}, |flm = 1.
Démonstration. — Notons P le point de Spec(A) associé a I'idéal maximal m. Puisque
le groupe de Picard de Spec(A) est fini, il existe N € N* tel que le diviseur N[P] soit
principal. Tout élément f de A dont N[P] est le diviseur convient. O
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Lemme 3.1.7. — Supposons que le corps K me soit ni Q, ni un corps quadratique
imaginaire. Alors, quel que soit o € %, il existe un élément f de A qui vérifie les
conditions suivantes :

i) |fle <1
ii) Vo' e ¢\ {0}, |flor =1 ;
iii) Vo' € oo \ {0}, |flor > 1.

Démonstration. — Notons o1, ...,0,,, avec r1 € N, les plongements réels du corps K
et Op 41,-..,0r +ry, avec T2 € N, ses plongements complexes non réels & conjugaison
prés. Par hypothése, nous avons r; + ro > 2. Rappelons que, d’aprés le théoréme des
unités de Dirichlet, le morphisme de groupes L qui & toute unité f € A* associe
I’élément

(log(|01(g)|), s alOg(|UT1 (g)|)’ 210g(|07‘1+1(g)|)7 s ’210g(|07‘1+7‘2 (g)|))

de R™ 172 a pour image un réseau de ’hyperplan H de R™ 7”2 défini par I’équation
H:zi+ - 4+2z 4, =0.

Supposons, tout d’abord, que o € Y. Il existe alors i € [1, 71 + r3] tel que o = 0.
Considérons le quadrant de R™ 172 défini par

Q={(x1,- s Try+r,) E R |2, <0, Vj #4, z; > 0}.
Le résultat rappelé ci-dessus assure qu’il existe une unité f € A* telle que

L(f) € Q.

Nous avons alors |f|,, < 1, quel que soit j # 4, |f|s, > 1 et, quel que soit m € Xy,
[flm = 1.

D’aprés le lemme 3.1.6, il existe un élément f de A qui vérifie |f|m < 1 et, pour
tout élément m de X \ {m}, |f|m = 1. La formule du produit assure alors que

1 r1+r2
i=1 i=r1+1
Notons L(f) = (y1,-- -, Yr,+r,) € R™T72. Nous avons alors
r1+72

S = Z y; > 0.
=1

Soit € > 0 tel que S > (r1 + ro — 1)e. Posons
20 = (_ Y +€7' sy TYri4ra—1 +€a “Yri4ry + S — (Tl +Ir2 - 1)6) € H.

Nous avons L(f) + zo € (R%)™ 7. Par conséquent, il existe un voisinage ouvert U
de zg dans H de volume v strictement positif tel que

L(f)+U € (R})"+72,
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Soit n € N* tel nv soit strictement plus grand que le volume d’une maille du réseau
L(A*). La partie

nL(f)+nU C (R})"F"
contient alors un élément z du réseau L(A*). Il existe g € A* tel que L(g) = z.

Posons h = f™g. Nous avons toujours |h|m < 1 et, quel que soit m" € Xy \ {m},
|h|ms = 1. En outre, nous avons

L(h) € (R})™F,

autrement dit, quel que soit ¢ € [1,71 + 73], |hls, > 1. O

Lemme 3.1.8. — Supposons que le corps K soit Q ou un corps quadratique imaginaire.
Dans ce cas, Yo est réduit a un élément que nous noterons oo. Alors, pour tout
élément m de Xy, il existe un élément f de A qui vérifie les conditions suivantes :

1) |f|m <1 ;
i) |flow, >1;
iii) Vm’ € p \ {m}, |flm = 1.
Démonstration. — D’aprés le lemme 3.1.6, il existe un élément f de A vérifiant
|flm < 1 et, pour tout élément m’ de ¥y \ {m}, |f|m = 1. La formule du produit
(¢f. proposition 3.1.2) assure alors que |f|,. > 1. O

Corollaire 3.1.9. — Soit 0 € ¥. L’ensemble
M(A)g ={ag, € €]0,1(0)]}
est un ouvert de l’espace M(A).
Ce corollaire joint au lemme 3.1.4 permet de décrire la topologie au voisinage de

tout point de l’espace M(A) différent du point central. Intéressons-nous, & présent, a
ce dernier.

Lemme 3.1.10. — Soit V' un voisinage du point ag dans M(A). Il existe un sous-
ensemble fini Xy de X tel que, pour tout élément o de ¥\ Xy, la branche M(A), soit
contenue dans V.

Démonstration. — Par définition de la topologie, il existe r € N, f1,...,f. € A,
S1y+++,8r,t1,...,t- € R tels que la partie

W= ﬂ {be M(A)|si <[f:(b)] < ti}

soit un voisinage du point ay dans V.
Soit 4 € [1,r]. Supposons, tout d’abord, que f; = 0. Nous avons alors f;(ag) =0
et donc s; < 0 et t; > 0. Posons Y; = @. Nous avons alors

{be M(A) |5 < |f:(b)] <t} =MA) = | M(A),.

O'¢E7;
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Supposons, a présent, que f; # 0. Nous avons alors |f;(ag)] = 1 et donc s; < 1 et
t; > 1. Posons

Ei:{m62f|fi6m}UEoo

C’est un sous-ensemble fini de ¥ qui vérifie

{beMmA)|s; < |fi(d) <t:} > | Mm(A

ngi

Le sous-ensemble fini ¥y = J;<,<, 2 satisfait alors la condition voulue. O

Lemme 3.1.11. — Notons ¥, [l’ensemble des parties de M(A) qui vérifient les
propriétés suivantes : pour tout élément V de Vg, il existe un sous-ensemble fini Xy
de X et, pour tout élément o de Xy, il existe un élément €, de ]0,1(c)] tels que

V=U(10,U U/%

o€Xp 3

L’ensemble 7, est un systéme fondamental de wvoisinages ouwverts du point ag

dans M(A).

Démonstration. — Le fait que les éléments de ¥ soient des ouverts de M (A) découle
des lemmes 3.1.7 et 3.1.8. Il nous suffit donc de montrer que tout voisinage du point
central ag contient un élément de %;.

Soit U un voisinage du point ag dans M(A). D’aprés le lemme précédent, il existe un
sous-ensemble fini ¥y de X tel que, pour tout élément o de ¥\ Xy, la branche M (A),
soit contenue dans U. Pour tout élément o de Xy, la partie UNM(A), est un voisinage
du point ag dans M (A),. Le lemme 3.1.4 assure alors qu’il existe un élément ¢, de
10,1(0)] tel que la partie UNM(A), contienne [ag, a5’ [. On en déduit que le voisinage U
du point central ag contient ’élément de ¥y défini par

Uao, U/l/l O

o€Xo oo

Regroupons, finalement, les résultats obtenus.

Corollaire 3.1.12. — Considérons l’espace topologique
P =] |10.1(o)]
oceX

Notons P = PU {0} son compactifié d’Alexandrov. L’application

P —  M(A)
€10,i(0)] +— af°

o2

se prolonge en un homéomorphime
P = u(A)

qui envoie le point oo de P sur le point central ag de M(A).
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1 Ao

c:Q—C

FiGure 1. Un voisinage du point central ao.

Remarquons qu’a partir de la description de la topologie que nous venons de donner,
on redémontre facilement la compacité de l'espace M(A). D’autres propriétés sont
vérifiées. Nous les résumons dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.13. — L’espace M(A) est compact, connexe par arcs et localement
connexe par arcs.

Remarquons que nous pouvons décrire facilement les parties connexes de
Pespace M (A). Deux cas se présentent. Si une partie connexe de M(A) évite le point
central ag, alors elle est contenue dans 'une des branches et est donc homéomorphe
a un intervalle. Si une partie connexe de JM#(A) contient le point central ag, alors sa
trace sur toute branche est une partie connexe, et donc homéomorphe & un intervalle,
contenant le point ag. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 3.1.14. — Une intersection de parties connexes de M(A) est conneze.

Indiquons pour finir un résultat concernant les morphismes de changement de base.
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Théoréme 3.1.15. — Soit K' une extension finie de K. Notons A’ l’anneau des entiers
de K'. Alors le morphisme

M(A") — M(A)

induit par injection A — A’ est continu, ouvert, propre, surjectif et a fibres finies.

3.1.2. Faisceau structural. — Nous allons décrire les sections du faisceau structural &
sur plusieurs types d’ouverts connexes de M(A). Auparavant, il est utile de calculer
explicitement la norme uniforme sur certains compacts et le complété pour cette
norme de ’anneau des fractions rationnelles sans podles au voisinage du compact.

3.1.2.1. Parties compactes. — Nous allons décrire ici toutes les parties compactes,
connexes et non vides de M (A). Soit L une telle partie. Nous allons distinguer plusieurs
cas.

1. Il existe o € X, tel que L soit contenue dans la branche o-adique de JU(A).
1. La partie L évite le point central ag.
Dans ce cas, il existe u,v € ]0, 1], avec u < v, tels que

L=1la2,al] ={a;, u<e<v}

Les fonctions rationnelles définies au voisinage de ce compact sont
H(L)=K et la norme uniforme est |.|r = max(|.|%|.]%). On en
déduit que #(L) ~ K,. Attirons l’attention du lecteur sur le fait que
I'isomorphisme précédent est un isomorphisme de corps topologiques mais
pas de corps normés (sauf dans le cas ot u = v) !

2. La partie L contient le point central ag.
11 existe alors v € [0, 1] tel que

L = [ag,a?].

Les fonctions rationnelles définies au voisinage de ce compact sont
(L) = K et la norme uniforme est ||.|| = max(].|o,[.]2). On en déduit
que A(L) ~ K.
2. 1l existe m € 3¢ tel que L soit contenue dans la branche m-adique de JM(A).
1. La partie L évite le point central ag et le point extréme Gy,.
11 existe alors u, v € )0, +oo[, avec u < v, tels que

L= [a:w a;]

Nous avons .# (L) = K, |||z = max(|.|%,|.|2) et B(L) ~ K.
2. La partie L évite le point central ag et contient le point extréme a.,.

11 existe alors u € |0, +o0] tel que
L =[ay,an].

m>

Dans ce cas, les élements de K peuvent avoir un pole au point a,, et nous
avons donc (L) = Am, |||l = |.|& et B(L) ~ An.
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3. La partie L contient le point central ag et évite le point extréme ay,.
Il existe alors v € [0, +00] tel que
L = [ag,ap]-

Nous avons # (L) = K, ||.||r = max(].|o,]|-|&) et B(L) ~ K.
4. La partie L contient le point central ag et le point extréme a.,.
Dans ce cas, la partie L est la branche m-adique tout entiére :
L=MA)n.

Nous avons J# (L) = A, |||z = |-]o et B(L) ~ Ay,.
3. La partie L n’est contenue dans aucune branche de M(A).
D’aprés le raisonnement précédant la proposition 3.1.14, quel que soit o € X,
il existe v, € [0,1(0)] tel que

L= U [ao, al?].
A
Notons ¥’ = {m € X; |v, = I(0)}. Nous avons alors
H(L)= () H#(Lo)= () An-
oex mes’

La norme uniforme sur cet anneau est
= = Vo
Il = mas(l 2, = masx (max(.2), o)

et nous avons donc
BL)=H(L)= (] An-
meX/
Nous venons de décrire toutes les parties compactes et connexes de I’espace M (A).
Nous allons montrer qu’elles sont pro-rationnelles, au sens de la définition 1.2.8.

Proposition 3.1.16. — Toute partie compacte et conneze L de l’espace M(A) est pro-
rationnelle et donc spectralement convexe. En particulier, le morphisme naturel

M(A(L)) — M)
induit un homéomorphisme entre les espaces M(HB(L)) et L.

Démonstration. — Commencgons par démontrer le résultat pour certaines parties
compactes simples. Soient o € ¥ et € € ]0,1(o)[. Considérons le compact

L = M(A)\ ]as, a ).

g g
Supposons, tout d’abord, que o € ¥y ou que o € X et que le corps K n’est ni Q, ni
un corps quadratique imaginaire. D’aprés le lemme 3.1.7, il existe alors un élément f
de A qui vérifie les conditions suivantes :

1) |f|a <1
ii) Vo' £ o, |flo > 1.
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Nous avons alors
{bemA)[f®)] > f15} = L.
Le compact L est rationnel.

Supposons, & présent, que le corps K est soit Q, soit un corps quadratique
imaginaire et que 0 = 0,. D’aprés le lemme 3.1.8, il existe alors un élément f de A
qui vérifie les conditions suivantes :

) [flow > 15

ii) Vo' # o, |flor < 1.

Nous avons alors

{bemA)|If®) <|flE_} = L.

De nouveau, le compact L est donc rationnel.
Considérons, a présent, le compact

M = [a5,ad"?)].

En utilisant la méme fonction f que précédemment, nous pouvons écrire, dans le
premier cas,

{bemA)|IfOI<IfI5} =M,
et, dans le second,

{oemA)[IF®) > 15} =M.

Le compact M est donc rationnel.

Puisque toutes les parties compactes et connexes de JM(A) s’obtiennent comme
intersection de compacts de 'un des deux types précédents, la premiére partie du
résultat est démontrée. Nous déduisons la seconde partie du théoréme 1.2.11. O

3.1.2.2. Parties ouvertes. — Pour déterminer les sections globales sur les ouverts
de la base, il suffit & présent de recoller les complétés précédents. Introduisons tout
d’abord une notation.

Définition 3.1.17. — Pour tout sous-ensemble ¥y de X, nous posons

1

A{E } {feK‘ acA be A", HmermZO,bem}

0

Remarque 3.1.18. — Supposons que l’ensemble Xy précédent est fini. Le localisé
A[1/3g] posséde alors une expression plus simple. Nous pouvons alors, en effet,
considérer le diviseur ), cx x,(m) sur Spec(4). Puisque le groupe de Picard de

Spec(A) est fini, ce diviseur est de torsion. Il existe donc n € N* et f € A tels que

noy, (m)=(f)

meEfﬂEo

A[3]-4[2)

Nous avons donc
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Soit U un ouvert connexe et non vide de #M(A). Comme précédemment, nous allons
distinguer plusieurs cas.
1. Tl existe 0 € ¥ tel que U soit contenu dans la branche o-adique de M(A).
Alors, il existe u,v € [0, 1], avec u < v, tels que

U =lay, a2 ou |ay,as].

Dans les deux cas, nous avons &(U) = K.
2. Il existe m € X tel que U soit contenu dans la branche m-adique de J#(A).
1. L’ouvert U évite le point extréme ay,.
Alors, il existe u,v € [0, +00], avec u < v, tels que

U=lag,an|

m?

Comme précédemment, nous avons &(U) = Ky,.
2. L’ouvert U contient le point extréme ay,.

Alors, il existe u € [0, +o00[ tel que

U =lag,dm]-

Dans ce cas, nous avons 0(U) = Ap,.
3. L’ouvert U n’est contenu dans aucune branche de JM(A).
Dans ce cas, c’est un voisinage du point central ag et il posséde une écriture
de la forme

U = m(A)\<U [az:saﬁf”l>
g€
- (U [ao,ag;:[> ul U M4, |,
o€l )

ol Y est un sous-ensemble fini de ¥ et, pour tout élément o de Xp, u, est un
élément de ]0,1(0)]. Nous avons alors

1
ow)=4[2].
Nous pouvons, & présent, décrire les anneaux locaux en les points de la base. Soit
b un point de M(A). Nous allons, de nouveau, distinguer plusieurs cas.
1. 1l existe o € X tel que le point b est un point interne de la branche o-adique.
Dans ce cas, nous avons
ﬁb ~ KU.
2. 1l existe m € Xy tel que le point b est le point extréme Gy,.
Dans ce cas, nous avons
ﬁam >~ Am.
3. Le point b est le point central ag de M(A).
Nous avons alors
Oy, = K.

0

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



82 CHAPITRE 3. ESPACE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES

FIGURE 2. Anneaux de sections globales.

Remarque 3.1.19. — La topologie de 'espace M (A) laisse penser que c’est, en quelque
sorte, un espace adélique. La connaissance du faisceau structural permet de préciser
cette idée. Considérons le morphisme d’inclusion

J: M(A)\{ao} — M(A).

Le germe (j.0)q, est isomorphe & 'anneau des adéles.

Gréace aux descriptions explicites que nous avons obtenues, il est désormais facile de
montrer que les anneaux locaux de l'espace M(A) qui sont des anneaux de valuation
discréte — ce sont exactement les anneaux locaux en les points extrémes — satisfont la
condition (U), au sens de la définition 2.2.9.

Lemme 3.1.20. — Soit m € Y. L’anneau de wvaluation discréte O, satisfait la
condition (U).

Démonstration. — Considérons 'uniformisante m,, de I’anneau de valuation discréte
Oa,, = Am. Elle est définie sur ouvert V' = Jag, Gm]. L’ensemble
W = {la5,,dm], € > 0}

est un systéme fondamental de voisinages compacts du point b dans V.
Soit € > 0. Posons W = [a%,, m]. Les descriptions précédentes montrent que nous
avons

et
Vf € Am, [Ifllw = |fl5-
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Soit f un élément de B(W) tel que f(am) = 0. Cela signifie que f est divisible par my
dans O, c’est-a-dire dans Ay, et donc dans Z(W). 1l existe donc un élément g
de A, tel que f = mm g. En outre, nous avons

Ifllw = 1£le = mm|a 19l = |7 ls gl

Par conséquent, 'uniformisante my, vérifie la condition Uyy. On en déduit le résultat
attendu. O

Les résultats qui précédent permettent également de décrire explicitement les
anneaux de fonctions définies au voisinages des parties compactes de M(A). Nous
obtenons en particulier le résultat suivant.

Proposition 3.1.21. — Soit V une partie compacte et connexe de 'espace M(A) qui
n’est pas réduite & un point extréme. Alors le morphisme naturel

H(V)— OV)
se prolonge en un isomorphisme
BV) = OV).

En particulier, pour tout point b de lespace M(A) qui n’est pas extréme, le morphisme
naturel

Oy — H(b)

est un isomorphisme.

De la description explicite des anneaux locaux découle un autre fait important, qui
permet de ramener I’étude de n’importe quel point rationnel d’une fibre d’un espace
analytique affine au-dessus de & & celle du point 0 de cette méme fibre.

Lemme 3.1.22. — Soit b un point de l’espace M(A). Le morphisme naturel

est surjectif.

Soient n un entier, AY*™" Uespace analytique de dimension n au-dessus de A et
m: AT — JU(A) le morphisme naturel de projection. Soit x un point rationnel
de la fibre 7=1(b). Il existe un wvoisinage ouvert U du point b dans JM(A) et un
automorphisme ¢ de 7= (U) qui fait commuter le diagramme

et envoie le point = de la fibre 7=1(b) sur le point 0 de cette méme fibre.
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Démonstration. — La premiére partie du résultat provient de la description explicite
des anneaux locaux et des corps résiduels complétés.
Passons a la deuxiéme partie. Il existe des éléments a;, ..., a, de J2(b) tels que le
point x de la fibre 7~1(b) soit défini par les équations
(Ty —a1))(d) == (T, — an)(b) =0.

D’aprés la premiére partie, pour tout élément i de [1,n], il existe un élément S;
de O, dont I'image dans le corps résiduel complété .7(b) est égal a a;. Choisissons

un voisinage ouvert U du point b dans JM(A) sur lequel les fonctions fy, ..., 3, sont
définies. Nous pouvons alors choisir comme automorphisme la translation de vecteur
(B1,--.,0n) au-dessus de 7~ (U). O

8.1.2.8. Bord de Shilov. — Commencons par quelques définitions.

Définition 3.1.23. — Soit (</,|.|) un anneau de Banach. On dit qu’une partie
fermée I' de M(<7, ||.||) est un bord analytique de anneau normé (<7, ||.||) si elle vérifie
la condition suivante :
vied, Ifllurnm = 1£lr

On appelle bord de Shilov de l’anneau de Banach (7, ||.||) le plus petit bord, pour
la relation d’inclusion, de l’anneau de Banach (<7, ||.||), s’il existe.

Soient n un nombre entier positif et V une partie compacte et spectralement conveze
de Uespace analytique A" . Par définition (cf. 1.2.12), le morphisme naturel

MBV)) — A"

induit un homéomorphisme entre les espaces M(PB(V)) et V. Nous appellerons bord
analytique (respectivement bord de Shilov) du compact V' ’image par cet homéomorphisme
d’un bord analytique (respectivement du bord de Shilov, s’il existe) de l’anneau de

Banach (B(V),||-llv)-

Remarque 3.1.24. — Le lemme de Zorn assure que tout anneau de Banach posséde
un bord analytique minimal.

Signalons qu’A. Escassut et N. Mainetti ont prouvé l’existence du bord de Shilov
dans de nombreux cas (cf. [11], théoréme C).

Théoréme 3.1.25 (A. Escassut, N. Mainetti). — Soit (k,|.|) un corps valué et complet
dont la valuation n’est pas triviale. Soit o/ une k-algébre de Banach munie d’une
norme d’algébre ||.| qui induit la valeur absolue |.| sur k. Alors lalgébre (,|.||)
posséde un bord de Shilov.

Intéressons-nous, a présent, au bord de Shilov des parties compactes et con-
nexes de l'espace M (A). Cela a un sens puisque ces parties sont pro-rationnelles
(¢f. proposition 3.1.16) et donc spectralement convexes (cf. théoréme 1.2.11). En
reprenant les résultats des paragraphes 3.1.2.1 et 3.1.2.2, 'on montre simplement
que les parties compactes et connexes de M(A) possédent un bord de Shilov. Nous
pouvons en donner une description explicite.
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1. Pour tout élément m de X7 et tous éléments u et v de R vérifiant I'inégalité
u < v, la partie compacte [a¥,a¥ ] posséde un bord de Shilov égal a ’ensemble
{ay, an}-

2. Pour tout élément m de X et tout élément u de R, la partie compacte [ay,, Gm]
posséde un bord de Shilov égal au singleton {ay }.

3. Pour tout élément m de Xy, la partie compacte {@m} posséde un bord de Shilov
égal au singleton {am}.

4. Pour tout élément o de X, et tous éléments u et v de [0, 1] vérifiant I'inégalité
u < v, la partie compacte [a¥,a? ] posséde un bord de Shilov égal a ’ensemble
{am, an}-

5. Lorsque la partie compacte et connexe n’est pas contenue dans une branche,
le résultat est plus difficile & établir. Les lemmes 3.1.7 et 3.1.8 permettent
cependant d’y parvenir rapidement. Soit L une partie compacte et connexe de B
qui n’est pas contenue dans une branche. Alors, il existe un élément (vy)sex
de [],ex[0,1(0)] tel que l'on ait ’égalité

L= |Jlao,a"].
cEY
Posons
Yo={0€X;]|0< v, < +oo}.
Alors, la partie compacte L de B posséde un bord de Shilov égal & ’ensemble
U {ar3u U {ar}
g€y €T

Ces descriptions explicites permettent d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 3.1.26. — Soit V une partie compacte et connexre de l’espace B. Cette
partie posséde un bord de Shilov T'y,. C’est un ensemble fini.

En outre, pour tout point v de Ty, il existe un élément f de (V) qui satisfait
les propriétés suivantes :

)= [Ifllv et ¥o € VA{y}, [f(O) < I Fllv-

Si la partie compacte et connexe V n’est pas réduite a un point extréme, alors, en
tout point v de I'y, l'anneau local Op  est un corps.

Introduisons une nouvelle définition.

Définition 3.1.27. — Soient (<,||.]|) un anneau de Banach et n un nombre entier
positif. Posons X = AZ;?H-II) et notons Ox le faisceau structural sur cet espace. On
dit qu’une partie S de Uespace analytique X est algébriquement triviale si, pour tout
point x de S, l'anneau local Ox 5 est un corps.

Corollaire 3.1.28. — Tout point de l’espace M(A) posséde un systéeme fondamental
de wvoisinages compacts et connexes dont le bord de Shilov est une partie finie et
algébriquement triviale.
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3.2. Faisceau structural sur I’espace affine
Dans la suite de ce chapitre, nous fixons un entier positif n. Nous posons
B = M(A) et X = A"

Les faisceaux structuraux sur ces espaces seront respectivement notés Op et Ox.
Lorsqu’aucune confusion ne peut en découler, nous les noterons simplement &'.
Nous noterons encore

m: X —- B
le morphisme de projection induit par le morphisme naturel A — A[Ty,...,T,]. Pour
toute partie V de B, nous posons
Xy = w1 (V)
et, pour tout point b de B,
Xy = 7! (b)

Introduisons encore quelques éléments de terminologie pour l’espace affine de
dimension n au-dessus de M(A), dans la lignée de la définition 3.1.5.

Définition 3.2.1. — Pour o € X, on appelle partie o-adique de X (respectivement
partie o-adique ouverte de X, partie o-adique semi-ouverte de X ), et on note X,
(respectivement X!, X), limage réciproque par la projection m de la branche
o-adique (respectivement branche o-adique ouverte, branche o-adique semi-ouverte)
de M(A).

On appelle fibre centrale de X, et on note Xo, la fibre de m au-dessus du point
central de M(A). On appelle fibre extréme de X toute fibre de m au-dessus d’un point
extréme de M(A). Pourm € X, on note Xo = 7~ (am). Finalement, on appelle fibre
interne de X toute fibre de m au-dessus d’un point interne de M(A). On appelle point
interne de X tout point d’une telle fibre.

3.2.1. Anneaux locaux. — Au théoréme 2.4.8, nous avons décrit les anneaux locaux en
les points déployés en fonction d’anneaux de sections sur la base. Grace aux résultats
établis & la section précédente, nous pouvons préciser cette description dans le cas
ou la base est le spectre d’un anneau d’entiers de corps de nombres. Soit b un point
de B. Soient oy, ..., a, des éléments de Op ;. Soient I une partie de [1,n] et (r;)iecr
une famille de R dont I'image dans I’espace vectoriel Q ®z (R /|77 (b)*|) est libre.
Notons J = [1,n] \ I et, pour ¢ € J, posons r; = 0. Notons z 1'unique point de la
fibre X qui vérifie
Vi € [1,n], (T; — a;)(z)| = 7.
Notons
S={(s1,..-,80) ERY, |Vie I, s; €]0,r], Vie J s; =0}
et
T = {(tl,...,tn) ERT_‘L_, |\V/’L c I, t; >y, Vi e J, t; > 0}
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Proposition 3.2.2. — Supposons que le point b est un point interne de l’espace B. Il
existe un €lément o de ¥ et un nombre réel ¢ > 0 tels que b = a... Notons L; 'anneau
composé des séries o coefficients dans K, de la forme

> an (T - o)

keZn
qui vérifient la condition suivante : il existe des éléments s de S et t de T tels que la
famille

(larl max(s*, tk))kezn

est sommable. Une telle famille vérifie en particulier la condition suivante : pour tout

€lément i de J et tout élément k de Z™ vérifiant k; < 0, nous avons ag = 0.
Le morphisme naturel A[T] — Ox , induit un isomorphisme

L = Ox.

Démonstration. — Nous supposerons que le nombre réel £ appartient a 'intervalle |0, I(o)].
Le cas ou € = (o), et donc o € ¥, ne présente pas de difficulté supplémentaire et
nous ne le traiterons pas.
La famille
V=Vap= [ag, a’g])0<a<e<ﬁ<1(a)
est un systéme fondamental de voisinages du point a dans B. En outre, quel que
soient les nombres réels « et [ vérifiant 0 < a < & < 8 < l(o), nous avons

(BVa0)s I-llv, ) = (Ko max((.I3, 115)) -
D’aprés le théoréme 2.4.8, le morphisme &/ [T'] — Ox , induit un isomorphisme
lim B(V)(s < |T - a| <) = Ox.,,
V,s,t

ou V parcourt la famille ¥, s ’ensemble S et t ’ensemble T'. Soient o,3 € R
vérifiant 0 < o < e < f < l(0), s € Sett € T. Soit f un élément de anneau
B(Vap)(s < |T — af < t). Il existe alors une famille (ag)kez» d’éléments de K, telle
que

la famille (max(|ak|%, |ag|?) max(s*, tk))kezn est sommable
et telle que 'on ait 1’égalité
-3 wr
keZn

Pour conclure, il reste a constater que ’ensemble des familles (ag)gez~ d’éléments
de K, pour lesquelles il existe des éléments s de S et t de T tels que

la famille (max(|ax|S, |ag|?) max(s*, tk))kezn est sommable

est identique & 'ensemble des familles (ag)gczn d’éléments de K, pour lesquelles il
existe des éléments s de S et t de T tels que

la famille (]ax|S max(s*, tk))kezn est sommable. O
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Remarque 3.2.3. — Supposons que le point b est un point interne de l’espace B. La
description explicite que nous venons d’obtenir montre que le morphisme naturel

ﬁXac - ﬁXb,ac

)

est un isomorphisme. Ce résultat vaut, en fait, pour tous les points des fibres internes,
ainsi que nous le démontrerons plus tard (cf. proposition 3.4.6).

Proposition 3.2.4. — Supposons que le point b est un point extréme de l’espace B. Il
existe un élément m de Xy tel que b = 4. Notons L. I'anneau composé des séries a
coefficients dans Ay de la forme

> ae (T — o)k
keZn

qui vérifient la condition suivante : il existe des éléments € de R, s de S et t de T
tels que la famille

(lax s max(s®, %)), 5.
est sommable. Une telle famille vérifie en particulier la condition suivante : pour tout

élément i de J et tout élément k de Z™ vérifiant k; < 0, nous avons ax = 0.
Le morphisme naturel A[T| — Ox 5 induit un isomorphisme

L. = Ox,.
Démonstration. — La famille
V = (Ve = [ag,, Gm])e>0

est un systéme fondamental de voisinages du point a,, dans B. En outre, pour tout
élément € de R , nous avons

(B, [1v.) = (Am, |115) -
D’aprés le théoréme 2.4.8, le morphisme &/ [T'] — Ox , induit un isomorphisme
lim B(V)(s < [T —af <) = Ox,,
V,s,t
ou V parcourt la famille ¥, s ensemble S et t ’ensemble T'. On en déduit le résultat
annonce. O

Corollaire 3.2.5. — Supposons qu’il existe un élément m de Xy tel que le point b = Gy
et que I = &. Le point x est alors un point rationnel de la fibre extréme Xn,. Le
morphisme naturel A[T] — Ox , induit un isomorphisme

An[T — o] = Ox .

Démonstration. — Reprenons les notations de la proposition précédente. Nous
souhaitons montrer que Panneau L. n’est autre que lanneau A.,[T — «af. Tout
d’abord, puisque I est vide, nous disposons de I’inclusion

L. C An[T — a].
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Réciproquement, soit
f= Z ar (T — a)*
kcZn
un élément de A, [T — . Soient € > 0 et t1,...,t, € ]0,1[. Le n-uplet (ty,...,t,)
appartient a T'. Puisque [ est vide, ’ensemble S est réduit au n-uplet nul. Remarquons
finalement que, pour tout élément k de N™, nous avons |ag|5, < 1. On en déduit que
la famille
k 4k k
(|ak|fnmax(s it ))kezn = (|ak|;t )kezn

est sommable et donc que I’élément f appartient & L. U

Dans le cas de la droite, nous pouvons simplifier la description. Pour traiter ce cas,
nous supposerons que 7 = 1 et supprimerons les indices des notations.

Corollaire 3.2.6. — Supposons que n = 1, que r < 1 et que le point b est un point
extréme de lespace B. Il existe un €lément m de X7 tel que b = an. Notons Lgl)
lanneau composé des séries a coefficients dans Ay de la forme
Z a (T — o)k
keZ
telles que le rayon de convergence de la série
S 00t
k<0

soit strictement supérieur a 1. C’est un anneau de wvaluation discréte d’idéal
mazimal (my) et de corps résiduel kg (T)). Le morphisme naturel A[T) — Ox
induit des isomorphismes
LM = o0x,
et
kn(T) = k(z) = H#(x).

Démonstration. — Commengons par nous intéresser & l’anneau local Ox ;. Nous
savons qu’il est isomorphe & ’anneau composé des séries & coefficients dans A, de la

forme

Z a (T — o)k

keZ
qui vérifient la condition suivante : il existe des éléments ¢ de R%, s de ]0,r[ et ¢
de |r, +00] tels que la famille

(|ak|fn max(sk, tk))kez

soit sommable. Cette condition est équivalente a la conjonction des deux conditions
suivantes :

a) il existe € > 0 et t > r tel que la famille (|ax|5, t*)x>0 est sommable ;
b) il existe € > 0 et s € |0, r[ tel que la famille (Jax|S, s*)r<o est sommable.
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La condition a) est toujours satisfaite. En effet, la suite (|ak|m)x>0 est bornée. Le rayon
de convergence de la série 3, ar U* est donc supérieur a 1. On vérifie ensuite sans
peine que la condition b) est équivalente a celle de I’énoncé du corollaire.

Pour démontrer Iassertion finale, il suffit de remarquer que le corps &(z) ~ kn (1)
est complet pour la valuation T-adique et donc pour la valeur absolue associée au
point . On en déduit que le morphisme naturel

r(z) — A (x)
est un isomorphisme. O

Proposition 3.2.7. — Supposons que le point b est le point central ag de l’espace B.
Notons L. l’anneau composé des séries a coefficients dans K de la forme

Z ax (T — a)®

keZn
qui vérifient les conditions suivantes :

i) il existe un sous-ensemble fini Xy de X contenant Yo tel que, quel que soit k
dans Z™, lélément ay, appartient o A[1/Xo] ;
ii) quel que soit o dans Lo, il existe des éléments € de 10,l(o)[, s de S et t de T
tels que la famille
(lawl; max(s®, %)) 7
est sommable.
Une telle famille vérifie en particulier la condition suivante : pour tout élément i de J
et tout élément k de Z™ vérifiant k; < 0, nous avons ax, = 0. Pour i dans [1,n],
posons e; =1, sir; > 1, ete; = —1, sir; < 1. La famille précédente vérifie également
la condition suivante : l’ensemble

{k eZ" |\V/Z € [[1,n]], eik; >0 et ak}

est fini.
Le morphisme naturel A[T| — Ox 5 induit un isomorphisme
L. = Ox .
Démonstration. — Soit ¥y une partie finie de ¥ qui contient Y. Soit (€4)sex, un

élément de ], cx,]0,1(o)[. Posons
M =B\ [ ]ag,d).
g€Xo
C’est un voisinage compact du point ag dans B et ’ensemble des parties construites

de cette maniére est un systéme fondamental du point ag dans B.
Nous avons

1
- al2]
et, pour tout élément f de B(M),

1Fllar = max([£157).
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Nous déduisons alors le résultat attendu du théoréme 2.4.8.

A Taide de la formule du produit, ’on démontre que tout élément non nul a
de #(M) satisfait I'inégalité ||a||as > 1. Le résultat concernant la forme des séries en
découle aussitot. O

Dans le cas de la droite, nous pouvons simplifier la description. Pour traiter ce
cas, nous supposerons que n = 1 et supprimerons les indices des notations. Nous
adopterons les notations suivantes. Si f = 3 ,cn ax T* est une série a coefficients
dans K et o un élément de ¥, nous noterons R, (f) le rayon de convergence de la

série e lakle TF.

Corollaire 3.2.8. — Supposons que n = 1 et que le point b est le point central ag de
l’espace B. Notons E ’anneau composé des séries o coefficients dans K de la forme

f= E ap (T — oz)]~c
keN
qui vérifient les conditions suivantes :

i) il existe un élément N de A* tel que, quel que soit k dans N, l’élément ay
appartient ¢ A[1/N] ;
ii) quel que soit o dans X, nous avons R, (f) > 0.
C’est un anneau de valuation discréte d’idéal mazimal (T) et de corps résiduel K.
Sir =0, le morphisme naturel A|[T| — Ox , induit un isomorphisme

E = Ox 4.
Sir €]0,1[, le morphisme naturel A[T) — Ox , induit un isomorphisme
1 ~
Frac(F) = E[ } Ox .
rac(E) T_al —x

L’anneau local Ox , est alors un corps hensélien.

Démonstration. — Supposons, tout d’abord, que r = 0. Reprenons les notations de
la proposition précédente. Soit f = 3 cn ar (T — @)® un élément de L. 11 existe un
sous-ensemble fini ¢ de ¥ contenant X, tel que, quel que soit k dans N, ’élément aj
appartient & A[1/%]. En utilisant la finitude du groupe des classes de 'anneau A, on
montre qu’il existe un élément N de A* tel que

alg]=4l5]

Soit o dans Xg. Il existe des éléments € de ]0,1(c)[ et ¢ de T tels que la série
D laxls t*
keEN

converge. On en déduit que R, (f) > t'/¢ > 0.
Soit 0 € ¥\ ¥g. Pour tout élément k de N, nous avons |ag|, < 1. On en déduit
que R,(f) > 1 > 0. Par conséquent, 1’élément f appartient a E.
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Réciproquement, soit f = Y ,cnak (T — @)F un élément de E. Il existe un
élément N de A* tel que la série f appartienne a A[1/N][T]. Posons

YSo={meX;Nem}lUls.

v

Choisissons un élément ¢ > 0 qui satisfait la condition suivante :

C’est une partie finie de ¥ qui vérifie

A[ELO}ZA

Vo € Yo, t < Ry (f).

Alors, pour tout élément o de Xg, la famille

(Iak|atk)k€N

est sommable. On en déduit que ’élément f appartient a L.

Le cas ol le nombre réel r appartient a lintervalle |0, 1] se traite de la méme
maniére. Remarquons que la proposition précédente assure déja que n’interviennent
dans le développement en série d’un élément de L. qu’'un nombre fini de termes
non nuls d’indice négatif. Montrons, & présent, que le corps Frac(E) est hensélien.
D’aprés [2], lemme 2.3.2 (M, il suffit de montrer que ’anneau local E est hensélien. La
proposition 2.5.1 assure que tel est bien le cas. O

Remarque 3.2.9. — Soient N un élément de A* et f =3, cn ax (T — )F une série a
coefficients dans A[1/N]. Posons

So={meX;|Nem}lUls.

C’est une partie finie de 3. Pour tout élément m de X\ Xy, la série f est a coefficients
dans Ay, et nous avons donc Ry, (f) > 1. Par conséquent, pour assurer que la série f
appartient & I’anneau F, il suffit de tester un nombre fini de conditions.

Donnons, a présent, un exemple d’application de ces descriptions explicites. Nous
nous plagerons de nouveau dans le cadre de la droite et considérerons le point x défini
comme étant le point 0 de la fibre centrale. Reprenons les notations du corollaire
précédent. Nous identifierons ’anneau local Ox , avec 'anneau E. Nous noterons F
son corps des fractions. Nous avons démontré que c’est un corps hensélien. Observons
que cette propriété permet de retrouver le théoréme d’Eisenstein.

Théoréme 3.2.10 (G. Eisenstein). — Tout élément de K[T] entier sur K[T] appartient
a E.

(1) V. Berkovich énonce, en fait, ce résultat pour des corps supposés “quasi-complete”. La définition
2.3.1 montre que cette notion coincide avec celle de corps hensélien.
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Démonstration. — Soit f un élément de K[T] entier sur K[T]. Il est encore entier
sur l’anneau local E. Par conséquent, il existe un polynéme P € E[U] unitaire qui
annule f. Puisque l'anneau local E est factoriel, 'anneau E[U] l'est également. Il
existe donc un entier r, des polynémes P, ..., P, a coefficients dans F, irréductibles
et unitaires et des entiers ny,...,n, tels que 'on ait 1’égalité

T
P =] P dans E[U].
i=1
Soit ¢ € [1,7]. Puisque la caractéristique du corps F est nulle, le polynéme P; est
séparable. D’aprés [3], proposition 2.4.1, la catégorie des extensions séparables finies
du corps F est équivalente a celle des extensions séparables finies de son complété F.
On en déduit que le polynéme P; est encore irréductible dans F' [U].
Remarquons, & présent, que le corps F nlest autre que le corps des séries de
Laurent K (7). L’écriture

P= ﬁ p
i=1

est encore la décomposition du polynéme P en produits de facteurs irréductibles et
unitaires dans K[T][U]. Par conséquent, il existe ¢ € [1,7] tel que P, = U — f. On en
déduit que la série f est un élément de E. O

3.2.2. Anneaux de sections globales. — Dans cette partie, nous voulons décrire
les anneaux de sections globales de certaines parties de l’espace affine X. Plus
précisément, nous allons nous intéresser aux disques et couronnes compacts au-dessus
de parties compactes et connexes de I’espace B.

Introduisons quelques notations. Pour une partie V de B et des n-uplets s =
(s1,-.-,8n) et t = (t1,...,t,) dans R}, nous posons

Dy(t) = {z € X |n(z) € V, Vi € [1,n], |Ti(z)| < t;},

Dy(t) = {z € X|n(z) € V, Vi € [1,n], |Ti(2)| < t:},

o

Cv(s,t)={z e X|n(z) eV,Vie[1,n], s; <|Ti(z)| < t;}
et
Cv(s,t)={r € X |m(z) € V,Vie[1,n], s; < |Ti(z)] < t;}.

Toutes ces parties sont compactes, en vertu de la proposition 1.1.11.

Définition 3.2.11. — On appelle disque relatif de X toute partie de la forme lo)v(t) ou
Dy (t), ou V désigne une partie de B et t un élément de R%.

On appelle couronne relative de X toute partie de la forme Co’v(s,t) ou Cy(s,t),
ot V désigne une partie de B et s et t deux éléments de R’} .
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Rappelons que, d’apreés la définition 1.1.29 et les remarques qui la suivent, si K est
une partie compacte de X, la notation ¢'(K) désigne ’anneau des fonctions qui sont
définies au voisinage de K. En particulier, si (k, |.|) est un corps ultramétrique complet
et D le disque unité de A}"*", I'algébre (D) n’est pas 'algébre affinoide k{T'}, mais
I’algébre des séries surconvergentes, constituée des séries dont le rayon de convergence
est strictement supérieur a 1.

Commengons par énoncer un résultat topologique. C’est un cas particulier du
lemme 2.4.1.

Lemme 3.2.12. — Soient V une partie compacte de B et t un élément de R’} . Tout
voisinage du disque Dy (t) contient un disque de la forme Dy ('), ot t' est un élément
de R qui vérifie l'inégalité t' > t.

Soit s un élément de R tel que s < t. Tout voisinage de la couronne Cvy (s,t)
contient une couronne de la forme Cy (s',t'), ou s’ et t' sont deuz éléments de R7
qui vérifient les inégalités s’ < s et t' > t.

Consacrons-nous, & présent, a ’étude des fonctions définies au voisinage de
disques compacts. Nous commengons par montrer que ces fonctions admettent un
développement en série.

Proposition 3.2.13. — Soit V' une partie compacte de B. Soit t € RY. Alors le
morphisme naturel
oWV)[T] - o(V)[T]
se prolonge en un morphisme injectif
Pv,t - 17 (bv(t)) — ﬁ(V)[[T]]

Démonstration. — Soit f € & (Dy(t)). D’aprés le lemme 3.2.12, il existe un
polyrayon r > t telle que la fonction f soit définie sur Dy (7).

Soit b un point de V. La fonction f est définie au voisinage du point 0 de la fibre X3.
D’aprés le théoréme 2.4.8, il existe un voisinage compact V? du point b dans B et
un nombre réel 7, > 0 tels qu’au voisinage de la partie compacte Dy+(rp) de X, la
fonction f posséde une expression de la forme

oil, quel que soit k € N", ap € B(V?).

En identifiant localement les différents développements en série, on montre que,
quel que soit k € N™, I’élément ay, appartient & (V). Nous avons donc construit un
morphisme

pvie: 0 (Dy(t)) — O(V)[T]
qui coincide avec le morphisme naturel 0(V)[T] — O(V)[T] sur ¢(V)[T).

Montrons que le morphisme ¢v; est injectif. Supposons que deux fonctions f et g
de 0 (Dy(t)) aient la méme image. Soit b € V. Notons z le point 0 de la fibre Xj.
Les fonctions f et g ont méme développement dans Ly ~ Ox ;. On en déduit que les

ASTERISQUE 334



3.2. FAISCEAU STRUCTURAL SUR L’ESPACE AFFINE 95

fonctions f et g coincident sur un voisinage de = dans la fibre X;. Puisque cette fibre
est un espace irréductible, les fonctions f et g coincident nécessairement sur toute la
fibre. On en déduit finalement que f = g. O

Afin de décrire explicitement I'image du morphisme précédent, introduisons une
notation. Pour toute partie compacte V' de B et tout élément ¢ de R}, nous noterons

oVNIT| <)
Panneau des séries a coefficients dans (V') de la forme
Z aka
keNn

qui vérifient la condition suivante :

Ir>t, lim |a|vr®=0.
k—-+o0o

Proposition 3.2.14. — Soit V' une partie compacte de B. Soit t € R} . L’image du
morphisme v+ est contenue dans O(V)(|T| < &)l

Démonstration. — Soit f € O(Dy (t)). D’aprés le lemme 3.2.12, il existe un polyrayon
v > t telle que la fonction f soit définie sur Dy (v). La proposition précédente nous
montre que la fonction f posséde un développement en série de la forme

f=)Y aT*eoW)[T].
keNn

Soit b € V. Puisque le groupe |7 (b)*| est discret dans R, il existe une famille
u = (ug,...,u,) de R% quivérifiet < u < v et dont I"image est libre dans le Q-espace
vectoriel Q xz (R /|7 (b)*|). Notons « I'unique point de la fibre X} qui vérifie

Vi € [1,n], |Ti(z)| = u.

La description de I’anneau local au point z obtenue au théoréme 2.4.8 nous assure
qu'il existe un voisinage V® de b dans B et 7, > v > t tels que

Jimllawllye vk = 0.

Par compacité, nous pouvons recouvrir la partie ¥V par un nombre fini de compacts
Vo . Vb avecp e Netby,... ,bp € V. On en déduit qu’il existe r > ¢ tel que

lim ||ak||v Tk = 0. O
k—-+o00
Remarque 3.2.15. — Ce résultat cache un principe du prolongement analytique. Nous

n’insisterons pas ici sur ce point, mais consacrerons la section 3.6 & ce propos.

Intéressons-nous, a présent, a la réciproque de ce résultat. Nous n’allons considérer
que certaines parties compactes de la base.
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Théoréme 3.2.16. — Soit V une partie compacte et connexe de B. Supposons que le
point central de B n’appartienne pas au bord du compact V. Soit t € R’. Alors le
morphisme

pvie: 0 (Dy(t)) — O(V)[T]
réalise un isomorphisme sur Uanneau O(V)(|T| < t)'.

Démonstration. — D’aprés les propositions qui précédent, il nous suffit de montrer
que toute série de la forme donnée appartient a I'image de ¢y . Nous allons distinguer
plusieurs cas, en fonction du compact V.

Commengons par considérer un compact de la forme

V= [aa,aa aa,l(a)]7

avec 0 € ¥ et a € ]0,1(0)].
Soit 7' € R tel que t < 7/ < r. Soit > 1 tel que t < (r')* < 7. Soit k € N™.
Nous avons

li « Nk _
Jm agfg ()" =0
et 'on en déduit que
. k
Jmlanls ()" =o.

Remarquons, a présent, que, quel que soit k € N™, ’élément ay, de (V) = A, se
prolonge & 'ouvert U = |ao, au; Gy, (0)] et vérifie

lakllv = lawlg"

On en déduit que la série f définit un élément de ﬁ(f)U(r')) et donc de & (Dy (t)).

Ce raisonnement met en évidence le fait que la difficulté du probléme réside dans
I’étude du comportement au bord du compact V. Remarquons que ce bord ne peut
contenir qu’un nombre fini de points. En effet, si le compact V ne contient pas le
point central de B, sa connexité lui impose d’étre contenu dans une branche de B. Il
est donc de la forme

V =lag,ag],
avec 0 € X, u,v € ]0,1(0)] et u < v. Son bord contient alors au plus deux points. Si
le compact V' contient le point central ag de B, alors, par hypothése, il contient un
voisinage de ce point et il n’existe donc qu’un nombre fini de branches de B que V ne
contient pas entiérement. On en déduit que le bord du compact V n’est constitué que
d’un nombre fini de points. En reprenant le raisonnement précédent en chaque point
du bord du compact V', on obtient le résultat annoncé. O

Remarque 3.2.17. — Enoncée de la méme facon, la proposition précédente est fausse
si le point central de B se situe sur le bord du compact V. Considérons, par exemple,
la partie compacte constituée du seul point central de M(Z),

V= {0,0}.

L’anneau O(V) est alors 'anneau Q et la norme ||.||y est la norme triviale.
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Plagons-nous sur la droite AL™. Soit ¢ € [0,1[. L’anncau &(V)(|T| < t)! n’est
autre que 'anneau Q[T7]. Considérons la série

f=>_ KT*
keN

Elle appartient bien & I’anneau précédent, mais ne peut se prolonger & aucun disque
de centre 0 et de rayon strictement positif de la branche archimédienne de M(Z).
De méme, pour tout nombre premier p, la série

F=Y ¢* 1" eqQlr]
kEN
ne peut se prolonger a aucun disque de centre 0 et de rayon strictement positif de la

branche p-adique de J(Z).

Le cas des couronnes se traite de fagon analogue & celui des disques. Introduisons
de nouveau une notation. Soient V' une partie compacte de B et s et t deux éléments
de R";. Posons I = {i € [1,n]|s; > 0} et J = [1,n] \ I. Nous noterons

o(WV)(s <|T| <t)!
Panneau constitué des séries a coefficients dans €(V') de la forme

Z aka,

kecZn

qui vérifient les trois conditions suivantes :
Vk € Z™\ (HRme),ak:o,
il icJ
Ir>t, lim |ag|lvr°=0
k—+oo

et

Ir <s, lim |ax|vr®=0.
k— —oco

En particulier, si s = 0, alors cet anneau est contenu dans &'(V)[T] et nous avons
I’égalité
o(V)0 < |T| < 8) = o(V)(T| < 8)'.

Proposition 3.2.18. — Soit V une partie compacte de B. Soient s et t deuzx éléments
de R} wvérifiant linégalité s < t. Alors le morphisme naturel

oV)[T] — o(V)[T]
se prolonge en un morphisme injectif

oviet: O (Cy(s,t) = O(V)(s<T <ty
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Démonstration. — 1l suffit de reprendre la preuve des propositions 3.2.13 et 3.2.14. 1l
faut cependant prendre garde au fait que nous ne pouvons plus considérer un voisinage
du point 0 d’une fibre. Il est cependant possible de remplacer ce point par un point
de type 3 déployé, c’est-a-dire un point = défini par des équations du type

Vi € [1,n], [Ti(z)| = ri,

oury,...,r, sont des éléments de R tels que I'image de la famille (r1,...,7,) dans
le Q-espace vectoriel Q ®z (R7/|7(b)*|) est libre. Un tel choix est possible car
le groupe |77 (b)*| est discret dans R . Dans ce cas, nous disposons encore d’une
description de I’anneau local en termes de séries, par le théoréme 2.4.8. O

Comme dans le cas des disques, nous pouvons raffiner cette proposition
pour obtenir, dans certains cas, un résultat d’isomorphie similaire & celui de la
proposition 3.2.16. La démonstration en étant complétement analogue, nous ne la
rédigerons pas.

Théoréme 3.2.19. — Soit V une partie compacte et connexe de B. Supposons que le
point central de B n’appartienne pas au bord du compact V. Soient s et t deuz éléments
de R wvérifiant linégalité s < t. Alors, le morphisme

ovetr: 0 (Cy(s,t) = O(V)(s<|T|<t)

est un isomorphisme.

Intéressons-nous, & présent, au bord analytique des couronnes. Dans le cas d’espaces
définis au-dessus d’un corps ultramétrique, nous disposons d’une description explicite.

Lemme 3.2.20. — Soit (k,|.|) un corps ultramétrique complet. Soient s et t deux
élément de R’ vérifiant Uinégalité s < t. Considérons la couronne C de Ap*" de
rayon intérieur s et de rayon extérieur t. Pour tout élément i de [1,n], notons

Ri = {Si,ti} n R*+

La couronne C posséde un bord de Shilov. C’est ’ensemble fini et algébriqguement
trivial
I'c = {’)’]7‘1,_“77‘71 |VZ S [[1,71]], T, € Rz}

Démonstration. — La description explicite des fonctions définies au voisinage de la
couronne C et de la norme uniforme sur C' montre que, pour tout élément f de &(C),
nous avons

Iflc = max(|f(x)))-

Puisque O(C) est dense dans #(C) pour la norme ||| ¢, ce résultat vaut encore pour
les éléments de #(C). On en déduit que la partie I'c est un bord analytique du
compact C.

En outre, pour tout point z de I'¢, il existe un élément k € Z™ tel que la fonction
T* appartienne a J# (C) et atteigne son maximum en valeur absolue au point z et
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uniquement en ce point. Par conséquent, tout bord analytique du compact C' contient
la partie I'c. Cette derniére est donc bien le bord de Shilov du compact C. U

Dans le cas archimédien, nous disposons également d’une description.

Lemme 3.2.21. — Soit (k,|.|) un corps archimédien complet. Soient s et t deux
éléments de R vérifiant 'inégalité s < t. Considérons la couronne C' de A}"™" de
rayon intérieur s et de rayon extérieur t. Pour tout élément i de [1,n], notons

R; = {s;,t;} NR.
La couronne C posséde un bord de Shilov. C’est l’ensemble compact

Ic ={z € Ag™|Vie [1,n], Ir; € Ry, |T;(z)| = ri}.

Démonstration. — Commengons par remarquer que le principe du maximum assure
que le bord topologique de la couronne C, qui n’est autre que la partie ', est un
bord analytique de C.

Distinguons maintenant deux cas. Supposons, tout d’abord, que le corps k est le
corps C. Nous avons alors

I'e = {(21, . ..,Zn) eCn |\V/’L € [[1,%]], dr; € R;, |Zz| = ’I‘i}.

Pour tout point P de I'c, il existe un élément (aq,...,a,) de C™ et un élément
(K1, ..., kn) de {—1,1}" tels que la fonction [];<;<,(2i —;)* soit définie au voisinage
de la couronne C' et atteigne son maximum en valeur absolue sur la couronne au
point P et uniquement en ce point. Par conséquent, tout bord analytique du
compact C contient la partie I'c. Cette derniére est donc bien le bord de Shilov du
compact C.

Supposons, maintenant, que le corps k est le corps R. Soit P un point de T'c.
Pour tout € > 0, il existe un élément (aq,...,a,) de C™ et un élément(ky,...,k,)
de {—1,1}" tels que la fonction [];<;<,((z;i — a;)(2; — &))" soit définie au voisinage
de la couronne C et atteigne son maximum en valeur absolue sur la couronne dans la
boule de centre P et de rayon ¢ et pas en dehors. Par conséquent, tout bord analytique
de C doit contenir un point de cette boule. On en déduit que tout bord analytique,
qui, par définition, est fermé, contient le compact I'c. Ce dernier est donc bien le bord
de Shilov du compact C. O

Ces rappels nous permettent de décrire un bord analytique non trivial des
couronnes relatives a l'aide du lemme suivant. Remarquons que toute couronne
compacte au-dessus d’une partie compacte et connexe de B (et donc pro-rationnelle,
d’aprés la proposition 3.1.16) est pro-rationnelle et donc spectralement convexe,
d’aprés le théoréme 1.2.11.

Lemme 3.2.22. — Soit V une partie compacte et connexe de B et C' une couronne
compacte au-dessus de V. Pour tout point v de V', notons -, le bord de Shilov du
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compact C N X, dans X,. Alors, la partie
r=Umw
veV
est un bord analytique de la couronne C.

Démonstration. — Puisque % (C) est dense dans #(C') pour la norme ||.||¢, il suffit
de démontrer que, pour tout élément f de J#(C), nous avons

Iflle = 1I£lr-

Soit f un élément de . (C). Il existe un élément v de V' tel que 'on ait

Iflle = Ilfllenx, -

La fonction f induit par restriction une section sur CNX, du préfaisceau des fonctions
rationnelles sur X,. Nous avons donc

Ifllenx, = 11l -
On en déduit le résultat attendu. O

La description des fonctions au voisinage des couronnes obtenue plus haut permet
de préciser ce résultat dans le cas ultramétrique.

Proposition 3.2.23. — Soit V' une partie compacte et connexe de By, et C une
couronne compacte au-dessus de V. Notons I'yy le bord de Shilov du compact V
dans B. Pour tout point v de V, notons I, le bord de Shilov du compact C N X,
dans X,. La couronne C posséde un bord de Shilov. C’est [’ensemble fini

I'= U Yo
vel'y

Démonstration. — Dans le cas ol la couronne est vide, le résultat est immédiat. Dans
le cas contraire, il existe deux éléments s et £ de R’} vérifiant s < ¢ tels que C =
Cv(s,t). D’aprés la proposition 3.2.18, le morphisme naturel 0(V)[T] — ¢(V)[T]
se prolonge en un morphisme injectif

0C) = O(V)(s<T <t
Commencons par montrer que, pour tout élément f = > ,czn ar T* de 0 (C), nous
avons

k Lk
= max t7)).
Iflle = max (llaxlv max(s*®, )
Puisque la couronne C' est compacte, il existe un élément z de C en lequel nous avons
Iégalité
Ifllc = 1f()]

Nous avons alors

If ()] = Ifllenx,., = max (Jax(m(2))| max(s¥®, t*))
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puisque le point 7(z) appartient a la partie ultramétrique By, de B. On en déduit
I’égalité annoncée.

De cette description explicite de la norme, on déduit que tout élément de &(C),
et donc tout élément de #(C) atteint son maximum sur I', autrement dit que I" est
un bord analytique de C. En outre, pour tout point z de I, il existe un élément a
de (V) (son existence est assurée par la proposition 3.1.26) et un élément k de Z"
tels que la fonction aT* appartienne a % (C) et atteigne son maximum en valeur
absolue au point z et uniquement en ce point. Par conséquent, la partie I' est le bord
de Shilov de la couronne compacte C. O

Pour finir, calculons explicitement ces anneaux globaux dans un cas particulier,
celui des couronnes au-dessus de voisinages compacts du point central.

Proposition 3.2.24. — Soit ¥/ une partie finie de ¥ contenant Xo,. Pour o € Y/,
choisissons un élément e, € ]0,1]. Considérons la partie compacte V de B définie par

V= <U [ao,a§“]> u < U BC,) .
oey’ o’

Soient s et t deux éléments de R’}. Posons I = {i € [1,n]|s; >0} et J = [1,n] \ I.
L’anneau O(V)(s < |T| < t)T est constitué des séries 4 coefficients dans K de la

forme
E g T”c
keZn
vérifiant les conditions suivantes :

1
1) VkZO,akGA[g} 5

ii) Vk € Z" \ ([Lie; R x [LicsR4), are =0 ;
iif) Vo € 3, Ir < 8%, lim |, r*=0;

iv) Vo € ¥/, Ir > %2, lim |ag|,r* = 0.
k——+o0
Sit > 1, pour toute série du type précédent, I’ensemble
{k € N"|ag # 0}
est fini. Si s <1, pour toute série du type précédent, ’ensemble
{k€Z"N]-00,0]|ar # 0}

est fini. En particulier, si s = 0 et t > 1, alors Uanneau O(V){|T| < t)' nest autre
que lanneau de polynomes A[1/(X' NXy)][T).

Démonstration. — Les résultats démontrés aux numéros 3.1.2.2 et 3.1.2.3 permettent
de démontrer que nous avons
1
o0 = A et v = mat)
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La premiére partie du résultat découle alors immédiatement de la définition de
Vanneau 6(V)(|T| < t)'.

D’aprés la formule du produit, pour tout élément non nul a de A[1/¥’], nous avons
[Ioes lale > 1 et donc

= €o) > 1.
lafly = max(lals) =

On en déduit la seconde partie du résultat. O

3.3. Points rigides des fibres

Soit b un point de B. La proposition 2.4.3 nous permet de décrire un systéme
fondamental de voisinages explicite d’un point x de la fibre X} défini par des équations
du type

(Th —en)(z) = -+ = (T — an)(z) =0,
avec o, ..., 0, € Opp. Remarquons que, lorsque 1’espace de base est le spectre d’un
anneau d’entiers de corps de nombres, tous les points rationnels de la fibre X sont
de ce type. En effet, d’aprés le lemme 3.1.22, le morphisme naturel Op , — J(b) est
surjectif.

Dans ce numéro, nous montrons qu’il est possible de ramener 1’étude de certains
points de I'espace X, a savoir les points rigides des fibres, & celle des points rationnels
par le biais d’un isomorphisme local (¢f. proposition 2.5.3).

3.3.1. Isomorphismes locaux. — Nous montrons ici que nous nous trouvons bien dans
le cadre d’application de la proposition 2.5.3 et en précisons les conclusions. Nous
distinguerons selon le type de la fibre dans laquelle se situe le point rigide considéré.
Commencgons par le cas le plus simple : celui des fibres extrémes.

Proposition 3.3.1. — Soient m un élément de Xy et © un point rigide de la fibre
extréme Xp. Supposons que le point x posséde un systéme fondamental de voisinages
connezes. Alors, il existe une extension finie K' de K, un point ' de A';™, ou
A’ désigne l’anneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme
naturel

n,an n,an
—
A A

envoie le point ' sur le point = et induise un isomorphisme d’un voisinage de x’' sur
un voisinage de x.

Démonstration. — L’extension de corps kn, — 7(x) est une extension finie et
séparable, puisque le corps ky est fini. D’aprés le théoréme de I’élément primitif,
il existe un élément & de . (x) tel que knl[d] = 2 (x). Notons P(S) € kn[S] le
polynéme minimal unitaire de & sur kyn, = A/m. Choisissons un relevé unitaire P(.S)
de P(S) dans A[S]. Ce polynome est encore irréductible. Considérons I’extension
finie K’ = K|[S]/(P(S)) de K. C’est un corps de nombres dont nous noterons A’

’anneau des entiers.
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Posons V' = [an, Gn]. L’anneau de Banach (#(V),||.]|v) n’est autre que 'anneau
(Am,|.|m). Puisque le polynome P(S) est irréductible dans ky[S], idéal maximal m
de A est divisé par un unique idéal maximal m’ = mA’ de A’ et nous disposons d’un
isomorphisme

u: Aw[S]/(P(S)) = Al
Munissons Panneau An[S]/(P(S)) de la norme

-7 = Tl -
C’est alors un anneau de Banach muni d’une norme uniforme. Notons W le
segment [am:,am’] de M(A"). L’isomorphisme u identifie alors les algébres normées
(B(V)[S1/(P(9)), III') et (BW), |l.llw).-

Puisque le polynéme P est unitaire, le morphisme de %(V')-modules

ZV)E = BV)S/(P(S))

n:

d-1
(ag,...,aq-1) Zai S
i=0

est un isomorphisme. Munissons I'algébre %(V)? de la norme |.|o. donnée par le
maximum des normes des coefficients. Nous définissons alors une norme, notée ||.||v,div,

sur B(V)[S]/(P(S)) de la fagon suivante :
vf e BV)ISI/(PS)), IfIvaiv = [In7()lloo-

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons démontrer que les normes |||’
et ||.|lv,aiv, définies sur A(V'), sont équivalentes. Tel est bien le cas car ce sont deux
normes sur un méme Km-espace vectoriel de dimension finie qui induisent la méme
valeur absolue sur Ky, & savoir |.|n.

Notons

Y = AGw) et Y = A pes)
Notons encore
0:Y' > Yety: AL — A"
les morphismes naturels. La partie V' est une partie compacte et connexe de JM(A).
Notons Ly son image réciproque dans A'y*". La partie W est une partie compacte
et connexe de JM(A’). Notons Lj;, son image réciproque dans A’y Considérons, a
présent, le diagramme commutatif suivant :

vy — % .y

J

n,an ¥ n,an
AA

A/

D’aprés la proposition 3.1.16, les parties compactes V' et W sont pro-rationnelles.
D’aprés la proposition 1.2.15, les morphismes x et x’ sont des isomorphismes
d’espaces annelés au-dessus, respectivement, de l'intérieur de Ly et de l’intérieur
de L. Remarquons que le point x appartient & la fibre extréme 7 @), située a
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I'intérieur de Ly . En outre, tout antécédent de x par le morphisme v appartient a
la fibre extréme située au-dessus de @/ et donc a l'intérieur de Lf;,. Nous noterons
encore x ’antécédent du point x par le morphisme . Pour conclure, il nous suffit de
trouver un point z’ de Y’, rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme ¢ induise un
isomorphisme d’un voisinage de =’ sur un voisinage de z.

Notons « I'image de S dans I’anneau #(V)[S]/(P(S)). D’aprés la proposition 2.5.1,
il existe une fonction R définie sur un voisinage U de = dans Y telle que P(R) = 0
et R(x) = & dans S (z). Construisons alors une section ¢ du morphisme ¢ au-dessus
de U, par le procédé décrit immédiatement avant la proposition 2.5.3. Par sa définition
méme, nous avons

S(o(x)) = R(x) dans 5 (x),
autrement dit,
R(o(z)) = a dans (o (x)).

Soit b un point de JM(Z(V)). Le corps S (b) est égal au corps km ou au corps Kp,.
Dans tous les cas, l'image du polynéme P(T) est irréductible dans 52(b)[T].
Puisque le corps 2 (b) est parfait, elle est également séparable. Soit ¢ un point de
M(B(V)[S]/(P(S))) au-dessus du point b. L’élément o de ’anneau A(V)[S]/(P(S))
s’envoie sur une racine du polynéme P(T) dans 5#(c). Puisque le polynoéme P est
séparable, nous avons P’'(a) = 0.

Pour finir, d’aprés le corollaire 3.4.4, le point z posséde, dans X, et donc dans Y,
un systéme fondamental de voisinages connexes. Nous pouvons donc appliquer la
proposition 2.5.3. Nous obtenons, au voisinage du point x, une section du morphisme ¢
qui est un isomorphisme local.

Pour conclure, il nous reste & montrer que le point 2’ = o(z) est rationnel dans sa
fibre. Considérons la projection " de ce point sur M(B(V)[S]/(P(S))). Par définition,
le caractére associé est

BV)[SI/(P(S)) — H (x)
Q(S5) = Q(R(z)) = Q(a).
L’image de ce morphisme est le corps kn[d] = 7 (x) = 5 (2'). On en déduit que le

morphisme 7 (b) — 5 (x') est un isomorphisme et donc que le point z’ est rationnel
dans sa fibre. O

Intéressons-nous, & présent, aux fibres internes.

Proposition 3.3.2. — Soient 7 un élément de X, € un élément de 10,1(7)[ et x un

point rigide de la fibre interne X, . Supposons que le point x posséde un systeme

fondamental de voisinages connezes par arcs. Alors, il existe une extension finie K’
n,an

de K, un point ' de A", ou A’ désigne l'anneau des entiers de K', rationnel dans
sa fibre, tel que le morphisme naturel

n,an n,an
Ay — Ay
. , , . . . . . , . ,
envoie le point ' sur le point x et induise un isomorphisme d’un voisinage de x’ sur
un voisinage de .
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Démonstration. — L’extension de corps K, — # (z) est une extension finie et
séparable, puisque la caractéristique du corps K, est nulle. D’aprés le théoréme de
’élément primitif, il existe un élément o de #(x) tel que K [a] = #(x). Si le
corps K, est ultramétrique, le lemme de Krasner assure que nous pouvons supposer
que l’élément « est algébrique sur le corps K. Si le corps K. est archimédien, nous
pouvons encore supposer que « est algébrique sur le corps K, et méme que c’est
une racine carrée de —1. Notons P(S) € K|[S] le polynome minimal unitaire de «
sur K. Ce polynome est encore irréductible sur le corps KT. Considérons 'extension
finie K’ = K[S]/(P(S)) de K. C’est un corps de nombres dont nous noterons A’
I’anneau des entiers.

Soient A € ]0,¢[ et p € ]e,I(7)[. Posons V = [a},a#]. L’anneau de Banach
(B(V), ||.]lv) n’est autre que 'anneau (K, max(|.|}, |.|#)). Puisque le polynéme P(S)
est irréductible dans K, [S], la place T de K se prolonge en une unique place 7/ de K’
et nous disposons d’un isomorphisme

w: K [S]/(P(S)) = K' ...
Munissons I’anneau K,[S]/(P(S)) de la norme

1" = max(ju()[3, [u()[5).

C’est alors un anneau de Banach muni d’une norme uniforme. Notons W le

segment [a2,,a"] de M(A’). L’isomorphisme u identifie alors les algébres normées

(BWV)[S1/(P(9)), III') et (BW), |l.[lw)-
Introduisons une notation. Soient L une K-algébre et ||.|| une norme sur L. Puisque
le polynéme P est unitaire, le morphisme de L-modules

L? — L[S]/(P(5))

d—1
ng : i
(ag,...,aq-1) + E a; S
=0
est un isomorphisme. Munissons l'algébre L¢ de la norme |.||o, donnée par le
maximum des normes des coeflicients. Nous définissons alors une norme, notée ||.| div,
sur L[S]/(P(S)) de la fagon suivante :

Vf € LIS|/(P(S)), Iflaiv = lIng " (F)lloo-

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons démontrer que les normes ||.||’
et ||.||v,aiv, définies sur B(V), sont équivalentes. Or la norme ||.||v.qiv €st équivalente
a la norme max(|.|;\’div, ||‘TL aiv)- 11 nous suffit, a présent, de remarquer que, quel que
soit v € {A, pu}, les normes |.|7 ;; u et |.[7, sont équivalentes. En effet, ce sont deux
normes sur un méme IA(T—espace vectoriel de dimension finie qui induisent la méme
valeur absolue sur K, a savoir |.|%.

Le reste du raisonnement se déroule exactement comme dans la preuve précéden-
te. O

Pour terminer, traitons le cas de la fibre centrale.
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Proposition 3.3.3. — Soit © un point rigide de la fibre centrale Xy. Supposons que le
point x posséde un systéeme fondamental de voisinages connexes par arcs. Alors, il
eziste une extension finie K' de K, un point ' de A"y, ou A’ désigne l'anneau des

entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel
n,an n,an
A — Ay
envoie le point ' sur le point = et induise un isomorphisme d’un voisinage de x' sur
un voisinage de x.

Démonstration. — L’extension de corps ¢ (ag) = K — ¢ (x) est une extension finie
et séparable, puisque la caractéristique du corps K est nulle. D’aprés le théoréme
de lélément primitif, il existe un élément a de J7(x) tel que Kla] = 5(z).
Notons P(S) € K|[S] le polynéme minimal unitaire de a sur K. Il existe un unique
isomorphisme
K[S]/(P(S)) = ()

envoyant S sur a.

Le caractére séparable de 'extension 7 (z)/K assure également que ’anneau des
entiers A’ de J#(z) est un anneau de Dedekind de type fini sur A. Par conséquent, il
existe un élément f de K tel que

Alf,a] = A'[f].

Choisissons un sous-ensemble fini 3y de 3¢ de sorte que la fonction f soit définie et
inversible sur 'ouvert de B défini par

U=B\ U {@m}
meXg

Quitte & augmenter I’ensemble Xy, nous pouvons supposer que les coefficients du
polyndéme P(.S) sont définis en tout point de U et que, quel que soit b dans U, 'image
du polynéme P(S) est séparable sur (). Pour m dans X, notons r(m) l’ensemble
des idéaux maximaux de A’ divisant 1'idéal maximal m de A. Pour o dans X,
notons (o) Pensemble des plongements complexes de J#(x) & conjugaison prés qui

prolongent o. Notons
So=|J rmetx, = J
meXg €T

Considérons la partie compacte contenue dans U définie par
M =B\ | Jam,dn].
meXg

Considérons l’algébre de Banach (#(M), ||.||ar)- Nous avons

1 a
%’(M):A{—} :{feK, a,be A, b#£0, Hmexo,bem}

o b

et

Hlar = maxe (o).
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Le compact M étant contenu dans U, ’anneau &7 est un localisé de 'anneau Afu].
On en déduit que le morphisme

1 e
alg s = a (g
est un isomorphime. Munissons ’anneau Z(M)[S]/(P(S)) de la norme

= e, (o).

C’est alors un anneau de Banach muni d’une norme uniforme.
Introduisons une notation. Soient L une K-algébre et ||.|| une norme sur L. Puisque
le polynéme P est unitaire, le morphisme de K-espaces vectoriels

Le — L[S]/(P(5))

d—1
ng : i
(agy...,a4-1) + E a; S
i=0
est un isomorphisme. Munissons l'algébre L? de la norme |.|o donnée par le

maximum des normes des coefficients. Nous définissons alors une norme, notée ||.||dgiv,
sur L[S]/(P(S)) de la fagon suivante :

vf € LIS/ (P(9)), [ fllaiv = lInz* (f)lloo-

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons démontrer que les normes |||’
et ||.||a,div, définies sur #(M), sont équivalentes. Or la norme ||.||ar,qiv €st équivalen-
te & la norme

geﬁﬁ’ém("'“’d”)'

Soit m € Y. Nous disposons alors d’un isomorphisme

En[S)/(P($) = [ #(@)-

m’er(m)

On en déduit que les normes |.|y qiv €6 MaXpscp(m)(]-|m’) sont équivalentes car ce sont
deux normes sur un méme Km—espace vectoriel de dimension finie qui induisent la
méme valeur absolue sur Ky, & savoir |.|m.

On raisonne de méme pour les éléments de X, en prenant garde au fait que
I’isomorphisme ne vaut que si 'on considére tous les plongements complexes et pas
seulement les classes de conjugaison.

Le reste du raisonnement se déroule exactement comme dans la preuve de la
premiére proposition. O

Pour plus de clarté, nous regroupons les trois résultats obtenus dans la proposition
suivante.

Proposition 3.3.4. — Soit x un point rigide de ['une des fibres de [’espace X.
Supposons que le point x posséde un systéme fondamental de voisinages connexes par
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arcs. Alors, il existe une extension finie K' de K, un point ' de A"y, ot A’ désigne

l’anneau des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel

n,an n,an
—
A A

envoie le point x’ sur le point = et induise un isomorphisme d’un voisinage de ' sur
un voisinage de .

3.3.2. Voisinages sur la droite. — Pour utiliser la proposition qui précéde, il est

nécessaire de disposer d’un résultat de connexité locale. Nous consacrons donc une

section & 1’étude de la topologie au voisinage des points rigides des fibres dans le cas

le plus simple : celui de la droite. Dans les propositions qui suivent, nous supposerons
1,an

donc que n =1 et que X = A ;™"

Proposition 3.3.5. — Soient b un point de B et P(T) un polynéme wunitaire a
coefficients dans Op dont l'image dans € (b)[T) est irréductible. Soit x le point de
la fibre Xy, défini par Uéquation P(T)(x) = 0. Soient By un voisinage de b dans B
sur lequel les coefficients du polynéme P sont définis.

Soit U un voisinage du point x dans X . Il existe un voisinage V du point b dans By
et un nombre réel t > 0 tels que ’on ait l’inclusion

{ye Xv|IPT)W)| <t} CU.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 1.1.12, pour toute partie compacte V de By
et tout élément s de Ry, la partie de X définie par

{y € Xv [[P(T)(y)] < s}

est compacte. Le résultat découle alors du lemme 2.4.1. O

Nous souhaitons, & présent, montrer que les voisinages qui figurent dans ’énoncé
de la proposition sont connexes par arcs lorsque leur projection sur la base lest. A
cet effet, nous commencerons par démontrer quelques résultats sur la topologie des
fibres.

Lemme 3.3.6. — Soit (k,|.|) un corps valué, ultramétrique, maximalement complet et
algébriquement clos. Soient d € N, a1,...,aq € k et t € R%. Posons

d
P(T) = H(T — ;)

et
U= {zeA,™||P(T)(x) <t}

Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y a
lun des points «;, avec i € [[1,d].
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Démonstration. — Soit y un point de U. Puisque le corps k est maximalement
complet, il existe 8 € k et r € Ry tels que y = ng, dans A,lc"‘m. Supposons, tout
d’abord, qu’il existe i € [1,d] tel que 8 = a;. Considérons alors le chemin

0,1 —  Ap™

u = Nay,(1—u)r-

l:

Il joint le point y au point «; et tout polynéme décroit le long de ce chemin. En
particulier, il est & valeurs dans U.

Revenons, a présent, au cas général. Nous distinguerons deux cas. Dans un premier
temps, supposons, qu’il existe ¢ € [1,d] tel que |8 — ;| < r. Alors le point y = ng.,
n’est autre que le point 7, » et nous sommes ramenés au cas précédent. Il nous reste
a traiter le cas ou, quel que soit ¢ € [1,d], nous avons |8 — «;| > r. Dans ce cas, nous
avons

d d
|P(T)(ng,r)| = [T (T = i) (ms,r)| = [T 18 — el
i=1 i=1
Notons s = minj<;<4(|3 — ;|). Considérons le chemin

0,1] — A

u = NB,(1—u)rtus-

U

11 joint le point y au point 7ng s, qui est du type considéré précédemment. En outre, la
fonction P est constante le long du chemin !’. Il est donc bien & valeurs dans U. On
en déduit le résultat annoncé. O

Lemme 3.3.7. — Soientd € N, ay,...,aq € C et t € R} . Posons

d
P(T) = H(T — ;)
et
UZ{Z€C||P(Z)|oo<t}.

Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y a
lun des points «;, avec i € [1,d].

Démonstration. — Considérons 'application continue
C — C
z — P(2).

C’est un revétement ramifié. Considérons le chemin tracé sur la base
0,1] — C
u — (1—wu)P(y).

En relevant ce chemin & partir du point y, on obtient un chemin tracé sur U qui
aboutit & I'un des racines du polynoéme P. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



110 CHAPITRE 3. ESPACE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES

Corollaire 3.3.8. — Soit (k,|.|) un corps wvalué complet. Soient d wun entier,
Q1(T),...,Qa(T) € kK[T] des polynomes irréductibles et t € R wun nombre réel
strictement positif. Pour i € [[1,d], notons xz; le point de la droite A,lc’am défini par
Déquation Q;(T)(z;) = 0. Posons

et
U={zeA,™||P(D)() <t}
Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin tracé sur U qui joint le point y a
Pun des points x;, avec i € [1,d].
En particulier, si le polynéme P(T') est une puissance d’un polynéme irréductible,
alors la partie U est connexe par arcs.

Démonstration. — Soit (L, |.]) une extension du corps valué (k,|.]). Le morphisme
induit
1, 1,
ALan N Ak an
est continu et surjectif. On en déduit qu’il suffit de démontrer le résultat pour une
extension de k. Nous pouvons donc utiliser nous ramener a la situation du lemme 3.3.6,

si la valeur absolue |.| est ultramétrique, ou du lemme 3.3.7, si elle est archimédienne.
O

Revenons, a présent, aux voisinages des points rigides dans 1’espace total.

Proposition 3.3.9. — Soient b un point de B et V un voisinage connexe par arcs de
b dans B. Soit P(T) € O(V)[T] un polynoéme unitaire dont ’image dans 5 (b)[T]
est irréductible. Soit t € R’ un nombre réel strictement positif. Alors, la partie U
de X = A}dan définie par

U={yeX|n(y) eV, |P(T)y)| <t}
est connexe paT‘ arcs.

Démonstration. — Nous noterons z 1'unique point de la fibre X; qui vérifie
P(T)(z) =0.

Nous allons montrer que tout point de U peut étre joint au point x par un chemin
tracé sur U. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le type du point b.

Supposons, tout d’abord, que le point b est le point central ay de B. Soit y un
point de U. Posons ¢ = 7(y). Décomposons le polynéme P(T) en produit de facteurs
irréductibles et unitaires dans 52(c)[T] : il existe d € N*, Q1(T),...,Qq(T) des
polynémes irréductibles distincts et nq,...,ng € N* tels que

d
P(T) = H Qi(T)™ dans 2 (c)[T].
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Quel que soit ¢ € [1,d], notons y; le point de la fibre X, défini par I’équation
Q:(T)(y;) = 0. D’apres le lemme 3.3.8, il existe un indice ¢ € [1,d] et un chemin
tracé sur X.NU qui joint le point y au point y;. Il nous reste & montrer que ’on peut
joindre le point y; au point & par un chemin tracé sur U. Si le point ¢ est le point ag,
c’est évident.

Supposons, que le point ¢ est un point interne de B. Il existe alors 0 € X et € > 0
tels que ¢ = aZ. Puisque la partie V est supposée connexe par arcs, elle contient le
segment W = [ag, aS]. Remarquons que, quel que soit A € ]0,¢], le polyndome Q;(T')
est encore irréductible dans 7 (a))[T]. Définissons une section ¢ de 7 au-dessus de W
de la fagon suivante : au point a), avec A € ]0,¢], nous associons le point p(a)) de
la fibre X, défini par I'équation Qi(T)(¢(ad)) = 0 et au point ag, nous associons
le point p(ag) = z. L’application ¢ est une section continue de 7 au-dessus de W a
valeurs dans U et son image est un chemin joignant le point y; au point z.

Pour finir, supposons que point ¢ est un point extréme de B. Il existe alors
m € X tel que ¢ = @m. La décomposition P(T) = [J%, Q:(T)™ vaut donc dans
Panneau de polynémes kn[T]. Le lemme de Hensel nous assure qu’il existe des

polynémes Ry (T),...,Ra(T) € flm unitaires tels que ’on ait la décomposition
d
P(T) = [[ Ri(T) dans Ay[T]
i=1

et, quel que soit ¢ € [1,d],

Choisissons un facteur irréductible S;(T) du polynéme R;(T) dans An[T]. Puisque
la partie V est supposée connexe par arcs, elle contient le segment W = [ag, Gm]-
Nous définissons alors une section ¢ de 7 au-dessus de W de la fagon suivante : au
point a),, avec A € ]0,00[, nous associons le point ((a)) de la fibre X, défini par
'équation S;(T)(¢(a})) = 0, au point ag nous associons le point p(ap) = z et au
point a,, nous associons le point y;. Comme précédemment, l'application ¢ est une
section continue de m au-dessus de W & valeurs dans U et son image est un chemin
joignant le point y; au point x.

Supposons, & présent, que le point b est un point extréme de B. Il existe alors
m € Xy tel que b = Gn. Supposons, dans un premier temps que ap € V. Alors le
polynome P(T') est a coefficients dans Ay, et il est irréductible dans A, [T] puisqu’il
est unitaire et que sa réduction modulo m est irréductible. Nous sommes donc ramenés
au cas précédent.

Supposons, a présent, que le point central ag n’appartient pas a V. Si la partie V est
réduite au point extréme a,, le résultat provient directement du lemme 3.3.8. Dans
les autres cas, la partie V' est un intervalle contenu dans ]ag, dm]. Le polynéme P(T')
est alors & coefficients dans Ay,. Puisqu’il est unitaire et que son image modulo m est
irréductible, il est irréductible dans Ay, [T et donc dans K [T7]. Soit y un point de U. Tl
existe alors € € |0, +00] tel que 7(y) = af,. D’aprés le lemme 3.3.8, il existe un chemin
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tracé sur X, N U joignant le point y au point z défini par I'équation P(T')(z) = 0. Il
nous suffit, & présent, de montrer que ’on peut joindre le point z au point = par un
chemin tracé sur U. Puisque la partie V est supposée connexe par arcs, elle contient
le segment W = [a5,, Gm]. Définissons une section ¢ de 7w au-dessus de W de la facon
suivante : & tout point ¢ de W nous associons le point ¢(c) de la fibre X, défini par
léquation P(T)(¢(c)) = 0. L’application ¢ est une section continue de 7 au-dessus
de W a valeurs dans U et son image est un chemin joignant le point z au point z.

Il nous reste a traiter le cas oul le point b est un point interne de B : il existe 0 € &
et € > 0 tel que b = a:. Si la partie V' contient un point extréme ou le point central
de B, nous sommes ramenés & I'un des cas précédents. Nous supposerons donc que la
partie V est contenue dans B/ . Dans ce cas, pour tout point ¢ de V', le corps 5 (c) est
isomorphe au corps K, et le polynome P(T) est irréductible dans .77 (c)[T]. Soit y un
point de U. D’aprés le lemme 3.3.8, il existe un chemin tracé sur X,y NU joignant
le point y au point z défini par I’équation P(T)(z) = 0. Il nous suffit, & présent,
de montrer que ’on peut joindre le point z au point x par un chemin tracé sur U.
Définissons une section ¢ de 7 au-dessus de V' de la fagon suivante : & tout point ¢
de V nous associons le point ¢(c) de la fibre X, défini par I’équation P(T")(¢(c)) = 0.
L’application ¢ est une section continue de 7 au-dessus de V' a valeurs dans U et son
image est un chemin passant par les points z et x. O

Corollaire 3.3.10. — Soient b un point de B et x un point rigide de la fibre Xy. Alors,
le point x posséde un systéme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Démonstration. — D’apreés le lemme 3.1.22, le morphisme naturel &g, — J€(b) est
surjectif. Nous pouvons donc supposer que le polynéme P(7T') définissant le point x
est a coeflicients dans Opp. Il nous suffit alors d’appliquer les propositions 3.3.5
et 3.3.9. U

3.3.3. Etude topologique locale. — Revenons, & présent, au cas d’un espace affine de
dimension quelconque : X = A)®" avec n € N. Les résultats obtenus sur la topologie
de la droite nous permettent de mettre en ceuvre un raisonnement par récurrence.

Proposition 3.3.11. — Soit b un point de B. Soit © un point rigide de la fibre Xp.
Alors, le point x posséde un systéme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Démonstration. — Nous allons démontrer le résultat attendu par récurrence sur
Pentier n € N. Le cas n = 0 est immédiat.
Soit n € N* tel que le résultat soit vrai pour n — 1. Notons

Q1 Az,an N A}q,an
le morphisme induit par 'injection iy : A[Ty] — A[T1,...,T,] et
po: AL = u(4)

celui induit par l'injection ¢g : A — A[T}1]. Posons y = ¢1(z).
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D’aprés la proposition 3.3.10, le point y de A4 posseéde un systéme fondamental
de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc appliquer la proposition 3.3.4.
Elle assure qu’il existe une extension finie K’ de K, un point 3’ de A;*", ou A’ désigne
I’anneau des entiers de K’, rationnel dans sa fibre, tel que le morphlsme naturel

a: Al an Al an
envoie le point 3’ sur le point y et induise un isomorphisme
B:U —U

. 1 . 1 o
d’un voisinage U’ de y’ dans A ;7" sur un voisinage U de y dans A ;*". Considérons
le diagramme commutatif suivant

n,an Qn n,an
Alpn S pgman

P

1,an a 1,an
Ays —=Ay

M(A') == M(A)
Quitte a restreindre le voisinage U de y, nous pouvons supposer qu’il est compact
et rationnel. Le voisinage U’ ’est alors également. Nous pouvons donc appliquer le

théoréme 1.2.11 et la proposition 1.2.15. On en déduit un isomorphisme
v MBU) = MAU))

qui coincide avec 3 en tant qu’application et méme en tant que morphisme d’espace
annelés si 'on se restreint & lintérieur des espaces considérés. On en déduit un
diagramme commutatif

n—1,an n—1,an
A%(U’) A.Z(U)

M x
MBU')) —— M(BU))

En tant que morphisme d’espaces topologiques, le morphisme % n’est autre que le
morphisme ¢; restreint & @7 *(U) & la source et U au but. De méme, le morphisme )’
coincide avec le morphisme ¢/ restreint a ¢}, "' (U’) & la source et U’ au but. Par
conséquent, il suffit de montrer que le point x posséde un systéme fondamental de
voisinages connexes par arcs dans A%(U) Puisque ¢ est un homéomorphisme, il
suffit de montrer que le point §~!(z) posséde un systéme fondamental de voisinages
connexes par arcs dans An@(}],an Or le point §~1(z) est envoyé sur le point y~1(y) =
y' dans M(A(U")). Ce dernier point est rationnel dans sa fibre ) ~"(¢h(y)). Par
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conséquent, quitte & changer x en §~!(z), nous pouvons supposer que le point y est
rationnel dans sa fibre, autrement dit que le morphisme

H(b) = A (y)

est un isomorphisme.
Notons

)\n—l :Az,an - Az—l,an
le morphisme induit par 'injection j,—1 : A[Ts,...,T,] — A[T1,...,T,] et
Ao s ATTH s U(A)

celui induit par linjection jo : A — A[Ts,...,T,_1]. Posons z = A,_1(z). De
I'isomorphisme 7 (b) — 5 (y), on déduit un isomorphisme

D’aprés I'hypothése de récurrence, le point z de A’% " posséde un systéme
fondamental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc appliquer la
proposition 3.3.4. Par le méme raisonnement que précédemment, nous en déduisons
que nous pouvons supposer que le point z est rationnel dans la fibre Ao~ '(b).
Autrement dit, le morphisme

est un isomorphisme. Nous nous sommes finalement ramenés au cas d’un point =
rationnel dans sa fibre X;, puisque le morphisme 57’ (b) — 5 (x) est un isomorphisme.
Or d’aprés le lemme 3.1.22, le morphisme canonique €, — #(b) est surjectif. Nous
pouvons donc appliquer le corollaire 2.4.7. On en déduit le résultat attendu. O

En utilisant cette proposition, nous pouvons reldcher les hypothéses de la
proposition 3.3.4.

Proposition 3.3.12. — Soit x un point rigide de l'une des fibres de ’espace X . Alors,
il existe une extension finie K' de K, un point z’ de A"}, ou A’ désigne l’anneau

des entiers de K', rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel

n,an n,an
—
A Ay

envoie le point x’ sur le point = et induise un isomorphisme d’un voisinage de ' sur
un voisinage de .

Corollaire 3.3.13. — Soit b un point de B. Soit x un point rigide de la fibre X;. Alors,
le morphisme 7 est ouvert au point x.

Démonstration. — La proposition 3.3.12 assure qu’il existe une extension finie K’ de
K, un point 2’ de A’;", ou A’ désigne 'anneau des entiers de K’, rationnel dans sa
fibre, tel que le morphisme naturel

. A M,an n,an
a: Ay — Al
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envoie le point z’ sur le point z et induise un isomorphisme
B:U —=U

d’un voisinage U’ de z’ dans A’} sur un voisinage U de = dans A’y*". Considérons
le diagramme commutatif suivant :

U/

M(A") —L= u(A)

Soit V' un voisinage du point x dans X. Nous pouvons supposer qu’il est contenu
dans U. Nous avons alors
(V) = (@' (87H(V))).

Le morphisme 3~! étant un homéomorphisme, il envoie le voisinage V' du point z sur
un voisinage 8~1(V) du point z’. Puisque le point z’ est rationnel dans sa fibre, le
corollaire 2.4.6 nous assure que la partie 7/(371(V)) est un voisinage du point 7'(x’)
dans M(A’). D’aprés le théoréme 3.1.15, le morphisme + est ouvert. On en déduit
que la partie 7(V) = y(7'(371(V))) est un voisinage du point b = (7' (8~ 1(x)))
dans M(A). O

3.3.4. Etude algébrique locale. — Nous disposons dorénavant de la connexité locale
au voisinage des points rigides des fibres et pouvons donc appliquer le résultat
d’isomorphie locale que nous avons démontré dans la proposition 3.3.12. Cela va nous
permettre d’étudier les anneaux locaux en ces points. Commengons par le cas des
fibres extrémes.

Théoréme 3.3.14. — Soient m un élément de Xy et © un point rigide de la fibre
extréme Xy,. Alors, 'anneau Ox , est un anneau local noethérien complet et régulier,
de dimension n+ 1. Son corps résiduel k(x) est complet, et donc isomorphe & J€(x).

Démonstration. — D’aprés la proposition 3.3.11, le point = posséde un systéme
fondamental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons donc utiliser la
proposition 3.3.12 et nous ramener au cas d’un point x rationnel. Il existe alors
des éléments a, ..., a, de kn tels que le point z soit 'unique point de la fibre X
vérifiant

(T1 — ar)(@) = - = (T — an)(2) = 0.

Bien entendu, quel que soit ¢ € [1,n], 'élément «; de ky, se reléve en un élément de

Ay, et donc en un élément de O . Nous pouvons donc appliquer le théoréme 2.4.8.
Il assure qu’il existe un isomorphisme

Ox = lim B(V)(|T| < t),
Vit

ou V' décrit ’ensemble des voisinages compacts du point @, de B et t ’ensemble (R )".
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Or nous connaissons un systéme fondamental de voisinages compacts explicite du
point an de B : il s’agit de 'ensemble des intervalles [aS,, dm], avec € > 0. Quel que
soit € > 0, Palgébre A([as,, Gm]|) n'est autre que algebre Ay, ; elle est munie de la
norme ||.[/(ac 4, = |-/ On en déduit un isomorphisme

Ox.z ~ An[T],
ce qui permet de conclure. O

Passons maintenant aux points rigides des fibres internes et centrale.

Théoréme 3.3.15. — Soit = wun point rigide d’une fibre interne ou centrale de
Uespace X. Alors, Uanneau Ox , est un anneau local noethérien, régulier, de
dimension n. Son corps résiduel k(x) est complet, et donc isomorphe ¢ J(x).

Démonstration. — Soient b un point interne ou central de B et z un point rigide de
la fibre X;. En raisonnant comme dans la preuve précédente, on se raméne au cas
ou le point rigide x est un point rationnel de la fibre et on montre qu’il existe un
isomorphisme
Ox.0 = lim (V)(|T| <),
Vit

ou V décrit I’ensemble des voisinages compacts du point b de B et t I’ensemble (R* )™.

On applique alors les théorémes 2.2.8 et 2.2.14 pour démontrer la premiére partie du
théoréme. La seconde découle du lemme 2.2.2 et de la description des corps résiduels
aux points de ’espace B. O

3.4. Fibres internes

Nous étudions ici les points des fibres internes de I'espace X, en utilisant les
propriétés du flot. Nous retrouverons, en particulier, par ce biais, les résultats sur
les points rigides des fibres internes obtenus & la section précédente.

Nous reprenons, ici, les notations du paragraphe 1.3, consacré au flot. Soit m € Xy.
Rappelons que la fibre X,  est I’espace affine de dimension n au-dessus du corps K.
D’aprés le lemme 3.1.4, 'application

J0,+00[ — By

€
m

wm :

€ — a

est un homéomorphisme. L’intervalle de définition de la trajectoire de tout point de
la fibre X, est |0, +oo[. Par conséquent, nous disposons d’une application

Xam X ]0,"’00[ - Xl{n

€

om (z,€) —  xc.
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Notons ps : X,,, x]0,+0o[ — ]0, +oo[ 'application de projection sur le second facteur.
Ces différentes applications s’inscrivent dans le diagramme commutatif qui suit :

X, x]0,+oo] —22= X! .

|

10, +oo] — 2~ BY,
Proposition 3.4.1. — L’application py, est un homéomorphisme.
Démonstration. — Pour x € X} , notons
o) = B (@)
log(|7m|m)

L’application A est continue et, quel que soit z € X/, nous avons
m(x) = ap™.
Il est clair que 'application ¢y, est bijective d’inverse

X!, = X, x]0,+o00]

-1 . m

ol e e (@0 g (n()

Montrons que l’application ¢, est un homéomorphisme. Rappelons que la
topologie de X, est, par définition, la topologie la plus grossiére qui rend continues
les applications de la forme

X{n — R+

1Pl
z = [P(z)],

avec P € A[T]. Pour montrer que lapplication ¢y, est continue, il suffit donc de
montrer que, quel que soit P € A[T], lapplication

X, X 10,400 — R,

Ployy:
[Ploy (m.e)  — |P@d)| = |P@)

est continue. Cette propriété est bien vérifiée.

De méme, la topologie sur X, x ]0,+oo[ est, par définition, la topologie la
plus grossiére qui rend continues la projection p; vers X, et la projection p vers
]0, +00[. Il nous suffit donc de montrer la composée de ! avec chacune de ces deux
applications est continue. C’est immédiat pour I’application

P20 ¢nt =yt o
Considérons donc ’application

X, - X,

—1,
P1O0@Py - s pl/A@)
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Pour montrer que cette application est continue, il suffit de montrer que, quel que soit
P € K,[T], 'application
X‘{n — R+

— }p(xl/A(w)ﬂ = |P(z)|"/ =)
est continue. Puisqu’une fonction qui est limite uniforme, sur tout compact,
d’applications continues est encore continue, il suffit de montrer que les applications

de la forme | P|opiopyt, avec P € A[T] sont continues. Cela découle alors directement
de la définition de la topologie de X/, et de la continuité de la projection. O

|Plop;opnt:

Un résultat similaire est valable pour la partie archimédienne de ’espace X. La
preuve en est complétement analogue et nous ne la détaillerons pas. Soit o € Y.
Rappelons que la fibre X, est isomorphe & I’espace C™ si K, = C et a son quotient
par la conjugaison complexe si K, =R. D’aprés le lemme 3.1.4, 'application

10,1 — B;

€
o

Yo

3 = a

est un homéomorphisme. L’intervalle de définition de la trajectoire de tout point de

la fibre X, _ est |0, 1]. Par conséquent, nous disposons d’une application
o Xa, x]0,1] — X7
v (z,¢€) — oz,

Notons ps : X, % ]0,1] — ]0, 1] Iapplication de projection sur le second facteur. Ces
différentes applications s’inscrivent dans le diagramme commutatif qui suit :
X,, x]0,1] —22= X/ .
P2 \L ™ J/

10,1] —2—~ B,

Proposition 3.4.2. — L’application p, est un homéomorphisme.

Nous déduisons de ces résultats deux corollaires topologiques.

Corollaire 3.4.3. — Le morphisme 7 est ouvert en tout point d’une fibre interne de
X.
Corollaire 3.4.4. — Tout point d’une fibre interne de ’espace X posséde un systéme

fondamental de voisinages connezes par arcs.

Corollaire 3.4.5. — Tout point interne de X posséde des voisinages flottants, au sens
de la définition 1.3.6.

Démonstration. — Soient o € ¥ et = un point de X/ . Reprenons les notations du
paragraphe 1.3. Nous avons D = X/ et la structure de produit dont les propositions
précédentes démontrent ’existence assurent que le flot est une application ouverte. [
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Proposition 3.4.6. — Soit b un point interne de B. Alors l’inclusion
doi Xp o X
de la fibre dans ’espace total induit un isomorphisme entre les espaces annelés

(Xp, 5, Ox) = (X, Ox,).

Démonstration. — Signalons tout d’abord qu’en dépit de ce que les notations utilisées
peuvent laisser penser les espaces topologiques sous-jacents sont, a priori, différents.
En effet, sur 'un ce sont les valeurs absolues de polynoémes & coefficients dans A qui
doivent é&tre continues, et, sur I’autre, ce sont celles des polynoémes a coefficients dans
K,. Cependant, la continuité étant une propriété stable par limite uniforme sur tout
compact, les topologies sont bien identiques. L’application identité définit donc bien
un homéomorphisme.

Intéressons-nous, & présent, aux faisceaux structuraux. Soit z € Xj. Il nous suffit
de montrer que le morphisme naturel

ﬁX,m - ﬁXb,:v

est un isomorphisme. Commengons par montrer qu’il est injectif. Soit f un élément
de Ox , nul dans Ox, ,. Il existe un voisinage V' de x dans X, sur lequel la fonction f
est nulle. D’aprés les propositions 3.4.1 et 3.4.2, la fonction f est définie sur un
voisinage U de x dans X de la forme

U={yyeW, a<e<p}

ott W est un voisinage de x dans V', o un élément de |0, 1] et 8 un élément de |1, +ool.
Soit z € U. 1l existe un élément y de W et un nombre réel ¢ € |a, B] tels que z = y°.
D’aprés le corollaire 3.4.5, le point y posséde des voisinages flottants. D’aprés la
proposition 1.3.10, nous avons donc

lF ()] = f(yI" =0.

On en déduit que la fonction f est nulle sur U et donc dans I’anneau local Ox .

Montrons, & présent, que le morphisme entre les anneaux locaux est surjectif.
Soit f € Ox, s. Il existe un voisinage compact V de = dans X, et une suite (Ri)ren
d’éléments de KG(T), sans poles sur V', qui converge vers la fonction f sur V. Soit
k € N. Il existe un élément Sy de Frac(A[T]) sans poles sur V qui vérifie

1Sk — Rillv <27

Considérons le voisinage U du point x de X défini par

1 3}
= € —<e< —¢.
U {y,yGV,2_5_2

Quel que soit k € N, la fonction Sy n’a pas de poles sur la partie compacte U.
Soit > 0. Il existe un entier p € N tel que, quels que soient k,! > p, nous ayons

|Rx — Rillv <.
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Quitte a augmenter p, nous pouvons supposer que 27?7 < 5. Soit z € U. 1l existe un
élément y de V et un nombre réel € € [1/2,3/2] tels que z = y°. Quel que soient
k,l > p, nous avons alors

Sk = S)(W)| = [(Sk—S)I°
< (IRx = Rillv +27% +270)°
< (3n)°
< max ((3n)Y/2, (3n)%/2) .

Par conséquent, la suite (Sk)ren converge uniformément sur U vers un élément g
de #(U) et donc de Ox ,. L’image de cet élément dans l’anneau local Ox, , n’est
autre que 1’élément f. O

Théoréme 3.4.7. — Soit x un point interne de X. L’anneau local Ox , est hensélien,
noethérien, régulier, excellent et de dimension inférieure ¢ n. Le corps k(x) est
hensélien.

Démonstration. — La proposition qui précéde nous permet de nous ramener au cas
ou l’espace de base est le spectre d’'un corps, cadre dans lequel ces résultats sont
connus. O

Pour finir, démontrons des résultats indiquant que ’on peut contréler le bord de
Shilov des voisinages de certains points. Commengons par rappeler quelques propriétés
du le bord de Shilov dans le cadre des espaces analytiques sur un corps ultramétrique
complet.

Proposition 3.4.8 (V. Berkovich). — Soient (k,|.|) un corps ultramétriqgue complet
et (A, ||.]) une algébre k-affinoide. L’anneau de Banach (<, ||.||) posséde un bord de
Shilov T'. C’est un ensemble fini.

Soient (k,|.|) un corps ultramétrique complet et m un entier positif. Le bord de
Shilov de tout domaine affinoide de A}"*" est contenu dans son bord topologique.

Démonstration. — La premiére partie de la proposition provient du corollaire 2.4.5
de [2]. La seconde provient du corollaire 2.5.13 (ii) et de la proposition 2.5.20 (que
Pon applique, par exemple, en prenant comme espace affinoide X un disque de rayon
assez grand et comme domaine affinoide V' le domaine affinoide en question). O

Apportons une précision grace a la proposition suivante.

Proposition 3.4.9. — Soient (k,|.|) un corps ultramétrique complet et m un entier
positif. Soit V' un domaine strictement affinoide irréductible de l’espace affine Y =
A"® . Notons T' son bord de Shilov. En tout point v de T', le corps résiduel ()
du corps résiduel complété F(vy) est de degré de transcendance m. En particulier, en
tout point v de I', lanneau local Oy, ., est un corps.
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Démonstration. — La premiére partie de la proposition découle de la proposition
2.4.4. (ii) de [2]. Puisque le corps /%?(7) a pour degré de transcendance m, le point ~y
ne peut se trouver localement sur aucun fermé de Zariski de dimension strictement
inférieure & m. L’espace Y étant réduit, on en déduit que ’anneau local Oy, est un

corps. O

Remarque 3.4.10. — Ainsi que nous ’a fait remarquer A. Ducros, le résultat précédent
vaut pour tout domaine affinoide de tout espace de Berkovich bon et réduit.

Corollaire 3.4.11. — Soient m € Xy et b € B,. Soit V une partie compacte et
spectralement conveze de X contenue dans la fibre X qui est un domaine strictement
affinoide irréductible de cette fibre, vue comme espace analytique sur F(b). Alors la
partie V posséde un bord analytique fini et algébriquement trivial.

Démonstration. — Le bord de Shilov I' de ’affinoide V est un bord analytique de V'
dans X. En effet, lalgébre affinoide de V' contient (V). Il suffit ensuite de combiner
les deux propositions précédentes avec la proposition 3.4.6. O

Lemme 3.4.12. — Soit (k,|.|) un corps ultramétrique complet dont la valuation n’est
pas triviale. Soient m € N, y un point de ’espace Y = A?’an et U un voisinage de ce
point. Il existe r € N et Py,...,P.,Q1,...,Qr € k[T] tels que la partie de Y définie
par
N {zeY|IP(2)] <1Qi(2)[}
1<ilr
soit un voisinage strictement affinoide irréductible du point y dans U.

Démonstration. — Soit a € k tel que |a| € ]0,1[. L’ensemble
EZ“M?pEquNﬂ

est alors dense dans R,. Par définition de la topologie, il existe r,s € N,
Gi,...,G.,Hy,...,Hs € kK[T], u1,...,up,01,...,0s tels que la partie

V= ﬂ {zeY|IGi(2)| < wi} N m {zeY||Hi(2)| > v}
1<i<r 1<i<s
soit un voisinage compact du point y dans U.
Soit i € [1,7]. Tl existe p € Z et ¢ € N* tels que u; = |a|P/9. Remarquons que

{zeY|IGi(2)| Swi}={z€Y||(a?G})(z)| < 1}.

Par conséquent, nous pouvons supposer que, quel que soit ¢ € [1,r], nous avons
u; = 1. De méme, nous pouvons supposer que, quel que soit ¢ € [1, s], nous avons
v; = 1.

Considérons un disque compact D de Y qui contient le compact V. Notons @7p
l’algébre k-affinoide associée. La partie V est un domaine rationnel de D. Notons <,
I’algébre k-affinoide associée. Considérons la composante connexe W de V' qui contient
le point z. Il existe un élément f de 2, qui est nul sur W et vaut identiquement 1
sur la réunion R des autres composantes connexes de V. Puisque V est un domaine
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rationnel de D, il existe des éléments g et h de &/p tels que la fonction h ne s’annule
pas sur V et tels que l'on ait

{zEVHg ‘<|a|} Wet{zEVHg ‘>|Ck|} R.

Puisque D est un disque, les polynomes sont denses dans «/p. Il existe donc des
éléments G et H de k[T] tels que la fonction H ne s’annule pas sur V et tels que 'on
ait

{zEV §|a|}:VV.

—(z
= (2)
Pour conclure, il suffit d’écrire le voisinage compact et connexe W du point y dans U
sous la forme

W=vVn{zeY||G() <|aH(z)}.

C’est bien un domaine strictement affinoide de Y. Il est irréductible puisqu’il est
connexe et que ’espace analytique Y est normal. O

Proposition 3.4.13. — Soitm € Y. Tout point de X, posséde un systéme fondamental
de wvoisinages compacts, connexes et spectralement convexes qui possédent un bord
analytique fini et algébriqguement trivial.

Démonstration. — Soient b un point de BJ, et x un point de la fibre X;. Soit U
un voisinage du point x dans X. D’aprés le lemme précédent, il existe r € N et
Py,....,P.,Q1,...,Q, € Ku[T] tels que la partie de Y définie par

ﬂ {z €Y |IP(2)] < 1Qi(2)]}

soit un voisinage strictement affinoide irréductible du point y contenu dans ’intérieur
de U N X, dans X,.

D’aprés la proposition 3.4.1, il existe «, 8 € I, vérifiant 0 < a < 1 < [ et tels que
la partie

V={y,yeVi,e€ap]}
soit un voisinage compact et connexe du point x dans U. Remarquons que
V= {zex (") | IPi(2)] < |Qi(2)]}-
1<ilr

On déduit alors du théoréme 1.2.11 et des propositions 3.1.16 et 1.2.16 que le
compact V est spectralement convexe.

Notons I'; le bord analytique fini et algébriquement trivial du compact V; dont
Pexistence nous est assurée par le corollaire 3.4.11. Posons

I={z% zel}U{z? z el }.

On déduit du corollaire 3.4.5 et de la proposition 1.3.10 que, pour tout élément f
de 0(V), nous avons

Ifllv = [Ifllr
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et que la partie I" est encore finie et algébriquement triviale. La partie I' est donc un
bord analytique du compact V' qui satisfait les propriétés voulues. U

Proposition 3.4.14. — Soient o un élément de Xy et b un point de B, \{ao}. Tout point
rigide de la fibre X, posséde un systéme fondamental de voisinages compacts, connexes
et spectralement convexes qui possédent un bord de Shilov fini et algébriqguement trivial.

Démonstration. — Soit z un point rigide de la fibre X;. D’aprés la proposition
3.3.12 et le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x est le point 0
de la fibre X;,. La proposition 2.4.3 assure alors que ce point posséde un sytéme
fondamental de voisinages qui sont des disques compacts au-dessus de parties
compactes et connexes de B, \ {ag}. La discussion menée au numéro 3.1.2.3 et la
proposition 3.2.23 montrent qu’une telle partie posséde un bord de Shilov et en
fournissent une description explicite. C’est en particulier un ensemble fini composé de
points internes. On déduit de la proposition 3.4.6 qu’il est algébriquement trivial. [J

Proposition 3.4.15. — Soient o un élément de Xy et b un point de B, \ {ao}.
Tout point déployé de la fibre X, posséde un systéme fondamental de voisinages
compacts, connezxes et spectralement converes qui possédent un bord de Shilov fini et
algébriquement trivial.

Démonstration. — La proposition 2.4.3 assure qu’un point déployé posséde un
sytéme fondamental de voisinages qui sont des couronnes compactes au-dessus de
parties compactes et connexes de B, \ {ap}. On conclut alors comme dans la preuve
précédente. O

3.5. Dimension topologique

Nous consacrons cette partie a I’étude de la dimension topologique de ’espace affine
analytique X = A'P®" défini au-dessus de Panneau d’entiers de corps de nombres A.
La notion de dimension topologique n’est agréable que lorsque ’espace considéré est
métrisable. Dans ce cas, la dimension de recouvrement (cf. [25], définition 1.4) et la
dimension inductive forte (cf. [25], définition 1.5) coincident (cf. [25], théoréme I1.7).
Commengons par vérifier que nous nous trouvons bien dans cette situation.

Théoréme 3.5.1. — L’espace analytiqgue X = A’y est métrisable.
Démonstration. — Soient z un point de X et U un voisinage du point z dans X.
Par définition de la topologie, il existe r € N, Py,...,P. € A[Ty,...,T,] et
UL, ..., U, V1,...,0 € R tels que la partie
V= ﬂ {y € X|u; <|P(y)| < wvi}
1<i<r
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soit un voisinage du point z contenu dans U. Nous pouvons supposer que les
nombres uq, ..., U, V1,...,V, sont rationnels. Puisque ’ensemble A est dénom-bra-
ble, ’ensemble des voisinages de la forme précédente est alors dénombrable. On en
déduit que I'espace X est séparable.

D’aprés le théoréme 1.1.13, 'espace X est localement compact et donc régulier.
Le théoréme d’Urysohn (cf. [25], corollaire du théoréme I1.3) assure alors qu’il est
métrisable. O

Nous pouvons, & présent, calculer la dimension topologique de l’espace AZ’an.
Commencons par l’espace de base B = M (A).

Proposition 3.5.2. — La dimension topologique de l’espace B est égale a 1.

Démonstration. — Soit ¢ € Y. La branche o-adique B, est homéomorphe au
segment [0,1]. Elle est donc de dimension 1. D’aprés [25], théoréme I1.3, nous avons
donc

dim(B) > 1.
En outre, nous avons
B= ] B,
oeEX
et ce recouvrement est dénombrable. D’aprés [25], théoréme II.1, nous avons donc
dim(B) < 1.
On en déduit le résultat voulu. O

Traitons, maintenant, le cas général.
Proposition 3.5.3. — La dimension topologique de espace A'y™ est égale a 2n + 1.

Démonstration. — Commencgons par minorer la dimension. Soit ¢ € Y. D’aprés
la proposition 3.4.2, la partie X/ de X est homéomorphe & X, 6 x ]0,1]. Si o est
un plongement réel, la fibre X, est homéomorphe au quotient de I’espace C" par
P’action de la conjugaison complexe. Elle est donc de dimension égale a 2n. Si o est un
plongement complexe non réel, la fibre X,_ est homéomorphe & ’espace C™ lui-méme
et est donc encore de dimension égale a 2n. Dans tous les cas, la dimension de X! est
égale a 2n + 1. D’aprés [25], théoréme II.3, nous avons donc

dim(X) > 2n + 1.
Soit k € N*. Considérons le disque de centre 0 et de rayon k de X :
D(k) = {z € X||T(z)| < k}.
C’est une partie compacte de X. L’application de projection
7 : D(k) — B

est continue et fermée. Soit b un point de B. Si la valeur absolue sur le corps résiduel
complété 7 (b) est archimédienne, la dimension de la fibre 7 '(b) est égale a 2n.
Si elle est ultramétrique, la fibre 1(b) est le disque de centre 0 et de rayon k de
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Pespace affine de Berkovich de dimension n au-dessus du corps 52 (b). D’aprés [3],
proposition 1.2.18, sa dimension est inférieure & n. D’apreés [25], théoréme III.6, nous
avons
dim(D(k)) < dim(B) +2n < 2n + 1.
Bien entendu, nous avons
X = |J D).
kEN™

D’apres [25], théoréme II.1, nous avons donc
dim(X) <2n+ 1.

On en déduit le résultat annoncé. O

3.6. Prolongement analytique

Intéressons-nous, a présent, au probléme du prolongement analytique. Commengons
par préciser ce que nous entendons par ce terme.

Définition 3.6.1. — Soit (S, Os) un espace localement annelé. On dit que le principe
du prolongement analytique vaut sur Uespace (S, Us) si, pour tout point s de S, le
morphisme naturel

Os(S) — Os.s

est injectif.

Soit T une partie de l’espace topologique S. Notons jr : T — S le morphisme
d’inclusion. On dit que le principe du prolongement analytique vaut sur la partie T de
Pespace S s’il vaut sur Uespace (T, j;lﬁs).

Introduisons également une version locale.

Définition 3.6.2. — Soit (S, Og) un espace localement annelé. Soit s un point de S.
On dit que le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point s si, pour
tout voisinage U du point s dans S et tout élément f de Og(U) dont l’image n’est pas
nulle dans Og s, il existe un voisinage V' de s dans U tel que l'image de la fonction f
ne soit nulle dans aucun des anneaquz locauxr Ogy, pour t appartenant a V.

Donnons un exemple de point vérifiant cette propriété.

Lemme 3.6.3. — Soit (S, 0g) un espace analytique (au sens de la définition 1.1.27).
Soit s un point de S en lequel ’anneau local est un corps. Alors le principe du
prolongement analytique vaut au voisinage du point s.

Le lemme qui suit, de démonstration immédiate, relie les définitions locale et globale
de prolongement analytique.
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Lemme 3.6.4. — Soit (S, Os) un espace localement annelé. Soit T une partie connexe
de l’espace topologique S. Supposons que le principe du prolongement analytique vaut
au voisinage de tout point de T'. Alors, il vaut sur T.

Soit s un point de S. Supposons que le point s posséde un systéme fondamental de
voisinages sur lesquels vaut le principe du prolongement analytique. Alors il vaut au
voisinage du point s.

Commengons par nous intéresser au cas de I’espace de base B.

Proposition 3.6.5. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout
point b de B. En particulier, il vaut sur tout ouvert connexe de l’espace B.

Considérons, a présent, le cas de l'espace affine de dimension n, X = A"
Commengons par nous intéresser aux points internes de cet espace. L’utilisation du
flot permet d’obtenir facilement des résultats.

Proposition 3.6.6. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout
point interne de ’espace X. En particulier, pour tout élément o de X, le principe du
prolongement analytique vaut sur tout ouvert conneze de l’espace X/ .

Démonstration. — Soient b un point interne de I’espace B et x un point de la fibre Xp.
Soient U un voisinage du point = dans X et f un élément de O'x (U) dont I'image dans
Panneau local Ox , n’est pas nulle. La proposition 3.4.6 nous assure que I'image de f
dans 'anneau local O, , différe encore de 0. Soit V;, un voisinage connexe du point
dans la fibre X;. C’est un espace analytique normal et connexe défini sur un corps
valué complet. Le principe du prolongement analytique y vaut donc. Par conséquent,
pour tout élément y de Vj, I'image de la fonction f dans I’anneau local O, ,, et donc
dans ’anneau local Ox ,, différe de 0. Les propositions 3.4.1 et 3.4.2 assurent que le
point = posséde un voisinage V dans U formé de trajectoires d’éléments de Vj. Le
corollaire 3.4.5 et la proposition 1.3.10 assurent alors que, pour tout point y de V,
I'image de la fonction f différe de 0 dans I’anneau local Ox . O

Nous n’irons, pour le moment, guére plus loin dans cette direction. Mentionnons
cependant quelques résultats partiels.

Lemme 3.6.7. — Soient V une partie ouverte de l’espace B et Y une couronne ouverte
au-dessus de V. Soit f un élément de Ox(Y). Notons C l’ensemble des points de V
qui possédent un voisinage W vérifiant la propriété suivante :

Yy € XwNY, f(y) =0.
La partie C' est ouverte et fermée dans V.
Démonstration. — Par définition, la partie C' est ouverte dans V. Il nous reste a
montrer qu’elle est fermée dans V.
Soit ¢ un point de V' \ C. Soit y un point déployé (cf. définition 2.4.2) contenu

dans X.NY. Supposons, par I’absurde, que I'image de f dans ’anneau local Ox , soit
nulle. D’aprés la proposition 2.4.3, il existe un voisinage W de ¢ dans V tel que, pour
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tout point d de W, la fonction f est nulle sur une partie ouverte de la fibre Xy NY.
Soit d un point de W. Puisque ’espace analytique X4 NY est normal et connexe, la
fonction f y est identiquement nulle. On en déduit que le point ¢ appartient & C, ce
qui contredit I’hypothése.

Nous avons donc montré que I’image de f dans I’anneau local Ox , n’est pas nulle.
Supposons, tout d’abord, que le point ¢ est un point interne ou central. La description
explicite de ’anneau local Ox , nous permet d’affirmer que le morphisme naturel

Oxy— Ox,y

est injectif. Par conséquent, I'image de f dans ’anneau local Ox, , n’est pas nulle.
Puisque l'espace analytique X. N'Y est normal et connexe, il posséde un point z
en lequel nous avons |f(z)| > 0. En outre, nous pouvons supposer que le point z
est déployé, car I’ensemble de ces points est dense. D’aprés le corollaire 2.4.6, le
morphisme 7 est ouvert au voisinage du point z. En outre, il existe un voisinage du
point z dans Y sur lequel la fonction f ne s’annule pas. On en déduit que la partie V\C
est un voisinage du point ¢ dans V.

Supposons, & présent, que le point ¢ est un point extréme : il existe un élément m
de X tel que ¢ = . Il existe alors un nombre réel € > 0 tel que I'intervalle |ag,, Gm]
soit contenu dans V. Notons

U =n"'(a,,dm]) NY.

D’aprés la proposition 2.4.3, il existe un point de U au voisinage duquel la fonction f
n’est pas nulle. Puisque 'ouvert U est connexe, la proposition 3.6.6 nous assure que,
pour tout point z de U, I'image de la fonction f dans I’anneau local Ox . n’est pas
nulle. On en déduit que, pour tout élément § de e, +oo], il existe un point de Koz NY
en lequel la fonction f n’est pas nulle. En particulier, I'intervalle ]ag,, ] est contenu
dans V'\ C. On en déduit que la partie V' \ C est un voisinage du point ¢ dans V. [0

Corollaire 3.6.8. — Soient V une partie ouverte et connexe de l’espace B et Y une
couronne ouverte au-dessus de V. Soit x un point de Y en lequel le morphisme 7 est
ouvert. Alors le morphisme naturel

Ox(Y)— Ox
est injectif.

Démonstration. — Soit f un élément de Ox (Y') dont 'image dans I’anneau local Ox ,
est nulle. Puisque le morphisme 7 est ouvert en z, il existe un voisinage W de 7 (z)
dans V tel que, pour tout point b de W, la fonction f est nulle sur une partie ouverte
de la fibre X; N'Y. Soit b un point de W. Puisque l’espace analytique X; N'Y est
normal et connexe, la fonction f y est identiquement nulle.

Définissons la partie C' de V' de la méme fagon que dans le lemme qui précéde. Nous
venons de montrer qu’elle n’est pas vide. Puisque la partie V' est supposée connexe,
nous avons nécessairement 1’égalité C' = V. En d’autres termes, la fonction f est nulle
en tout point de la couronne Y et donc dans Ox(Y). O
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CHAPITRE 4

DROITE AFFINE ANALYTIQUE
AU-DESSUS D’UN ANNEAU D’ENTIERS
DE CORPS DE NOMBRES

Dans le chapitre précédent, nous sommes parvenu & exhiber des systémes
fondamentaux de voisinages pour certains points de l’espace affine au-dessus d’un
anneau d’entiers de corps de nombres et & établir certaines propriétés des anneaux
locaux en ces points. Cette étude est cependant restée incompléte ; dans ce chapitre,
nous la menons a terme dans le cadre de la droite affine.

Nous commengons, au numéro 4.1, par rappeler les résultats dont nous disposons
déja et les appliquer au cas de la droite. Nous observerons notamment que, dans ce
cadre, n’échappent & notre étude que certains points des fibres centrale et extrémes,
A savoir les points de type 3 et 2, auxquels nous consacrerons respectivement les
numéros 4.2 et 4.3.

Nous regroupons au numéro 4.4 les résultats démontrés jusqu’alors et prouvons, en
outre, la validité du principe du prolongement analytique.

Finalement, nous montrons au numéro 4.5 que le faisceau structural sur la droite
affine analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres est cohérent.
L’on sait 'importance que revét cette propriété en géométrie algébrique et en
géométrie analytique complexe. Elle se révélera, pour nous, capitale au chapitre 7,
puisqu’elle nous permettra d’utiliser les résultats sur les espaces de Stein démontrés
au chapitre 6.

Dans ce chapitre, comme dans le précédent, nous fixons un corps de nombres K et
notons A ’anneau de ses entiers. Nous posons

B = M(A).

Puisque nous nous intéressons ici a la droite affine analytique, nous posons
1,an
X=A;"".

Les faisceaux structuraux sur ces espaces seront respectivement notés 0 et Ox, ou
simplement & si aucune confusion ne peut en découler.
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Nous noterons T la variable sur ’espace X et désignerons par
mn: X —> B

le morphisme de projection induit par le morphisme naturel A — A[T]. Pour toute
partie V' de B, nous noterons

Xy =7 4V)
et, pour tout point b de B,
Xb = 7'('_1(()).

4.1. Récapitulatif

Commengons par appliquer au cas de la droite les résultats que nous avons
démontrés pour les espaces affines. Commengons par les points rigides des fibres.

Théoréme 4.1.1. — Soient b un point de l’espace B et x un point rigide de la fibre Xp.
Le point x posséde un systéeme fondamental de voisinages connexes par arcs dans X
et le morphisme de projection 7 est ouvert au point x.

Démonstration. — Ce résultat est une conséquence des propositions 3.3.11 et 3.3.13.
O

En ce qui concerne les propriétés de I’anneau local, nous distinguerons deux cas.

Théoréme 4.1.2. — Soient b un point de l’espace B qui n’est pas un point extréme et
un point rigide de la fibre Xy. L’anneau local Ox , est un anneau de valuation discréte
hensélien. Son corps résiduel k(x) est complet, et donc isomorphe & J(x).

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que I’anneau local Op; est un corps.
D’apres la proposition 3.3.12, nous pouvons supposer que le point z est rationnel
dans sa fibre. D’aprés le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que c’est le point 0
de cette fibre. Le théoréme 2.4.8 permet alors de ramener 1’étude & celle de I'anneau
local L. D’aprés les théorémes 2.2.8 et 2.2.13, ce dernier anneau est noethérien et
factoriel. D’aprés le lemme 2.2.2, son idéal maximal est engendré par 1’élément T,
qui n’est pas nilpotent. La proposition 2 de [29] assure alors que ’anneau Ly est de
valuation discréte. Le caractére hensélien découle de la proposition 2.5.1 et le résultat
concernant le corps résiduel x(z) du théoréme 3.3.15. O

Théoréme 4.1.3. — Soient b un point extréme de l’espace B et x un point rigide de
la fibre Xp. L’anneau Ox 5 est un anneau local noethérien complet et régulier de
dimension 2. Son corps résiduel k(x) est complet, et donc isomorphe 4 ().

Démonstration. — Ce résultat découle de la proposition 2.5.1 et du théoréme 3.3.14.
O

Pour les points internes, nous disposons de résultats complets.
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Théoréme 4.1.4. — Soient b un point interne de ’espace B et x un point de la fibre X,
qui n’est pas un point rigide. Le point x posséde un systéme fondamental de voisinages
connexes par arcs dans X et le morphisme de projection w est ouvert au point x.
L’anneau local Ox , est isomorphe au corps k(x), lequel est hensélien.

Démonstration. — La premiére partie du résultat découle directement des corollaires 3.4.3
et 3.4.4. La seconde découle de la proposition 3.4.6 et du résultat correspondant
pour la droite analytique sur un corps valué complet (qui est alors nécessairement
ultramétrique). O

Il nous reste donc a étudier les points des fibres extrémes et centrale qui ne sont
pas rigides. Rappelons que nous avons également démontré des résultats pour certains
points de type 3 de ces fibres.

Théoréme 4.1.5. — Soient b un point extréme ou central de l’espace B, o un élément
de J€(b) et r un élément de R% \ {1}. Notons x le point 1o, de la fibre X;. Le
point x posséde un systéme fondamental de voisinages connexes par arcs dans X et
le morphisme de projection w est ouvert au point x.

Démonstration. — D’apreés le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que ’élément «
est nul. Le résultat découle alors des corollaires 2.4.6 et 2.4.7. O

Pour décrire les propriétés de I’anneau local, nous distinguerons deux cas.

Théoréme 4.1.6. — Soient o un élément de K et r un élément de R \ {1}. Notons x
le point 1, de la fibre centrale Xo. L’anneau local Ox , est isomorphe au corps k(x),
lequel est hensélien.

Démonstration. — Le résultat découle du corollaire 3.2.8. O

Théoréme 4.1.7. — Soient m un élément de X, a un élément de ky et r un élément
de R \ {1}. Notons = le point ny, de la fibre extréme Xm. L’anneau local Ox 4
est un anneau de valuation discréte d’uniformisante my. Son corps résiduel k(x) est
complet, et donc isomorphe a H(x).

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que 1’élément o
est nul. Quitte & changer T en T~!, nous pouvons supposer que r < 1. Le résultat
découle alors du corollaire 3.2.6. O

Lorsque les anneaux locaux sont des anneaux de valuation discréte, nous pouvons
obtenir des informations supplémentaires. A cet effet, nous introduisons une nouvelle
définition.

Définition 4.1.8. — Soient (Y, Oy) un espace analytique et y un point de Y. Supposons
que lanneau local Oy, est un anneau de valuation discréte. Soit V un voisinage
du point y dans Y et m un élément de Oy (V). On dit que la fonction m est une
uniformisante forte de Panneau Oy, sur V s’il existe un nombre réel C vérifiant la
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propriété suivante : pour tout élément f de Oy (V) dont limage f(y) dans F(y)
est nulle, il existe un élément g de Oy (V) tel que

i) f=mg dans Oy (V) ;
i) llgllv < Clflv-

Remarque 4.1.9. — L’image dans 'anneau de valuation discréte Oy, d’une uniformisante
forte est une uniformisante.

Lemme 4.1.10. — Soit b un point de espace B tel que Uanneau local O soit un
anneau de valuation discréte. Soit w une uniformisante de l'anneau Opy et U un
voisinage du point b dans B sur lequel elle est définie. Alors il existe un systéme
fondamental ¥ de voisinages compacts et connexes du point b dans U tel que, pour
tout €lément V de V', la fonction m est une uniformisante forte de l’anneau Opy
sur'V.

Démonstration. — 1l existe un élément m de X tel que le point b soit le point Gr,.
Les descriptions explicites du numéro 3.1.2.2 permettent de montrer que, pour tout
nombre réel € > 0, la fonction 7y, est une uniformisante forte de ’anneau 0p 5, =~ Am
sur [aS,, dm]. Le résultat pour toute autre uniformisante s’en déduit. O

Proposition 4.1.11. — Soit b un point de B qui n’est pas un point extréme. Notons x le
point 0 de la fibre Xp. Soit V un voisinage compact et conneze du point b dans B dont
le bord ne contient pas le point central ag. Soit t un nombre réel strictement positif.
La fonction T' est une uniformisante forte de l’anneav de valuation discréte Ox 5 sur
le disque Dy (t).

Démonstration. — Soit f un élément de ' (Dy (t)) dont 'image dans 7 (x) est nulle.
D’aprés la proposition 3.2.14, il existe un nombre réel r > ¢ et une suite (fi)r>0
d’éléments de ¢(V) vérifiant la condition limy_, ;oo ||fr|lv 7% = 0 tels que l'on ait

I’égalité
fF=> fT"
k>0
Par hypothése, nous avons f(z) = 0 et donc fo(z) = fo(b) = 0. Puisque le point b
n’est pas extréme, ’anneau local Op  est un corps. Par conséquent, la fonction fy est
nulle au voisinage du point b dans V. D’aprés le principe du prolongement analytique,
elle est nulle dans €/(V'). Maintenant, le théoréme 3.2.16 assure que la série

9= Z frprTF

k>0
définit un élément de ¢'(Dy (t)). Par conséquent, nous avons I’égalité
f =Tg dans O(Dy(t)).

D’aprés le lemme 3.2.22, le disque Dy (t) posséde un bord analytique ' qui vérifie la
propriété suivante :
VyeTl, [T(y)| =t.
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Soit y un point de I' en lequel la fonction g atteint son maximum. Nous avons alors

915, ) = l9(w)]

=T ()]
< ¢! ||f||BV(t)- [
Corollaire 4.1.12. — Soient b un point de B qui n’est pas un point extréme et r un

point rigide de la fibre X,. Soient m une uniformisante de l’anneau de valuation
discréte Ox ; et U un voisinage du point x dans X sur lequel elle est définie. Alors
il existe un systéme fondamental ¥ de voisinages compacts et connexes du point x
dans U tel que, pour tout élément V de V', la fonction m est une uniformisante forte
de 'anneau Ox 5 sur'V.

Démonstration. — D’aprés la proposition 3.3.12, nous pouvons supposer que le
point z est rationnel dans sa fibre. D’aprés le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que
c’est le point 0 de cette fibre. La proposition précédente jointe & la proposition 2.4.3
nous permet alors de conclure lorsque 'uniformisante considérée est T'. Le résultat
pour toute autre uniformisante s’en déduit. O

Proposition 4.1.13. — Soient m un élément de Xy et v un élément de R \ {1}.
Soient s et t deux éléments de R qui vérifient s <r <t. Notons x le point 1, de la
fibre extréme X. Soit € un élément de R . Considérons la couronne

C={yer(aq an)) s <T@ <t}.
La fonction mn est une uniformisante forte de 'anneau de valuation discréte Ox

sur la couronne C.

Démonstration. — Soit f un élément de €(C) dont l'image dans J#(x) est nulle.

Remarquons que Panneau normé (O(V),||.||v) n’est autre que anneau (A, |.|5,)-
D’aprés la proposition 3.2.18, il existe deux nombres réels sy et ty vérifiant 0 <
so < 8 < t < to et une suite (fx)r>o d’éléments de A, veérifiant la condition
limg 4 oo | 1|5, 7% = 0 tels que 'on ait 1'égalité

f=> fT"
k>0
Par hypotheése, nous avons f(z) = 0 et donc

Vk € N, fe(z) = fe(am) = 0.

On en déduit que, pour tout élément k& de N, il existe un élément g de Ay tel que
Pon ait I'égalité
fk = Tm gk-

En outre, pour tout élément £ de N, nous avons

|9klm = T | [ frl-
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Par conséquent, la série

9= ngTk

k>0
définit un élément de 'anneau & (V)(s < |T| < t)Jr et donc de anneau 0/(C), d’aprés
le théoréme 3.2.19. Nous avons alors ’égalité
f=mmg dans 0(C).
D’aprés le lemme 3.2.23, la couronne C' posséde un bord analytique I' qui vérifie la
propriété suivante :
Vy €T, [mm(y)| = |Tmln-

Soit y un point de I' en lequel la fonction g atteint son maximum. Nous avons alors

lgllc = lg(v)]
= [mm ()7 ()]
< Immlw” [ flle- O
Corollaire 4.1.14. — Soit m un élément de Sy. Soient o un élément de km et T un

élément de R\ {1}. Notons x le point 1., de la fibre extréme Xom. Soient ™ une
uniformisante de l’anneau de valuation discréte Ox , et U un voisinage du point x
dans X sur lequel elle est définie. Il existe un systéme fondamental ¥ de voisinages
compacts et connexes du point x dans U tel que, pour tout élément V de V', la
fonction m est une uniformisante forte de l'anneau Ox , sur'V.

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x
est le point 7, de la fibre X La proposition précédente jointe & la proposition 2.4.3
nous permet alors de conclure lorsque 'uniformisante considérée est my,. Le résultat
pour toute autre uniformisante s’en déduit immédiatement. O

Intéressons-nous, maintenant, au bord analytique de voisinages des points. Nous
nous contentons de rappeler ici les résultats des propositions 3.4.13, 3.4.14 et 3.4.15.

Proposition 4.1.15. — Soit o € ;. Tout point de X posséde un systéme fondamental
de woisinages compacts, connexes et spectralement convexes qui possédent un bord
analytique fini et algébriquement trivial.

Proposition 4.1.16. — Soit b un point de By, \ {ao}. Tout point rigide de la fibre X,
posséde un systéme fondamental de voisinages compacts, connexes et spectralement
convexes qui possédent un bord de Shilov fini et algébriquement trivial.

Proposition 4.1.17. — Soit b un point de By, \ {ao}. Tout point de type 3 déployé
de la fibre X3 posséde un systéme fondamental de voisinages compacts, connexes et
spectralement convexes qui possédent un bord de Shilov fini et algébriquement trivial.

Pour finir, intéressons-nous au principe du prolongement analytique.
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Proposition 4.1.18. — Soit b un point de l’espace B. Soit V un voisinage ouvert et
conneze du point b dans B. Soit r un élément de lintervalle 10,1[. Le principe du
prolongement analytique vaut sur le disque Dy (r).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 3.6.8, il suffit de montrer que le morphisme
de projection 7 est ouvert au voisinage de tout point du disque Dy (7). Ce résultat
découle des théorémes 4.1.1, 4.1.4 et 4.1.5. O

Corollaire 4.1.19. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage des
points rigides des fibres de l’espace X .

Démonstration. — Soient b un point de ’espace B et x un point rigide de la fibre Xp.
D’apres la proposition 3.3.12 et le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x
est le point 0 de la fibre X;. D’aprés la proposition 2.4.3, la famille des disques
ouverts Bv(’r‘), ou V parcourt I’ensemble des voisinages ouverts et connexes de b
dans B et r lintervalle ]0,1[, est un systéme fondamental de voisinages du point z
dans X. Nous concluons alors en utilisant le lemme 3.6.4 et la proposition précédente.

O

Proposition 4.1.20. — Soit b un point de U’espace B. Soit V un voisinage ouvert et
connexe du point b dans B. Soient s et t deur nombres réels qui vérifient la condition
0 < s <t < 1. Le principe du prolongement analytique vaut sur la couronne Cy (s,t).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 3.6.8, il suffit de montrer que le morphisme
de projection 7 est ouvert au voisinage de tout point de la couronne ouverte Cy (s, t).
Ce résultat découle des théorémes 4.1.4 et 4.1.5. O

Corollaire 4.1.21. — Soient b un point extréme ou central de l’espace B, o un élément
de 7€ (b) et r un élément de R \{1}. Notons x le point 1., de la fibre X;. Le principe
du prolongement analytique vaut au voisinage du point x de l’espace X .

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que ’élément «
de 7 (b) est nul. Quitte & changer T' en 7!, nous pouvons supposer que I’élément 7
appartient a 'intervalle |0, 1[. D’aprés la proposition 2.4.3, la famille des couronnes
ouvertes é’v(s,t), ou V parcourt ’ensemble des voisinages ouverts et connexes de b
dans B, s lintervalle ]0,7[ et t intervalle |r,1[, est un systéme fondamental de
voisinages du point x dans X. Nous concluons alors en utilisant le lemme 3.6.4 et
la proposition précédente. O

Concluons en rappelant le résultat de la proposition 3.6.6.

Proposition 4.1.22. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage des
points internes de l’espace X.
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4.2. Points de type 3

Nous nous intéressons ici aux points de type 3 des fibres extrémes et centrale. Un
changement de base va nous permettre de nous ramener au cas de points de type 3
déployés. A cet effet, nous allons étendre le résultat des propositions 3.3.1 et 3.3.3.

4.2.1. Fibres extrémes. — Traitons, tout d’abord, le cas des fibres extrémes. Nous
commencerons par montrer que I’on peut préciser le résultat de changement de base
obtenu & la proposition 3.3.1. Soit m € ;. Soit P(T) un polynéme irréductible a
coefficients dans k. Rappelons que, quel que soit r € [0, 1], nous notons 7p,. le point
de la fibre Xm associé a la valeur absolue

F(T) rve) (F(D)

oll vp(ry désigne la valuation P(T')-adique de kn[T]. Pour o € ky, et r € [0, 1], nous
notons
Na,r = NT—a,r-

Pour r € [0, 1], nous notons encore.

Nr = MNo,r = NT,r-

Finalement, pour r € [1,+o0o[, nous notons 7, le point de la fibre X associé a la
valeur absolue
F(T) — p—des@D),

ot F(T) désigne 'image du polynéome F(T) dans kn[T]. Nous avons ainsi décrit tous

les points de la fibre extréme X, (¢f. 1.1.2.2 pour la classification, avec démonstration,

des points de la droite analytique sur un corps trivialement valué quelconque). Les

points de type 3 sont ceux pour lesquels le nombre réel r est différent de 0 et de 1.
Nous noterons z = np, le point rigide de la fibre X, défini par Péquation

P(T)(z) = 0.

D’aprés la proposition 3.3.1, il existe une extension finie K’ de K, un point z’ de
X' = Ak? " ot A’ désigne I'anneau des entiers de K’, rationnel dans sa fibre, tel que
le morphisme naturel

1,an 1,an
p:r AT =AY

envoie le point 2’ sur le point z et induise un isomorphisme d’un voisinage de z’ sur
un voisinage de z. Notons m’ I'idéal maximal de A’ correspondant au point 7(z’) et «
lélément de ks qui correspond au point z’. Un calcul direct utilisant la séparabilité
du polynéme P(T') montre que, pour tout élément r de l'intervalle [0, 1], nous avons

©(Na,r) = NP
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Nous devons reprendre et préciser ici les arguments de la proposition 3.3.1. Nous
aurons besoin d’utiliser certaines propriétés du flot et commengons donc par montrer
Pexistence de voisinages flottants. Posons

Y = X \ Xo = 7 *(Jao, @m))-

Lemme 4.2.1. — Soient © € Yy, et € € Iy, (). Alors, la partie Dy,, est un voisinage
de (z,€) dans Yo, x R,
En particulier, tous les points de Yy, ont des voisinages flottants dans Yy,.

Démonstration. — Ce résultat découle directement de 1’égalité
Dy =Y, xRs.
La conséquence suit, par le lemme 1.3.8. O

Proposition 4.2.2. — Le morphisme ¢ induit un isomorphisme d’espaces annelés d’un
voisinage de

{nar, 7 € 10,1} dans X'
sur un voisinage de

{npr, r €10,1[} dans X.

Démonstration. — Considérons le voisinage U de z dans X, la fonction R définie
sur U vérifiant P(R) = 0 et la section o du morphisme ¢ au-dessus de U considérés
dans la preuve de la proposition 3.3.1. Soit V' un voisinage du point z dans X vérifiant
les propriétés suivantes :

i) V est connexe ;

ii) la fonction R se prolonge & V et la fonction P(R) est nulle sur V' ;

iii) la fonction P’(a) est inversible sur ¢ ~1(V).

D’aprés la proposition 2.5.3, la section o se prolonge alors & V et induit un
isomorphisme d’espaces annelés sur son image. Il nous suffit donc de montrer qu’il
existe un voisinage V de la partie {np,, r € [0,1[} dans X qui vérifie les propriétés
demandées.

Commengons par la derniére propriété. Quel que soit b € By, \ X, le polyndome P(T')
est irréductible et séparable sur le corps J#(b). Par conséquent, tout voisinage V'
contenu dans By, \ X, satisfait cette propriété.

Passons aux deux propriétés suivantes. Il existe ro € ]0,1] tel que le point 1p.,
appartienne & U. En utilisant ’isomorphisme o et le corollaire 2.4.7, on montre que le
point Np ., = 0~ (Na,r,) de X posséde un systéme fondamental de voisinages connexes
par arcs. Le lemme 4.2.1 assure que nous sommes dans les conditions d’utilisation de
la proposition 1.3.10 et du lemme 1.3.11. On en déduit que la fonction R se prolonge
sur un voisinage connexe V de I’ensemble

TYm (nP,To) = {n;roa €€ ]0’ +OO[} = {nP,Ta rE ]05 1[}

En outre, nous avons encore P(R) = 0 sur V, toujours d’aprés la proposition 1.3.10.
On en déduit le résultat annoncé. O
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Cet énoncé nous permet de ramener I’étude des points de type 3 de la fibre extréme
a celle des points de type 3 déployés. Nous en tirons plusieurs conséquences.

Corollaire 4.2.3. — Tout point de type 3 d’une fibre extréme posséde un systéme
fondamental de voisinages connezxes par arcs.

Démonstration. — Soient m € 3¢ et x un point de type 3 de la fibre extréme Xn.
Supposons, tout d’abord, qu’il existe un élément r > 1 tel que le point z soit le
point 7. Le résultat découle alors du corollaire 2.4.7.

Dans les autres cas, il existe un polyndéme irréductible P & coefficients dans ky, et
un élément r de lintervalle 0, 1] tel que le point z soit le point np,. Dans ce cas, la
proposition 4.2.2 nous montre que, quitte & remplacer I’anneau A par 'anneau des
entiers d’une extension du corps K, nous pouvons supposer que le polynéme P est de
degré 1. Le résultat découle alors du corollaire 2.4.7. O

De méme, en utilisant le corollaire 2.4.6, on démontre le résultat suivant.

Corollaire 4.2.4. — Le morphisme 7 est ouvert en tout point de type 3 d’une fibre
extréme.

Venons-en, & présent, aux propriétés des anneaux locaux.

Corollaire 4.2.5. — Soient m un élément de Xy et v un point de type 3 de la
fibre extréme Xy. L’anneau local Ox , est un anneau de valuation discréte d’idéal
mazimal m Ox ;.. Son corps résiduel k(x) est complet, et donc isomorphe ¢ ().

Démonstration. — Supposons, tout d’abord, qu’il existe un élément r > 1 tel que le
point z soit le point 7,.

Dans les autres cas, il existe un un polynéme irréductible P & coefficients dans ki,
et un élément r de lintervalle ]0,1[ tels que le point z soit le point 7p,. La
proposition 4.2.2 assure que, quitte & remplacer ’anneau A par ’anneau des entiers
d’une extension du corps K, nous pouvons supposer que le polynéme P est de degré 1.
La conclusion découle alors du théoréme 4.1.7. O

En procédant de méme, nous pouvons étendre les résultats dont nous disposons
concernant les uniformisantes fortes, le bord analytique des voisinages ou le
prolongement analytique. Ces résultats découlent du corollaire 4.1.14, de la
proposition 4.1.17 et du corollaire 4.1.21.

Corollaire 4.2.6. — Soient m un élément de X5 et x un point de type 3 de la fibre
extréme X'm. Soient m une uniformisante de l’anneau de valuation discréte Ox ,
et U un voisinage du point x dans X sur lequel elle est définie. Il existe un systéme
fondamental ¥ de voisinages compacts et connexes du point x dans U tel que, pour
tout élément V de ¥, la fonction 7 est une uniformisante forte de l'anneau Ox 4
sur'V.
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Corollaire 4.2.7. — Soit m un élément de X¢. Tout point de type 3 de la fibre
extréme Xy, posséde un systéme fondamental de voisinages compacts, connezes et
spectralement convexes qui possédent un bord de Shilov fini et algébriquement trivial.

Corollaire 4.2.8. — Soient m un élément de Xy. Le principe du prolongement
analytique vaut au voisinage de tout point de type 3 de la fibre extréme Xy, .

4.2.2. Fibre centrale. — Etudions, maintenant, les points de type 3 de la fibre centrale.
Nous ménerons le raisonnement en suivant les mémes étapes que dans le cas des fibres
extrémes. Nous commencerons donc par préciser le résultat de changement de bases
obtenu a la proposition 3.3.3. Soit Q(7T) un polynome irréductible de K[T]. Quel que
soit r € [0,1], notons ng, le point de la fibre X associé & la valeur absolue

F(T) ~ rUQ(T)(F(T))’

oll vg(r) désigne la valuation Q(T)-adique de K[T]. Pour o € K et r € [0, 1], nous
notons
Na,r = NT—a,r-

Pour r € [0, 1], nous notons encore.

Tr =10, = NT,r-

Finalement, pour r € [1,4o00][, nous notons 7, le point de la fibre X, associé a la
valeur absolue

AT — Ry

F(T) s p-des(F(D),

Nous avons ainsi décrit tous les points de la fibre extréme Xg (c¢f. 1.1.2.2 pour la
classification, avec démonstration, des points de la droite analytique sur un corps
trivialement valué quelconque). Les points de type 3 sont ceux pour lesquels le nombre
réel r est différent de 0 et de 1.

Nous noterons x = 1g,0 le point rigide de la fibre X, défini par ’équation

Q(T)(x) = 0.
D’aprés la proposition 3.3.3, il existe une extension finie K’ de K, un point z’ de
X' = Allq’f’““, ou A’ désigne ’anneau des entiers de K’, rationnel dans sa fibre, tel que
le morphisme
P Ajl‘l’,a R A}L"an

envoie le point 2’ sur le point z et induise un isomorphisme d’un voisinage de z’ sur
un voisinage de x. Notons 3 I’élément de K’ qui correspond au point z’. Remarquons
que, pour tout élément r de l'intervalle [0, 1], nous avons

Y(nsr) = nQr-
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Comme précédemment, énongons un résultat assurant l'existence de voisinages
flottants. Considérons la partie ouverte Y de X obtenue en enlevant les extrémités
des branches archimédiennes :

Y:X\( U X%).
0EY

Lemme 4.2.9. — Soient © € Y et € € Iy(z). Alors, la partie Dy est un voisinage
de (z,€) dans Y x R
En particulier, tous les points de Y ont des voisinages flottants dans Y .

Démonstration. — Puisque € € Iy (z), le point z° est un élément de Y. Nous avons
donc [2(z)|* < 2. Il existe A > ¢ tel que l'on ait [2(z)|® < |2(z)|* < 2. La partie

{y e V|12 <2} x]0,[
est alors un voisinage de (z,¢) dans Y x R7. O

Nous tirons de ce résultat les mémes conséquences que dans le cas des fibres
extrémes. Les preuves étant similaires, nous ne les détaillerons pas.

Proposition 4.2.10. — Le morphisme v induit un isomorphisme d’un voisinage de
{ng,r, 7 €[0,1[} dans X'

sur un voisinage de
{ng,r, r €10,1[} dans X.

Corollaire 4.2.11. — Tout point de type 3 de la fibre centrale posséde un systéme
fondamental de voisinages connezxes par arcs.

Corollaire 4.2.12. — Le morphisme 7 est ouvert en tout point de type 3 de la fibre
centrale.

Corollaire 4.2.13. — Soit © un point de type 3 de la fibre centrale. En ce point,
Vanneau local Ox , coincide avec le corps k(z), lequel est hensélien.

Corollaire 4.2.14. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout
point de type 3 de la fibre centrale de ’espace X .

4.3. Points de type 2

Pour compléter notre étude de la droite analytique sur un corps de nombres, il
nous reste a étudier les points de type 2 des fibres centrale et extrémes. Sur ces fibres,
et, de fagon générale, sur la droite analytique au-dessus de tout corps trivialement
valué, il n’existe qu’un point de type 2 : le point de Gauf.
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4.3.1. Fibres extrémes. — Commencons notre étude par les fibres extrémes. Soit m €
>f. Notons z le point de Gauf de la fibre extréme X.. Nous nous intéressons,
tout d’abord, aux voisinages du point x. Nous notons flé I’ensemble des éléments
inversibles de anneau A.

Lemme 4.3.1. — Soit U un voisinage de x dans X. Alors, il existe un entier d € N,
des polynémes Py, ..., P; € AX[T] et deux nombres réels a,e > 0 tels que l'on ait

US> () {yver'(alam])|1—c<|P(y)| <1+e}.

1<i<d

Démonstration. — Remarquons que si le résultat vaut pour un nombre fini de
voisinages, il vaut encore pour leur intersection. Par conséquent, nous pouvons
supposer que le voisinage U est de la forme

U={yeX|s<|Py)|<t},

avec P € A[T] et s,t € R. En effet, par définition de la topologie, tout voisinage du
point x contient une intersection finie de voisinages de cette forme.

Supposons, tout d’abord, que P # 0 mod m. Il existe alors @) € Affl [T], R € A [T],
avec R #0 mod m, et p € N* tels que

P=Q+"R.

Puisque le point z appartient & U et que P(z) = 1, nous avons s < 1 < t. Par
conséquent, il existe € € ]0,1[ tel que s <1 —e et ¢t > 1+ €. Soit @ > 0 tel que

2Tm|B <1—e.
Nous avons alors
Ud{yeX|l-e<|Q)| <l+e}n{yen'(ag,am]) |0 <|R(y)| <2}.

Supposons, & présent, que P =0 mod m. Il existe alors un polynéme @ de Am [T],
avec Q # 0 mod m, et p € N* tels que

P =7k Q.
Puisque le point x appartient & U et que P(x) = 0, nous avons s < 0 < t et donc
U={yeX||Py)|<t}.

Soit a > 0 tel que 2|my, < t. Nous avons alors

UD{yen'(ag,am])|0<|Qy)| < 2}.

On démontre finalement le résultat & l'aide d’une récurrence sur le nombre de
coefficients non nuls du polynéme P et en utilisant, & chaque étape, 'un ou l'autre
des résultats précédents. O

[
m
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Lemme 4.3.2. — Soit U un voisinage de x dans X . Alors, il existe deuz entiers d,e €
N, des polynémes Py, ..., Py de flé [T, deuz & deuz distincts, unitaires, irréductibles
et dont limage dans ky|T]| est une puissance d’un polynéme irréductible, des
polynomes Q1,...,Q. de /Altﬁ [T], deuz & deuz distincts, unitaires, irréductibles et dont
Uimage dans kn[T] est une puissance d’un polyndme irréductible et deux nombres
réels a, e > 0 tels que l'on ait

U > M {yen"(aq am)) ||1Pi(y)| < 1+e}
1<i<d
n ) {yver'(ad am)|1Qiw)|>1-¢}.
1<j<e
Démonstration. — Comme précédemment, si le résultat vaut pour un nombre fini de

voisinages, il vaut encore pour leur intersection. D’aprés le lemme précédent, nous
pouvons donc supposer que le voisinage U est de la forme

U={yen(ad,au]) | |P(y)| < 1+¢€}
U={yer(ag,in])||P@)|>1-¢},

ou P est un polynéme unitaire & coeflicients dans Ay, et o et € deux nombres réels
strictement positifs. Nous supposerons que nous nous trouvons dans le premier cas.
Le second se traite de méme. Ecrivons le polynéme P sous la forme

P:Pl"'Pda

ou d € N et Pp,...,P; sont des polynémes & coefficients dans A unitaires,
irréductibles et dont l'image dans ky[T] est une puissance d’un polyndme irréduc-
tible. La factorialité de 'anneau Ko [T] et le lemme de Hensel assurent l’existence
d’une telle décomposition existe. Soit ¢ € [1,d]. Puisque le polynome P; est unitaire,
il vérifie |P;(z)| = 1. Par conséquent, la partie

Ui = {y € 7 (lasnam) | IPi0)| < (1+2)}

est un voisinage du point x dans X. L’intersection

nw

1<i<d
est alors un voisinage de « dans U de la forme voulue. O
Proposition 4.3.3. — Soit U un voisinage du point x dans X. Alors il existe un

voisinage ouvert W de x dans U vérifiant les propriétés suivantes :

i) la projection #(W) est un voisinage connexe par arcs de w(x) = Gy dans B ;
ii) la section de Gauf og restreinte 4 w(W) prend ses valeurs dans W ;
iii) pour tout point b de #(W), la trace de la fibre X, sur W est connexe par arcs.
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Démonstration. — Appliquons le lemme précédent. Le voisinage W que l’on obtient
vérifie les propriétés demandées. Les deux premiéres sont immédiates. Intéressons-
nous a la troisiéme. Nous conservons les notations du lemme précédent. Soit 5 un
élément de ]a, +-00]. Nous voulons montrer que la trace de la fibre X s sur W est
connexe par arcs. Soit ¢ € [1,d]. Par définition, le polynéme P; est une plinissance d’un
polynéme irréductible dans #(a)[T]. On en déduit que la partie

{ye Xy [P <1+e}

est connexe par arcs. On 'obtient en effet & partir de la droite Ab? (aﬁ) en coupant

l'une des branches partant du point de Gauf. De méme, quel que soit j € [1,¢], la
partie

{yeXa||P |>1—6}
est connexe par arcs. Puisque la droite analytique A;ﬁ (@?) a une structure d’arbre, une
intersection de parties connexes par arcs l’est encore. On en déduit que la partie W N
Xa;; est connexe par arcs. ]

Quatre corollaires suivent.

Corollaire 4.3.4. — Le point de Gauf de la fibre extréme Xum posséde un systéme
fondamental de voisinages connezes par arcs.

Corollaire 4.3.5. — Le morphisme 7 est ouvert au voisinage du point de Gauf de la
fibre extréme Xy, .

Corollaire 4.3.6. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point
de Gaufl de la fibre extréme X, .

Démonstration. — Soient U un voisinage du point  dans X et f un élément de (U)
dont I'image dans ’anneau local Ox , n’est pas nulle. Considérons alors un voisinage
ouvert W du point z contenu dans U N 7w~ *(Jag, @m]) et vérifiant les propriétés de la
proposition 4.3.3.

Posons W, = W N7~ 1(Jag, @m|[). Puisque le morphisme 7 est ouvert au voisinage
du point z, il existe un point interne y de W tel que 'image de la fonction f n’est
pas nulle dans ’anneau local &x . Par choix de W, 'ouvert W, est connexe et le
principe du prolongement analytique y vaut donc, d’aprés la proposition 3.6.6. On en
déduit que, pour tout point z de W, 'image de la fonction f dans’anneau local Ox .
n’est pas nulle.

Posons Wy = W N X. Soit z un point de W \ {z}. D’aprés le théoréme 4.1.1 et le
corollaire 4.2.4, le morphisme 7 est ouvert au voisinage du point z. Par conséquent,
tout voisinage du point z contient un élément de W, et I'image de la fonction f dans
Panneau local Ox , ne peut pas étre nulle. Ceci conclut la preuve. O

Corollaire 4.3.7. — Le principe du prolongement analytique vaut sur tout ouvert
conneze de l’espace 7~ *(Jag, Gm)).
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Démonstration. — Ce résultat découle des corollaires 4.1.19 et 4.2.8, de la proposition
4.1.22 et du lemme 3.6.4. U

Intéressons-nous, & présent, & 'anneau local.

Proposition 4.3.8. — Soit m € ¥¢. Notons x le point de Gauf de la fibre extréme X
L’anneau local Ox , est un anneau de valuation discréte d’idéal mazimal m Ox ;. Son
corps résiduel k(x) est complet, et donc isomorphe ¢ J€(z) = kn(T).

Démonstration. — Nous allons définir une valuation discréte v sur ’anneau
local Ox 4. Soit f un élément de Ox . Il existe un voisinage U de = dans X
sur lequel la fonction f est définie. Pour r € [0,1], nous noterons simplement 7, le
point 7, de la fibre extréme Xum. La trace de la partie U sur la fibre extréme X est
un voisinage du point = 7; dans cette fibre. Par conséquent, il existe R € ]0, 1] tel
que, quel que soit r € [R,1], on ait 5. € U. D’aprés la proposition 4.2.5, ’anneau
local Ox ., est un anneau de valuation discréte. Notons vgr la valuation sur cet
anneau. Nous posons alors

u(f) = vr(f) € NU {+oo}.

La proposition 1.3.10 nous assure que cette quantité ne dépend pas du nombre réel R
choisi.

Les deux propriétés suivantes sont immeédiates : quels que soient f et g dans Ox g,
nous avons

L o(f +g) > min(v(f),v(g)) ;
2. v(fg) =v(f) +v(9)

Nous avons également v(0) = +oo. Montrons que seule la fonction nulle satisfait
cette égalité. Soit f € Ox , telle que v(f) = +oo. Soit U un voisinage ouvert de z
dans X sur lequel la fonction f est définie. D’aprés la proposition 4.3.3, quitte a
restreindre U, nous pouvons supposer qu’il vérifie les propriétés suivantes :

i) la projection 7(U) est un voisinage connexe par arcs de 7(z) = dr, dans B ;
ii) la section de Gaul o restreinte & w(U) prend ses valeurs dans U ;
iii) pour tout point b de 7(U), la trace de la fibre X} sur U est connexe par arcs.

Soit R € ]0, 1] tel que, quel que soit r € [R,1], on ait 7, € U. Par définition de v,
nous avons vg(f) = +oo. Par conséquent, l'image de la fonction f dans lanneau
local Ox ;, est nulle. Il existe donc un voisinage ouvert V' du point ng dans U tel
que la fonction f soit nulle sur V. D’apres le corollaire 4.2.4, la partie Vo = w(V') est
un voisinage du point extréme a,, dans B. Soit ¢ € Vj. La fonction f est nulle sur
un ouvert X, NV de X, NU. Comme ce dernier espace est normal et connexe, la
fonction f y est identiquement nulle. Finalement, la fonction f est nulle sur U N Xy,
et donc dans ’anneau local Ox .

La propriété que nous venons de démontrer jointe & la propriété 2 impose a ’anneau
local Ox , d’étre intégre. Considérons son corps des fractions L. L’application v se
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prolonge alors en une valuation discréte sur le corps L. Pour parvenir & nos fins, il
nous reste a montrer les deux égalités

Oxa={f € Llv(f) >0}
et
mOx,, ={feL|v(f) >0}

Remarquons que la seconde égalité découle de la premiére et du fait que le
générateur my, de l'idéal maximal m de A a pour valuation v(my,) = 1. D’autre
part, pour démontrer la premiére égalité, il nous suffit de montrer que tout élément f
de Ox , vérifiant v(f) = 0 est inversible dans ’anneau Ox ,. Ce résultat se démontre
facilement en utilisant les propriétés du flot (¢f. proposition 1.3.10). En effet, soit f
un élément de Ox , vérifiant v(f) = 0. Il existe un nombre réel R € ]0, 1[ vérifiant les
propriétés habituelles tel que l'on ait vg(f) = 0. On en déduit que la fonction f est
inversible dans ’anneau local Ox , . et donc que |f(ng)| # 0. La proposition 1.3.10
nous assure alors que 'on a

sTIR

[f(@)] = f(r)l° = 1.

On en déduit que la fonction f est inversible dans I’anneau local Ox .
Le corps valué 52 (x) est isomorphe au corps k,,(T) muni de la valuation triviale.
Le corps valué x(x) qui en est un sous-corps est donc complet. O

Lemme 4.3.9. — Soit m un élément de Xy. Soient r € R \ {1} et P(T) un polynéme
unitaire, non constant, a coefficients dans Am. Quel que soit € > 0, posons

We = {y € 7 !([a5, am)) | [IP(T) ()| =7} .

1l existe €9 > 0 tel que, pour tout € > €9, le compact rationnel W posséde un bord
analytique fini, algébriquement trivial et contenu dans la fibre X,: .

Démonstration. — Soient K’ une extension finie de K, A’ ’anneau de ses entiers et m’
un idéal maximal de A’ divisant ’idéal maximal m de A. En utilisant la surjectivité
du morphisme AIIL",a R Ailq’an, on montre facilement que si le résultat énoncé vaut en
remplagant A par A’ et m par m’, alors il vaut sous sa forme originale. Par conséquent,
quitte & remplacer K par une extension finie K’ bien choisie, nous pouvons supposer
que le polynome P(T) est scindé dans K’m. Puisqu’il est unitaire et a coefficients
entiers, ses racines sont entiéres et il existe donc t € N* et aq,..., a4 € A tels que
t
P(T) = [[(T — ).
i=1

Remarquons également qu’il suffit de montrer que le compact rationnel W, posséde
un bord analytique qui est contenu dans la fibre X,: . Les autres conditions découlent
alors du corollaire 3.4.11.

Supposons, tout d’abord, que » > 1. Soit € > 0. Soit ¥ un point de W,.. Puisque
|P(T)(y) = r, il existe un élément 7 de [[1,t] tel que [(T — a;)(y)| > u. Quel que
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soit j # ¢, nous avons |(a; —a;)(y)| < 1 < uwet donc |(T'—a;)(y)| = u. Par conséquent,
nous avons également

(T — ai)(y)| = u.
Réciproquement, ’on montre que
W. = {y € 77 ([aq, @m]) | (T — @) (y)| = u} .
Le résultat découle alors de la proposition 3.2.23 et des descriptions explicites établies
au numéro 3.1.2.3.

Supposons, a présent, que r < 1. Posons
D ={(i,5) € [1,t]*| |ti — ojlm < 1}.
11 existe €y > 0 tel que, pour tout couple (i, ) de D, nous ayons
lo; — )50 < 7.

Soit € > £¢. Soit y un point de W,. Puisque |P(T)(y) = r < 1, il existe un élément ¢
de [1,¢] tel que |(T — «;)(y)| < 1. Posons

gi={j #i|loi — ojlm =1}
et

pi:{j#i||ai—aj|m<l}.

Remarquons que, par définition de &g, pour tout élément ¢ de p;, nous avons
la; — o5, < 7.

Supposons, par 'absurde, que |(T' — «;)(y)| < r. Alors, quel que soit j € g;, nous
avons |(T' — o;)(y)| =1 et, quel que soit j € p;, nous avons |(T' — «;)(y)| < r. On en
déduit que

|P(T)(y)| < rbott <or,

ce qui est impossible.

Par conséquent, nous avons |(T'—a;)(y)| > r. On en déduit que, quel que soit j € g;,
nous avons (7' — a;)(y)| = 1 et, quel que soit j € p;, [(T' — ;) (y)| = (T — i) (y)!-
Par conséquent, nous avons

(T = ai)(w)| = /07D € [ 1]

Réciproquement, I’on montre que, si y est un point de 7~ !([a$,,dw]) tel que |(T —
a;)(y)| = rt/#gi+1) alors y appartient a W..
Finalement, nous avons montré que

W, = U {y € w—l([afmdm]) ‘ (T — a;)(y)| = rl/(ggiﬂ)} ‘

Le résultat découle alors de la proposition 3.2.23 et des descriptions explicites établies
au numéro 3.1.2.3. O
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Corollaire 4.3.10. — Soit m un élément de Xy. Le point de Gauff de la fibre
extréme X, posséde un systéme fondamental de wvoisinages compacts, connexes
et spectralement converes qui possédent un bord analytique fini et algébriqguement
trivial.

Démonstration. — Notons z le point de GauR de la fibre extréme X,. Soit U un
voisinage du point  dans X. D’aprés le lemme 4.3.2, il existe deux entiers d,e € N,
des polynémes Pi,...,P; de /Alf; [T], deux a deux distincts, unitaires, irréductibles
et dont l'image dans ky[T] est une puissance d’un polynodme irréductible, des
polynémes Q1,...,Q. de AQ[T], deux a deux distincts, unitaires, irréductibles et
dont l'image dans ky[T] est une puissance d’un polynéme irréductible et deux
nombres réels a > 0 et € € |0, 1] tels que le voisinage du point x défini par

vV = () {ver (o, am) | IPi(y)| < 1+¢}
1<i<d

N ) {yer(anan) [1Qiw) 2 1-¢}
1<j<e

soit contenu dans U. Le voisinage V' est compact, connexe (par le méme raisonnement
que dans la preuve de la proposition 4.3.3) et spectralement convexe (d’aprés la
proposition 1.2.16). Notons

W = ﬂ {yEﬁ_l([af‘n, HP |—1—|—5}
1<i<d

N ﬂ {yeﬂ'*la ||Qj |—1—5}
1<j<e

D’aprés la proposition 3.4.8, cette partie compacte contient le bord de Shilov
de Pintersection de V' avec chaque fibre au-dessus de [aZ,Gn]. C’est donc un bord
analytique de V. Quitte & augmenter «, d’aprés le lemme 4.3.9, le compact rationnel V'
posséde un bord analytique fini et algébriquement trivial. O

Corollaire 4.3.11. — Soit m un élément de Ly. Notons x le point de Gauf de la
fibre extréme Xy. Soient ™ une uniformisante de l’anneau de valuation discréte Ox x
et U un voisinage du point x dans X sur lequel elle est définie. Il existe un systéme
fondamental V' de voisinages compacts et connexes du point x dans U tel que, pour
tout élément V de ¥, la fonction 7 est une uniformisante forte de l'anneau Ox 4
surV.

Démonstration. — Soient d,e € N, P,...,P; € AQ[T], deux a deux distincts,
unitaires, irréductibles et dont 'image dans kn[T"] est une puissance d’un polyndme
irréductible, Q1,...,Q. € A;ﬁ [T], deux & deux distincts, unitaires, irréductibles et
dont 'image dans ky[T] est une puissance d’un polynéme irréductible, @ > 0 et
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€ €]0, 1[. Définissons un voisinage du point z dans X par

vV o= () {ver(a%, am)) | |IP(y)| < 1+e}
1<i<d
n () {ver (a3 am) |1Q;iw)| >1—¢}.
1<j<e

Nous avons montré dans le corollaire précédent que, si a est assez grand, ce que
nous supposerons désormais, la partie V est compacte et connexe et posséde un bord
analytique I' fini et algébriquement trivial. D’aprés le lemme 4.3.2, il suffit de montrer
que la fonction 7, est une uniformisante forte de I’anneau Ox , sur V. Remarquons
que la fonction 7y, ne s’annule pas sur I’ensemble I". Posons

C = lmatlr-

Soit f un élément de (V) dont 'image dans J#(z) est nulle. Puisque ’espace
analytique X, est normal, que la partie V N X, est connexe et que ’anneau
local ﬁ)’(m , st un corps, nous avons

Yy e VNnXn, fly) =0.

D’aprés la proposition 4.3.8, la fonction f est multiple de 7, au voisinage du point z.
D’aprés le corollaire 4.2.5, elle I’est également au voisinage de tout point de type 3 de
VN Xp.

Soit y un point de V N X qui n’est pas de type 2 ou 3. C’est alors un point rigide
de Xn. La proposition 3.3.12 nous permet de supposer que c’est un point rationnel.
En utilisant le développement en série de la fonction f donné par le corollaire 3.2.5 et
le résultat concernant les points de type 3 voisins, 'on montre que la fonction f est
multiple de 7y, au voisinage du point y.

Soit y un point de V qui n’appartient pas a la fibre extréme Xy. La fonction f
est multiple de 7, au voisinage du point y, puisque la fonction 7, est inversible au
voisinage de ce point.

La connexité de V et le principe du prolongement analytique (cf. corollaire 4.3.7)
assurent qu’il existe un élément g de (V) tel que 'on ait ’égalité

f=mmg dans O(V).

En outre, nous avons

lgllv = llgllr = glgg(l(m;l HN = Clifllv O
4.3.2. Fibre centrale. — Intéressons-nous, & présent, au point de Gaufs de la fibre

centrale. Comme précédemment, nous commengons par étudier ses voisinages. C’est
un probléme bien plus délicat que pour les fibres extrémes.
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Lemme 4.3.12. — Soit (k,|.|]) un corps ultramétrique complet. Soit un polynéme
P(T) = Y% ya; T" € k[T], avec d € N*, quel que soit i € [0,d—1], a; € k et

aq € k*. Posons
=
p= max .
0<i<d—1

Soient \, u € R vérifiant la condition p > |ag| p?. Alors la partie de Ai’a“ définie par

a;

ad

U={zeA™|A<|P() <pu}
est connexe par arcs.
Démonstration. — Soit k' un corps algébriquement clos et maximalement complet
contenant k. Puisque le morphisme de changement de bases A,lcian — A,lc’a”n est continu

et surjectif, quitte & remplacer k par k’, nous pouvons supposer que le corps k est
algébriquement clos et maximalement complet. Il existe alors ay,...,aq € k tels que

d
P(T) = aq H(T — ).

D’apreés [5], proposition 3.1.2.1, quel que soit i € [1,d], nous avons
|| < p.

Soit r > p vérifiant la condition A < |ag|r® < p. Alors, nous avons
p H J

d
|P(n,)| = |aq| H (T — ;) ()| = |aa] 9.

Par conséquent, le point 7, appartient & U.
Soit & un point de U. Puisque k est maximalement complet, il existe 8 € k et
s € R4 tels que = ng 5. Soit ¢ € [1,d]. Nous avons T —a; = (T — ) + (8 — o) et
donc
[(T = ) (ng,s)| = max(s, |8 — al).

Supposons que || < r. Considérons le chemin injectif [ tracé sur A,lv’an défini par

0,1 — AT
3 = N8 tr4-(1—t)s-

Il joint le point 7, au point ng, = n,. Si s est inférieur & r, alors, lorsque 1'on
parcourt [, la fonction |P| croit de |P(ns,s)| & |P(n,)|. En particulier, le chemin reste
dans U. Il en est de méme si s > r.

Supposons, & présent, que |3| > r. Si s > |G|, alors ngs = no,s €t nous sommes
ramenés au cas précédent. Supposons donc que s < |3]. Quel que soit i € [1,d], nous
avons

(T = i)(np,s)| = max(s, |8 — ai]) = max(s, |8]) = [B].
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Le long du chemin /', joignant le point 75 s au point 73,5/, défini par
0.1 = AT
t= MBsl+(-t)s
la fonction |P| est constante. Le chemin I’ est donc tracé sur U. Nous sommes donc

ramenés au cas du point 1g 3 = 70,3 que nous avons traité précédemment. Nous
pouvons donc joindre le point 13 s au point 7, par un chemin tracé sur U. O

Lemme 4.3.13. — Soit (k,|.|) un corps archimédien complet. Soient d € N
et Pi,...,P; des polynémes a coefficients dans k. Alors, il existe S, T € R tels
que, quels que soient s1,...,8q4 € [0,5] et t1,...,tq €T, +00[, la partie de A,lc"‘m
définie par
N {zear™[s <P <t}
1<j<d
est connexe par arcs.

Démonstration. — Considérons un plongement du corps k dans le corps C. Nous
munissons C de 'unique valeur absolue qui étend celle de k. Le morphisme Aéan —
A,lc’am induit par le plongement précédent étant continu et surjectif, nous pouvons
supposer que k = C.

Nous pouvons supposer qu’aucun des polynoémes P;, avec ¢ € [1,d], n’est nul.
Notons E I’ensemble des éléments (x,y, s1,. .., 84, t1,...,tq) de R? x Rid qui vérifient
la condition suivante :

vje [[Ld]]a 85 < |Pj(x+1y)|2 < tj'

C’est un ensemble semi-algébrique réel. Considérons également ’application
p: E—[0,1]

qui & tout élément u = (z,y, s1,...,84,t1,-..,tq4) de E associe

= i )

u)=\s1,...,s e .

p 1 ds 1+ t17 '] +tg

Cette application est semi-algébrique réelle et continue. D’aprés le théoréme de Hardt
(cf.[4], théoréme 9.3.1), il existe une partition (71,...,7,), avec r € N, de [0, 1]2d

en parties semi-algébrique telle que, quel que soit k& € [1,7], il existe un ensemble
semi-algébrique F} et un homéomorphisme semi-algébrique

Ok : T x Fy = p~*(Ty)

tel que l'application p o 6; soit la projection Ty x Fy — Tj. Notons v le point
(0,...,0,1,...,1) de [0, 1]2d. Pour parvenir au résulat souhaité, il suffit de montrer
que le point v posséde un voisinage dans [0, 1]2d au-dessus duquel les fibres de
I’application p sont connexes. Autrement dit, il suffit de montrer que pour tout
indice £ € [1,r] tel que le point v soit adhérent & la partie T}, la partie Fy est
connexe.
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Soit k € [1,7] tel que le point v soit adhérent & la partie Ty. D’aprés le lemme de
sélection des courbes (cf. [4], théoréme 2.5.5), il existe une fonction semi-algébrique
continue

f : [0, 1] — Tk
telle que f([0,1]) C Ty et f(1) = v. Puisque la fonction f est semi-algébrique, quitte &
restreindre son intervalle de définition puis effectuer un changement d’échelle pour se
ramener 3 [0, 1], nous pouvons supposer que les d premiéres fonctions coordonnées de f
sont décroissantes et que les d derniéres sont croissantes. Soit (,y) un point de R? tel
que (z,y, f(0)) € E. Quel que soit u € [0, 1[, nous avons alors encore (z,y, f(u)) € E.

Soient 21, z2 des éléments de R? tels que (21, f(0)) et (22, f(0)) appartiennent & E.
Quand les nombres s1, ..., sy sont assez petits et les nombres t1,...,ty assez grands,
les points z; et zo appartiennent & la méme composante connexe de

() {(@y) eR?|s; <|Pj(z+iy)|* <t;}.
1<5<d
On en déduit qu’il existe u € [0,1] tels que les points (21, f(u)) et (z2, f(u))
appartiennent & la méme composante connexe de p~!(f(u)). Le morphisme p étant
semi-algébriquement trivial au-dessus de T}, les points (z1, f(0)) et (22, f(0)) doivent
également appartenir & la méme composante connexe de p~1(f(0)). On en déduit
que la partie Fj est connexe, ce qui conclut la preuve. O

Proposition 4.3.14. — Notons x le point de Gaufs de la fibre centrale. Soit U un
voisinage de x dans X. Alors il existe un voisinage ouvert W de x dans U vérifiant
les propriétés suivantes :

i) la projection w(W') est un voisinage ouvert et connezxe par arcs de w(x) = ag

dans B ;

ii) il existe une section topologique de w au-dessus de m(W) a valeurs dans W ;

iii) pour tout point b de (W), la trace de la fibre Xy, sur W est connexe par arcs ;

iv) quels que soient x € W et € € [0,1], le point z° appartient ¢ W.

Démonstration. — Par définition de la topologie de X, il existe un entier r € N*, des
polynoémes f1,..., f € A[T] et un nombre réel A > 0 tels que U contienne une partie
de la forme

V= {yeX|lfi@)] =A< |fiy)| < |fi(x)| + A}
1<ilr
Nous pouvons supposer que, quel que soit ¢ € [1,d], nous avons f; # 0. Alors
V= () {veX|1-A<|fily) <1+A}.
1<ilr

Nous allons montrer qu’il existe un voisinage E de ag dans B tel que le voisinage
W =V NXg de x dans X vérifie les propriétés requises. Nous allons procéder
en plusieurs étapes en prouvant tout d’abord le résultat au-dessus de la partie
ultramétrique de B, puis au-dessus de chacune des branches archimédiennes. Le
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résultat global en découlera pourvu que les sections que nous aurons alors construites
se recollent sur la fibre centrale. De fagon & en étre certain, nous imposerons a toutes
les sections d’envoyer le point central ag sur le point de Gauf n; de la fibre centrale.

Notons
Bum = U Bm
meXy

la partie ultramétrique de B. On définit une section topologique o de la projection
7 au-dessus de B,,, en associant & tout point b de B,,, le point de Gauf de la fibre
Xp.

Soit ¢ € [1,r]. Notons

Vi={yeX|1-X<|fily)| <1+ A}.

Remarquons que, quels que soient € V; et € € [0, 1], nous avons z° € V;.

Il existe d; € N* et fio,..., fi,q, € A, avec f; 4, # 0, tels que

d;
fiT) = Zfi,j 1v.
j=0
Posons
Ci= [ {b€Bum|lfijlao)l =A< |fij®)| < |fij(ao)l + A}
0<5<d;
C’est un voisinage du point central ay de B,,,. La section topologique og de =«
restreinte & C; prend ses valeurs dans V;.

Notons D; l’ensemble des points de B,, ou la fonction f;gq, est inversible.
Définissons alors une fonction continue p; de D; dans R, en associant & tout point b
fi5(b)

de D; le nombre réel
r® = \ram| )

Notons D} le voisinage ouvert de ag dans D; défini par
D)= {be D;||ps(b)| <1+ A}.

Finalement, choisissons E; un voisinage ouvert et connexe par arcs de ag dans C; N D.
Quels que soient = € F; et € € [0,1], nous avons alors z° € E;.

Posons
E= () E
1<i<r
et
W=VnXg.

Les premiére, troisiéme et quatriéme propriétés de 1’énoncé sont alors clairement
vérifiées. Soit b € E = m(W). Quel que soit ¢ € [1,r], d’aprés le lemme 4.3.12 et
puisque b € Dj, la partie V; N X}, est connexe par arcs. Puisque la fibre X, est un
arbre, I'intersection V' N X, de toutes ces parties est donc connexe par arcs.
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Passons maintenant aux branches archimédiennes de B. Soit o € Y,. Nous avons

lim (1—X\)Y¢=0et lim (14 )Y = +o0.
e—0 e—0
> >
Par conséquent, d’aprés le lemme 4.3.13, il existe > 0 tel que, quel que soit € € ]0, ],
la partie
1,
N {yea™[a-N""<Ifiyl, < @ +1"¢}
1<ilr

est connexe par arcs. En d’autres termes, quel que soit € € ]0,7[, la trace de la
fibre X, sur V est connexe par arcs. Le lemme 4.3.12 nous montre que la trace de
la fibre centrale Xo = X, sur V est également connexe par arcs.

Soit o un nombre réel transcendant. Considérons ’application o qui au point af
de B!, avec € € ]0,1], associe le point de X associé & la semi-norme multiplicative

o

sur A[T], bornée sur A, définie par

AT - Ry
P(T) — [P(o)5%

et au point ag associe le point de Gaufs n; de la fibre centrale X,. Cette application og
définit une section topologique continue de la projection m au-dessus de B, .

Soit i € [1,d]. Puisque « est transcendant, nous avons f;(«) # 0 dans K,. Par
conséquent, il existe n; > 0 tel que, quel que soit € € ]0,7;[, on ait

(1 =N < |fila)]s < (1 + N5,

Posons ¢ = miny<;<4(7;). Au-dessus du voisinage [ao, a$[ de ag dans B,, la restriction
de la section og est & valeurs dans V. On en déduit le résultat annoncé. O

Nous obtenons immeédiatement les deux corollaires suivants.

Corollaire 4.3.15. — Le point de Gauf8 de la fibre centrale posséde un systéme
fondamental de voisinages connezes par arcs.

Corollaire 4.3.16. — Le morphisme m est ouvert au voisinage du point de Gauf de la
fibre centrale.

Intéressons-nous, & présent, & I’anneau local.

Proposition 4.3.17. — Notons x le point de Gauf$ de la fibre centrale. L’anneau local
Ox 5 est un corps, canoniqguement isomorphe au corps K(T). Il est complet pour la
valeur absolue associée au point x, qui n’est autre que la valeur absolue triviale.

Démonstration. — Commencons par prouver que I’anneau local Ox , est un corps.
11 suffit de montrer que son idéal maximal est réduit & (0). Soit f une fonction définie
sur un voisinage U de x dans X et s’annulant en z. Nous voulons montrer que f
s’annule encore au voisinage de x dans X.

D’aprés la proposition 4.3.14, il existe un voisinage ouvert W de x dans U vérifiant
les propriétés suivantes :
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i) la projection 7(W) est un voisinage ouvert connexe par arcs de mw(z) = ag
dans B ;

ii) il existe une section topologique de 7 au-dessus de w(W) a valeurs dans W ;

iii) pour tout point b de w(W), la trace de la fibre X} sur W est connexe par arcs

iv) quel que soient x € W et € € [0,1], le point z° appartient a W.

Soit 0 € . Notons W, = W N X!. Cest la trace de W sur la branche o-adique
ouverte. Soit b € m(W/). Soit u un point rigide de W N X, tel que Pextension K, =
A (b) — #(u) soit transcendante. Considérons I’application suivante, induite par le
flot :

[0,1] — X

0 - ulf.

Son image définit un chemin continu tracé sur W et joignant le point u au point u°
de la fibre centrale. Puisque Dextension K, = #(b) — . (u) est transcendante, le
point u® n’est autre que le point z, le point de Gaufl de la fibre centrale. D’aprés le
lemme 4.2.9 et la proposition 1.3.10, quel que soit 6 € [0, 1], nous avons

[f(m)] = |f(u®)] = |f(u”)]°.

On en déduit que |f(u)] = 0. La fonction f s’annule donc sur tous les points
transcendants de W N X. Puisque W N X}, est normal et connexe, la fonction f y est
identiquement nulle. Nous avons donc montré que la fonction f est identiquement
nulle sur W.. La continuité de f nous permet de montrer qu’elle est encore nulle
sur W N X,. On en déduit finalement que la fonction f est nulle sur W.

Démontrons, a présent, la derniére partie de la proposition. Puisque 1’anneau
local Ox, est un corps, le morphisme Ox, — J(x) est injectif. L’égalité
#(x) = K(T) nous montre qu’il est également surjectif. O

Corollaire 4.3.18. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du
point de Gaufl de la fibre centrale de ’espace X.

4.4. Résumé

Dans cette partie, nous regroupons les résultats que nous avons obtenu concernant
la droite affine analytique sur un anneau d’entiers de corps de nombres. Rappelons
que A désigne un anneau d’entiers de corps de nombres, B = M(A) son spectre
analytique, X = A™ la droite affine analytique au-dessus de A et 7 : X — B le
morphisme de projection.

Théoréme 4.4.1. — i) L’espace X est localement compact, métrisable et de
dimension topologique 3.
ii) L’espace X est localement connexe par arcs.
iii) Le morphisme de projection m : X — B est ouvert.
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iv) En tout point x de X, Uanneau local Ox , est hensélien, noethérien, régulier,
excellent, de dimension inférieure a 2 et le corps résiduel k(x) est hensélien.

Démonstration. — Le point i) provient des théorémes 1.1.13 et 3.5.3. Le point i) est
obtenu en regroupant les résultats des théorémes 4.1.1 et 4.1.4 et des corollaires 4.2.3,
4.2.11,4.3.4 et 4.3.15. Le point #i4) est obtenu en regroupant les résultats des théorémes
4.1.1 et 4.1.4 et des corollaires 4.2.4, 4.2.12, 4.3.5 et 4.3.16. Le point iv) est obtenu
en regroupant les résultats des théorémes 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4, des corollaires 4.2.5 et
4.2.13 et des propositions 4.3.17 et 4.3.8. Le caractére excellent est immédiat compte
tenu du fait que les anneaux locaux sont soit des corps, soit des anneaux de valuation
discréte dont le corps des fractions est de caractéristique nulle, soit des anneaux locaux
noethériens complets. O

Théoréme 4.4.2. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de tout
point de l’espace X . Par conséquent, il vaut sur tout ouvert connexe de l’espace X .

Démonstration. — 1l suffit de regrouper les résultats de la proposition 3.6.6, des
corollaires 4.1.19, 4.2.8, 4.2.14, 4.3.6 et 4.3.18. La deuxiéme partie provient du lemme
3.6.4. O

De ce théoréme découlent plusieurs résultats concernant les anneaux globaux
de fonctions holomorphes et méromorphes sur les parties connexes de la droite
analytique X.

Définition 4.4.3. — On appelle faisceau des fonctions méromorphes et on note M le
faisceau associé au préfaisceau qui envoie tout ouvert U de X sur l’anneau total des
fractions de Uanneau O(U).

Corollaire 4.4.4. — Soient U une partie connexe de X et x un point de U. Le
morphisme de restriction
MUY — My
est injectif.
Démonstration. — Soit s un élément de .#Z(U) dont I'image dans .#, est nulle.

Notons
V={yeU|sy=0dans .#,}.
C’est une partie non vide et ouverte de U.
Soit y un point de U \ V. Il existe un voisinage W du point y dans U et deux
éléments f et g de O(W), g ne divisant pas 0, tels que

s= g dans .Z(W).

Par hypothése, le germe s, n’est pas nul dans ’anneau local Ox ,. D’aprés le théoréme
4.4.2, il existe un voisinage W’ du point y dans W tel que 'image de la fonction f
ne soit nulle dans aucun des anneaux locaux Ox ,, pour z appartenant & W'. Soit z
un élément de W’. D’aprés le théoréme 4.4.1, iv), Panneau local Ox , est intégre.
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L’élément s, de .4, = Frac(Ox_,) n’est donc pas nul. On en déduit que le voisinage W’
du point y est contenu dans U \ V. Par conséquent, la partie V est fermée dans U.
La connexité de U assure qu’elle est égale a la partie U tout entiére. O

Corollaive 4.4.5. — Soit U une partie connezxe de l'espace X. L’anneau O(U) est
intégre et anneau 4 (U) est un corps.

Démonstration. — Soit x un point de U. D’aprés le théoréme 4.4.2, le morphisme
naturel

ﬁ(U) i ﬁx’z

est injectif. D’aprés le théoréme 4.4.1, 4v), anneau local Ox , est régulier et donc
intégre. On en déduit que 'anneau €(U) est intégre.

Soit s un élément non nul de .#(U). D’aprés le corollaire 4.4.4, en tout point x
de U l’élément s, de .#; = Frac(Ox ;) est non nul et donc inversible. On en déduit
que ’élément s lui-méme est inversible et donc que anneau .# (U) est un corps. [

Corollaire 4.4.6. — Soit U une partie connezxe de l’espace X contenant le point de
Gaufl de la fibre centrale. Alors l'anneau des fonctions méromorphes sur U est
l’anneau des fractions rationnelles K(T).

Démonstration. — Notons = le point de Gaul de la fibre centrale. D’aprés la
proposition 4.3.17, I'anneau local Ox , est canoniquement isomorphe au corps K (T').
D’aprés le corollaire 4.4.4, le morphisme de restriction

MU) — Ox o =K(T)

est injectif. Il est évident qu’il est également surjectif, ce qui conclut la preuve. U

Théoréme 4.4.7. — Soit x un point de l’espace X en lequel l'anneau local Ox , est un
anneau de valuation discréte. Soient m une uniformisante de Ox , et U un voisinage
du point x dans X sur lequel elle est définie. Alors il existe un systeme fondamental V'
de voisinages compacts et connexes du point x dans U tel que, pour tout élément V
de ¥, la fonction 7 est une uniformisante forte de l’anneau Ox 5 sur V.

Démonstration. — Nous pouvons décrire exactement I’ensemble des points en lequel
I’anneau local est un anneau de valuation discréte : il s’agit des points rigides des
fibres internes et centrale et des points de type 2 et 3 des fibres extrémes. Le résultat
attendu se déduit alors des corollaires 4.1.12, 4.2.6 et 4.3.11. O

Théoréme 4.4.8. — Tout point de X, \ Xo posséde un systéme fondamental de
voisinages compacts, conneres et spectralement convexes qui possédent un bord
analytique fini et algébriqguement trivial.

Démonstration. — On regroupe les résultats des propositions 4.1.15 et 4.1.16 et des
corollaires 4.2.7 et 4.3.10. O

ASTERISQUE 334



4.5. COHERENCE 157

4.5. Cohérence

Dans cette partie, nous montrons que le faisceau structural Ox de la droite
analytique X est cohérent. Rappelons, auparavant, quelques définitions et notations.
Fixons un espace localement annelé (Y, Oy ).

Définition 4.5.1. — Un faisceau de Oy-modules F est dit de type fini si, pour tout
point y de Y, il existe un wvoisinage V de y dans Y, un entier p et des éléments
Fi,...,F, de (V) tels que, pour tout point z de V, le Oy, ,-module Z, soit engendré
par les germes (Fi),, ..., (Fp)..

Définition 4.5.2. — Soient V une partie ouverte de Y, F un faisceau de Oy -modules,
geN et Fy,...,F; € F(V). On appelle faisceau des relations entre Fy, ..., F,, et on
note Z(F1, ..., Fy), le noyau du morphisme de faisceau suivant
ﬁg/ — fv
q
(al,...,aq) — Zaze
i=1
Définition 4.5.3. — Un faisceau de Oy -modules F est dit cohérent s’il vérifie les deux

propriétés suivantes :
i) le faisceau F est localement de type fini ;
ii) quels que soient l'ouvert V de Y, Uentier q et les éléments F1, ..., F, de F(V),
le faisceau Z(F1,...,F,) des relations entre Fi,..., Fy est localement de type
fini.

Venons-en, a présent, a la preuve de la cohérence du faisceau Ox. Il est évidemment
localement de type fini. Il nous reste a étudier les faisceaux de relations. Commencons
par un lemme.

Lemme 4.5.4. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans X,
peN*etfi,...,f, € OU). Notons (e1,...,ep) la base canonique de 0% . Supposons
qu’il existe | € [1,p] tel que fi # 0 dans Ox 5. Si Uanneau local Ox , est un anneau
de valuation discréte ou un corps, alors il existe un voisinage ouvert V de x dans U
tel que, quel que soit y € V, la famille

(fiei — fiej)i<i<j<p

de ﬁf(’y engendre le germe Z(f1,..., fp)y-

Démonstration. — Supposons que l’anneau local Ox , est un anneau de valuation
discréte. Choisissons-en une uniformisante 7. Quitte & restreindre U, nous pouvons
supposer que 7 est définie sur U. Notons m le minimum des valuations des éléments
fi,..., fp de Ox 4. Puisque I'un de ces éléments n’est pas nul, nous avons m € N.
Remarquons que, quel que soit ¢ € [1,p], nous avons 7~™f; € Ox ;. Par choix de
m, il existe j € [1,p] tel que la fonction 7™ f; soit inversible dans Ox .. Il existe
donc un voisinage ouvert V de x dans U sur lequel les fonctions 7= f1,..., 77" f,
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sont définies et la fonction 77 f; inversible. D’aprés le théoréme 4.4.1, nous pouvons
supposer que la partie V' est connexe.
Nous disposons de l'inclusion suivante entre faisceaux de Oy -modules :

%(T_mfl,...,T_mfp) C %(f]_,...,fp).

Montrons que c’est une égalité. Il suffit pour cela de montrer que I'inclusion induit une
égalité entre les germes. Soit y un point de V. Remarquons tout d’abord que 'image
de 7 dans I’anneau local Ox , n’est pas nulle. Dans le cas contraire, le principe du
prolongement analytique (cf. théoréme 4.4.2) imposerait en effet a la fonction 7 d’étre
nulle sur 'ouvert connexe V' tout entier, mais nous savons qu’elle n’est pas nulle au
voisinage du point z. Soit (a1,...,ap) € Z(f1,..., fp)y. Nous avons alors

P P
Zaifi =7 (Z aﬂ_mfi> =0 dans Ox .
i=1 i=1
D’aprés le théoréme 4.4.1, I'anneau local Ox , est intégre. On en déduit que

(@1,...,ap) €EZT " f1,0 0, T " fp)y-

Par conséquent, nous pouvons supposer qu'il existe j € [1, p] tel que la fonction f;
est inversible sur V. Soient y € V' et (a1,...,ap) € Z(f1,..., fp)y- Nous avons alors

p
Zaifi =0 dans Ox 4.

i=1

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, dans 0% y> lous avons
;

Zaifj_l(fjei_fiej) = Zaiei— Zaifi fj‘lej

i i#] i
-1
= > aiei—(—a;f)f; e
i#]
p

= E a;€;.
=1

On démontre le résultat par la méme méthode lorsque I’anneau local Ox , est
un corps. Dans ce cas, les réductions préliminaires sont inutiles et 'on peut passer
directement & la derniére étape. O

Démontrons, finalement, le résultat attendu.
Théoréme 4.5.5. — Le faisceau structural Ox est cohérent.

Démonstration. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans X,
p € N* et fi,...,fp, € O(U). Il nous suffit de montrer que le faisceau des relations
H(f1,---, fp) est de type fini au voisinage du point z.

Si les fonctions fi,...,f, sont nulles dans Ox ., alors, par le principe du
prolongement analytique, elles sont nulles au voisinage du point z et le résultat est
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immédiat. Par conséquent, nous pouvons supposer qu’il existe [ € [1, p] tel que f; # 0
dans Ox ;.

Si 'anneau local Ox , est un anneau de valuation discréte ou un corps, alors le
lemme précédent nous permet de conclure.

Il nous reste, & présent, & traiter le cas ot ’anneau local Ox , n’est ni un anneau
de valuation discréte, ni un corps. Cela impose au point x d’étre un point rigide d’une
fibre extréme.

D’aprés le théoréme 3.3.14, I'anneau local Ox , est noethérien. Par conséquent,
le Ox z-module Z(f1,..., fp)s est de type fini. Il existe donc un entier ¢ € N*, un
voisinage ouvert V' de et des fonctions g1,...,g9, € (V)P tels que le Ox ,-module
K(f1,..., fp)e soit engendré par ((g1)z; .-, (9q)z)-

Puisque les fibres extrémes sont des droites analytiques sur des corps trivialement
valués, ’ensemble de leurs points rigides est discret. Par conséquent, ’ensemble des
points de X en lequel I'anneau local est de dimension 2 forme une partie discréte
de l'espace X. Quitte & restreindre V', nous pouvons donc supposer que x est le
seul point de V' en lequel ’anneau local n’est ni un anneau de valuation discréte,
ni un corps. Alors, d’aprés le lemme précédent, quel que soit y € V \ {z}, le
Ox y-module Z(f1, ..., fp)y est engendré par la famille (fje; — fiej)1<icj<p de O% .
Par conséquent, le faisceau Z(f1,..., fp) est de type fini au voisinage du point z. O
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CHAPITRE 5

MORPHISMES FINIS

Nous étudions, dans ce chapitre, quelques cas particuliers de morphismes finis entre
espaces analytiques au sens de V. Berkovich. Exception faite du dernier numéro,
nous quittons ici les espaces analytiques au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de
nombres pour revenir au cadre général, celui des espaces au-dessus d’un anneau de
Banach muni d’une norme uniforme.

Le numéro 5.1 est consacré aux morphismes finis au sens topologique. Nous nous
contentons d’y rappeler les résultats classiques dont nous aurons besoin par la suite.

Au numéro 5.2, nous démontrons un théoréme de division de Weierstrafs que nous
qualifions de global. Il permet en effet de diviser une fonction définie sur un disque
de dimension 1 par un polyndéme donné, pourvu que le rayon du disque soit assez
grand. Nous 'utiliserons pour étendre une norme uniforme sur un anneau (Supposé
de Banach pour ladite norme) en une norme uniforme sur certaines de ses extensions
finies.

Au numéro 5.3, nous nous intéressons 4 un cas particulier de morphisme fini. Un
anneau de Banach (7, ||.||) muni d’une norme uniforme étant fixé, nous considérons
un morphisme d’une hypersurface de la droite Aif“ au-dessus de &7 vers le spectre
analytique (<) de <. Nous accordons une attention particuliére & 'image directe
du faisceau structural de cette hypersurface : nous décrivons ses fibres et indiquons
des conditions qui assurent sa cohérence.

Le numéro 5.4 est, lui aussi, consacré & la démonstration d’un théoréme de division
de Weierstrafs. Il s’agit, cette fois-ci, d’'un théoréme de nature locale qui permet
d’effectuer une division au voisinage de tous les points rigides des fibres et non plus
des seuls points rationnels. A 'aide de ce résultat, nous étudions, au numéro 5.5, les
endomorphismes polynomiaux de la droite au-dessus d’un anneau de Banach muni
d’une norme uniforme. La encore, nous nous intéressons particuliérement & 'image
directe du faisceau structural par un tel morphisme.

A ce stade du chapitre, nous aurons introduit plusieurs conditions assurant que
les morphismes étudiés jouissent de bonnes propriétés. Dans le numéro 5.6, nous
montrons qu’elles sont satisfaites lorsque I’anneau de Banach considéré est un anneau
d’entiers de corps de nombres.
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Signalons, pour finir, que nous sommes convaincu que les techniques introduites
ici permettent de ramener 1’étude des courbes analytiques au-dessus d’un anneau

d’entiers de corps de nombres & celle de la droite, au moins lorsque les courbes en
question proviennent de courbes algébriques.

5.1. Morphismes topologiques finis

Avant d’étudier les morphismes d’un point de vue algébrique, nous les considérons
d’un point de vue topologique. Nous obtenons déja ainsi plusieurs résultats dignes
d’intérét. Nous les énongons sans démonstration et renvoyons le lecteur intéressé a [14],
I, §1. Indiquons néanmoins que ces preuves que nous omettons sont toutes courtes et
simples (la derniére est peut-étre un peu plus difficile : elle utilise I’existence d’une
résolution flasque et le fait que l'image d’un faisceau flasque par une application
continue reste flasque).

Dans toute cette section, nous fixons deux espaces topologiques séparés X et Y et
une application ¢ : X — Y.

Définition 5.1.1. — On dit que Uapplication ¢ : X — Y est un morphisme topologique
fini si elle est continue, fermée et a fibres finies.

La propriété suivante des applications fermées est immédiate. Elle nous sera utile
4 de nombreuses reprises.

Lemme 5.1.2. — Supposons que application ¢ est fermée. Alors, pour toute partie V
de 'Y, I’ensemble
{p~Y (W), W woisinage de V dans Y}

est un systéeme fondamental de voisinages de p~1(V) dans X.
Corollaire 5.1.3. — Soit V une partie de Y. Notons
pv i (V) =V

le morphisme déduit de ¢ par restriction et corestriction. Soit F un faisceau sur X.
Si Uapplication ¢ est fermée, alors le morphisme naturel

(0 F)v = (ov)eFp-1(v)

est un isomorphisme.
Venons-en, maintenant, aux propriétés des morphismes topologiques finis.

Théoréme 5.1.4. — Supposons que application ¢ est un morphisme topologique fini.
Soient y un point deY et xy,...,x,, avecr € N*, ses antécédents par le morphisme .
Soit . un faisceau en groupes abéliens sur X. Alors le morphisme naturel

i=1

est un isomorphisme.
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En outre, si . est un faisceau de Ox-modules, alors le morphisme précédent est
un isomorphisme de Oy ,-modules.

Théoréme 5.1.5. — Supposons que Uapplication ¢ est un morphisme topologique fini.
Soit ' — . — " une suite exacte de faisceauzr en groupes abéliens sur X. Alors
la suite des images directes

(p*yl_)so*y_)so*y/l

est encore exacte.

Théoréme 5.1.6. — Supposons que lapplication ¢ est un morphisme topologique fini.
Soit ./ un faisceau en groupes abéliens sur X. Alors, quel que soit ¢ € N, il existe un
isomorphisme de groupes naturel

HY(X,.) ~ HI(Y, p..%).

5.2. Théoréme de division de Weierstraly global

Soit (7, ].||) un anneau de Banach uniforme. Nous noterons B = (/). Soient b
un point de B, U un voisinage compact de b dans B et R un nombre réel strictement
positif. Le théoréme de Weierstra classique permet, sous certaines conditions, de
diviser une série a coefficients dans #(U) de rayon de convergence supérieur a R
par une autre. Pour pouvoir effectuer cette division, il est cependant nécessaire, en
général, d’autoriser le voisinage U de b et de le rayon de convergence R & diminuer.
Dans le théoréme qui suit, nous montrons que si le diviseur est un polynéme unitaire
et que le nombre réel R est assez grand, ces restrictions sont inutiles.

Théoréme 5.2.1 (Théoréme de division de Weierstral} global). — Soient p € N et G €
[T un polynéme unitaire de degré p. Alors il existe un nombre réel v > 0 vérifiant la
propriété suivante : pour toute partie compacte U de B, tout nombre réel w > v et tout
élément F de B(U)(|T| < w), il existe un unique couple (Q, R) € (B(U){(|T| < w))?
tel que
i) R soit un polynome de degré strictement inférieur a p ;
ii) F=QG+R.
En outre, il existe une constante C' € R}, indépendante de U, w et F, telle que I’on
ait les inégalités
{ IQlvw < ClFlvw ;
IRlvw < ClFllvw-

Démonstration. — Notons
p—1

G=T"+> g T"
k=0
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o1, quel que soit k € [0,p — 1], gx € &. Soit U une partie compacte de B. Soit u > 0.
Tout élément ¢ de B(U)(|T| < u) peut s’écrire de fagon unique sous la forme

¢ =a(p)T? + B(y),

ot ayp) désigne un élément de Z(U)(|T| < u) et B(p) un élément de Z(U)[T] de
degré strictement inférieur a p. Remarquons, dés a présent, que, quel que soit ¢ €
BU)(|T| < u), nous avons

[ellou = lledo) v v’ + 18() v,
Considérons, & présent, ’endomorphisme
BUNTI <u) — BUNT|<u)
@ = a(p) G+ B(p)

Remarquons que, quel que soit ¢ € B(U){|T| < u), nous avons

lee() (G = TP)l

AU,u .

| Avu(e) = lluu

< la@@lloullG = T?(lvu
< uwPllelluw G =T luw
p—1
< uPlelluw (Z gk llv uk>
k=0
p—1
= (Z gkl 5 uk"’) el

k=0

Il existe v > 0 tel que

N =

p—1
Z llgrlls v* P <
k=0

Soit w > v. On dispose alors de 'inégalité
1
||AU,w - I”U,w < 5

Par conséquent, 'endomorphisme Ay, = I + (Ay,w — I) est inversible.
Soit F € Z(U){|T| < w). Il existe un unique couple (@, R), avec Q € B(U){|T| < w)
et R € B(U)[T] de degré strictement inférieur a p, tel que

F=QG+R.

Avec les notations précédentes, nous avons Q = oz(AElw(F)) et R = ,B(Aalw(F))
Puisque ||Ayw — I|luw < 1/2, nous avons

+oo
1AG S e < D27 =2,
i=0
On en déduit que
1Qllvw < 2077 || Flluw
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et que

1Bllv,w < 2[1F|v,w- -

Soit G(T') un polyndéme unitaire & coeflicients dans /. Notons p € N son
degré. Fixons un nombre réel w > 0. Soit U une partie compacte de B. Munissons
lalgébre quotient Z(U)[T]/(G(T')) de la semi-norme résiduelle ||.|| v w res induite par la
norme ||. ||y, sur Z(U)[T]/(G(T)). Par définition, quel que soit F' dans Z(U)[T]/(G(T)),

nous avons

Zai Tl

iEN

, ZaiTizF mod G

U,w i€EN

[0 ,06s = inf

. " . P
Notons vy > 0 le nombre réel dont l’existence nous est assurée par le théoréme
précédent. Nous noterons Cj la constante associée.

Lemme 5.2.2. — Pour tout nombre réel w > vy et toute partie compacte U de B, les
propriétés suivantes sont satisfaites :

i) la semi-norme ||.||uw, res définie sur le quotient B(U)[T)/(G(T)) est une norme

K

ii) Vanneau B(U)[T)/(G(T)) est complet pour la norme ||.||uw,res-

Démonstration. — Soient w > vy et U une partie compacte de B. Le théoréme 5.2.1
assure que le morphisme naturel

O)[T)/(G(T)) = BUN|T| <w)/(G(T))

est un isomorphisme. Pour montrer que la semi-norme ||.||y, v res €St une norme sur le
quotient Z(U)(|T| < w)/(G(T)), il suffit de montrer que 'idéal (G) est fermé dans
Panneau Z(U){|T| < w) pour la norme ||.||y,y- Soit (Hy)n>0 une suite d’éléments
de BU)(|T| < w) tel que la suite (F,, = GH,),>o converge vers un élément F
de Z(U){|T| < w). D’apreés le théoréme 5.2.1, quels que soient n,m > 0, nous avons

”Fn - Fm”U,w S CO ||Hn - Hm||U,w~

En particulier, la suite (H,),>0 est de Cauchy dans Z(U)(|T| < w). Cet espace étant
complet, elle converge vers un élément H. Nous avons alors

F =GH € (G),
ce qui montre que 'idéal (G) est fermé. O
Soit U une partie compacte de B. Puisque le polynéme G est unitaire et de degré p,

Papplication

p

#UF = %(U)_[lT]/(G(T))
(ao,...,ap_l) = ZaiTi
i=0
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est bijective. Nous noterons encore |.||y la norme définie sur %(U)? en prenant le
maximum des normes des coefficients. Nous pouvons alors définir une norme ||.||¢ aiv

sur ZB(U)[T)/(G(T)) par la formule
o = In™ ()l

Lemme 5.2.3. — Pour tout nombre réel w > vy et toute partie compacte U de B,
les normes |.||u,div €t ||-||Uw,res définies sur B(U)[T]|/(G(T')) sont équivalentes. En
particulier, quels que soient wi, we > vo, les normes ||.||v,w, res €t ||-|Uws,res définies
sur B(U)|T)/(G(T)) sont équivalentes.

Démonstration. — Soient w > vy et U une partie compacte de B. Soit F un
élément de Z(U)[T]/(G(T)). Notons (fo,- .., fo_1) = n~ (f) et Fo = S22y f; T*
dans A(U)[T]. L’'image de Fy dans #(U)[T]/(G(T)) n’est autre que F. Nous avons
donc

d—1
[ FNvw,res < (1 Folluw < (Z wi> I 1l div-
=0

Soit € > 0. Il existe un élément F; de Z(U)[T] d’image F dans B(U)[T]/(G(T)) tel
que ’on ait

[F1lluaw < IFlluw,res + €
Observons que le reste de la division euclidienne de F; par G est égal a Fy. D’aprés
le théoréme de division de Weierstraf 5.2.1, nous avons donc

1 Follv.w < Co [ F1llu.w < Co (|1 F|lUw,res + €)-

On en déduit que

1Fllgan < max () | Follos < max (7 Co (1Fuen + ).

On obtient le résultat souhaité en faisant tendre ¢ vers 0. O
Il existe des éléments go,...,gp—1 de & tels que I'on ait
p—1
G=Tp+2ngk dans «7[T.
k=0
Posons

_ 1/(d—k)
o1 = max (g /).

Soit b un point de B. Nous noterons G(b)[T] l'image du polynéme G(T') dans
Panneau J#(b)[T]. Rappelons que, d’aprés la proposition 3.1.2.1 de [5] Pensemble des
points de la droite A};?Fb) en lesquels le polyndéme G(b)[T'] s’annule est contenu dans
le disque fermé de centre 0 et de rayon v;.

Posons v = max(vg,v1). Soit w > v. D’aprés le lemme 5.2.2, la semi-norme
Il B,w,res définie sur le quotient 2,, = /[T]/(G(T)) est une norme qui rend cet
anneau complet. Sa définition nous assure que le morphisme naturel

o — 2,
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est borné. Notons
Yw:Cy — B
le morphisme induit entre les spectres analytiques. Remarquons que le morphisme
surjectif &7[T] — £, induit un plongement
Cyp — Aif“
Nous identifierons dorénavant C, a4 son image par ce plongement. Elle est contenue

dans le lieu d’annulation du polynéme G sur la droite Aifn. Puisque w > vy, nous
avons méme égalité :

Cy = {m e A | G(a) = o}.
Soit U une partie compacte de B. Nous noterons 2y ,, I’anneau de Banach #(U)[T|/(G(T))
muni de la norme ||.||y,w res- Le morphisme naturel

Qw - o@U,w

est borné et I'image de 'anneau total des fractions de 2,, est dense dans 2y ,,. Le
morphisme

m(QU,w) - Cw
induit entre les spectres analytiques est donc injectif et nous identifierons dorénavant

lespace M(2y,,) & son image dans Cl,.

Lemme 5.2.4. — Soit w > v. Soit U une partie compacte et spectralement convezre
de B. Alors

MDuw) = 93 (U) = {z € A" | (2) € U, Gla) = 0},

ot  désigne la projection naturelle de Ai’;n sur B.

Démonstration. — L’inclusion M(2y ) D ¢t (U) est évidente. Réciproquement, la
partie compacte U est supposée spectralement convexe. Par définition, cela signifie
que M(A(U)) = U. On en déduit que M(2y ) est contenu dans 7~ (U). En outre, en
tout point = de M(LZy 4 ), nous avons G(z) = 0. On en déduit le résultat attendu. O

Nous allons, & présent, démontrer un résultat permettant d’assurer que les normes
de la forme ||.||yw,res sont uniformes. A cet effet, nous introduisons une condition

technique. Si P et @ sont deux polynomes & coefficients dans un anneau A, nous
notons Rés(P, Q) € A le résultant des polynomes P et Q.

Définition 5.2.5. — Soit U wune partie compacte de B. On dit que U wvérifie la
condition (Rg) si elle est spectralement convezxe et s’il existe un sous-ensemble T'y
de U vérifiant les propriétés suivantes :

i) tout élément de B(U) atteint son mazimum sur L'y ;
ii) la fonction Rés(G,G') est bornée inférieurement sur T'y par un nombre
réel my > 0.

En pratique, nous utiliserons cette définition dans les deux cas suivants :
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1. la fonction Rés(G, G’) ne s’annule pas sur U ;
2. Vensemble I'y peut étre choisi fini et hors du lieu d’annulation de Rés(G, G”).

Lemme 5.2.6. — Soient (k,|.|) un corps valué complet. Choisissons une cloture
algébrique k de k et notons encore |.| Vunique valeur absolue sur k qui prolonge celle
définie sur k. Soit d € N un entier, g un polyndme a coefficients dans k, de degré d,

unitaire et séparable. Notons a, ..., aq les racines de g dans k. Soit un nombre réel r
vérifiant
r 2 max (loi).
Posons
_d(2r)®
 |Rés(g,9")|"

Alors, quel que soit f = Z?;(} a; T* dans k[T), nous avons

d—1

| rt < ))).
ZE jail r* < D max (1 ()

Démonstration. — Puisque le polyndme g est séparable, les éléments o, avec i € [1,d],
sont deux & deux distincts. D’aprés la formule d’interpolation de Lagrange, dans
lanneau k[T, nous avons donc

d T — oy
1@ = 3t [ —

=1 ihg Y TN
1
= — S ) | TT T e =) ) TT(T = ci).
[T5=1 ILizj(cj — ) j=1 k3 12k i#£j
On en déduit le résultat annoncé. O
Proposition 5.2.7. — Pour tout nombre réel w > v et toute partie compacte U de B

qui vérifie la condition (Rg), la semi-norme ||.||uw,res €St une norme uniforme

sur B(U)[T)/(G(T)).

Démonstration. — Soit w > wv. Soit U une partie compacte de B qui vérifie la
condition (R¢g). Nous reprenons les notations de la définition 5.2.5. Le lemme 5.2.2
nous assure que la semi-norme ||.|ywres €st une norme sur AB(U)[T]/(G(T)).
Notons ||.||« la norme spectrale associée. Le lemme 5.2.4 nous fournit une description
explicite de cette norme en termes de norme uniforme sur une partie de la droite Aifn.
Pour montrer que les deux normes sont équivalentes, il suffit de montrer qu’il existe
une constante D € R telle que, pour tout élément F de B(U)[T]/(G(T)), nous avons

”F”U,w,rés <D ”F”oo
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Soit F' un élément de B(U)[T]/(G(T)). Puisque le polynéme G est unitaire et de
degré p, ’élément F' posséde un unique représentant dans Z(U)[T] de la forme

p—1
FO(T) = Z ak Tkv
k=0

avec ag, .. .,ap—1 € BU).

Soit b un point de I'y. Le résultant des polynémes G(b)(T) et G'(b)(T) n’est autre
que l'image Rés(G,G’)(b) de Rés(G,G’) dans 5 (b). 1l suffit, pour s’en convaincre,
d’utiliser la définition du résultant comme déterminant de la matrice de Sylvester. Par
hypothése, I’élément Rés(G, G')(b) de s (b) n’est pas nul et le polynéme G(b)(T') est
donc séparable. Notons «j, ..., a4 ses racines dans une cloture algébrique de J2(b).
Lorsque ’on immerge naturellement la fibre ¢ ~!(b) dans la droite analytique A;?b),
I'image est exactement composée des points rigides qui correspondent aux classes de
conjugaison sous I’action du groupe de Galois des racines aj,...,aq. En particulier,
nous avons

. — < .
1]félka%(daFo(ozj)I) weﬁ@f‘(b)qF(:’:)') < Flle

Remarquons, a présent, que, d’aprés [5], proposition 3.1.2.1 , nous avons

max (|ag]) < vy < w.
1<k<p

D’aprés le lemme 5.2.6, nous avons donc

p(2w)?" P
= || Fllco-

p—1 _
2uw)P P
) by < — P Flleo <
2101 = Res(agey, oy 1= =
Pour tout indice j € [1,p — 1], choisissons un point b; de I'yy tel que

|a;j(b5)] = max(la; (b)])-

Nous avons alors

”F”U,w,rés < ”FO”U,w
p—1
< Y llallow”
k=0
p—1p—1
< SO Jar(oy) 0t
j=0k=0
2 —
p~(2w) P
< 17 oo-
m
On en déduit que la norme ||.||y .y res €St uniforme. O
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5.3. Un exemple

Gardons les notations de la section précédente. Fixons un nombre réel w > wv.
Nous le conserverons tout au long de cette section et nous autoriserons donc &

supprimer la lettre w placée en indice, lorsque cela ne préte pas a confusion. Nous
nous intéresserons, ici, au morphisme

p:C— B

induit par le morphisme
o — AT/(G(T)) =2
et, plus particuliérement, au faisceau @,0¢. Nous montrerons que, sous certaines
hypotheéses, c’est un faisceau de &g-modules libre, comme dans le cadre classique.
Commengons par montrer que le morphisme ¢ est un morphisme topologique fini,
au sens de la définition 5.1.1.

Lemme 5.3.1. — Le morphisme @ est un morphisme topologique fini.

Démonstration. — Le fait que le morphisme ¢ soit continu est immédiat. Puisque
I'espace C' est compact, on en déduit aussitoét que le morphisme ¢ est également
fermé.

Pour finir, montrons que les fibres du morphisme ¢ sont finies. Soit b un point
de B. La fibre ¢ ~1(b) est constituée de I’ensemble des éléments du disque de centre 0

;’;&) en lesquels le polynéme G(b) s’annule. Puisque ce

polynome est unitaire, il n’est pas nul et ’ensemble ¢~1(b) est fini. O

et de rayon w de la droite A

Soit b un point de B. Notons ci,...,c., avec 7 € N*, ses antécédents par le
morphisme ¢. Nous supposerons qu’il existe un sytéme fondamental % de voisinages
de b dans B formé de parties compactes qui vérifient la condition (Rg).

Soient U un élément de Z. Nous allons construire un morphisme

Yy + BU)T)/(G(T)) — B~ (U)).

Rappelons que 'anneau %(p~1(U)) est un sous-anneau de I’anneau € (¢ ~1(U)) des
fonctions

frolU)— || #@

z€p~1(U)
qui vérifient f(z) € 57(x), quel que soit z € ¢~ 1(U). D’aprés le lemme 5.2.4, nous
avons
M(BO)T/(G(T))) =~ (U).
Cette remarque nous permet de construire un morphisme
ZU)[T/(G(T) — ¢ (p™H(U))

'(/)U,c: F — (xew_l(U)HF(iﬁ)G%(m))

Lemme 5.3.2. — L’image du morphisme vy . est contenue dans B(o~1(U)).
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Démonstration. — Soit F un élément de Z(U)[T]/(G(T)). D’aprés le théoréme 5.2.1,

il existe un élément
p—1
Fo=)_ fiT" € 2(U)[T)
k=0
vérifiant les conditions suivantes :
i) F = Fy dans Z(U)[T]/(G(T)) ;
i) [[Follow < ClIFluw,res-
Soit k € [0,p — 1]. Par définition de #(U), il existe une suite (px.n)n>0 d’éléments
de &7 et une suite (gxn)n>0 d’éléments de &7 ne s’annulant pas sur U telles que la
suite (Pk,n/qk.n)n>0 converge vers f dans Z(U) pour la norme ||.||y.
Pour n € N, posons

1 p1
P S [Tan | 7 v @),

H dk,n k=0 1#k

0<k<p—1

Son image modulo G(T) définit un élément de .# (¢~*(U)), que nous noterons Q.
Quel que soit n € N et quel que soit z € ¢~ (U), nous avons

Qn(z) — Fu| = |Pu(z) — Fo(2)]
= Pk () k
< =5 = fi(@)| [T ()]
kzzo Gk .n(7)
p—1 »
k.n
I e Iy
k=0 !l #57 U
On en déduit que la suite (Qn)n>o d’éléments de # (¢~'(U)) converge vers
I'élement 1y, .(F) pour la norme |.[|,-1(y). Par conséquent, I’élément vy .(F)
appartient & B(p~1(U)). O
Notons

Yu : BU)T/(G(T)) — B~ (U))

le morphisme déduit de 9y . par corestriction.
Proposition 5.3.3. — Le morphisme 1y est un isomorphisme.

Démonstration. — D’aprés la proposition 5.2.7, la norme |.||ywres définie sur
ZU)[T)/(G(T)) est équivalente & sa norme spectrale et, d’aprés le lemme 5.2.4,
cette norme spectrale n’est autre que la norme uniforme sur ¢~1(U). Le caractére
injectif du morphisme s’en déduit aussitot.

Soit F un élément de #(p~'(U)). Par définition, il existe une suite (P,)n>0
d’éléments de 2 et une suite (Qy,),>0 d’éléments de 2 ne s’annulant pas sur ¢~ (V)
telles que la suite (P,/Qn)n>0 converge vers F pour |.|ywres- Soit n € N.
Notons Py, et Qu,, les images respectives de P, et ), dans 2y . Par hypothése,
'élément Qy ., ne s’annule pas sur ¢~} (U) = M(2y). D’aprés le corollaire 1.2.4 de [2],
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il est donc inversible dans 2. La suite (PU,nQE’ln)nZO de 2y est de Cauchy dans 2.
Elle converge donc vers un élément de 2y dont I'image par le morphisme ¥y est
I’élément F' dont nous sommes partis. O

Nous disposons donc, & présent, d’un isomorphisme
vy + lim B(U)[T]/(G(T)) = lim B(p~'(U)) = lim B(p~'(V)),
Uez Uez Ue¥

ol 7% désigne 'ensemble des voisinages du point b dans B. En effet, la premiére fléche
est un isomorphisme en vertu de la proposition qui précéde et la seconde grace au fait
que ’ensemble % est, par hypothése, cofinal dans % .

Pour tout élément U de %, la partie ¢~ !(U) est un voisinage de la fibre ¢ ~1(b)
dans C. Nous disposons donc d’un morphisme de restriction

xo: lim 2o~ (U)) = ] Oce.-
i=1

Ue¥
Lemme 5.3.4. — Le morphisme x; est injectif.
Démonstration. — Ce résultat découle directement du lemme 5.1.2. O

Intéressons-nous, a présent, a la surjectivité du morphisme yx;. Pour cela, il nous
faut introduire une nouvelle condition. Rappelons que, pour tout point b de B, nous
notons k(b) = Opp/my le corps résiduel du point b et que le corps 7 (b) est son
complété pour la valeur absolue associée a b.

Définition 5.3.5. — On dit qu’un point b de B satisfait la condition (1g) si tout facteur
irréductible dans k(b)[T] du polynéme G(T') reste irréductible dans 7 (b)[T)].

Nous supposerons désormais que le point b satisfait la condition (Ig). Remarquons
que tel est toujours le cas si le polynéme G(b)(T) est irréductible (ou, de maniére
équivalente, si 7 = 1). Dans 'anneau .7 (b)[T], écrivons 'image du polynéme G(T')
sous la forme

G = [T n,

ol r est un entier strictement positif, hq,...,h, sont des polynémes irréductibles et
unitaires a coefficients dans (b) et nq,...,n, des entiers strictement positifs. Les
points ¢y, ..., ¢, de C sont donc les points de la droite A;;?b) définis par ’annulation
des polynomes hi,...,h,. Quitte & changer 'ordre des polynémes, nous pouvons
supposer que, quel que soit ¢ € [[1,7], le point ¢; est défini par I’équation h; = 0.

La condition (Ig) assure que la décomposition en produits de facteurs irréducti-
bles du polynéme G(T') dans x(b)[T] et dans S (b)[T] est identique. On en déduit
que, quel que soit ¢ € [1,r], le polyndéme h; est a coefficients dans k(b). D’aprés
la proposition 2.5.1, 'anneau local Op; est hensélien. Par conséquent, il existe des
polynémes Hi, ..., H, unitaires & coefficients dans Op; qui vérifient les propriétés
suivantes :

ASTERISQUE 334



5.3. UN EXEMPLE 173

T
1. G =[] H; dans O[T ;
i=1
2. quel que soit ¢ € [1,r], nous avons H,(b) = h;"* dans 5 (b)[T].

Lemme 5.3.6. — Il existe un voisinage Wy de ¢ dans C, ..., un voisinage W, de ¢,
dans C tels que, quel que soit j € [1,7] et quel que soit € > 0, il existe une
fonction F; . € (W), avec
w=J W
1<ilr

vérifiant les propriétés suivantes :

1) [|Fje —lw, <¢€;

ii) quel que soit i # j, ||Fjllw, <e.

Démonstration. — 1l suffit de démontrer le résultat indépendamment pour chacun
des indices j € [1,7]. Le résultat attendu s’en déduit en considérant, pour chaque
indice ¢ € [1,r], lintersection des ouverts W; construits et en restreignant les
fonctions F ..

Soit j € [1,r]. Il existe un voisinage V' de b dans B tel que les fonctions Hy, ..., H,
appartiennent & #(V)[T]. Choisissons des voisinages compacts Wy de ¢, ..., W,
de ¢, dans ¢~ 1(V), deux & deux disjoints. Quitte & restreindre ces voisinages, nous
pouvons supposer que, quel que soit k € [1,7], la fonction Hy ne s’annule pas sur la
partie compacte W;, pour i # k. Il existe alors deux nombres réels m, M > 0 tels que,
quel que soit k € [1,7] et quel que soit i # k, nous ayons

m < min (|Hx(@)]) < |Hillw, < M.

Remarquons que nous pouvons restreindre les voisinages W;, avec ¢ € [1,7], sans
changer les valeurs des constantes m et M. En particulier, nous pouvons supposer
que nous avons
1
r—1
15 llw; < 5 m

et, quel que soit 7 # 7,

1
||Hz||W1 < 5 TI’LMQ_T.

Par densité de # (W) dans Z(W) D B(V)[T], nous pouvons supposer qu’il existe
des éléments K, ..., K, de (W) qui vérifient les mémes inégalités que Hy, ..., H,.

Soit N € N*. Montrons que la fonction Dy = KJN + [ Lizj K ne s’annule pas
sur W. Sur W;, tout d’abord, nous avons

min KN(x mln (1K ( N N(r=1)
I11%;

Wi \ i i
et
”KNH <2- N N(r 1)
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On en déduit que

) N N(r—1) mN(rfl)
mip (1D (e)) = (1= 2 M0 > M
Soit ¢ # j. Nous avons

: N N
min (K57 (2)]) 2 m

et

KN H KN < 9N N pyN@=) pfN(r=2) < 9=N |\ N
ki, W
On en déduit que
mN

(IDx(@)]) = (1= 27 Y)m" = T

min
zeW;

En particulier, ’élément Dy de £ (W) est inversible.
Considérons 1'élément Fy = D' [Tiz; K de o/ (W). 1 vérifie

”FN _ ]-”WJ — ||D1T71 KJNHW, < 2m—N(r—1) 2—NmN(r—1) < 21—N
et, quel que soit 7 # 7,
||FN||W,( S 2m—N 2—NmNMN(2—T) MN(T—Q) S 21—N.

Quel que soit € > 0, quitte & choisir un nombre entier NV assez grand, ’élément Fiy
vérifie les propriétés demandées. O

Lemme 5.3.7. — Le morphisme x; est surjectif.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que, quel que soit ¢ € [1, 7] et quel que soit f
dans Occ,, il existe un élément F' de lim #(p~1(U)) dont 'image dans Oc,, est
égale a f et I'image dans O ;, pour tout j # i, est nulle.

Soient i € [1,r] et f € O¢,,. 1l existe un voisinage V; de ¢; dans C sur lequel la
fonction f est définie. Quitte & restreindre ce voisinage, nous pouvons supposer qu’il
existe une suite (pp,)n>0 d’éléments de 2 et une suite (g, )n>0 d’éléments de 2 qui ne
s’annulent pas sur V; tels que la suite (py,/qn)n>0 converge vers f pour la norme ||.|v,.

Nous reprenons, & présent, les notations du lemme précédent. Quitte & restreindre
le voisinage V;, nous pouvons supposer qu’il est compact et contenu dans W;. Nous
noterons

v=viul JWw;
i
Soit n € N. Il existe un nombre réel m > 0 tel que, quel que soit x dans V;, nous
ayons |g,(z)| > m et un nombre réel M > m tel que ||p,|lv < M et |gnllv < M.

Posons
m 1 A 1

< TR G —
omr+ 1M ~r+1 T M S M@r+1)

An =
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Considérons ’élément de 7 (V') défini par
Qn = Fi,;LHQn + Z Fj,)\n~
J#i

Montrons qu’il ne s’annule pas sur W. Quel que soit € V;, nous avons

r 1
n i - F; >1_ 2 .
|Qn(z)| > |Fip,( )| ]§¢1:|J>\ z)| r+1 r+1

Soit j # i. Quel que soit x € W}, nous avons

Qn(@)] = |Fjn, (@)] = |Fin, (2)an(@)| = Y |Fp, ()] —

T
oy Tt
On en déduit que @, est inversible dans # (V). Considérons, & présent, I’élément
de J# (V) défini par
R, =F; uﬂanle.

Quel que soit j # ¢, nous avons

m 1
Rillw < ————— M(r+1)< < —.
IRullws < Gaper MO+ D < 3aar < o
Au-dessus de V;, nous avons
Pn Pn
R,——= ipndn — Qn) = F; An
qn Qnan ( H ) an'n ; »
On en déduit que
Rn_& <M(’/‘+1) (r—1)m r—1

|

On déduit de ces inégalités que la suite (R, ),>0 converge pour la norme ||.||y vers
la fonction qui coincide avec f sur V; et qui est nulle sur W}, quel que soit j # 4. O

<
qn m 2n(r+1)M — 27

i

Venons-en, maintenant, a la description de l’anneau local (¢+0¢)p. Il nous suffit
pour cela de regrouper les résultats obtenus précédemment.

Théoréme 5.3.8. — Soit b un point de B. Supposons que le point b vérifie la
condition (Ig) et posséde un systéme fondamental de voisinages compacts qui
satisfont la condition (Rg). Alors le morphisme

ﬁ}g,b — (P00
P

(ag,...,ap,l) = Z(IZTZ
=0

Qp

est un isomorphisme de Op -modules.
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Démonstration. — Notons
OB —  Opu[T]/(G(T))

By : - i
(ag,-.-,0p_1) ZaiT.
=0

C’est un isomorphisme, car le polyndme G(T') est unitaire et de degré p.
Notons 7, le morphisme naturel
T ¢ Op[T1/(G(T)) — lim BU)T]/(G(T)).
Ue

Il est bien défini car & est, par hypothése, un systéme fondamental de voisinages du
point b dans B et c’est également un isomorphisme.
Notons 6 le morphisme induit par la restriction

8 : [ Oce. = (0xOc)s-
i=1

D’aprés le théoréme 5.1.4, c’est encore un isomorphisme.
Avec les notations précédentes, le morphisme «y se décompose de la fagon suivante

ap = b0 X © P Vb © Bb.
Nous avons démontré plus haut que les morphismes x; et 1, sont des isomorphismes.
On en déduit le résultat attendu. O

Nous tirons immeédiatement les conséquences de ce résultat en termes globaux.

Corollaire 5.3.9. — Supposons que tout point de B vérifie la condition (Ig) et posséde
un systéme fondamental de voisinages compacts qui satisfont la condition (Rg). Alors,
le morphisme

ﬁ% - p«Oc

P
(ag,---,0p_1) Zai T
i=0

est un isomorphisme de Opg-modules. En particulier, pour toute partie V de B, le

(073

morphisme naturel
p(V)[T)/(G(T) — Oc(p™' (V)
est un isomorphisme.

Démonstration. — La premiére partie du résultat découle immédiatement du
théoréme précédent. On en déduit que, pour toute partie V de B, le morphisme
naturel
Os(V)[T]/(G(T)) — (¢« Oc)(V)
est un isomorphisme. Il nous reste & remarquer que le morphisme naturel
(0s0c)(V) = lim Oc(p™'(U)) — lim Oc(W)=0c(p” (V)

UoV Woe—1(v)
U ouvert W ouvert
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est un isomorphisme. En effet, d’aprés le lemme 5.3.1, le morphisme ¢ est un
morphisme topologique fini. Il suffit alors d’appliquer le corollaire 5.1.3. U

Corollaire 5.3.10. — Supposons que tout point de B vérifie la condition (Ig) et posséde
un systéme fondamental de wvoisinages compacts qui satisfont la condition (Rg).
Supposons que le faisceau Op est cohérent. Pour toute partie V. de B, nous noterons

oy o (V)= V

le morphisme déduit de ¢ par restriction et corestriction. Alors, pour toute partie V
de B et tout faisceau cohérent F sur o~ 1(V), le faisceau (pv )« est cohérent.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 5.3.9, le faisceau ¢,O0¢c est isomorphe au
faisceau 0%. C’est donc un faisceau cohérent. Soient V' une partie de B et . un
faisceau cohérent sur o ~1(V). Soit b un point de V. Notons ci,...,c,, avec 7 € N,
ses antécédents par le morphisme . Ils sont en nombre fini, d’aprés le lemme 5.3.1.
Soit i € [[1,7]. I existe un voisinage U; du point ¢; dans ¢ ~1(V'), des entiers p; et ¢;
et une suite exacte
0— O — OfF — Fy, — 0.

Nous pouvons supposer que les entiers p;, avec ¢ € [1,7], sont égaux & un méme
entier p, que les entiers ¢;, avec i € [1,r] sont égaux & méme entier q et que les
voisinages U;, avec ¢ € [1,7], sont deux & deux disjoints. Notons U leur réunion.
D’aprés le lemme 5.1.2, quitte & restreindre encore les voisinages U;, nous pouvons
supposer que la partie U est de la forme ¢ ~1(W), ott W est un voisinage du point b
dans V. Nous pouvons regrouper les suites précédentes en une suite exacte

0— OF — O — Fy — 0.
D’aprés le théoréme 5.1.5, la suite

0 — ((pw)«Ov)? — ((pw)+0v)* = (pw)«Fvu — 0

est encore exacte. D’aprés le corollaire 5.1.3, le faisceau (¢w )«Oy est la restriction
a W du faisceau ¢,0¢c. Clest donc un faisceau cohérent. On en déduit que le
faisceau (pw)«Fy, qui n’est autre que la restriction & W du faisceau (pv )%,
d’aprés le méme corollaire, est cohérent. Par conséquent, le faisceau (¢v)..# est
cohérent. O

5.4. Théoréme de division de Weierstrall en un point rigide

Le théoréme de division de Weierstrafs 2.2.3 que nous avons démontré généralise le
théoréme classique sur C et permet de décrire ’anneau local au voisinage du point 0
d’une fibre. En géométrie analytique complexe, il est toujours possible de se ramener &
ce cas & l'aide d’une translation. Sur une base quelconque, en revanche, un tel artifice
est impossible. Nous allons cependant montrer ici que I’étude des morphismes finis
que nous avons entreprise permet d’obtenir un théoréme de division de Weierstrafl
pour les points rigides des fibres.
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Soit (.7, ]|.||) un anneau de Banach uniforme. Nous notons B = (<), X = A"
(avec variable T') et m : X — B le morphisme de projection. Soit s > 0. Considérons
Palgeébre o7 (|T| < s) munie de la norme ||.||s. Nous noterons o7, son complété pour
la norme uniforme sur son spectre analytique. Le morphisme &/ [T] — < induit une
application continue et injective

M(ty) = A"

dont I'image est le disque fermé D(s). Nous identifierons dorénavant le spectre
analytique (<) a ce disque.

Définition 5.4.1. — Soient b un point de B et P(T) un polynéme a coefficients dans of
unitaire dont limage dans 7 (b)[T] est irréductible. On dit que le point b satisfait la
condition (Sp) s’il existe un nombre réel s > 0 et un systéme fondamental %, p de
voisinages compacts et spectralement convezes de b dans B tel que, quel que soient U €
U, p etr €]0,s], la partie compacte Dy (r) de M(<Z;) vérifie la condition (Rp(s)—r).

On dit qu’un point b de B satisfait la condition (S) si, pour tout polynéme
unitaire P(T) & coefficients dans Opp, dont l’image dans € (b)[T] est wrréductible,
il existe un voisinage compact et spectralement convexe V du point b dans B sur
lequel le polynome P(T) est défini et tel que le point b de M(HB(V)) satisfasse la
condition (Sp).

Remarque 5.4.2. — D’aprés la proposition 1.2.16, si U désigne une partie compacte
et spectralement convexe de B et r et s deux nombres réels vérifiant 0 < r < s, alors
la partie compacte Dy (r) de M(2) est spectralement convexe.

Soient b un point de B et P(T) un polynéme a coefficients dans 7 unitaire et
dont I'image dans J#(b)[T] est irréductible. Nous noterons y l'unique point de la
fibre 7=1(b) défini par 1'équation P = 0. Nous allons décrire I’anneau local de la
droite analytique en ce point en nous ramenant 4 la situation décrite dans les sections
qui précédent. Pour cela, nous supposerons que le point b vérifie la condition (Sp).

La condition (Sp) assure qu'’il existe un nombre réel strictement positif s et un
systéme fondamental %, p de voisinages compacts et spectralement convexes de b
dans B tel que, quel que soient U € %, p et r € ]0, s], la partie compacte Dy (r)
de M(e/) vérifie la condition (Rp(sy—7). Soit U un élément de %, p. Considérons
I'algébre de Banach .7/ = %(Dy(s)) et munissons-la de sa norme uniforme ||.||".
Notons B’ son spectre analytique. Considérons le nombre réel v > 0 dont I’existence
est démontrée dans la section 5.2 pour 'algébre &7’ et le polyndme P(S)—T de 27'[S].
Choisissons un nombre réel v/ > v. Notons x € B’ le point de la fibre au-dessus
de b défini par I’équation T = 0. Nous avons un isomorphisme 7 (b) — #(z).
Par hypothése, la partie B’ vérifie la condition (R p(s)—r)- Par conséquent, d’aprés la
proposition 5.2.7, la semi-norme ||.||’5/ ,/ .4, définie sur le quotient o7’[S]/(P(S)—T') est
une norme uniforme. Notons C’ le spectre analytique de «7'[S]/(P(S)-T)et ¢’ : C' —
B’ le morphisme naturel. Puisque le polynome P(S) est irréductible dans 7 (z)[S],
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la fibre <p’_1(:1:) ne comporte qu’un seul point. C’est le point rigide de la fibre au-
dessus de b de P’espace affine de dimension 2 associé a ’idéal maximal (P(S),T"). Nous
noterons z ce point. Remarquons que, par choix de v’, la partie C’ est un voisinage
du point z dans le fermé de Zariski de Ai’,‘m défini par ’équation P(S) — T = 0.
Puisque le polynoéme (P(S) — T)(z) = P(S)(x) € H#(x)[S] est irréductible, le
point z de X = AL (avec variable T) satisfait la condition (Ip(g)_r). D’aprés la
proposition 2.4.3, ensemble des parties de la forme Dy (r), avec V € %, p et r > 0,
est un systéme fondamental de voisinages compacts du point x dans X. Quitte a
ne considérer les parties précédentes que sous les conditions V C U et r < 1, nous
obtenons un systéme fondamental de voisinages compacts et spectralement convexes
du point z dans B’. Par hypothése, ces parties satisfont la condition (Rp(s)—r). Nous
pouvons donc appliquer le théoréme 5.3.8. Il assure que le morphisme naturel

Ox z|S]/(P(S) = T) = Op 4[S]/(P(S) = T) — Oc .
est un isomorphisme.

Considérons, & présent, 'algébre Z(U)(|S| < v’) munie de la norme |||y, C’est
une algébre de Banach dont nous noterons B” le spectre analytique. Notons ||.||” la
norme uniforme sur B” et <" ’algébre de Banach obtenue en complétant I’algébre
BU)(|S| < v') pour cette norme. Considérons le nombre réel v > 0 dont V'existence
est démontrée dans la section 5.2 pour Palgébre 7" et le polynéme T'— P(S) de «7"'[S].
Choisissons un nombre réel v > max(v, 1). Remarquons que la condition (Ry_p(s))
est trivialement vérifiée pour tout partie compacte et spectralement convexe de B’
et, en particulier, pour la partie B” elle-méme. D’aprés la proposition 5.2.7, la semi-
norme |||, s définie sur le quotient </”'[T]/(T — P(S)) est une norme uniforme.
Notons C” le spectre analytique de &7”'[T|/(T — P(S)) et ¢"' : C” — B" le morphisme
naturel. Puisque le polynéme T — P(S) € &"[T] est de degré 1, la fibre ¢” " (y) ne
comporte qu’'un seul point. C’est le point rigide de la fibre au-dessus de b de ’espace
affine de dimension 2 associé a 'idéal maximal (P(S),T'), comme précédemment. Nous
noterons donc encore z ce point.

Le point y de B” (avec variable S) satisfait évidemment la condition (Ir_p(g))-
La remarque 5.4.2 montre que le point y de B” posséde un systéme fondamental de
voisinages compacts qui satisfont la condition (Rp_ p(S)). 11 suffit, par exemple, de
considérer I’ensemble des voisinages compacts rationnels du point y. Nous pouvons
donc appliquer le théoréme 5.3.8. On en déduit que le morphisme naturel

ﬁy’y l) ﬁB”,y — ﬁc//’z

est un isomorphisme.

Pour finir, remarquons que les parties C’ et C” se plongent naturellement dans
l’espace affine de dimension 2 au-dessus de B. Par choix de v”, une fois identifiés les
espaces et leur plongement, nous avons I'inclusion C’ C C”. On en déduit qu’en tout
point ¢ intérieur & C’, le morphisme de restriction

ﬁC”,c - ﬁC’,c
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est un isomorphisme. En effet, en un tel point, ’anneau local est formé des fonctions
qui sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans poles a coefficients
dans 7. En particulier, nous avons un isomorphisme

Ocn e > Ocr,s.

Il ne nous reste plus, & présent, qu’a combiner ces résultats pour obtenir une
description explicite de ’anneau local Oy,,.

Théoréme 5.4.3. — Sous la condition (Sp), le morphisme naturel
ﬁX’z[S]/(P(S) - T) s ﬁo’,z (l ﬁy’y

est un isomorphisme.

Forts de cette description, nous pouvons, a présent, démontrer un théoréme de
division de Weierstrafs au voisinage des points rigides des fibres de la droite analytique.
Rappelons les notations : ./ est un anneau de Banach muni d’une norme uniforme,
B = M(<) est son spectre analytique, b est un point de B, P(S) est un polynéme
unitaire & coefficients dans .7 dont 'image dans ./ (b)[S] est irréductible, ¥ = A"
est la droite analytique au-dessus de B (nous notons S la variable correspondante)
et y est 'unique point de la fibre au-dessus de b défini par I’équation P(y) = 0.

Théoréme 5.4.4. — Supposons que le point b de B satisfait la condition (S). Soit G(S)
un polynome & coefficients dans Op . Notons n la valuation P-adique de 'image de
ce polynome dans J(b)[S]. Alors, pour tout élément F' de Oy, il existe un unique
couple (Q, R) d’éléments de Oy, vérifiant les propriétés suivantes :
i) lélément R est un polynéme & coefficients dans Opyp de degré strictement
inférieur a nd ;
ii) nous avons l’égalité F = QG + R.
En outre, si l’élément F' appartient ¢ O u[S], il en est de méme pour les éléments Q

et R.

Démonstration. — On se raméne immédiatement & traiter le méme probléme dans
lanneau local Oc/ . et avec le polynéme G = P". Le résultat se déduit alors
simplement du théoréme de division de Weierstraf classique dans I'anneau Ox ;.
Détaillons la preuve de I’existence de la division. Nous disposons d’un isomorphisme

Ox :1S]/(P(S) —T) = Ocr,.
Puisque le polynéme P(S) — T de Ox;[S] est unitaire, il existe des éléments
fo,..., fa—1 de Ox , tels que l'on ait

d—1
F=) f;8 mod (P(S)-T).

i=0
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Soit ¢ € [1,d — 1]. D’apreés le théoréme 2.2.3, il existe un élément ¢; de Ox , et un
polynome r;(T) & coefficients dans Op;, de degré inférieur 4 n — 1 tels que l'on ait
Iégalité

fi=aqT" + ;.

Par conséquent, dans 'anneau Ox ,[S]/(P(S) — T'), nous avons

d—1 d—1
F = (Z aiqiSi> "+ ri(T)S"
=0 =0

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que le degré du polynéme
d—1
Zri(P(S)) S € OpyS]
i=0

est inférieur & (n — 1)d+ (d — 1) = nd — 1.

La remarque finale est claire lorsque le point y est rationnel, en utilisant le fait que
lanneau Op[S] se plonge dans Oy, et I'unicité de la division. Le cas d’un point y
quelconque se rameéne & celui d’un point rationnel par le méme raisonnement que
précédemment. O

5.5. Endomorphismes de la droite

Dans cette partie, nous étudions les morphismes finis d’une partie de la droite
analytique dans elle-méme donnés par un polynoéme & coefficient dominant inversible.
Maintenant que nous disposons du théoréme de division de Weierstral pour les
points rigides, nous pouvons suivre pas a pas les raisonnements utilisés en géométrie
analytique complexe.

Soit (<7, ||.||) un anneau de Banach uniforme. Nous notons B = M(</), X = Aifn
(avec variable T') et m : X — B le morphisme de projection. Fixons, dés a présent,
les notations. Notons K l’anneau total des fractions de «7. Soit

d
P(T)=> a;T,
=0

avec d € N* et ag,...,aq € K, un polyndome non constant & coefficients dans K.
Pour toute partie V compacte et spectralement convexe de I’espace B sur laquelle les
coefficients de P sont définis et le coefficient a4 inversible, le morphisme naturel

BV)[T) — V)T, S)/(P(S) - T) = B(V)]S]

induit un morphisme continu de la partie 7~1(V) dans elle-méme. Soit U une partie
localement connexe de l’espace B sur laquelle les coefficients de P sont définis
et le coefficient aq4 inversible. Tout point de U posséde un systéme fondamental
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de voisinages compacts et spectralement convexes. Par conséquent, nous pouvons
construire un morphisme

g H(U) =77 HU)
en recollant des morphismes du type précédent. Afin d’éviter les confusions,
nous noterons respectivement Z et Y la source et le but du morphisme ¢. Nous
considérerons donc le morphisme

p:Z—-Y.
Proposition 5.5.1. — Le morphisme ¢ est un morphisme topologique fini.
Démonstration. — Le fait que le morphisme ¢ soit continu est immédiat. Pour

montrer qu’il est fermé, nous allons montrer qu’il est topologiquement propre,
c’est-a-dire que 'image réciproque de toute partie compacte est encore compacte.

Soit E une partie compacte de Y. Il existe une partie compacte C de B et un
nombre réel r tels que la partie E soit contenue dans le disque compact Dg(r). La
partie ¢ 1(E) est alors une partie fermée de

go_l(ﬁc(r)) = {z ez ’ w(z) € C, |P(S)(2)| < 7"} .

D’aprés le corollaire 1.1.12, cette derniére partie est compacte. On en déduit que la
partie ¢~ (E) I'est également.
Pour finir, montrons que les fibres du morphisme ¢ sont finies. Soit y un point de Y.
L’ensemble de ses antécédents par I’application ¢ est ’ensemble des points de 1’espace
. 1,an : . A
analytique A 2(y) dont nous noterons S la variable, qui annulent le polynéme

d
Qy(S) =P(y)(S) —T(y) = > _ai(y) S* = T(y) € A (y)[S].
i=0
Puisque le polynome P n’est pas constant et que son coefficient dominant ne s’annule
pas sur Y, le polynome @, (S) n’est pas nul. On en déduit que 'ensemble ¢! (y) est
fini. O

Posons
G(S) = P(S)—T € o(U)[T]]9].
Considérons Affﬂ Iespace affine analytique de dimension 2 sur &/ avec variables S
et T. Notons Z' I'ouvert de Ai’;n formé des points dont la projection sur I’espace B
appartient & U. Le polynéme G définit une fonction analytique sur I’espace Z’. Nous
identifierons ’espace analytique Z avec le fermé de Zariski de I’espace Z’ défini par
I’équation G = 0. Soit y un point de Y. Notons z1, ..., 2z, avec t € N*, ses antécédents
par le morphisme ¢. Le théoréme qui suit est I’analogue du théoréme 2 de [14], I, §2.

Remarque 5.5.2. — Les définitions 5.3.5 et 5.4.1 des conditions (Ig) et (S) étant
locales, elles s’adaptent sans peine au cas des points d’un espace analytique qui n’est
pas un spectre analytique. Nous nous autoriserons donc & les utiliser encore sans plus
de précautions.
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Théoréme 5.5.3. — Supposons que le point de y de Y satisfait les conditions (Ig)
et (S). Soit (f1,...,ft) € Hle Oy ;. Alors, il existe un unique élément (r,q1,...,q)
de Oy [S] x [[iz1 Oz -, vérifiant les propriétés suivantes :

i) le polynéme r est de degré strictement inférieur a d ;
ii) quel que soit i € [1,t], nous avons f; = ¢; G + 1 dans Oz .

Démonstration. — Dans 7 (y)[S], écrivons le polynéme G sous la forme

ol p1,...,p; sont des polyndmes irréductibles et unitaires a coefficients dans J#(y) et
ni,...,n; des éléments de N*. Pour ¢ € [[1,t], notons d; le degré du polynéme p;. Les
points z1,. .., 2; de Z’' sont donc les éléments de la fibre au-dessus du point y définis par
I’annulation des polyndomes p1,...,p;. Quitte & changer I'ordre des polyndémes, nous
pouvons supposer que, quel que soit ¢ € [1, ], le point z; est défini par équation p; =
0.

D’aprés la condition (Ig), la décomposition en produits de facteurs irréductibles du
polynome G[S] dans k(y)[S] et dans 7 (y)[S] est identique. On en déduit que, quel que
soit ¢ € [1,t], le polynome p; est a coefficients dans x(y). D’apreés la proposition 2.5.1,
l’anneau local Oy, est hensélien. Par conséquent, il existe des polynémes G1,...,G;
unitaires & coefficients dans Oy, vérifiant les propriétés suivantes :

t
1. G=ayq HGi dans Oy, [S] ;

i=1
2. quel que soit ¢ € [1,¢t], nous avons G;(y) = p;"*.

Démontrons, maintenant, I’existence de 1’écriture annoncée. Il suffit de le démontrer
pour des t-uplets (f1,..., ft) comportant un seul terme non nul. Le résultat général
en découlera par addition. Soit ¢ € [1,t] et supposons que, quel que soit j # 4, nous
avons f; = 0. Posons

€; = Qq HGJ(S)
J#i
La fonction e; est inversible au voisinage du point z;. Puisque le point de y de Y
satisfait la condition (S), nous pouvons appliquer le théoréme de division de
Weierstraff 5.4.4. On en déduit qu’il existe un élément ¢; de O ., et un polynoéme 7’
a coeflicients dans Oy, et de degré strictement inférieur & n,d; tels que

fi ei_1 =¢;G; + 1" dans Oy ,.
En multipliant ’égalité par e;, nous obtenons
fi=qG+rdans Oz ,,,

ot 7 = r’ e; est un polynéome de degré strictement inférieur a d.
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Soit j # i. La fonction G; est inversible au voisinage du point z;. Posons
¢j = —r' G dans Oz s,
Nous avons alors
0=g¢;G+rdans Oy ;.
Pour finir, démontrons l'unicité de 1’écriture obtenue. Soit (r, g1, . .., q;) un élément
de Oy, [S] x [[i—1 Oz, vérifiant les propriétés suivantes :
i) le polynéme r est de degré strictement inférieur a d ;
ii) quel que soit ¢ € [1,¢], nous avons f; = ¢; G+ r dans Oy ..
Pour montrer que I’écriture est unique, nous pouvons supposer que, quel que soit 7 €
[1,t], nous avons f; = 0 et montrer alors que r = 0 et que, quel que soit i € [1,¢],
g; = 0. Supposons donc que, quel que soit ¢ € [[1,t], nous avons f; = 0. Soit ¢ € [1,¢].
Avec les mémes notations que précédemment, nous obtenons 1’égalité

—r = (¢;¢;)G; dans Oy ..

D’aprés la remarque finale du théoréme 5.4.4, cette égalité vaut dans Oy ,[S]. Puisque
les polynémes G, ...,G; sont premiers entre eux deux & deux, leur produit a;lG
divise r. Pour des raisons de degré, cela impose au polynéme r d’étre nul. Par unicité
de la division euclidienne dans chacun des anneaux Oy ,,, avec i € [1,¢], nous en
déduisons que les fonctions g, ..., g; sont également nulles. U

Nous parvenons enfin au résultat attendu.

Théoréme 5.5.4. — Supposons que le point dey de Y vérifie les conditions (Ig) et (S).
Alors, le morphisme

ﬁg’,y - (Sa*ﬁZ)y

d—1 ‘

(coy.--sCa—1) + Zci S*
i=0

est un isomorphisme.

Démonstration. — Puisque le polynéme G est de degré d est que son coefficient
dominant est inversible sur 7(Y’), le morphisme
2 —  Ovy[S1/(G(5))

d—1
(Co,...,cd_l) — Zci S*
i=0

est un isomorphisme. Le résultat découle alors du théoréme précédent grace a I’égalité

t
(@*ﬁz)y =~ H ﬁZ,zi- O
=1

Nous déduisons de ce résultat deux corollaires. Leur démonstration est similaire &
celle des corollaires 5.3.9 et 5.3.10.
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Corollaire 5.5.5. — Supposons que tout point de Y vérifie les conditions (Ig) et (S).
Alors, le morphisme

ﬁfdf - 0Oz
d—1
(C(),.. .,Cd_l) — Zci S*
i=0
est un isomorphisme. En particulier, pour toute partie V de 'Y, le morphisme naturel
Oy (V)[S]/(P(S) = T) — Oz(p~1(V))
est un isomorphisme.

Corollaire 5.5.6. — Supposons que tout point de Y vérifie les conditions (Ig) et (S).
Supposons que le faisceau Oy est cohérent. Pour toute partie V. de Y, nous noterons

oy o (V) >V

le morphisme déduit de ¢ par restriction et corestriction. Alors, pour toute
partie V de Y et tout faisceau de O,-1(yy-modules cohérent F, le faisceau de
Oy -modules (py )« F est cohérent.

5.6. Au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres

Nous souhaitons disposer des résultats établis a la section précédente lorsque la
base est le spectre d’'un anneau d’entiers de corps de nombres. Nous nous plagons
dans ce cadre et reprenons les notations du chapitre 4. Nous souhaitons montrer que
les hypothéses du théoréme 5.5.4 sont satisfaites. Commengons par nous intéresser a
la condition (Ig).

Proposition 5.6.1. — Soient x un point de X et P(S) un polynéme irréductible
de k(x)[S]. Alors limage de P(S) dans J(x)[S] est irréductible.

Démonstration. — Supposons, tout d’abord, que la caractéristique du corps
résiduel k(z) est un nombre premier. Le point z appartient alors a une fibre
extréme. D’aprés le théoréme 4.1.3, le corollaire 4.2.5 ou la proposition 4.3.8, les
corps k(z) et J#(z) sont naturellement isomorphes et le résultat est tautologique.
Supposons, & présent, que la caractéristique du corps résiduel x(z) est nulle. Dans
ce cas, le polynome P est séparable. D’aprés le théoréme 4.4.1, iv, le corps x(x) est

hensélien. Nous concluons alors par la proposition 2.4.1 de [3]. O

Corollaire 5.6.2. — Soient x un point de X et G(S) un polynéme a coefficients dans
Uanneau local Ox ;. Le point x vérifie la condition (Ig).

Intéressons-nous, a présent, a la condition (.5).
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Lemme 5.6.3. — Soient U une partie compacte et spectralement convexe de B et r un
nombre réel strictement positif. Supposons que les valeurs absolues associées auz points
de U sont ultramétriques. Notons B(U){|T| < r} Ualgébre constituée des éléments de
la forme

> b T de B(U)[T]

i>0

tels que la suite (||b;||u 7%)i>0 tend vers 0. Munissons-la de la norme définie par

> obT = max(|[b | ).
i20 U,r,um B
C’est alors une algébre compléte et le morphisme A[T] — PB(Dy(r)) induit un
isomorphisme d’algébres normées

BUNIT| < r} = B(Dy(r)).

Démonstration. — Puisque la partie U de B est spectralement convexe, le morphisme
A[T] — B(U){|T| < r} induit une injection continue

MBUNIT| < r}) — A
dont I'image est le disque Dy (7). Soit F un élément de A[T] qui ne s’annule pas
sur le disque Dy (r). Alors, d’aprés [2], corollaire 1.2.4, I’élément F' est inversible
dans Z(U){|T| < r}. On en déduit que le morphisme A[T] — BU){|T| <r} se
prolonge en un morphisme injectif

A (Dy(r)) = BUN|T| <r}.

Comparons, maintenant, la norme ||.||yrum & la norme uniforme sur le disque
Dy (r). Soit F =350 fi T* € A[T). Soit b un point de U. La semi-norme associée au
point b est, par hypothése, ultramétrique. Par conséquent, la norme uniforme ||.|| bor
sur le disque fermé de rayon r au-dessus du point b vérifie

IF 1. = max(las(8) 7).
On en déduit que
1F115, ) = max (| Flle.r) = max({lbillo ') = [ Fllv.r,um-

Le morphisme précédent se prolonge donc au complété de .# (Dy(r)). On en déduit
un morphisme injectif

#(Dy(r)) — BUIT| <r}.

L’image de ce morphisme contient tous les polyndmes a coefficients dans ZA(U).
L’ensemble de ces polynomes étant dense dans Z(U){|T| <r}, le morphisme
précédent est un isomorphisme. O
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Rappelons que si (7, ||.|) désigne un anneau de Banach et ¢ un élément de R,
nous notons & le complété de algébre 7 (|T| < t) pour la norme uniforme sur son
spectre analytique et que nous identifions ce spectre au disque fermé D(t) contenu

. . 1,an
dans la droite analytique A .

Lemme 5.6.4. — Soient t > 0,  un point de D(t) et U un voisinage compact et
conneze du point x dans D(t) vérifiant les propriétés suivantes :

i) les valeurs absolues associées auzx points de U sont ultramétriques ;
ii) la partie U est spectralement convezxe ;
iii) la partie U posséde un bord analytique fini et algébriqguement trivial.
Soit P(S) un polynome de O(U)[S] tel que Uélément Rés(P, P') de O(U) n’est pas
nul. Alors, quel que soient s > 0 et r € 0,s], le disque Dy(r) (avec variable Tp)
de M((;)s) vérifie la condition Rp(sy_r,-

Démonstration. — Soient s > 0 et r € ]0,s]. Notons V = Dy(r) muni de
la variable Tp. D’aprés la proposition 1.2.16, une telle partie de M((<%)s) est
spectralement convexe.

Pour tout point y de ', notons y, le point 7,. de la fibre de V' au-dessus du point y.
Remarquons, dés a présent, que, pour tout point y de I', I’élément Ty(y,) de 57 (y..)
est transcendant sur s (y). Notons

'y ={y,, yeT}

Tout élément de # (V) atteint son maximum sur I'y. Il suffit, pour s’en convaincre,
d’utiliser la description explicite démontrée dans le lemme qui précéde.

Pour montrer que le disque V' vérifie la condition Rp(s)_1,, il nous suffit donc
de montrer que la fonction Rés(P(S) — Ty, P'(S)) ne s’annule pas sur I'y. Soit y
un point de I'. Nous avons Rés(P(S), P'(S))(y) # 0. En effet, dans le cas contraire,
puisque I'anneau local Ox , est un corps, la fonction Rés(P(S), P'(S)) serait nulle
au voisinage du point y et donc nulle sur U, d’aprés le principe du prolongement
analytique. Considérons I’élément R, (T) = Rés(P(S)—Tp, P'(S)) de S (y)[T]. Nous
venons de montrer que R,(0) # 0. On en déduit que le polynéme R, n’est pas nul,
puis que R, (Ty(y-)) n’est pas nul, car To(y,) est transcendant sur JZ(y). Clest le
résultat attendu. O

Lemme 5.6.5. — Soit x un point de X. Soit P(S) un polynéme de Ox ,[S] dont
Uimage dans J(x)[S] est irréductible. Alors ’élément Rés(P, P') de Ox , n’est pas
nul.

Démonstration. — Le polynome P(S) est également irréductible dans x(z)[S] et donc
dans Ox ;[S], puisque Panneau local Ox , est hensélien. Or anneau Ox ,, est intégre
et son corps de fractions est parfait, car de caractéristique nulle. En effet, c’est une
extension du corps des fractions de I'anneau Op (,), dont la caractéristique est nulle.
On en déduit le résultat voulu. O

Proposition 5.6.6. — Tout point de X satisfait la condition (S).
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Démonstration. — Soit x un point de X. Supposons, tout d’abord, que le corps
résiduel complété 7 (z) est parfait. Soit P(S) un élément de Ox ,[S] dont I'image
dans J#(x)[S] est irréductible. Puisque le corps résiduel complété 72 (z) est parfait,
ce polynome est séparable et nous avons Rés(P(S), P'(S))(x) > 0. Par conséquent, il
existe un nombre réel m > 0 et un voisinage compact et spectralement convexe V' du
point z dans X sur lequel le polynome P(.S) est défini et la fonction Rés(P(S), P'(S))
minorée par m. Considérons, & présent, le polyndome Rés(P(S) — To, P'(S))
de #A(V)[To]. Nous venons de montrer que son coefficient constant est minoré
sur V. Par conséquent, il existe s > 0 tel que ce polynéme ne s’annule pas sur Dy (s).
Pour tout voisinage compact et spectralement convexe U de z dans V et tout nombre
réel r € 0, s], la condition (Rp(s)—_1,) est alors vérifiée sur le disque Dy (r).
Supposons, & présent, que le corps résiduel complété 7 (z) n’est pas parfait. Le
point x appartient alors nécessairement & une fibre extréme de I’espace X. D’aprés
le théoréme 4.4.8, il posséde un systéme fondamental de voisinages vérifiant les
conditions du lemme 5.6.4. On conclut alors & ’aide du lemme 5.6.5. O

Nous pouvons, & présent, appliquer le théoréme 5.5.4 et ses corollaires. Nous allons
notamment en déduire une expression explicite des anneaux de sections globales au
voisinage des lemniscates. Soit V' une partie de l’espace B et P(S) un polyndme a
coefficients dans &'(D) dont le coefficient dominant est inversible. Soient s et ¢ deux
éléments de R, vérifiant I'inégalité s < t. Posons

Co={zeXy|s<|T(x)| <t},
Lo={z € Xv|s < |P(T)(x)| <t},
Cr={zeXy|s<|T(z) <t},
Ly ={z € Xv|s < |P(T)(z)| < t},
Cy={zeXy|s<|T
Lzz{xeXV|s§|PT)(m)|<t},
C’g—{xeXV|s<|
Lg:{xer|s<|
Cy={z e Xy ||T(x)| > s},
Ly ={z € Xv ||P(T)(z)| > s},
Cs ={z e Xy ||T(z) > s}
et Ls={zeXy||P(T)(z)>s}.

(
(
(
(
(
(
(
(

Choisissons un couple (C, L) parmi les couples (C;, L;), avec i € [0, 5].
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Procédons, a présent, comme dans la section 5.5. Pour toute partie V' compacte et
spectralement convexe contenue dans D, le morphisme naturel

BV)T] — B(V)IT,8]/(P(S) - T) = B(V)[S]
induit un morphisme continu de la partie Xy dans elle-méme. Ces morphismes se
recollent en un morphisme
v: Xy — Xy.
Remarquons que nous avons 1’égalité
L=pY0).

D’aprés le corollaire 5.6.2 et la proposition 5.6.6, les hypothéses des corollaires 5.5.5
et 5.5.6 sont vérifiées. En appliquant le corollaire 5.5.5, nous obtenons le résultat
suivant.

Théoréme 5.6.7. — Le morphisme naturel
o(C)[S]/(P(S) —T) — O(L)
est un isomorphisme.

Le théoréme 3.2.19 nous permet d’en déduire une description explicite des anneaux
de sections globales des lemniscates.
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CHAPITRE 6

ESPACES DE STEIN

Ce chapitre est consacré a 1’étude de quelques sous-espaces de Stein de la droite
analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres. Nous y utilisons
les notations du chapitre 4. Plus précisément, nous démontrons que certaines parties
assez simples, disques, couronnes ou lemniscates relatifs, sont des espaces de Stein.

Le numéro 6.1 contient les définitions dans un cadre général : nous appelons ici
espace de Stein tout espace annelé qui satisfait aux conclusions des théorémes A et B
de H. Cartan. Nous rappelons également quelques propriétés classiques de ces espaces.

Au numéro 6.2, nous dégageons des conditions sous lesquelles une réunion de deux
parties compactes et de Stein est encore un espace de Stein. Les notions introduites
peuvent sembler absconses, mais elle ne sont que formalisations des méthodes de la
géométrie analytique complexe.

Nous reprenons ensuite le cadre du chapitre 4 : celui de la droite affine analytique
au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres. Nous utilisons les résultats
obtenus pour montrer que les parties compactes et connexes de 1’espace de base sont
des espaces de Stein, au numéro 6.3, ainsi que les couronnes compactes des fibres, au
numéro 6.4, et les couronnes compactes et connexes de la droite, au numéro 6.5.

Au numéro 6.6, nous traitons le cas des couronnes ouvertes et, plus généralement,
des parties de la forme

{z e Xy ’ s < |P(T)(z)| < t},

ot V est une partie connexe de la base, P(T) un polyndéme unitaire & coefficients
dans O(V) et s et t deux nombres réels. Nous reprenons, 1a encore, les méthodes de
la géomeétrie analytique complexe. Nous indiquons tout d’abord des conditions sous
lesquelles une partie qui posséde une exhaustion par des parties compactes et de Stein
est elle-méme un espace de Stein. Nous démontrons ensuite un résultat de fermeture
pour certains germes de faisceaux, qui nous semble présenter un intérét indépendant.
Nous concluons en décrivant explicitement des exhaustions de Stein pour les couronnes
ouvertes et en utilisant les résultats sur les morphismes finis démontrés au chapitre 5.
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6.1. Définitions

Soit (X, Ox) un espace localement annelé. Avant d’en venir aux démonstrations
annoncées, nous rappelons quelques propriétés et définitions dans un cadre général.
Expliquons, tout d’abord, ce que nous entendons par espace de Stein. Nous utiliserons
la définition cohomologique classique.

Définition 6.1.1. — Soit % un faisceau de Ox-modules. On dit que le faisceau F
satisfait le théoréme A si, pour tout point v de X, le Ox z-module F, est engendré
par lensemble de ses sections globales 7 (X).

Soit Y une partie de X. On dit que le faisceau F satisfait le théoréme A sur'Y si
le faisceau de Oy -modules F|y satisfait le théoreme A.

Remarquons que, par définition (c¢f. définition 4.5.1), le théoréme A est satisfait
localement pour les faisceaux de type fini. Enoncons ce résultat sous forme d’un lemme
afin de pouvoir nous y faire référer ultérieurement.

Lemme 6.1.2. — Soit F un faisceau de Ox-modules de type fini. Soit x un point
de X. Il existe un voisinage V du point x dans X tel que le faisceau .F satisfasse le
théoréme A sur V.

Signalons également que lorsque nous considérons des parties compactes, nous
pouvons préciser le résultat du théoréme A.

Lemme 6.1.3. — Soit F un faisceau de Ox-modules de type fini qui satisfait le
théoréme A. Si l’espace X est compact, il existe un ensemble fini d’éléments de F(X)
dont les images engendrent le Ox z-module F, en tout point x de X.

Démonstration. — Soit z un point de l'espace X. Puisque le faisceau .# est un
Ox-module de type fini, il existe un voisinage U du point « dans X, un entier p et des
éléments Fi,...,F, de F(U) tels que, pour tout point y de U, le Ox ,-module %,

soit engendré par les germes (F1)y, ..., (Fp)y.
D’aprés le théoréme A, il existe un entier ¢ et des éléments G1,...,G, de F(X)
tels le Ox ,-module %, soit engendré par les germes (G1)g, . - ., (G4)s- En particulier,

il existe une famille (a; j)1<i<p1<j<q d’éléments de Ox , tels que l'on ait
q
Vi€ [1,p], (Fi)z = Zaiﬂ' (Gj)s dans F,.
j=1

Il existe un voisinage V' du point z dans U sur lequel les éléments a; ;, avec i € [1,p] et

J € [1, 4], sont définis et les égalités précédentes sont valables. On en déduit que, pour

tout point y de V, le Ox ,-module .%, est engendré par les germes (G1)y, ..., (Gq)y-
On conclut finalement en utilisant la compacité de ’espace X.

O
Définition 6.1.4. — Soit F un faisceau de Ox-modules. On dit que le faisceau F
satisfait le théoréme B si, quel que soit ¢ € N*, nous avons

HY(X,F)=0.
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Soit Y une partie de X. On dit que le faisceau F satisfait le théoréeme B surY si
le faisceau de Oy-modules F |y satisfait le théoréeme B.

Définition 6.1.5. — On dit que ’espace X est un espace de Stein si tout faisceau de
O'x -modules cohérent satisfait les théorémes A et B.

Remarque 6.1.6. — Attention, cette définition d’espace de Stein est plus faible que la
définition classique pour les espaces analytiques sur un corps ultramétrique (cf. [21],
définition 2.3).

Soit Y une partie de X. Lorsque Y est compacte, les propriétés de finitude des
faisceaux cohérents imposent des liens entre les faisceaux cohérents sur Y et les
faisceaux cohérents définis sur un voisinage de Y dans X. Le résultat qui suit est
démontré & la proposition 1 de [8]. La preuve qui y figure est écrite dans le langage de
la géométrie analytique complexe, mais elle s’adapte & notre cadre, sans la moindre
modification.

Proposition 6.1.7. — Supposons que la partie Y est compacte. Soit F un faisceau de
Oy -modules cohérent. Alors, il existe un voisinage ouvert U du compact Y dans X et
un faisceau de Oy -modules cohérent & tel que 'on ait

yz%y.

Corollaire 6.1.8. — Supposons que la partiec Y est compacte et posséde un systéme
fondamental de voisinages formé d’espaces de Stein. Alors, la partie Y est de Stein.

Mentionnons que I’on peut remplacer les conditions qui figurent dans la définition
d’espace de Stein par des conditions plus faibles. En effet, le théoréme A se déduit du
théoréme B. La nullité du premier groupe de cohomologie & coefficient dans n’importe
quel faisceau cohérent suffit d’ailleurs & assurer que ’espace est de Stein. On trouve,
par exemple, une preuve de ce résultat dans 'ouvrage [14] (¢f. IV, §1, théoréme 2).
Nous la reproduisons ici pour la commodité du lecteur.

Théoréme 6.1.9. — Supposons que, pour tout faisceau de Ox-modules cohérent F, on
ait HY(X,.F) = 0. Alors tout faisceau de Ox -modules cohérent satisfait le théoréme A.

Démonstration. — Soit x un point de X. Notons .# le faisceau d’idéaux cohérent
sur X qui définit le fermé de Zariski réduit {z}. Soit . un faisceau de x-modules
cohérent. En utilisant la suite exacte

O MF - F - F| M,
on montre que ’application
F(X) = (F )M F)X) = Ty /e Fa,

otl m, désigne I'idéal maximal de I’anneau local Ox ,, est surjective. Soient fi,..., fn,
avec n € N*, des éléments de .# (X)) dont les images engendrent .%, /m,.%, en tant que
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(Ox 5/ myOx 5 )-espace vectoriel. On déduit du lemme de Nakayama que ces éléments
engendrent encore la fibre .%; en tant que Ox y-module. U

On déduit de ce résultat une stabilité de la notion d’espace de Stein par morphisme
fini.
Théoréme 6.1.10. — Soit ¢ : Y — X un morphisme topologique fini. Supposons que

lespace X est un espace de Stein et que, pour tout faisceau de Oy -modules cohérent F ,
le faisceau de Ox-modules .. 7 est cohérent. Alors l'espace Y est un espace de Stein.

Démonstration. — Soit # un faisceau de Oy-modules cohérent. D’aprés le
théoréme 5.1.6, pour tout entier ¢, nous avons un isomorphisme

HYY,#) ~ H(X, 0. 7).
Or le faisceau @..% est cohérent et la partie X est de Stein. On en déduit que, pour
tout entier ¢ > 1, nous avons

HYY,Z#)=0.
Nous venons de montrer que tout faisceau de Oy-modules cohérent satisfait le
théoréme B. Le théoréme 6.1.9 assure alors que la partie Y est de Stein. O

Sous certaines conditions, le fait de disposer d’'un morphisme non pas vers mais
depuis un espace de Stein permet encore de conclure. L’énoncé suivant est di & Q. Liu
(¢f. [23], proposition 2).

Théoréme 6.1.11. — Soit ¢ : 'Y — X wun morphisme surjectif. Supposons que
Uespace Y et les fermés de Zariski de X de support différent de X sont des espaces
de Stein. Supposons également qu’il existe un point z de X en lequel la fibre (pOy).
est un Ox ,-module libre de rang fini. Alors l’espace X est un espace de Stein.

Démonstration. — Notons ¥ le faisceau ¢.Oy. Notons .# le faisceau d’idéaux
cohérent sur X qui définit le fermé de Zariski réduit {2} et .#’ le faisceau d’idéaux
cohérent sur Y qui définit le fermé de Zariski réduit ¢ ~!(z). Par construction, nous
avons

ol = MG .
On en déduit que

HY X, #9)=H"Y,.#") =0,
puisque Y est de Stein. A I’aide de la suite exacte
0> MY —>YG —>YG ] MNY,

on montre alors que l'application

Y(X) = (9 MG)(X) = G.[/m. T,

ott m, désigne 'idéal maximal de I’anneau local Ox ., est surjective. Soient fi,..., fn,
avec n € N*, des éléments de ¥(X) dont les images engendrent ¥, /m.¥, en tant que
(Ox ./m,Ox ,)-espace vectoriel. Ils définissent un morphisme

a: 0% — 9.
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Le lemme de Nakayama assure que sa fibre en z est un isomorphisme.
Soit £ un faisceau de 0x-modules cohérent. A partir de la suite exacte

0% % 4 — Coker(a) — 0,
on en construit une nouvelle
A om(Coker(a), L) L Hom(@, L) L AHom(O, L) = LT,
que ’on scinde en

A om(Coker(a), %) LR Hom(¥, <) — Coker(8) — 0

et
0 — Coker(f) — ™ — Coker(y) — 0.

Le faisceau J#om(¥,.£) est naturellement muni d’une structure de faisceau de
4 = p,Oy-module cohérent. Il existe donc un Oy -module cohérent ¥’ tel que .4’ =
Hom(¥,.Z). On en déduit que

Vg>1, H(X, #om(¥,%)) = H{(Y,9') = 0.

Puisque le point z n’appartient pas au support de Coker(a), le support du faisceau
A om(Coker(a),.Z) est différent de X. Par conséquent,

Vg > 1, HY(X, Coker(a)) = 0.

La méme propriété vaut encore pour Coker(3), grace a I’avant-derniére suite exacte.

En utilisant le fait que le point z n’appartient pas au support de Coker(v), on en
déduit que Coker(v) vérifie aussi cette propriété. La derniére suite exacte nous permet
de montrer que tel est encore le cas pour .£", et donc pour .Z. O

Remarque 6.1.12. — Notre énoncé différe légérement de celui que propose Q. Liu, qui
se place sous les hypothéses suivantes : le morphisme ¢ est fini et surjectif et ’espace Y
de Stein. Signalons qu’il travaille dans le cadre des espaces analytiques rigides, ce qui
lui permet de disposer d’autres résultats et notamment de se ramener au cas ou les
espaces sont réduits (puisqu’'un espace est de Stein si, et seulement si, sa réduction
Pest). Q. Liu déduit la condition sur la fibre du faisceau ¢.0y de la cohérence de
ce faisceau (qui provient elle-méme de la finitude du morphisme ¢) et du fait que
Pespace X est réduit. Quant a la condition concernant les fermés de Zariski de X,
une récurrence noethérienne lui permet de 1’éliminer.

Remarque 6.1.13. — Cet énoncé est particuliérement bien adapté pour montrer qu’un
espace est de Stein lorsque ’on sait qu’il I’est aprés extension finie du corps de base.
Considérons par exemple le cas d’un espace X défini sur k£ dont on sait que Y = X®yL,
ou L est une extension finie de k, est de Stein. Si X posséde un k-point, la fibre du
faisceau @, Oy en ce point sera un module libre de rang égal au degré de I’extension.
Remarquons encore que si X est un espace de dimension 1, le fait que ses fermés de
Zariski de support strictement plus petit soient de Stein devient trivial.
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Nous utiliserons ce raisonnement au cours de la preuve du théoréme 6.4.10 pour
montrer que des espaces analytiques sur R sont de Stein en nous ramenant au cas
d’espaces analytiques complexes, pour laquelle la théorie est bien développée.

6.2. Cadre général pour les compacts

Dans cette premiére partie, nous nous sommes attaché & dégager un cadre
général pour démontrer que des parties compactes sont des espaces de Stein.
Nous considérerons donc ici un espace localement annelé (X, 0x) et deux parties
compactes K~ et Kt de I’espace topologique sous-jacent. Posons L = K~ N KT et
M=K UKT.

6.2.1. Lemmes de Cousin et de Cartan. — Il n’est guére aisé de travailler directement
avec les anneaux de fonctions au voisinages de compacts. Nous allons donc introduire
une définition qui nous permettra de considérer plutdt des anneaux de Banach.

Définition 6.2.1. — Un systéme de Banach associé au couple (K~, KT) est la donnée de

i) un ensemble ordonné filtrant (A, <) ;

ii) un systeme inductif (%5, |-15) ¢ 5) sur A a valeurs dans la catégorie des
anneaur de Banach et des morphismes bornés entre iceuz ;
iii) un systeme inductif (A7, ||||j;),gol'ﬁ) sur A a valeurs dans la catégorie des

anneaur de Banach et des morphismes bornés entre iceuz ;
iv) un systéeme inductif ((€u, ||-lla); Pa,8) sur A a valeurs dans la catégorie des
anneaur de Banach et des morphismes bornés entre iceuz ;
) pour tout élément o de A, un morphisme borné v, : B, — Cu ;
) pour tout élément o de A, un morphisme borné V1 : Br — €, ;
vii) pour tout élément o de A, un morphisme p,, : B, — O(K™) ;
) pour tout élément o de A, un morphisme pt : B, — O(K™) ;
ix) pour tout élément a de A, un morphisme ps : €5 — O(L)

vérifiant les propriétés suivantes :

1. pour tout élément o de A, le diagramme

B L oK)

-

——yl§

commute ;
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2. pour tout élément o de A, le diagramme

s +
L 6(K)

<)

G0 —22 0(L)

commaute ;
3. pour tous éléments o et B de A tels que a < 3, le diagramme

Ca

©B.a O(L)

commute ;
4. le morphisme
p: lim o — O(L)
acA

induit par la famille de morphismes (pa)aca €st un isomorphisme.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous considérerons un systéme de Banach 2
associé au couple (K~,K™). Nous aurons besoin d’une propriété supplémentaire,
connue sous le nom de lemme de Cousin.

Définition 6.2.2. — Un systéme de Cousin associé au couple (K~ , K™) est un systéme
de Banach associé au méme couple et pour lequel il existe un nombre réel D vérifiant

la propriété suivante : pour tout élément o de A et tout élément f de €., il existe des
éléments f~ de B, et f+ de BT tels que
) f=v(f7)+93(f)
i) [l £ DIlIflla ;
iii) [If73 < D flla-

Nous allons montrer que tout systéme de Cousin vérifie le lemme de Cartan, en
reprenant essentiellement la méthode mise en ceuvre dans [14], IIT §1.

Commengons par introduire quelques notations. Soient p,q € N* et (2, ||.||) un
anneau de Banach. Nous définissons la norme d’une matrice a = (a; ;) € M, 4(2) par

q
Jal = max <§j ||am-||> .

Jj=1
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La multiplication des matrices est continue par rapport a cette norme. En effet, on
vérifie facilement que, quel que soient r € N*, a € M, ((2) et be M, ,(2), on a

llabll < [lall{|®]]-
Nous noterons I € M,(2) la matrice identité. Nous allons, tout d’abord, démontrer

quelques lemmes.

Lemme 6.2.3. — Toute matrice a de My(2) vérifiant
1
la—1 <5

est inversible et son inverse a~1 vérifie linégalité

la='] < 2.

Lemme 6.2.4. — Soit (a)k>0 une suite de My(2

S llax — 1] <

k>0

~

vérifiant la condition

DN | =

Alors, quel que soit n € N, nous avons
n
lao -+ an — 1] <23 flax — 1|
k=0

Démonstration. — Démontrons ce résultat par récurrence sur l'entier n € N. Pour
n = 0, c’est évident.
Supposons que la formule est vraie pour n € N. Nous avons
ap- - apany1 —I = (ag - an—I)(apny1 —I)
+(ag- - an —I)+ (apy1 — I).
On en déduit que

IN

lao - - an = Il| [lanss — I|
+llao- - an = I|| + [lanss — I

23 lax — I
k=0

+(llao - --an = Il +1) lantr = I|.

lao - anany1 — I

IN

En outre, nous avons

||a0...an_I||SZZH%—I”SI'

k=0
On en déduit que
n+1
lag -+ ansr — I <23 o — 1]l O
k=0
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Lemme 6.2.5. — Soit (gi)k>0 une suite de My (D) vérifiant
> el < -
k>0 4
Alors la suite de terme général
Py =(I+go) - (I+gn)

converge dans My () vers une matrice inversible P vérifiant

1P =1l <2 llgel.

k>0

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, quels que soient j > ¢ > 0, nous
avons

i
I+ g (T +g5) =TI <2 llgwll
k=i

En particulier, quel que soit n € N, nous avons
- 1
1Pn =Tl <2 llgwll < 3
k=0

et donc || P, || < 3/2. On en déduit que, quels que soient m > n > 0, on a

”Pn ((I+gn+1)(1+gm) _I)”

m

3
< 3 Z llgw |-

k=n+41

”Pm_Pn”

Par conséquent, la suite (P,)n>0 est une suite de Cauchy de M,(Z). Puisque cet
anneau est complet, elle converge donc vers un élément P. Nous avons nécessairement

1
IP =TI <2 llgell < 5
k>0

Le lemme 6.2.3 nous permet alors de conclure. O

Plagons-nous de nouveau dans le cadre des systémes de Cousin. Pour o € A, les
morphismes ¥, ¥, po, pt et p, se prolongent naturellement en des morphismes de
groupes entre les espaces de matrices ; nous les noterons identiquement.

Lemme 6.2.6. — Supposons que 2 soit un systéme de Cousin. Soit € € R vérifiant
0<e<1/2D7 ! etB =4D% < 1. Soit a € A. Soit a = I +b € My(%,) telle
que ||bllo < €. Alors, il existe a= =1+ b~ € My(%4,), at = I+b" € M (%) et
a=1+be My(C,) vérifiant les propriétés suivantes :

i) a=4yz(a”)avg(a®) ;

i) 67l < Dblla ;

iii) |6 < D[blla ;

iv) [Iblla < Ba[blla-

v
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Démonstration. — En appliquant la propriété des systémes de Cousin & chaque
coefficient de la matrice b, on montre qu’il existe des matrices b~ € M,(ZA, ) et
bt € M, (%) vérifiant les propriétés suivantes :

Lob=1g (b7) + 95 (b) ;

2. [Ib7]lg < Dblla ;

3. [I6*I1E < Dbla-
Posons a™ =I+b~ € My(%,) et at =I1+b"T € M, (%). Nous avons alors ’égalité

V(@) ) = kv (07) ().

Par choix de b, nous avons D|b||, < 1/2. D’aprés le lemme 6.2.3, la matrice a~
est inversible dans M, (%) et vérifie |[(a™)7!||; < 2. De méme, la matrice a™ est
inversible dans M,(A}) et vérifie ||(a®)71||F < 2.

Posons

a=1,(a ) tayt(a™) ™t et b=a— I dans M,(%.,).

Nous avons alors

b = g ((a7)7Y) ayd ((ah)) =1
= ¢ ((a7)™) Wa (@) (@®) — oz (7)) vd 1) ¢ ((@h)™') —1
=~ ((a)™) v (07)vd (0%)¥d ((a™)7)
et nous en tirons l'inégalité
1Blle < 4D? (b2 < Bblla- O

Nous voici enfin préts & démontrer le lemme de Cartan.

Théoréme 6.2.7 (Lemme de Cartan). — Supposons que §2 soit un systéme de Cousin.
Alors, il existe € € R vérifiant la propriété suivante : quels que soient o € A et
a € My(€,) vérifiant ||a — I||o < €, il existe ¢~ € GLy (B ) et ¢t € GLy(ABY) telles
que
i) a=15(c7)yd(ch) ;
i) [le” = Il <4Dlla—1la ;
iii) ||t — I <4D|la - I||4-

Démonstration. — Choisissons ¢ € R vérifiant les conditions du lemme précédent
ainsi que § < 1/2 et ¢ < 1/(8D). Soient o € A et a € My(%6,) vérifiant ||a —
Illo < €. Posons b = a — I et M = ||b||,. Définissons, & présent, par récurrence,
trois suites (b k>0, (b} k>0 et (b) k>0 de My(B5), My(BL) et My(6,) vérifiant les
conditions suivantes : quel que soit k£ > 0, nous avons

L |lbg llg < DMB*

2. b IlE < DMB"

3. ||bglla < MBF
et, quel que soit k > 1, nous avons

4 (I +by) (I +be) L (I +bF) =1+ by_r.
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Initialisons la récurrence en posant by = b. La troisiéme propriété est alors vérifiée,
par la définition méme de M. Posons b, = 0 et b = 0. Les premiére et deuxiéme
propriétés sont alors trivialement vérifiées.

Soit k > 0 tels que b, b;i' et by, soient déja construits et vérifient les propriétés
demandées. Nous avons alors

bl < MBF < M <¢

et le lemme précédent appliqué avec b = b, nous fournit trois matrices b, b* et b.
Posons b, , = b7, bzﬂ =b" et by 1 = b. La quatriéme propriété est alors vérifiée.
Nous disposons, en outre, des inégalités suivantes : [|bgr1]la < 8110k |las briilla <

D||bglla et |6 1[I < Dl|bklla. On en déduit que les trois premiéres propriétés sont

également vérifiées.
Pour n € N*, posons
P,=(T+b7)---(I+b,) e M,(A,)
et
Qn=T+0b)--(I+b]) € My(5).

De la quatriéme propriété on déduit que, quel que soit n € N, nous avons

a = 1/); (Pn) (I + Bn) wi(Qn)

En utilisant les trois premiéres et le fait que § < 1/2, nous obtenons

> byl =DM > p*¥=2DM < i.

k>0 k>0

D’aprés le lemme 6.2.5, la suite (P,,)n>0 converge dans %, vers une matrice inversible
¢~ € GLy(A,,) vérifiant

lem = 1Illg <2 |lbyllz < 4DM < 4Dja — I|lq.
k>0

De méme, la suite (Q,)n>0 converge dans %I vers une matrice inversible ¢™ €
GL, (%) vérifiant

let = I)IF <2 > |IbfIE < 4DM < 4D|ja - I||a.
k>0

Puisque la suite (b,,),>0 converge vers 0, la suite (¢, (Py,) ¥} (Qr))n>0 converge vers a.
On en déduit que

a=v5 () vi(ch). 0
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6.2.2. Prolongement de sections d’un faisceau. — Soit 2 un systéme de Banach associé
au couple (K—,KT). Pour démontrer les théorémes A et B, nous chercherons a
prolonger des sections de faisceaux. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle
propriété pour les systémes de Cousin ; il s’agit d’une propriété d’approximation.

Définition 6.2.8. — Un systéme de Cousin-Runge associé au couple (K=, K™) est un
systeme de Cousin associé au méme couple et tel que, quels que soient o € A,
p,q €N, 51,...,8p,t1,...,t; € G, et 6 € R}, nous nous trouvions dans l'une des

deuzx sztuatzons suwantes sozt il existe un element inversible f de BT, des éléments
81,--+s8, de BY et t),... t, de B, tels que, quel que soient i € [[1,p]] et j €[1,4],
on ait

D) lvd (f s = s)lla 193 (F) g (t)lla <05

i) 3 (f~ si)lla 193 (F) b (85) — ¥a (t))]la <6,
soit il existe un élément inversible f de %, des éléments si, ..., s, de BT ett],... sty
de B, tels que, quel que soient i € [1,p] et j € [1,4q], on ait

D) v (F7 1 = th)lla l¥a (F) ¢ (si)lla < 0
i) v (F ) lla I¥a (F) 9 (si) — v (s))lla < 6.

Nous utiliserons cette propriété par le biais du lemme suivant.

Lemme 6.2.9. — Supposons que 2 soit un systéme de Cousin-Runge. Soit € > 0
le nombre réel dont le théoréme 6.2.7 assure l'existence. Soient F un faisceau de
On-modules, p,qg € N, T~ € F(K™)?, Tt € Z(K+)1, Uy = (uq,;) € Mp4(O(L)) et
Vo = (wp,;) € My ,(O(L)) telles que, dans F (L), on ait

a) T-=UTT ;

b)) TT=VyT.

Supposons qu’il existe « € A, U,Us € My, o(BL) et V,Vs € My ,(B,,) tels que

c) eZ(U) =0y ;
d) oo (V) =Vo ;
e) 19 (Us = U)lla g (V)lla <€ ;
£ g @)lla s (Vs = V)lla <e.
Alors il existe S~ € F(M)?, ST € F(M)?, A~ € GL,(O(K™)) et AT € GL,(O(K™))
vérifiant
i) ST=A"T" dans Z(K™) ;
iil) ST =AY T+ dans Z(K™).

Démonstration. — Supposons qu’il existe o € A, U,Us € M, ,(BF) et V,V5 €
M, ,(A) tels que

c) p3(U)="Up;

d) pa (V) =Vo;

e) ||1/)+(U5 O)lla g (V)lla <e€;

£) 193 (@lla s (Vs = V)lla <e.
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Posons Ty = p,, (V5) T~ dans .#(K ). Dans .# (L), nous avons alors
Ty —T" = pa(a (Vs = V)T~ = palvq (Vs = V)yg (U) T
Posons
A=1T+ ¢;(V6 - V) M(U) € Mq(cga)'
Nous avons alors
Ty = pa(A)TT dans .Z (L)
et
A~ Illa < lvg (Vs = V)lla 193 (O)]la < e

D’aprés le théoréme 6.2.7, il existe deux matrices C~ € GL,(%,) et CT €
GLy(B) telles que

A=, (CT)pg(CT).
Posons
A* = pE(CT) € GL(O(K)).
Dans .%# (L), nous avons alors
ATTY = Pa (¢(; ((C_)_l) A) TH = Pa (¢; ((C_)_l)) T(Si‘

Nous pouvons donc définir un élément St de .%(M)? par

1. Sl';{_ =p, (CT)™H) Ty

2. Sﬁ;ﬁ =AtTH.
On procéde de méme pour construire la section S—. O

Nous parvenons maintenant au résultat permettant de recoller les sections d’un
faisceau.

Théoréme 6.2.10. — Supposons que Q soit un systéme de Cousin-Runge. Soit F un
faisceau de Opp-modules. Supposons qu’il existe deux entiers p et q, une famille
(t1,...,t,) d’éléments de F(K™) et une famille (t],...,tT) d’éléments de F(K™)
dont les restrictions & L engendrent le méme sous-O(L)-module de F(L). Alors il
existe s ,..., 55,87 ,...,s7 € F(M), a~ € GL,(O(K™)) et a™ € GLy(O(K™)) tels
que

S1 tr
=a” dans F(K~)P
Sp ty
et
si 2
: =a" dans F(K*)4.
st tF
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Démonstration. — Posons
ty t
T = et TT = :
ty tg
Par hypothése, il existe & € A, U = (uq,;) € Mp q(€n) et V = (vp,;) € My p(6,) tels
qu’on ait les égalités

T~ =po(U)TT et Tt = po(V) T~ dans F(L).

Considérons le nombre réel € > 0 dont le théoréme 6.2.7 assure I'existence. Quitte
& échanger les compacts K~ et KT, nous pouvons supposer que la premiére propriété
des systémes de Cousin-Runge est vérifiée. Il existe alors un élément inversible f
de AL, des éléments 44, de AL, pour (a,i) € [1,p] x [1,4], et B ; de B, pour
(b,7) € [1,q] x [1,p], vérifiant les conditions suivantes : quel que soient (a,i) €
[1,p] x [1,4] et (b,5) € [1,q] x [1,p], nous avons

D) vg (F ai = thai)lla 193 (F) ¥5 (0p,)lla <& 5

i) (198 (f " vai)lla 192 (F) 5 (ve,5) — v (0b,5)]la <

Les matrices T, pX ()T, pa(¥F(f7HU) et pa (¥t (f)V) Verlﬁent donc les

hypothéses du lemme 6.2.9. Par conséquent, il existe S~ € .F(M)P, € F(M)1,
AT € GL,(O(K™)) et At € GL,(O(K™)) tels que
L Sy = AT ;
2. Sy =A%p (f)T+.
En posant
st si
: =57, = S+)
5p Sq
ainsi que a~ = A~ et at = pI(f)A", on obtient le résultat souhaité. Remarquons
que at € GL,(O(K™)) car f est inversible dans % . O

Indiquons, & présent, la fagon dont ce résultat permet de démontrer le théoréme A.

Corollaire 6.2.11. — Supposons qu’il existe un systéme de Cousin-Runge associé au
couple (K—,K™T). Soit F un faisceau de Opr-modules de type fini qui satisfait le
théoreme A sur les compacts K~ et K+. Alors il le satisfait encore sur leur réunion M.

Démonstration. — D’aprés le lemme 6.1.3 il existe deux entiers p et g, une famille
(ty,...,t,) d’¢léments de # (K ™) dont I'image engendre le Ox ,-module .7, en tout
point # de KT et une famille (t{,...,¢J) d’éléments de .# (KT) dont 'image engendre
le Ox ,-module %, en tout point =z de K T. En particulier, les restrictions & L de
ces deux familles engendrent toutes deux .#(L). Nous pouvons donc appliquer le

théoréme 6.2.10. Les sections s, ..., s, , s, s(‘; de .# (M) dont il assure ’existence
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engendrent le O'x z-module .%, en tout point « de M. On en déduit le résultat annoncé.
O

Expliquons, & présent, comment déduire le théoréme B du théoréme A. Insistons
sur le fait que, dans la proposition qui suit, nous n’avons besoin d’associer aucun
systéme de Banach au couple (K—, KT).

Proposition 6.2.12. — Supposons que pour tout élément f de O(L), il existe un
élément f~ de O(K™) et un élément f+ de O(K™) qui vérifient I’égalité

f=f"+f" dans O(L).

Supposons également que tout faisceau de Or-modules cohérent satisfait le théoréme B.
Soit F un faisceau de Opr-modules cohérent qui satisfait le théoréeme A sur M.
Soit
074 ns 0%

une résolution flasque du faisceau F. Soient ¢ € N* et v un cocycle de degré q
sur M. Siy est un cobord au voisinage des compacts K~ et K, alors c’est un cobord
au voisinage de leur réunion M.

Démonstration. — Supposons qu’il existe 3~ € Z,_1(K~) et BT € #,_1(K™T) tels
que
d(8~) = dans Z,(K~) et d(8") = v dans .7, (K ™).

Supposons, tout d’abord que ¢ > 2. Nous avons d(8~ — %) = 0 dans .7, (L).
D’aprés le théoréme B, nous avons H971(L,.#) = 0. Par conséquent, il existe a €
F4—2(L) telle que d(a) = B~ — 7 dans .#,_;(L). Puisque le faisceau .7,_5 est flasque,
a se prolonge en une section sur M que nous noterons identiquement. Définissons
B € Fy_1(M) par B =~ au-dessus de K~ et 8 = B +d(a) au-dessus de K. Nous
avons alors 1’égalité

d(B) = v dans S, (M)

et v est un cobord au voisinage de M.

Intéressons-nous, & présent, au cas ¢ = 1. Nous avons alors d(8~ — %) = 0
dans .#; (L). On en déduit que 3~ — (37" est un élément de .% (L). D’aprés le théoréme A
et le lemme 6.1.3, il existe un entier positif m et une famille (u1, ..., u,,) d’éléments
de .Z (M) dont les images engendrent le Ox ;-module %, en tout point z de M. En
d’autres termes, ’application

om — F

m
(@1, am) Zaiui
i=1

est surjective au-dessus de M. Son noyau .4/ est un faisceau de &p;-modules cohérent.
D’aprés le théoréme B, nous avons H!(L,.#) = 0. On en déduit que la famille
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(u1,...,un) engendre Z(L) en tant que O(L)-module. Par conséquent, il existe
Ay-vo s Am € O(L) tels que

B™ =BT =" Au; dans F(L).
=1

Par hypothése, quel que soit i € [1,m], il existe A\; € O(K~) et A € O(K™) tels
que
Ai = A — A\f dans O(L).
Nous avons alors I’égalité
8- —Z)\;ui =p* —Z)\jui dans .7 (L).
i=1 i=1
On en déduit V'existence d’un élément 3 de % (M) vérifiant d(B) = v dans 4 (M). O

6.3. Parties compactes de la base

Dans la suite de ce chapitre, nous reprenons les notations du chapitre 4.

Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus au paragraphe précédent
pour démontrer que certaines parties compactes de I’espace de base B sont de Stein.
A cet effet, nous allons exhiber des systémes de Cousin-Runge. Enoncons tout d’abord
un résultat de théorie des nombres.

Lemme 6.3.1. — Il existe C' € R tel que, quel que soit

('TU)UGEOO S H Kaa

oEY
il existe y € A vérifiant
Vo € Yoo, |y — Z5le < C.

Démonstration. — Notons r; le nombre de places réelles de K et 2r, le nombre de
places complexes de K. Le résultat découle directement du fait que 'image de ’anneau
des entiers A par lapplication

K — R xCrz~ Rt
z = (0(x))sezn
est un réseau. O
Le lemme qui suit sera utile pour exhiber des systémes de Cousin.
Lemme 6.3.2. — Soient 0 € ¥ et u € ]0,1(0)[. Posons
Ky =[a%,d?), Kf = B\a%,d"\?] et Ly = K; N K = {a®}.

o) o

Il existe D € R tel que, quel que soit a € HB(Lg), il existe a= € B(Ky) et
at € B(K) vérifiant les propriétés suivantes :
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FI1GURE 1. Les compacts K et K.

i) a=a" —a* dans B(Lo) ;
i) o=l < Dllalz, ;
i) la* . < D llalz,.

Démonstration. — Considérons la constante C € R dont le lemme 6.3.1 assure
Pexistence. Nous pouvons, sans perdre de généralité, supposer que C' > 1. Soit a €
%(Lo). Remarquons que 'anneau % (L) est isomorphe au corps K, muni de la valeur
absolue |.|%. Dans le raisonnement qui suit, nous aurons besoin de connaitre le type
de o.

Supposons, tout d’abord, que o € ¥,. Dans ce cas, nous avons
B(Ky) = Kq et ||| = max(|.[g,]-]o)

et

+ = = ’
BUT) = Act iy =, mox (o).

Distinguons plusieurs cas. Supposons, tout d’abord, que |a|, > 1. Puisque 0 € ¥, le
nombre réel |a|¥ est un élément de K,. Par définition de C, il existe b € A vérifiant
les propriétés suivantes :

L [b+lalzl, <C;

2. Vo' € T\ {0}, b, < C.
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Quel que soit ¢’ € X, \ {o}, nous avons donc
[blor < C < Clal.

De nouveau, nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d’abord, que |b|, > 1.
De la premiére inégalité, nous tirons

1blo lalz +C

<
< (C+1)laly.
Puisque |b|, > 1, nous avons également [b|% < (C' 4 1) |a|%. Si |bl, < 1, nous avons
encore |bl, < (C + 1) |a|¥.

Supposons, a présent, que |a|, < 1. Nous avons alors ’égalité Ha”KE = |a|%. Nous
posons b = 0.

Dans tous les cas, il existe D € R tel que [la + b|| - < Dla|¥ et ||b]| o+ < D |a].

0 0

Nous pouvons, par exemple, choisir D = C' + 2. Les éléments a~ = a + b de A(K|)
et at = b de B(K) vérifient les propriétés demandées.

Supposons, & présent, que o € Xy. Nous avons alors
B(Ky) = Ay ot || - = |12
et
1
A5E) = A[ 2] et ey = ma (12, max (110))).

U'EZOQ
Comme précédemment, nous allons distinguer plusieurs cas. Pour commencer,
supposons que |a|, > 1. D’aprés le théoréme d’approximation fort, il existe un
élément b de (N,ex,\ (0} Ao vérifiant

b+ al, < 1.

En partculier, b + a appartient & Z(K ). Par définition de la constante C, il existe
¢ € A vérifiant la propriété suivante : quel que soit o’ € X, nous avons |b+c|,» < C.
On en déduit que, quel que soit ¢’ € X, nous avons

b+ clor < C < Clals.
En outre, nous avons
b+ cly < max (|alg, la+blg, clg) < lalg.

Supposons, & présent, que |a|, < 1. Dans ce cas, a appartient & B(K~). Nous
posons b =c = 0.

Dans tous les cas, il existe D € R tel que |a + b + c||KO_ < Dlal¥ et
Ib + c||K0+ < D |ag|%. Nous pouvons, par exemple, choisir D = C + 1. Les éléments
a” = a+b+cde B(K;) et at = b+ c de B(K;) vérifient les propriétés
demandées. O

Intéressons-nous, a présent, a la propriété d’approximation qui intervient dans la
définition des systémes de Cousin-Runge.
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Lemme 6.3.3. — Soient 0 € ¥ et u € ]0,1(0)[. Posons
Ky = [a¥,a?], K& = B\Ja¥,d"")] et Lo = K; N K = {a%}.

o) o

Soient p,q € N et s1,...,8p,t1,...,tq € B(Lg). Soit 6 € RY. Si o appartient
a Xy, alors il existe un élément inversible f de B(KJ) et des éléments Sy ees 8y
de B(KJ) ett),... sty de B(K() tels que, quel que soient i € [1,p] et j € [1,q], on
ait

D) 17 si = sillzo 1fti Mo <0

i) [|f " sillz, £t = till, < 9.

Si o appartient & Yo, alors il existe un élément inversible g de B(K, ) et des
éléments s7,...,s, de BKT) et ty,... sty de B(Ky) tels que, quel que soient i €
[1,p] et je[l,q], on ait

D) llgsi — s7llLo g™ tille <0 ;

i) [lgsillLy llg™ t: — 1|z, < 6.

Démonstration. — Posons M = max{||s;||L,, |tjllze, 1 < ¢ < p,1 < j<g}. L’anneau
de Banach %(Lo) n’est autre que le corps K, muni de la valeur absolue |.|“. Par
conséquent, pour tout élément 4 de [1,n], il existe un élément s de K tel que

l[si = sillLo < 9.

Distinguons maintenant deux cas. Supposons, tout d’abord, que o est un élément
de X¢. D’aprés le lemme 3.1.6, il existe h € A telle que

|h|0 <1;

Vo' € ¥p\ {o}, |hl,» = 1.
Il existe N € N tel que, quel que soit ¢ € [1,p], on ait

W st e A, = BKy).
Posons

f=r"NekK.
Son image dans I'anneau %(K( ) est inversible. En outre, quel que soit i € [1,p],
nous avons
1f ™ s = F 87 llne < 7 lzo llsi = sillze < 01F7H5-
Soit j € [1,q]. D’aprés le théoréme d’approximation fort, il existe un élément ¢}
de A[1/0] tel que
I ft; —tillL, < 9.
En particulier, la fonction ¢ définit un élément de B(K) et, quel que soit i € [1,p],
nous avons
1f ™ sillzo 185 = t5112e < 1F 75 llsillze 6 < M,

car f~1 € A. Quel que soit i € [1,p], nous avons également

1F = si = £ 85 lzo £t e < S 1F7 MG 115 Nty < M.
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Supposons, & présent, que o € X, Il existe g € A tel que, quel que soit i € [1,n],
on ait gs; € A. Remarquons que 'image de g dans #(K ) est inversible et que gs}
est un élément de Z(K, ). En outre, quel que soit i € [1,7n], nous avons

ligs: — gsillLo < llgllzo lsi — sillzo < lgls 0.

Choisissons un nombre réel N > 0 tel que

Vi € [[17p]]7 ”gSiHLO < N.

Soit j € [1,4q]. Il existe un élément ¢; de K tel que

_ . 0

lg™t; — 5]z, < N

La fonction ¢} définit un élément de %(K, ) et, quel que soit i € [1,p], vérifie

_ )
lgsillo llg™"t; = £llzo < llgsillzo 7 < 6.
Quel que soit i € [1,p], nous avons encore
lgss = silleo ll9™ 5l Lo < lgls 0197 5 511z, < M. O

Les lemmes qui précédent nous permettent d’exhiber de nombreux systémes de
Cousin-Runge.

Proposition 6.3.4. — Soient c € ¥ et u € ]0,1(c)[. Posons
Ky = [aﬁ,af,(a)], KS_ = B\]agvafr(a)]'

Soient K~ et KT deux parties compactes et connezes de l’espace B dont intersection
est le singleton {a¥}. Il existe un systéme de Cousin-Runge associé au couple

(K=, K™).

Démonstration. — Ce cas est particuliérement simple et nous allons construire un
systéme de Cousin-Runge dont ’ensemble A est réduit a un seul élément. Quitte a
échanger les compacts K~ et K, nous pouvons supposer que nous avons les inclusions

K- CKy, et Kt CK{.
Posons
(Z107) = (BE ) - k)
(5 N17) = (BED, -l k)
et
(@, 11) = (A (ag), 15)-
On définit de maniére évidente des morphismes bornés ¢~ et 1™ comme dans la
définition des systémes de Banach. La proposition 3.1.21 permet de définir également
des morphismes p~, pT et p. L’ensemble de ces données forme un systéme de Banach

associé au couple (K~, KT). Les deux lemmes qui précédent assurent que c’est un
systéme de Cousin-Runge. O
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De ce résultat, nous allons déduire que toute partie compacte et connexe de
I’espace B est un espace de Stein.

Théoréme 6.3.5. — Soit M wune partie compacte et connexe de l’espace B. Tout
faisceau de Opp-modules de type fini satisfait le théoréme A.

Démonstration. — Soit % un faisceau de Ojr-modules de type fini. Soit b un point
de M. D’aprés le lemme 6.1.2, le faisceau .# vérifie le théoréme A sur un voisinage du
point b. Par compacité de M, il existe un entier p et des parties compactes et connexes
Vo,.-.,Vp de M recouvrant M telles que, quel que soit ¢ € [0,p], le faisceau F
vérifie le théoréme A sur V;. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel que soit
J € [0,p— 1], les compacts W; = [Jo<;<; Vi et Vj11 s’intersectent en un ensemble
réduit & un point de la forme a¥, avec o € ¥ et u € ]0,1(c)[. On montre alors, par
récurrence et en utilisant & chaque étape la proposition 6.3.4 et le corollaire 6.2.11,
que, quel que soit j € [0, p], le faisceau .F vérifie le théoréme A sur W;. On obtient
le résultat attendu en considérant le cas j = p. O

Théoréme 6.3.6. — Soit M une partie compacte et connexe de l’espace B. Tout
faisceau de Opp-modules cohérent satisfait le théoréme B.

Démonstration. — Soit % un faisceau de O3-modules cohérent. Soit

une résolution flasque du faisceau .%. Soient ¢ € N* et v un cocycle de degré ¢
sur M. Soit b un point de M. Par définition, le cocycle v est un cobord au voisinage du
point b. En raisonnant comme dans la preuve qui précéde et en utilisant la proposition
6.2.12, dont la premiére hypothése est vérifiée d’aprés la proposition 6.3.4, au lieu du
corollaire 6.2.11, on montre que le cocycle v est un cobord sur le compact M. Puisque
ce résultat vaut pour tout cocycle, nous avons finalement montré que le faisceau .7

vérifie le théoréme B. O
Corollaire 6.3.7. — Toute partie compacte et conneze de l’espace B est un espace de
Stein.

6.4. Parties compactes des fibres

Appliquons, a présent, les résultats obtenus dans le cas des parties compactes des
fibres de la droite analytique X. Nous commencerons par démontrer l’existence de
systémes de Cousin-Runge.

Lemme 6.4.1. — Soient V une partie compacte de B et u,v,w trois nombres réels
vérifiant 0 < v < v < w. Pour tout élément f de Uanneau B(V)(u <|T| <w), il
eziste des éléments f~ de B(V)(|T| < v) et fT de B(V){u <|T| < w) tels que
i) f =+ 1 dans BOV){u < T] < v) 5
i) £~ lve < Iflvuw 5
iii) ||f+||V,u,w < ||f||V,u,v'
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Démonstration. — 1l existe une suite (ag)gez d’éléments de Z(V) telle que
fF=> axTF € B(V)(u<|T| <v).
keZ
Posons

f =S a T e BV)(T| < v)
k>0
et
fFf=> aTre BV)(u<|T|<w).
E<—1
Ces éléments vérifient 1’égalité

f=f +f" dans B(V){u <|T| < v).

Intéressons-nous, & présent, aux normes de ces séries. Remarquons que

Zaka

Z llax||v max(u®,v®)

keZ Viuw keZ
= D llakllv e+ llakllv o*.
k<-1 k>0
Nous avons
1 v =D Nakllv ©* < [ Fllviue
k>0
et
1 1w = D larllv o < 1 f v O
k<-1
Lemme 6.4.2. — Soient V une partie compacte de B et u,v,w trois nombres réels
vérifiant 0 < v < v < w. Soient p et q deux entiers et sq,...,Sp,t1,...,tq des

éléments de B(V)(u < |T| < v). Soit 6 € RY.. Alors, il existe un élément inversible f
de B(V)(u < |T| < w), des éléments si,...,s, de B(V){u <|T| <w) et ty,...,t,
de BV){|T| < v) tels que, quel que soient i € [1,p] et j € [1,4], on ait
D) 17 si = sillvau 1 £Ejllviu <65
i) [1f sillviuw 1t = £ llviuw < 6.
Démonstration. — Pour ¢ € [1,p] et j € [1, ¢], notons
=Y "o T" € B(V){u < |T| < v)
kEZ
et
t;=3 b TF € BV)(u < |T| <v).
keZ
Soit M > 0 tel que

max (||s;||v,uy) < M et max Ellv,uw) < M.
1<i<p <5<
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11 existe ko < 0 tel que, quels que soit j € [1,¢], on ait
; ]
> I8t <
k<ko—1
Posons
f=T% c B(V)u<|T| <w).
C’est un élément inversible de Z(V){u < |T| < w). Pour j € [1, q], posons
th=f > oD T =3 "00), T e BV)(T| < v).
k>ko k>0

Quels que soient ¢ € [1,p] et j € [1, ¢], nous avons alors

1 sillvan 1t = Gllvae < 1T v lsillva | £ D b0 T

k<ko—1 uw
< wko M Z bz(cj) Tk—ko
k<ko—1 V,u,v
< WMoY byt
k<ko—1
< 4.
Soit i € [1,p]. Il existe un élément s/ de ZB(V)[T,T~?] tel que
d [v\ko
lsi = s llviuw < 77 (;) :
Posons
si=f7lsl =T*s! € B(V)(u < |T| < w).
Quel que soit j € [1, ¢], nous avons alors
_ d (v\ko _
17758 = Sillvae 1t lvae < w2 (5) 7 v M <o, O

Proposition 6.4.3. — Soit b un point de B. Soit v un élément de R \ /|7 (b)*|.
Notons x le point 1, de la fibre X;,. Soient K~ et K+ deux parties compactes et
connezes de la fibre X}, dont lintersection est égale au singleton {x}. Alors, il existe
un systéme de Cousin-Runge associé au couple (K~ ,KT).

Démonstration. — 1l existe un nombre réel w tel que la partie compacte K~ U K+
soit contenue dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon w de la fibre X;. Quitte
a échanger les compacts K~ et KT, nous pouvons supposer que

K- clyeX|ITy)l<r}.

Soit (Vi )nen une suite décroissante de voisinages compacts du point b dans B
qui compose un systéme fondamental de voisinages de ce point. On déduit facilement
Pexistence d’une telle suite de la description explicite de la topologie de I'espace B
présentée au numéro 3.1.1. Soit (u,)neN une suite croissante et de limite 7 d’éléments
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de 10, 7[. Soit (v, )nen une suite décroissante et de limite r d’éléments de |r, w[. Pour
tout élément n de N, nous posons

(2,5 1-117) = (BV)(T| < vn), [V 0, )5
et
(€, l-ln) = (B(Va)(un < |T| < vn), |||

Vn,un,vn)-

Quels que soient n € N et m € N, on définit de maniére évidente des morphismes
W, Wt pr, pt et p, comme dans la définition des systémes de Banach. Le fait
que les trois derniers soient bornés découle de la proposition 2.1.1. L’ensemble de ces
données forme un systéme de Banach associé au couple (K~, K*). Les trois premiéres
propriétés sont évidentes et la derniére découle du théoréme 2.4.8. Les deux lemmes
qui précédent assurent que ce systéme est un systéme de Cousin-Runge. O

Corollaire 6.4.4. — Soit b un point de l’espace B. Soit P,(T) un polynéme a
coefficients dans F(b). Soit v un élément de R% \ /|7 (b)*|. Posons

Lo = {z € Xs | [B(T)(2)] = r}.

Soient s et t deux éléments de Ry tels que s < r < t. Considérons les parties
compactes de X définies par

Ky ={z€ Xy |s <|P(T)(2)| < r}
et
K ={z€Xp|r <|P(T)(2)| < t}.
Notons My leur réunion. Soit . un faisceau de Oy, -modules de type fini qui satisfait

le théoréme A sur les compacts K; et K. Alors il le satisfait encore sur My.

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.1.22, il existe un voisinage ouvert U du point b
dans B et un polyndome P(T') a coefficients dans €¢'(U) dont 'image dans .72 (b)[T]
est P,(T). Comme expliqué au numéro 5.5, le morphisme
o)1) — oU)[T,S]/(P(S)—T) = o(U)[S]
induit un morphisme
@ Z = XU — XU =Y.

C’est un morphisme topologique fini, d’aprés la proposition 5.5.1. Posons

K~ ={z€Xy|s < |T(z)| <7}
et

Kt ={zeXy|r <|T(2)| <t}
Ces deux compacts ont pour intersection ’ensemble réduit au point 7, de la fibre Xj,

point que nous noterons y. Notons M leur réunion. Un calcul direct montre que, pour
tous nombres réels u et v, nous avons

T ({2 e X |u<|T(2)| < 0}) = {2 € X |u < |P(T)(2)] < v}
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En particulier, nous avons
¢ HKT) =Ky, ¢ {(KT) = K, 97 (y) = Lo et ¢~ (M) = Mo.

On en déduit que la partie compacte Lg est finie.

D’aprés le lemme 6.1.3, il existe un entier p et des éléments ¢, ,...,t, de F (K )
dont les images engendrent le 0z ,-module .#,, pour tout élément z de K; . De méme,
il existe un entier g et des éléments ], . .. ,t[]" de (K ) dont les images engendrent le
Oz,,-module .#,, pour tout élément z de KS'. Le corollaire 5.6.2 et la proposition 5.6.6
nous permettent d’appliquer le théoréme 5.5.4. Il assure que la famille (1, S, ..., S971),
ot d désigne le degré du polynome P, engendre le Oy,-module (p.0z),. Quitte &
remplacer la famille (¢; )1<i<, de ¢..7 (K ™) par la famille (S* ¢; )o<k<d—1,1<i<p, DOUS
pouvons supposer que le sous-Oy,,-module de (¢..%), qu’elle engendre est identique
au sous-(¢.Oz),-module de (p..%), qu’elle engendre. D’aprés le théoréme 5.1.4, les
morphismes naturels

(‘p*ﬁz - H ﬁZz et 90* — H JZ

z€Lg z€Lg

sont des isomorphismes. Pour tout élément z de Lo, la famille (¢, ...,t,) engendre

le 0z ,-module .%,. Par conséquent, elle engendre également le Oy,,-module (p..%),.

De méme, quitte & remplacer la famille (t)1<;<, de @..Z(K™*) par la famille

(S”C )0<k<d 1,1<i<q, ous pouvons supposer qu’elle engendre le méme Oy ,-module (¢, F),.
D’aprés le théoréme 6.2.10 et la proposition 6.4.3, il existe alors des éléments

S s-.s85,87,...,55 de F(M), a= de GL,(O(K™)) et a™ de GLy(O(K™)) tels

que

s ty
=a” dans Z#(K™)P

st t
=at | dans .7 (K1)
st tF

Les matrices a~ et a induisent des éléments a;, et af de GL,(O(K;))

et GL(O(KY)) tels que
$1 ty
=aqg dans F (K )?
Sp tp
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et
s1 tf
= ag dans F (K ).
sq ty
Les sections s ,...,s,, s, s;‘ de #(My) engendrent alors le &7 ,-module %, en
tout point z de My. On en déduit le résultat annoncé. O

Intéressons-nous, maintenant, plus spécifiquement au cas des fibres centrale et
extrémes.

Théoréme 6.4.5. — Soit b un point central ou extréme de l’espace B. Soit M wune
partie compacte et connexe de la fibre Xy. Tout faisceau de Opp-modules de type fini
satisfait le théoréme A.

Démonstration. — Soit % un faisceau de @pr-modules de type fini. D’aprés le
lemme 6.1.2, tout point de M posséde un voisinage sur lequel le faisceau .# vérifie
le théoréme A. Par compacité de M, il existe un entier p et des parties compactes
et connexes My,..., M, de M recouvrant M telles que, quel que soit ¢ € [0,p], le
faisceau .# vérifie le théoréme A sur M;. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel
que soit j € [0,p — 1], les compacts N; = (Jo<;<; Mi et M, s’intersectent en un
ensemble réduit & un point de type 3. Quel que soit j € [0,p — 1], il existe alors un
polynome irréductible Py(T") & coefficients dans #(b), un élément r de R \ {1} et
des éléments s et t de R vérifiant s < r <t tels que 'on ait soit

N; € {2 € Xy |s < [B(T)(2)] < 1} et Myp1 € {z € Xo|r < |B(D)(2)] < ¢},
soit

Mit1 C{zeXp|s<|P(T)(2)|<r}et N;C{ze€Xp|r <|P(T)(2)| < t}.
On montre alors, par récurrence et en utilisant le corollaire précédent & chaque étape,

que, quel que soit j € [0, p], le faisceau .# vérifie le théoréme A sur N;. On obtient
le résultat attendu en considérant le cas j = p. O

Remarque 6.4.6. — Nous pouvons en fait démontrer le résultat précédent pour tous
les points de Byy. Il suffit de savoir écrire tout compact M de X; comme réunion
de compacts My, ..., My, pour un certain entier p, vérifiant les mémes propriétés
que ceux de la preuve du théoréme : pour tout élément j de [0,p — 1], il existe un
polynéme P;(T) & coefficients dans #(b), un élément r de R \ /|7 (b)*| et des
éléments s et t de R vérifiant s < r <t tels que 'on ait

Nj= |J Mi={ze X, ||R(T)(2)| =r}
1<i<)

et soit

N; C{zeXy|s<|P(T)(2)| <r}et Mji1 C{z e Xp|r < |P(T)(2)| <t}
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soit
M1 C{zeXp|s<|P(T)(2)| <r}et Ny C{z e Xp|r < |P(T)(2)] <t}
On peut démontrer que, pour tout élément ~ de R \ /|7 (b)*| et tout polynéme
irréductible P, & coefficients dans 7 (b), 'ensemble
{ze X [|P(T)(2)| =7}

est réduit & un point. Le résultat concernant le découpage des compacts s’obtient
alors en utilisant le fait que les points du type précédent sont denses et la structure
d’arbre de 'espace X.

Lemme 6.4.7. — Soit b un point de l’espace B. Soit Py(T) un polynéme a coefficients
dans € (b). Soit v un élément de R% \ /| (b)*|. Posons

Ly = {z e Xy } |Py(T)(2)| = r}.
Soit t > r. Considérons les parties compactes de X définies par

Ky ={ze€ X, ||P(T)(2)| < r}
et

K ={zeXy|r <|P(T)(2)| < t}.
Leur intersection est le compact Lg. Pour tout élément f de O(Lg), il existe un
élément f~ de O(Ky) et un élément f+ de O(K() qui vérifient I’égalité
f=f +f" dans O(Ly).
Démonstration. — Commengons par le méme raisonnement que dans le corollaire qui
précéde. D’apreés le lemme 3.1.22, il existe un voisinage ouvert U du point b dans B
et un polynome P(T') a coefficients dans &(U) dont I'image dans J#(b)[T] est Py(T).
Comme expliqué au numéro 5.5, le morphisme
oU)[T] — O(U)[T,S|/(P(S) - T) — 6(U)[S]
induit un morphisme
@ Z = XU — XU =Y.
Posons
K- ={ye X3 ||T(y)| <7}

et

Kt={yeX,|r<|T(y)| <t}.
Ces deux compacts ont pour intersection I’ensemble réduit au point 7, de la fibre X5,
point que nous noterons z. D’aprés le théoréme 5.6.7, les morphismes naturels

O(K™)[S]/(P(S) - T) — O(Ky),

O(K*)[S)/(P(S) - T) — O(Ky)
et

Oy,2[S]/(P(S) = T) — 0(Lo)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



218 CHAPITRE 6. ESPACES DE STEIN

sont des isomorphismes. Par conséquent, il suffit de démontrer le résultat pour le
point z et les parties compactes K~ et K. Le résultat découle alors de ’existence
d’un systéme de Cousin associé au couple (K, KT) (cf. proposition 6.4.3). O

Théoréme 6.4.8. — Soit b un point central ou extréme de l’espace B. Soit M une
partie compacte et connexe de la fibre X,. Tout faisceau de Opr-modules de type fini
satisfait le théoréme B.

Démonstration. — Soit % un faisceau de O;-modules cohérent. Soit
0745 S50

une résolution flasque du faisceau .%. Soient ¢ € N* et v un cocycle de degré ¢ sur M.
Par définition, tout point de M posséde un voisinage sur lequel le cocycle v est un
cobord. Par compacité de M, il existe un entier p et des parties compactes et connexes
My, ..., M, de M recouvrant M telles que, quel que soit i € [0, p], le cocycle 7 soit un
cobord sur M;. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel que soit j € [0,p — 1], les
compacts N;j = (Jo<;<; Mi et M1 s’intersectent en un ensemble réduit & un point
de type 3.

Montrons, par récurrence, que, quel que soit j € [0, p], le cocycle « est un cobord
sur le compact N;. Le cas j = 0 est vrai par hypothése. Soit j € [0,p — 1] et supposons
que le cocycle v est un cobord sur le compact N;. D’aprés le lemme précédent, pour
tout élément f de O(N; N M;i1), il existe un élément f~ de &(N;) et un élément f+
de O(M;+1) qui vérifient 1'égalité

f=f"+ f dans O(N; N Mjiq).

En outre, puisque I'intersection N; N Mj; est réduite & un point, tout faisceau de
ON,;nM,,,-modules vérifie le théoréme B. Finalement, tout faisceau de On; s, , ,-modules
cohérent satisfait le théoréme A, d’aprés le théoréme 6.4.5. La proposition 6.2.12
assure alors que le cocycle v est un cobord sur le compact N; U M; ;1 = Nj4 1, ce
qu’il fallait démontrer.

Nous avons en particulier prouvé que le cocycle v est un cobord sur le compact
M = N,. Puisque ce résultat vaut pour tout cocycle, nous avons finalement montré
que le faisceau .% vérifie le théoréme B. O

Remarque 6.4.9. — Nous pouvons en fait démontrer le résultat précédent pour tous
les points de By, en procédant de méme et en utilisant le résultat dont il est question
a la remarque 6.4.6.

Le cas des parties compactes des fibres internes peut se traiter, comme toujours, en
se ramenant au cas classique des espaces analytiques sur un corps valué complet. Nous
pouvons en déduire des résultats indépendants de la fibre considérée, par exemple dans
le cas des couronnes.
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Théoréme 6.4.10. — Soient b un point de l’espace B et r et s deuzr éléments de R
vérifiant l’inégalité v < s. Posons

C={yeXp|r<|T(y)| < s}
La couronne C' est un sous-espace de Stein de la droite analytique X .

Démonstration. — Si b est un point central ou extréme de ’espace B, le résultat
découle des théorémes 6.4.5 et 6.4.8.
Supposons désormais que le point b est un point interne de ’espace B. Notons

gy Xp = X

le morphisme d’inclusion. D’aprés la proposition 3.4.6, il suffit de montrer que la
couronne j,- 1(C) est un espace de Stein. Nous sommes donc ramenés au cas d’un
espace analytique au-dessus du corps valué complet 7 (b).

D’aprés le lemme 3.2.12, ’ensemble des parties de la forme

veXp|r' <IT()l <},

ou ' et s’ sont deux éléments de R vérifiant v’ < 7 et s’ > s, est un systéme
fondamental de voisinages de j, 1(C) = C dans Dlespace analytique A;g?b). Le
corollaire 6.1.8 assure alors qu’il suffit de montrer que ces couronnes ouvertes de la
droite Alj’;(“b) sont des espaces de Stein.

Distinguons, & présent, deux cas. Si le point b appartient & une branche
ultramétrique, son corps résiduel .2°(b) est muni d’une valeur absolue ultramétrique
non triviale. D’aprés le théoréme 2.4 de [21], la proposition 3.3.4 de [2] et le théoréme
6.1.9, les couronnes ouvertes de A;’;Z‘b) sont bien des espaces de Stein.

Si le point b appartient maintenant & une branche archimédienne, nous distinguons
deux nouveaux cas. Si .#(b) = C, c’est un résultat connu que les couronnes ouvertes
sont des espaces de Stein (on sait méme que tout ouvert de C est de Stein, puisque tout
ouvert de C est un domaine d’holomorphie). Si 77 (b) = R, le résultat est donc vrai
aprés extension du corps de base & C et ’on conclut en utilisant le théoréme 6.1.11,
comme indiqué a la remarque 6.1.13. O

Remarque 6.4.11. — Lorsque le point b est un point interne d’une branche ultramétrique,
nous avons essentiellement redémontré un cas particulier de la proposition 3.1 de [15].

6.5. Couronnes compactes de la droite

Dans ce paragraphe, nous démontrons que certaines parties compactes de la droite
analytique X sont de Stein. Comme précédemment, nous commencerons par exhiber
des systémes de Cousin-Runge.

Lemme 6.5.1. — Soient 0 € &, u €0,1(0)] et s,t € Ry tels que s < t. Posons
Ky = [ag7afr(a)]) K(;r = B\]ag7afr(a)] et Lo = Ky NKy = {a'g}'
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Soit D € R la constante dont le lemme 6.8.2 assure l’existence. Quels que soient
s,t € [0,400[, avec s < t, et quel que soit f € PB(Lg)(s < |T| <t), il existe f~ €
BKG) (s <|T| <t) et f+e B(KS)(s <|T|<t) vérifiant les propriétés suivantes :

i) f=f"— f* dans B(Lo)(s < |T| < *t) ;

i) [f 7 kg a0 < DIFlzoss,e 5

) 1/ gt o0 < DI lzos-

Démonstration. — Soient s,t € [0, +o00[, avec s < ¢, et f € B(Lo){s <|T| <t). Par
définition, il existe une famille (ay)rez de B(Lo) = K, telle que l'on ait

f:Zaka

keZ

Zaktk et Zaksk

k>0 k<0

et que les séries

convergent. Soit k € Z. D’aprés le lemme 6.3.2, il existe des éléments a, de B(K )
et af de B(K) vérifiant les propriétés suivantes :

i) a = a;, —a; dans B(Lo) ;

i) llay Iz < D llakllzo 5

i) Jlaf [l cx < D llaxlz,-

Posons
- _ — ik
=2 T
keZ
et
ft= Z az T*.
keZ
Ces séries vérifient les conditions requises. O

Contrairement au précédent, le résultat d’approximation ne nous semble pas
pouvoir se déduire du résultat similaire pour les parties compactes de la base (cf.
lemme 6.3.3).

Lemme 6.5.2. — Soient 0 € X, u €0,1(0)[ et s,t € Ry tels que s < t. Posons
KO_ = [ag7afy(a)]> KS_ = B\]G’Z’afy(g)] et Lo = KO_ OKS_ = {az}'

Soient p,q € N et s1,...,8p,t1,...,tg € B(Lo)(s <|T|<t). Soit 6 € RY. Sio
appartient a X, alors il existe un élément inversible f de B(K{)(s < |T| < t) et des
éléments si,...,s;, de BKN (s <|T|<t) ett],... sty de B(Ky )(s < |T| < t) tels
que, quel que soient i € [1,p] et j € [1,q], on ait

D) 17 si = sillo,st 1ftillLo.se <65

i) [[f 7 sillzos.t 1t = illLos < 6.
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Si o appartient & Lo, alors il existe un élément inversible g de (K ){(s < |T| < t)
et des €léments s7, ..., s, de BKI s <|T| <t)yetty,... yty de B(Ky )(s < |T| < t)
tels que, quel que soient i € [1,p] et j € [1,q], on ait

i) ”gsz — sngLo,S,t ||g_1tj||L0,S,t <d;

i) |lgsillzo,s,e 971t — ]| Lg,s.e < 0.
Démonstration. — Posons M = max{||s;||Lo,s,¢s Itll£o,s,6, 1 <@ < p,1 < j < q}. Soit
i € [1,p]. La fonction s; appartient & %&(Lg){s < |T| < t). Par conséquent, il existe
une famille (ag)rez de K, telle que

si:ZakT’“

keZ
et les séries
D okl th et > lax]y s
k>0 k<0
convergent. Il existe n;,n; € Z tel que
n;
S; — Z ar Tk S 0.
k=ni Lo,s,t
1l existe également s € K[T,T'] tel que
n;
Z ap TF — s} <4
k=n; Lo,s,t

Distinguons deux cas. Supposons, tout d’abord, que ¢ € X;. D’aprés le lemme
3.1.6, il existe h € A telle que

hlo < 1;
{ Vo' € ¥p\ {o}, |hlsr = 1.
Il existe N € N tel que, quel que soit i € [1,p], on ait AV s} € AU[T, T71]. En
particulier, la fonction A"V s} définit un élément de (K, )(s < |T| < t). Posons
f=hrNekK.
C’est un élément inversible de Z(K; )(s < |T| < t). En outre, nous avons
1f 7 s = F 7 sF lnosst S N7 no,s,t 18 = 871 Los,e < 28|75

Soit j € [1,q]. La fonction t; appartient & Z(Lo)(s < |T| < t). Par conséquent, il
existe une famille (by)rcz de K, telle que

fti=> b T*
keZ
et les séries
D o loratt et > [bely st
k>0 k<0
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convergent. Il existe my, m;- € Z tel que

m;
fti— > b TF <.
k=m; Lg,s,t
Par le théoréme d’approximation fort, quel que soit ¢ > 0, il existe des éléments
Crmys- -+ Cm) de K tels que, quel que soit k € [m;, m/], on ait
1. Yo' € B4\ {0}, cx € Ao ;
2. b — x|t <e.

On en déduit qu'il existe ¢} € A[1/a][T,T~"] tel que

m;
> b T -t <.
k:mj

Lg,s,t

En particulier, la fonction ¢; définit un élément de B(KS)(s <|T| <t) et, quel que
soit 7 € [[1,p], nous avons

1 sillzoss,t 1FE5 = 5l Loys,e < 1F 7 lIsillo,s, 20 < 2M,
car f~1 € A. Quel que soit i € [1,p], nous avons également

1F7 80 = £ 85 oot [ Ftillzo,se < 281575 1f15 N1l 0,5, < 2M6.

Supposons, & présent, que o € X,. Il existe g € A tel que, quel que soit ¢ € [1,n], on
ait gs; € A[T,T~']. Remarquons que l'image de g dans 'anneau Z(K; )(s < |T| < t)
est inversible et que gs; définit un élément de % (K )(s <|T| < t). En outre, quel
que soit ¢ € [1,n], nous avons

l9si = 957 | 20,56 < llgllzo I8 = 57 20,5, < 21gl5 &

Soit j € [1, g]. Puisque la fonction g~'¢; appartient & %(Lo)(s < |T| < t), il existe
une famille (bg)rez de K, telle que

g_ltj = Z bk Tk

keZ
et les séries
Z |bk|gtk et Z |bx |2 sk
k>0 k<0
convergent. Il existe my, m; € Z tels que
m; 5
-1 k
PRTTIED s N —
2 ||gs;
R Pl T P
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En approchant chacun des coefficients by, avec k € [m;, m’], on montre qu’il existe
également t5 € K[T,T~'] tel que

m; 5
Sonriog| <ot
el Lo lg8illLo,s.t
La fonction t; définit un élément de Z(K, )(s < |T'| < t) et, quel que soit i € [1,p],
vérifie

0
-1
l9sillLo,s,t 197 t; —tillLo,s,t < 1gSillLo,s,t 2 Mosiliees =
Quel que soit ¢ € [1,p], nous avons encore
lgss = i1 Loss,t 197 5ll Lo,s,e < 21gl5 0197 i 1251l 2,5, < 2M0. 0

Proposition 6.5.3. — Soient 0 € £, u €10,l(0)] et s,t € Ry tels que s < t. Posons
Ky =lay,a?), K = B\lay,ai”)], Lo = Ky N Ky = {a}}
et
L=Cr,(s,t)={r e X|s<|T(z)| <t}
Soient K~ une partie compacte de 61((; (s,t) et KT une partie compacte de 6Ko+ (s,1)

dont lintersection est le compact L. Il existe un systéme de Cousin-Runge associé au

couple (K, KT).

Démonstration. — Soit (s,)nen une suite croissante et de limite s d’éléments de
[0, s[. Soit (t,)nen une suite décroissante et de limite ¢ d’éléments de |¢,4+o00[. Pour
tout élément n de N, nous posons

(B, 1lln) = (B(Eq ){sn < [T < tn)s [Nl k7 s

(B4 1LI1T) = (BES ) (sn < ITIS ta) g 0,
et
(€, [Illn) = (B(Lo)(sn <T| < tn), Il Lo,smstn)-

Quels que soient n € N et m € N, on définit de maniére évidente des morphismes
bornés v, et 1,7 comme dans la définition des systémes de Banach. Le théoréme 3.2.19
permet de définir également des morphismes p,,, p; et p,,. La proposition 2.1.1 assure
qu’ils sont bornés. L’ensemble de ces données forme un systéme de Banach associé au
couple (K, K™). Les trois premiéres propriétés sont évidentes et la derniére découle
de nouveau du théoréme 3.2.19, joint & la proposition 3.1.21. Les deux lemmes qui
précédent assurent que ce systéme est un systéme de Cousin-Runge. O

Nous allons déduire de ces résultats le fait que les couronnes compactes et connexes
de la droite analytique X sont des espaces de Stein.
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Théoréme 6.5.4. — Soit V une partie compacte et connexe de l’espace B. Soient s et t
deuz nombres réels tels que 0 < s < t. Posons

M=Cy(s,t)={z € Xy|s<|T(x)| <t}
Tout faisceau de Opr-modules de type fini satisfait le théoréme A.

Démonstration. — Soit .# un faisceau de 0j;-modules de type fini. Soit b un point
de V. D’aprés le théoréme 6.4.10, le faisceau .% vérifie le théoréme A sur le compact
XpN M et donc sur un voisinage de ce compact, d’aprés le lemme 6.1.2. En utilisant le
lemme qui précéde, on en déduit qu’il existe un voisinage compact V;, du point b dans V'
tel que le faisceau .Z vérifie le théoréme A sur le compact Xy, N M. Par compacité
de M, il existe un entier p et des parties compactes et connexes Vp,...,V, de V
recouvrant V telles que, quel que soit ¢ € [0, p], le faisceau % vérifie le théoréme A
sur Xy, N M. Nous pouvons, en outre, supposer que, quel que soit j € [0,p — 1],
les compacts W; = |Jo<;<; Vi et Vj;1 s’intersectent en un ensemble réduit a un
point de type 3. On montre alors, par récurrence et en utilisant & chaque étape la
proposition 6.5.3 et le corollaire 6.2.11, que, quel que soit j € [[0,p], le faisceau #
vérifie le théoréme A sur Xw, N M. On obtient le résultat attendu en considérant le
cas j =p. O

Théoréme 6.5.5. — Soit V une partie compacte et conneze de l’espace B. Soient s et t
deux nombres réels tels que 0 < s <t. Posons

M =Cy(s,t) = {z € Xy |5 < [T(@)| < t}.
Tout faisceau de O)pr-modules cohérent satisfait le théoréme B.

Démonstration. — Soit .# un faisceau de O3-modules cohérent. Soit
0757455 ..

une résolution flasque du faisceau .%. Soient ¢ € N* et v un cocycle de degré ¢
sur M. Soit b un point de V. D’aprés le théoréme 6.4.10, le faisceau .% vérifie le
théoréme B sur le compact X N M. Par conséquent, le cocycle v est un cobord
au voisinage du compact X N M. En utilisant le lemme 3.2.12, on en déduit qu’il
existe un voisinage compact V; du point b dans V tel que le cocycle 7y soit sur le
compact Xy, N M. En raisonnant comme dans la preuve qui précéde et en utilisant
la proposition 6.2.12, dont la premiére hypothése est vérifiée d’aprés la proposition
6.5.3, au lieu du corollaire 6.2.11, on montre que le cocycle v est un cobord sur le
compact M. Puisque ce résultat vaut pour tout cocycle, nous avons finalement montré
que le faisceau % vérifie le théoréme B. O

Théoréme 6.5.6. — Soit V une partie compacte et conneze de l’espace B. Soient s et t
deux nombres réels tels que 0 < s < t. La couronne compacte

Cv(s,t) ={z € Xy|s<|T(z)| <t}

est un espace de Stein.

ASTERISQUE 334



6.6. LEMNISCATES DE LA DROITE 225

6.6. Lemniscates de la droite

Dans cette partie, nous allons montrer que les théorémes A et B sont satisfaits pour
les faisceaux cohérents définis sur les couronnes ouvertes de la droite analytique X et
les lemniscates. Ici encore, nous nous inspirerons des techniques utilisées en géométrie
analytique complexe. Pour toute couronne ouverte C', nous considérerons une famille
croissante de couronnes fermées dont la réunion est égale & C. Nous montrerons alors
que cette famille forme une exhaustion de Stein (cf. [14], IV, §1, définition 6). Il nous
restera alors & montrer que toute partie possédant une exhaustion de Stein est de
Stein.

La preuve que nous proposons ici suit de trés prés ouvrage [14] de H. Grauert
et R. Remmert. Plus précisément, nous nous sommes inspirés de la partie IV, §1
pour les définition et propriétés des exhaustions de Stein et de la partie IV, §4, pour
montrer que les familles croissantes de couronnes fermées considérées en satisfont les
conditions.

Nous traiterons finalement le cas des lemniscates en faisant appel au théoréme
6.1.10 et aux résultats sur les morphismes finis démontrés au chapitre 5.

6.6.1. Exhaustions de Stein. — Commencgons par rappeler la définition d’une
exhaustion.

Définition 6.6.1. — Soit S un espace topologique. Une suite (K,)nen de parties
compactes de S est une exhaustionde S si elle vérifie les propriétés suivantes :

i) quel que soit n € N, le compact K, est contenu dans lintérieur de K41 ;
ii) la réunion des compacts K, est égale a S.

Le résultat qui suit est classique (cf. [14], IV, §1, théoréme 4) et nous permettra
de démontrer une partie du théoréme B pour les faisceaux cohérents définis sur les
couronnes ouvertes.

Théoréme 6.6.2. — Soient S un espace topologique et (K, )nen une exhaustion de S.
Soient % un faisceau de groupes abéliens sur S et g > 2 un nombre entier. Supposons
que, quel que soit n € N, on ait

HT"YK,,¥)=HYK,,¥)=0.
Alors on a également

H(S,.%) = 0.

Définition 6.6.3. — Soient (A,|.|la) et (B,|.llB) deux anneaur munis de semi-
normes. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneauzr. On dit que le morphisme ¢ est
borné s’il existe un nombre réel M tel que, pour tout élément a de A, nous ayons

le(a)lls < M |lal 4.

Venons-en, & présent, aux exhaustions de Stein (cf. [14], IV, §1, définition 6).
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Définition 6.6.4. — Soient (S, Os) un espace localement annelé et % un faisceau de
Os-modules cohérent. Une suite (K, )nen de parties compactes et de Stein de S est
une exhaustion de Stein de S relativement au faisceau ./ si c’est une ezhaustion de S et
si, quel que soit n € N, il existe une semi-norme ||.||n sur L (K,) telle que, quel que
soit n € N, les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) la partie 7(S) |k, de .7 (K,) est dense pour ||.||n;
ii) Uapplication de restriction (L (Kn+1), |-|ln+1) = (Z(Kn), ||-|ln) est bornée ;
iii) Uapplication de restriction (. (Kn+1)s ||-llnt1) = (Z(Kn),||-lln) envoie toute
suite de Cauchy sur une suite convergente ;
iv) tout élément s de (K1) vérifiant ||s||n+1 = 0 est nul sur K,.

Cette notion nous permettra de compléter la démonstration du théoréme B pour les
faisceaux cohérents définis sur les couronnes ouvertes, par I'intermédiaire du résultat
suivant (cf. [14], IV, §1, théoréme 7).

Théoréme 6.6.5. — Soient (S, Og) un espace localement annelé et & un faisceau de
Os-modules cohérent. Supposons qu’il existe une exhaustion de Stein de S relativement
au faisceau .. Alors nous avons

HY(S,.7) =0.

En regroupant les résultats des deux théorémes qui précédent et celui du théoréme
6.1.9, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 6.6.6. — Soit (S, Os) un espace localement annelé. Supposons que, pour
tout faisceau de Og-modules cohérent .7, l’espace S posséde une exhaustion de Stein
relativement a .. Alors, l’espace S est de Stein.

6.6.2. Fermeture des modules. — Pour montrer que les exhaustions naturelles des
couronnes ouvertes par des couronnes fermées sont bien des exhaustions de Stein,
nous avons besoin de résultats de fermeture sur certains faisceaux de modules. Nous
leur consacrons cette partie. Les preuves que nous proposons sont inspirées de [17],
II, D, théorémes 2 et 3.

Commencons par introduire une notation. Soient (Y, &y) un espace analytique, y
un point de Y et V un voisinage du point y dans Y. Soient p € N et .# un sous-
module de 0%, . Nous noterons .# (V) le Oy (V)-module constitué des éléments F
de Oy (V)P dont le germe F, en y appartient & .#. Définissons, maintenant, la notion
de module fortement engendré. Nous 'utiliserons constamment dans cette partie.

Définition 6.6.7. — Soient (Y, Oy) un espace analytique ety un point de Y. Soientp €
N et .4 un sous-module de 0, . Soient V un voisinage du point y dans Y et ||.|| une
norme sur Oy (V). Nous munissons le module produit Oy (V)P de la norme, que nous
noterons encore ||.||, donnée par le mazimum des normes des coefficients. Soient g € N
et Gy,...,Gq des éléments de Oy (V)P. On dit que la famille (Gy,...,G,) engendre
Sfortement le module ./ sur V pour la norme ||.|| s’il existe une constante C € R telle
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que, pour tout élément F de #(V), il existe des fonctions fi,...,fy dans Oy (V)
satisfaisant les propriétés suivantes :

q
= fiG; dans A (V) ;
i=1
ii) quel que soit i € [1,q], nous avons ||f;|| < C || F|.

On dit que le module .# est fortement engendré sur V pour la norme ||.|| s’il existe
une famille finie de Oy (V)P qui engendre fortement le module # sur V pour la
norme ||.||.

Les systémes de générateurs forts jouissent de propriétés agréables.

Lemme 6.6.8. — Soient (Y, Oy ), (Y’, Oy) et (Y, Oyn) des espaces analytiques, y, y'
ety” des points deY, Y’ etY”, p, v, p" des entiers et M, H', #" des sous- modules
de 0y, ﬁ{} , et Oy, . Soient V, V' et V" des voisinages des points y, y' et y”
dans Y, Y’ et Y et |, II-I" et |I.|l” des normes sur Oy (V), Oy:(V') et Oyn(V").
Supposons qu’il existe une suite exacte courte de groupes abéliens
0—. 2V (V)L 2"(V") =0

vérifiant les propriétés suivantes :

i) le morphisme u est une isométrie ;

ii) il existe un morphisme borné ug : Oy (V') — Oy (V) qui vérifie

V' e Oy (V'),VF € #(V'), u(f F') = uo(f)u(F") ;
iii) le morphisme v est borné ;
iv) il existe un morphisme borné T : Oy (V") — Oy (V) qui vérifie
Vf" € Oyn(V"),VF € M (V), v(r(f") F) = f" v(F).

Si les modules A" et #" sont fortement engendrés sur V' et V" pour les normes |||
et ||.]|"”, alors le module .# est fortement engendré sur V. pour la norme |.||.

Démonstration. — Commengons par traduire les hypothéses sur les morphismes
bornés. Il existe des constantes D,,,, D, D, € R telles que, quel que soit ' € Oy (V'),
on ait

luo(f)| < Duo 1 £1',
quel que soit F € .#(V), on ait
[o(F)I" < Dy | F
et, quel que soit f € Oy (V"), on ait
I=(F)I < D 1FN1"

Supposons que les modules .#" et .#" sont fortement engendrés sur V' et V"
pour les normes ||.||" et ||.||"”. Il existe un entier v € N et une famille (GY,...,G.,)
de .#'(V') qui engendre fortement le module .#” sur V' pour la norme |||| , avec
une certaine constante C’ € R. De méme, il existe un entier v/ € N et une
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famille (GY,...,GY,) de .#"(V") qui engendre fortement le module .Z" sur V"
pour la norme ||.||”, avec une certaine constante C” € R. Quel que soit i € [1,r'],
nous posons

H! = u(GY).

Quel que soit j € [1,7"], nous choisissons un élément H} de .# (V) tel que
" i
v(H}) = G7.

Nous allons montrer que la famille (Hy,...,H.,,H{,...,H,) de .#(V) engendre
fortement le module .# sur V pour la norme ||.|.

Soit F' € .# (V). Alors v(F) € .#'(V'). 1l existe donc f{,..., f/l, € Oyn (V") tels
que 'on ait

i) v(F) = Z 16
ii) vj €[, 7‘”]] 15717 < C" lo(F)]".
Posons

— Z // H//

Quel que soit j € [1,7"], nous avons
I7(FOI < Do 1F7 11" < D-C” lv(F)||” < D-C"Dy || F|.

Nous en déduisons que

1"
T

|Foll < | 1+ D,C"D, Y IH| | IFI.
j=1

Posons

"
T

M =1+D.C"D, Y _|H}|.
j=1
Nous avons

"
7" T

(FO _v Zv // H// —’U(F) Zf;-lG;/ZO
j=1

j=1
Par conséquent, Fy € Ker(v) = $(u). On en déduit qu’il existe F’ € .#Z'(V’) tel que
U(FI) = Fo.
Il existe également fi,..., fl., € Oy (V') tels que l'on ait
i) F'=) flG;;
i=1
i) Vi e [Lr] A1 < CHIF).
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Nous avons finalement

i

- PR+ S g
=1

f{ G,IL TZ 7_ /I H/l

i=1
r!’

Z H/+ZT " H//

Nous avons vu précédemment que la norme des coefficients 7(f;'), avec j € [1,7"],
est bornée en fonction de celle de ||F||. En outre, quel que soit ¢ € [1,7'], nous avons

[uo(F)II < Dug £l < DuoC" [|[F'||” < Duy €' || Fol| < Duy C"M || F.

On en déduit que la famille (H{,...,H/,,H{,...,H/,,) de .# (V) engendre fortement

le module .# sur V pour la norme ||.||. O

Corollaire 6.6.9. — Soient (Y, Oy) un espace analytique et y un point de Y. Soient V
un voisinage du pointy dansY et ||.|| une norme sur Oy (V). Supposons que tous les
idéauz de Oy, sont fortement engendrés sur V. pour la norme ||.||. Alors, quel que
soit p € N*, tous les sous-modules de ﬁ’;y sont fortement engendrés sur V pour la
norme |.||.

Démonstration. — Nous allons démontrer le résultat par récurrence. L’initialisation
pour p = 1 n’est autre que I’hypothése. Soit p € N* pour lequel le résultat est vrai.
Soit .# un sous-module de ﬁ%—ll. Notons .#' 'idéal de Oy, composé des éléments f
de Oy tels que (0,...,0, f) appartient & .#. Notons .#" le sous-module de ﬁ%y dont
les éléments sont les p premiéres composantes des éléments de .#. Les morphismes
naturels
0 A4V)S . #(V)S 4"(V)—0

forment une suite exacte courte de groupes abéliens. Montrons que les propriétés du
lemme 6.6.8 sont vérifiées. Le morphisme u est bien une isométrie. Choisissons pour ug
le morphisme identité sur Oy (V). Les propriétés du point i) sont alors vérifiées. Le
morphisme v est borné (et 'on peut méme choisir la constante 1). Nous pouvons choisir
pour 7 le morphisme identité sur Oy (V). L’hypothése de 1’énoncé nous assure que
l’idéal .#" est fortement engendré sur V pour la norme |.||. L’hypothése de récurrence
nous assure que tel est également le cas pour le module .#". D’aprés le lemme 6.6.8,
le module .# est, lui aussi, fortement engendré sur V pour la norme ||.|. O

Enoncons, & présent, quelques conditions permettant d’assurer que certains
modules possédent des systémes de générateurs forts.

Lemme 6.6.10. — Soient (Y, Oy) un espace analytique ety un point de Y. Soit V' un
voisinage du point y dans Y. Munissons l’anneau Oy (V') de la norme uniforme ||.||v .
Supposons que le morphisme de restriction Oy (V) — Oy, est injectif et que 'anneau
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local Oy, est un corps. Alors, quel que soit p € IN*, tous les sous-modules de ﬁ’;y
sont fortement engendrés sur V' pour la norme ||.||v .

Démonstration. — D’aprés le corollaire 6.6.9, il suffit de montrer que tous les idéaux
de Oy, sont fortement engendrés sur V pour la norme ||.|y. Puisque I’anneau
local Oy, est un corps, il ne posséde que deux idéaux : Oy, et (0). Il est évident que
la famille (1) engendre fortement I'idéal Oy, sur V pour la norme ||.||y. L’injectivité
du morphisme Oy (V) — Oy, assure que la famille (0) engendre fortement I'idéal Oy,
sur V pour la norme ||.||v. O

Lemme 6.6.11. — Soient (Y, Oy) un espace analytique ety un point de Y. Supposons
que lanneau local Oy, est un anneau de valuation discréte. Soit V un voisinage
du point y dans Y et m une uniformisante forte de l’anneau Oy, sur V. Alors, la
famille (7) engendre fortement lidéal Oy, sur V' pour la norme ||.||v.

Démonstration. — C’est une simple traduction des définitions. O

Corollaire 6.6.12. — Soient (Y,Oy) un espace analytique et y un point de Y.
Supposons que l’anneau local Oy, est un anneau de valuation discréte. Notons m son
idéal maximal. Soit V un voisinage du point y dans Y et m une uniformisante forte
de Uanneau Oy, sur V. Supposons que le morphisme de restriction Oy (V) — Oy,
est injectif. Alors, quel que soit p € N*, tous les sous-modules de ﬁﬁy sont fortement
engendrés sur V pour la norme |.||v .

Démonstration. — D’aprés le corollaire 6.6.9, il suffit de montrer que tous les idéaux
de Oy, sont fortement engendrés sur V pour la norme ||.|y. Puisque I’anneau
local Oy, est un anneau de valuation discréte, ses idéaux sont de la forme (0) ou (7™)
avec n € N. L’injectivité du morphisme Oy (V) — Oy, assure que la famille (0)
engendre fortement I’idéal (0) sur V pour la norme |.||y,. On constate immédiatement
que la famille (1) engendre fortement Oy, sur V pour la norme |.||y. Finalement,
on montre, par récurrence, en utilisant le lemme précédent, que, quel que soit n € N,
la famille (™) engendre fortement ’idéal 7™ Oy, sur V pour la norme |.|v. O

Appliquons ces résultats au cas de la base B et de ’espace X.

Corollaire 6.6.13. — Soit Y l'un des deux espaces B et X. Soit y un point de Y en
lequel l’anneau local Oy, est un corps ou un anneau de valuation discréte. Il existe
un systéme fondamental ¥V de voisinages compacts du point y dans Y tel que, pour
tout élément V de ¥ et tout entier p € N*, tout sous-module de ﬁ{}’y est fortement
engendré sur V pour la norme |.||v .

Démonstration. — D’aprés la proposition 3.6.5 et le théoréme 4.4.2, le principe
du prolongement analytique vaut au voisinage de tout point de I’espaces Y. Par
conséquent, pour toute partie connexe V contenant le point y, le morphisme de
restriction Oy (V) — Oy, est injectif.
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Supposons, tout d’abord, que ’anneau local Oy, est un corps. D’aprés le lemme
6.6.10 et la remarque qui précéde, il suffit de démontrer que le point y posséde
un systéme fondamental de voisinages compacts et connexes. C’est évident pour
I’espace B et c’est encore vrai pour ’espace X, d’aprés le théoréme 4.4.1.

Supposons, & présent, que ’anneau local Oy, est un anneau de valuation discréte.
Soit m une uniformisante de ’anneau Oy,, et U un voisinage du point y sur lequel
elle est définie. D’aprés le corollaire 6.6.12 et la remarque figurant au début de la
preuve, il suffit de montrer que le point y de Y posséde un systéme fondamental ¥ de
voisinages compacts et connexes tel que, pour tout élément V' de ¥, la fonction 7 est
une uniformisante forte de ’anneau Oy, sur V. C’est le cas, d’aprés le lemme 4.1.10
et le théoréme 4.4.7. U

Il nous reste a traiter le cas des points rigides des fibres extrémes de 1’espace X.
Soient V' une partie compacte de B et t un nombre réel strictement positif. D’aprés
la proposition 3.2.14, le morphisme naturel A[T] — &(V)[T] se prolonge un un
morphisme injectif

jve: O(Dy (b)) — OV){(|T| < t)'.

Soit f un élément de &(Dy (t)). Il existe une suite (ay)ren d’éléments de (V) telle
que lon ait 1’égalité

Jvalf) = arTF dans O(V)(|T| < )1,
KEN

Nous posons alors

1fllve = 3 llaglly * € Ry

keN

La fonction |.||y+ définit une norme sur I'anneau & (Dy (t)).

Lemme 6.6.14. — Soit m un élément de Xy. Posons Vo = [am, am]. Soit z le point de
la fibre extréme Xy défini par léquation T(z) = 0. Soient V' un voisinage compact et
conneze du point dw dans Vi et t un élément de lintervalle 10, 1[. Pour tout élément F'
de O(Dy (t)) dont l’image dans l’anneau local Ox ; est divisible par my, il existe un
élément dv4(F) de O(Dv (t)) qui vérifie ’égalité

F = my dy(F) dans O(Dy(t)).

Démonstration. — Soit un élément F de O(Dy(t)) dont I'image dans I’anneau
local Ox , est divisible par 7. Considérons la restriction de la fonction F' & la trace Ef
du disque Dy (t) sur la fibre extréme X,,. Cette fonction est nulle au voisinage du
point z. Le principe du prolongement analytique sur X, assure qu’elle est nulle en
tout point de E. Or, d’apreés le corollaire 4.2.5, en tout point y de E différent de z,
l’anneau local Ox , est un anneau de valuation discréte d’uniformisante 7. On en
déduit que la fonction F' est divisible par 7, au voisinage de tout point de E. Soit z
un point de Dy (t) \ E. La fonction 7, est inversible au voisinage de ce point. Par
conséquent, la fonction F' est multiple de 7, au voisinage de ce point.
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En utilisant le fait que les anneaux locaux sont intégres et que le principe du
prolongement analytique vaut sur la partie connexe Dy (t) de X, nous obtenons
Pexistence d’un élément dy¢(F') de &(Dy (t)) qui vérifie 'égalité

F = mydy(F) dans 0(Dvy (t)). O

Lemme 6.6.15. — Soit m un élément de L¢. Posons Vo = [am, Gw]. Soit z le point
de la fibre extréme Xy défini par Uéquation T(z) = 0. Soit & un idéal de Ox 5.
Supposons que pour tout voisinage W du point x dans X, il existe un voisinage
compact et connexe V du point Gy dans Vi et un nombre réel t > 0 tels que le
disque compact Dy (t) soit contenu dans W et lidéal mn % soit fortement engendré
sur Dy (t) pour la norme ||.||v. Alors, il en est de méme pour l’idéal ..

Démonstration. — Soit W un voisinage du point z dans X. Par hypothése, il existe
un voisinage compact et connexe V du point a, dans V{, un nombre réel ¢ > 0, un
entier g et des éléments Gy, ...,G, de O(Dy (t)) vérifiant les propriétés suivantes :

i) le disque compact Dy (t) est contenu dans W ;
ii) la famille (Gy,...,G,) engendre fortement le module mn.# sur Dy (t) pour la
norme ||.||v,+, avec une certaine constante C.

Nous reprenons les notations du lemme qui précéde. Soit F un élément
de #(Dy(t)). La fonction mn F' appartient alors & mn.#(Dy(t)). II existe donc
des éléments fi,..., fyde O (DV( )) satisfaisant les propriétés suivantes :

) T F = Zfz l_meflth ) dans ¢(Dy (1)) ;

ii) quel que s01t i €[1,4q], nous avons || fillv.e < Cllmm Flvs-

La partie Dy (t) étant connexe, l'intégrité des anneaux locaux et le principe du
prolongement analytique nous assurent que

F= Zfzdw ;) dans 0(Dv (t)).

En outre, pour tout élément 7 de [1, ¢, nous avons
[fillve < Cllmm Fllve < Cliww|lv [ Fllvs-
On en déduit que la famille (d(G1),...,d(G,)) engendre fortement le module .#

sur Dy (¢) pour la norme ||.||v;. O

Remarque 6.6.16. — L’implication réciproque de celle énoncée dans le lemme
précédent est valable et sa démonstration est d’ailleurs évidente.

Proposition 6.6.17. — Soit m un élément de Xy. Posons Vo = [am, Gm]. Soit x le point
de la fibre extréme Xn défini par I’équation T(z) = 0. Soient p un entier non nul et A
un sous-module de ﬁ{;’y. Soit W un voisinage du point x dans X. Alors, il existe un
voisinage compact et connexe V du point an, dans Vo et un nombre réel t > 0 tels
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que le disque compact Dy (t) soit contenu dans W et le module .# soit fortement
engendré sur Dy (t) pour la norme ||.||v,.

Démonstration. — D’aprés le corollaire 6.6.9, le cas p = 1 entraine les autres.
Nous pouvons donc supposer que p = 1. Dans ce cas, le module .#Z est un idéal
de Ox ,. Dans le cas ou l'idéal .# est nul, le principe du prolongement analytique
nous permet de conclure. Nous supposerons, désormais, que ’idéal .# n’est pas nul.
Rappelons que, d’aprés le théoréme 2.4.8, I’anneau local Ox , est un anneau de
séries convergentes & coeflicients dans Op ;. Plus précisément, il est naturellement
isomorphe & I’anneau L;_ défini 4 la section 2.2. Reprenons, & présent, les notations
du lemme 2.2.11. Notons
w = min{v(F) | F € #,G # 0}.
D’apres ce lemme, il existe un idéal ./4” de Ox , vérifiant les propriétés suivantes :
i) M =12 N,

ii) il existe un élément G de .4 qui vérifie G(am) = 0.

D’aprés le lemme 6.6.15, il suffit de démontrer le résultat voulu pour I'idéal 4.

Il existe un voisinage compact et connexe V de a,, dans V{) et un nombre réel ¢ > 0
tels que

GeB(V)(T| <t).
D’apreés le théoréme de préparation de Weierstraf (cf. théoréme 2.2.6), il existe une
fonction inversible E € Ox , et un polynome Q2 € Op p[T] distingué de degré d € N
tel que 'on ait I'égalité G = EQ) dans Ox .. Quitte & restreindre V' et & diminuer ¢,
nous pouvons supposer que cette égalité vaut dans Z(V)(|T| < t). Remarquons que {2
est un élément de 4. D’aprés la proposition 2.4.3, quitte & diminuer encore V et t,
nous pouvons supposer que le disque compact Dy (¢) est contenu dans W.

D’aprés le théoréme de division de Weierstraf semi-local, quitte & diminuer
encore V et t, nous pouvons supposer que, quel que soit u € [t,1], pour tout
élément F' de B(V)(|T| < w), il existe un unique élément (Q,R) appartenant a
(B(V)(T| < u))? tel que

i) R soit un polynome de degré strictement inférieur a d ;

i) F=QQ+R.

En outre, il existe une constante C € R’ , indépendante de u et de F, telle que 1'on
ait les inégalités

{ IQlv < ClFlva;
[Rlve < ClF[lvu-
Soit F un élément de ¢'(Dy (t)). D’aprés la proposition 3.2.14, il existe u € ], 1]
tel que
Fe o(V)(T| <u)=O0V)(T| < u).
En appliquant le résultat précédent, nous obtenons deux éléments @ et R de
BV)(T| <u) et donc de O(Dy(t)), d’aprés le théoréme 3.2.16. On en déduit
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que Q) appartient a .4 (Dy(t)) et donc que R appartient a .4 (Dy(t)). Il
existe ag,...,aq—1 € O(V) tels que

d—1
R(T) =) a;T"
=0

Nous définissons un morphisme de groupes r en associant & [’élément F la
famille (ag,...,aq—1). Les majorations du théoréme de division de Weierstrafs
et du lemme 2.1.2 nous assurent que

Ilr(F)lv,e < CE= | Fllv,e.

Notons 4" le sous-Op ;,,-module de ﬁ’%’&m formé par les familles de coefficients
des polynémes de ./ dont le degré est strictement inférieur a d. Notons .4 1'idéal
de Ox , engendré par 2 et

u: A" (Dy(t)) = A (Dy(t))

I'injection canonique. D’aprés le théoréme de division de Weierstraff, nous disposons
alors d’une suite exacte

0— A"(Dy(t)) = A (Dy(t)) = A" (Dy(t)) — 0.

Montrons qu’elle vérifie les conditions du lemme 6.6.8. Le morphisme u est bien une
isométrie. Nous pouvons choisir I'identité de &y (Dy (t)) pour le morphisme ug. Nous
avons montré précédemment que le morphisme r était borné. Pour le morphisme 7,
nous choisissons le morphisme naturel &(V) — &(Dy (t)). Il est également borné.
En outre, la famille (G) engendre fortement le module .4/ sur V pour la
norme ||.||v.¢, toujours d’aprés le théoréme de division de Weierstrafs. La description
explicite de ’espace V et des fonctions sur cet espace assure que le module 4 est
également fortement engendré sur V' pour la norme ||.|ly. Nous déduisons alors du
lemme 6.6.8 que le module .4/ est fortement engendré sur V pour la norme ||.||y:. O

Remarque 6.6.18. — Ce résultat vaut également pour les points rationnels des autres
fibres. La démonstration en est d’ailleurs plus simple puisque ’anneau local en le point
de la base est alors un corps. Il vaut encore pour les points rationnels des fibres des
espaces affines de dimension plus grande. Nous pourrions également ’adapter pour
les points rigides, & condition de prendre la peine définir des normes adéquates.

Démontrons, & présent, le résultat sur la fermeture des modules que nous avions
en vue.

Théoréme 6.6.19. — Soient x un point de X, p un entier non nul et .# un sous-
module de ﬁ;z. Soient U un voisinage de © dans X et F un élément de O(U)P.
Supposons qu’il existe une suite (Fi)ren de O(U)P qui converge vers uniformément
vers F sur U et que, quel que soit k € N, on ait (Fy), € 4. Alors, on a

F,e .
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Démonstration. — Nous devons distinguer plusieurs cas : celui ol 'anneau local Ox
est un corps, celui ot c’est un anneau de valuation discréte et celui ou le point = est
un point rigide de sa fibre. La démonstration est similaire dans les trois cas. Nous ne
traiterons que le dernier qui est le plus difficile, en particulier a cause de la différence,
pour les fonctions définies sur des disques, entre leur norme en tant que série et leur
norme uniforme. Seuls les point rigides des fibres extrémes ne sont pas traités dans les
autres cas. Nous supposerons donc que z est de ce type. D’aprés la proposition 3.3.1,
nous pouvons nous ramener au cas d’un point rationnel. Quitte & nous placer sur
un voisinage assez petit du point z, puis a effectuer une translation, nous pouvons
supposer que le point z est le point de sa fibre défini par ’équation T'(z) = 0.

D’aprés la proposition 2.4.3, il existe un voisinage W de b dans B et un nombre
réel u > 0 tels que la partie Dy (t) soit contenue dans U. D’aprés le théoréme 6.6.17,
il existe un voisinage compact et connexe V' de b dans W, un nombre réel ¢ € |0, u|,
un entier ¢ € N et des éléments G, ...,G, de Dy (t) tels que la famille (Gy,...,Gy)
engendre fortement le module .# sur Dy (¢) pour la norme |||y, avec une certaine
constante C'.

Quitte & extraire une sous-suite de (F)geN, nous pouvons supposer que, quel que
soit k € N*, nous avons

[ F — Fk—1||BV(u) < 27k,

D’aprés la proposition 2.1.3, nous avons alors
U —
| Fx — Fr_1]lve < —— 27"
u—t

Construisons, & présent, par récurrence, des suites (fi1)keN,---,(fi,q)keN
de O(Dy (t)) vérifiant les propriétés suivantes : quel que soit k € N, nous avons

q
Fr=Y friG;
i=1

et, quel que soit k¥ € N*, nous avons

Vi € [l s~ feoallmy o < oo
Initialisons la récurrence. Pour construire fo1,..., fo,q, il suffit d’utiliser le fait
que la famille (Gi,...,G,) engendre fortement le module .# sur Dy (t) pour la
norme ||.||v,+ avec la constante C et de appliquer a la fonction Fp.
Soit k € N* et supposons avoir construit fr_11,...,fk—1,4 € O(Dy(t)) vérifiant
les propriétés demandées. En appliquant la propriété de génération forte & la fonction
Fy, — Fj._1, on montre qu'il existe gi.1,...,gk,q € O(Dv(t)) vérifiant

q
Fp—Fp1= ng,jGj

j=1
et
. C
Vi e [1, 4], llgr,jllv,e < CllFx — Fr—1|lvys < ok
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Pour j € [1,¢], posons
Jrg = fro—1j + 9k,j-

On obtient alors le résultat voulu car, quel que soit j € [1, ¢], nous avons

”gk,j”EV(t) < ||9k,j||v,t-

Soit j € [1,¢]. D’aprés les inégalités précédentes, la suite (fx j)ken est de Cauchy
dans O(Dy(t)). Soit Uy un voisinage du point z dans X contenu dans l'intérieur
de Dy (t). La suite (fx,j)ken converge alors dans &'(Uy). Notons f; € 0(Up) sa limite.
Nous avons alors

q
F = ijGj dans O'(Uy).

j=1
On en déduit finalement que
F,e . O

6.6.3. Conclusion. — Nous nous intéresserons ici a4 I’étude des lemniscates au-dessus
de n’importe quelle partie connexe de ’espace de base B. Commencgons par énoncer
un résultat topologique. Il se démontre & ’aide des descriptions explicites du numéro
3.1.1

Lemme 6.6.20. — Toute partie connexe de l’espace B posséde une exhaustion par des
parties compactes et connezes.

Soit V' une partie connexe de ’espace B. Soit (V,,)nen une exhaustion de V' par
des parties compactes et connexes de ’espace B.

Soient s,t € [0,+00[, avec s < t. Soient ($p)neN €t (tn)nen deux suites réelles
vérifiant les conditions suivantes :

i) la suite (s,)nen est strictement décroissante et tend vers s ;
ii) la suite (¢,)nen est strictement croissante et tend vers ¢ ;
iii) so < to.

Soit (un)nen une suite strictement croissante et tendant vers 'infini d’éléments de

[s0, +00].
Posons
VO = {zeXxv|s<|T(x) <t}
VS(;) = {zeXy|s<|T(z) <t},
VD = {zeXy|s<|T(x) <t}
VY = {zeXv|s<|T(z) <t},
Vi = {eeXxv||IT(@) > s}
et VP = {z € Xv ||T(z)| > s}.
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Désignons par C' 'une de ces six parties de X. Définissons alors une exhaustion
(Cn)nen de C par des parties compactes en posant, pour tout n € N,

C, = Xy, NC(st) si C= V(O)
C, = Xy, NC(sn,t) si C= V;P,
C, = Xy.NC(s,t,) si C= V;?,
Cn = Xy, NC(sp,tn) si czvsﬂt
C, = Xy NC(s,uy) si €=V
et C, = Xy, NC(sp,u,) si C’:Vs(5).

Nous allons montrer que ’exhaustion (Cy,)nen est une exhaustion de Stein de C
relativement & tout faisceau de Oc-modules cohérent. Nous savons déja, d’apreés le
théoréme 6.6.29 que, pour tout élément n de N, la partie C), est de Stein. Fixons un
faisceau de Oc-modules cohérent ..

Il nous faut, a présent, définir une semi-norme sur chacune des couronnes compactes
considérées. Soit n € N. D’aprés le théoréme A et le lemme 6.1.3, il existe un entier
l, € N* et un morphisme de J¢,-modules surjectif

n - ﬁlc’,‘n — S0, -
Le théoréme B assure qu’il induit un morphisme de &'(C),)-modules surjectif
€n: O(Cy)!" — .7 (Ch).

Introduisons une notation. Pour toutes parties E et F de X vérifiant E C F et
tout entier positif /, nous noterons ||z la semi-norme sur I'anneau &'(F)! obtenue
en prenant le maximum des normes uniformes sur E des coefficients.

Nous définissons alors une semi-norme |.||, sur .#(C,) en posant, pour toute
section s € .7 (Cy),

Islln = inf{ltlloo,c,. t € 77 ()}

Il nous reste a vérifier que les conditions de la définition 6.6.4 sont satisfaites. Soit
n € N. Introduisons, tout d’abord, quelques notations. Nous désignerons par r,, et p,
les applications de restriction suivantes :

a2 (O(Crt1)™, oo, 0asa) = (O(Cn)" | lloo,c)
et
P (L (Crngr); - lns1) = (Z(Cn)s |l-ln)-

Le morphisme r,, est borné.
A P . Lo ol 1
D’apreés le théoréme B, le morphisme surjectif au,41 : ﬁcnﬂ — 7c,,, considéré
précédemment induit un morphisme surjectif

e 0(Cy) 1 — 7(C).

Nous pouvons donc définir une nouvelle semi-norme |.||, sur .#(C},) en posant, pour
toute section s € . (C,,),

. -1
Islly = inf{[[t]lco.c... t € €' (5)}-
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Nous noterons
n s L (Cn) |I17) = (L(Cn)s [I-]n)

le morphisme identité allant de ’anneau .(C,) muni de la norme ||.||}, & Panneau
. (C,,) muni de la norme ||.||,-

Lemme 6.6.21. — Quel que soit n € N, il existe un morphisme borné
Mn : ﬁ(C’n)ln+1 - ﬁ(cn)ln

qui fait commuter le diagramme suivant :

Démonstration. — Soit (e1,...,e;,,,) la base canonique du ¢(Cp41)-module
O(Cpy1)'+1. Quel que soit i € [1,1,41], on choisit g; € (C,,)™ tel que

en(gi) = (on 0 €))(e;) dans 7 (Cy,).

L’application

O(C = O(Cy)"

n+1 n+1

nn' Zflel — Zf’lgl

convient. Elle fait clairement commuter le diagramme qui précéde. En outre, pour

tous éléments f1,..., fi,., de 0(C,), nous avons

Int1 lny1

S so| <X Mlle, lolc
00,Chn =1

lnt1

< 2 (5o 3 lolec,
Int1 Int1
Zflel 2”92”000 O
00,Chp
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Finalement, nous obtenons le diagramme commutatif suivant :

En+1

N
Q
+
=
-
3
+
—

(ﬁ(Cn+1)ln+lv ||'||OO,C'n+1)

J/Tn J/'Cn
’
En

(ﬁ(cn)l"“v ”'”oo,Cn)

(O(C)™, [ loo,c) — ) I

Démontrons, a présent, que les conditions de la définition 6.6.4 sont satisfaites.

Lemme 6.6.22. — Pout tout entier positif n, le morphisme p,, est borné.

Démonstration. — Soit n € N. Les morphismes r,, 1, et &, sont bornés. Par
conséquent, il existe un nombre réel M tel que, pour tout élément ¢ de &(Cy 1)+,
nous ayons

llen © Mn 0 (t)|ln < M [|t]|l oo,y -

Soit s un élément de .%(C,,11). Soit 6 > 0. Il existe un élément t5 de &(Cp 1)+
tel que

[tslloo,Crir < [ISllnt1 + 0.

On en déduit que

||Pn(5)||n = ||5n O © Tn(té)”n
< M||t5||00,cn+1
< M||s|lns1 + M6.
On obtient le résultat voulu en faisant tendre le nombre réel § vers 0. O
Lemme 6.6.23. — Pout tout entier positif n, l'image du morphisme p,, est dense dans
S (Cy) pour la norme ||.||n.
Démonstration. — Soit n € N. Puisque le morphisme o,, est surjectif et borné, il

suffit de montrer que I'image du morphisme de restriction

est dense pour la norme ||.||},.

Soit s un élément de .(C,,). Soit § > 0. Il existe un élément ¢t de &(C,,)!"+* tel
que €),(t) = s. On déduit du lemme 3.2.12 et de la proposition 3.2.18 (respectivement
3.2.14) que Panneau A[T, T~!] (respectivement A[T]) est dense dans €(C,,) si s, > 0
(respectivement s, = 0). En particulier, ’anneau &' (Cy,41) est dense dans anneau
0(C,,) et il existe un élément ¢’ de &(Cyy1)'"+1 tel que

”rn(tl) — t[oo,c, < 6.
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Posons s’ = g,41(t') € #(Cp+1). Nous avons alors

!/

<. O

n

Sl — S8
n

Lemme 6.6.24. — Soit n € N. Soit s € S (Cpy1) telle que ||s||pt1 = 0. Alors la
section s est nulle sur ouvert (Cp11)°. En particulier, elle est nulle sur C,,.

Démonstration. — Par hypothese, il existe t € £,7,(s) et une suite (t;)jen de
Ker(en41) vérifiant

Jim 1= 4l 0 =0

En d’autres termes, la suite (¢;);jen converge uniformément vers ¢ sur (Cp41)°.
Soit & € (Cp41)°. La suite des germes ((¢;)s)jen converge vers t, dans ﬁé/";l.
D’aprés le théoréme 6.6.19, nous avons

ty € Her(epnt1)z-

Par conséquent, t € #Zer(en+1)((Cny1)°) et la section s est nulle sur (Cp41)°. O

Lemme 6.6.25. — Soit n € N. Soit (sg)ren une suite d’éléments de . (Cpy1) qui est
de Cauchy pour la semi-norme ||.||nt1. Il existe un élément s de 7(C,,) tel que la
suite (pp(sk))keN converge vers s pour la semi-norme ||.||n-

Si s’ est une limite de la suite (pn(sk))ken dans #(Cy), alors elle coincide avec
lélément s sur ouvert (Cp,)°.
Démonstration. — 1l existe une application o : N — N strictement croissante telle

que
1

VEk € N, [[sak) = Sak+1)llnt1 < TR
Pour tout entier positif k, choisissons un élément dj de O(C,,1)'"+* qui reléve
I'élément sS4y — Sa(k+1) de & (Cry1) et vérifie

1
”dk ||00,Cn+1 < 27]c

Choisissons également un élément ¢y de ¢(C,,41)""+! qui reléve sq. Pour tout entier
positif k, posons

k
tr =1t + Zdl
=0

C’est un élément de &(C,,41)!"+* qui reléve s3,. On vérifie aisément que la suite (tx)ren
est une suite de Cauchy de €(C,,41)"+'. Puisque la couronne C,, est contenue dans
lintérieur de C,, 41, la suite (7, (tx))ren converge dans &'(C,,)'»+1. Notons ¢ sa limite.

Puisque les morphismes 7, et &, sont bornés, la suite (&,(9n(rn(tk))))keN
de .7(C,,) converge vers s = £,,(n,(t)). Or, pour tout entier positif k, nous avons

En(nn(rn(tk))) = pn(sa(k))‘

ASTERISQUE 334



6.6. LEMNISCATES DE LA DROITE 241

Par conséquent, la suite (p,(sg))ren de #(C,) posséde une valeur d’adhérence.
Puisque le morphisme p,, est borné et que la suite (sx)ren est de Cauchy, la suite
(pn(sk))ken Vest encore. On en déduit qu’elle converge vers s.

Soit s’ une limite de la suite (p,,(sk))ken dans #(C,,). Nous avons ||s’ — s||, = 0.
D’aprés le lemme 6.6.24, les éléments s et s’ coincident sur louvert (C,,)°. O

Lemme 6.6.26. — Soit n € N. L’image du morphisme
L (C) = Z(Cr)

est dense pour la semi-norme ||.||,.

Démonstration. — D’aprés le lemme 6.6.22, pour tout entier k£ > n, il existe M, > 1
tel que, pour tout élément ¢ de .(Ck1), nous ayons

HtICka < M Itllk+1-

Soit s un élément de .#(C,,). Soit § > 0. Choisissons une suite (dx)x>n d’éléments
de R} telle que

> (ch1 Mi> S < 6.

k>n \i=n
En utilisant le lemme 6.6.23, on montre, par récurrence, qu’il existe un élément
(s0)k=n € [T 7(C)
k>n

tel que s, = s et, pour tout entier k > n,
e, s, <

Soit k > n. Pour tout entier [ > k, nous avons

-1
[si+11c, = stic e = (814116, — s)jcille < (HM> & < <H Mi) o1

On en déduit que la suite (syc, )i>k de -7(Ck) est de Cauchy. D’aprés le lemme 6.6.25,
elle posséde une limite ¢, dans .7 (Cy).

Soient ki et ko deux entiers vérifiant k; > ko > n. Puisque le morphisme de
restriction de .#(Cy,) & . (Cy,) est borné, I’élément ths o, de .7(C}, est une limite
de la suite (sl|0k1 )i>k,- D’aprés le lemme 6.6.25, les éléments ¢y, ICry et ty, coincident
sur (Cy,)°. Puisque (Ck)g>n est une exhaustion de C, la famille (¢;)r>n détermine
une section ¢ de .7 (C).

Pour tout entier £ > n, nous avons

k

t‘cn — s = t|Cn — Sk+1)0, + Z(Sl+1lcn — Sl|Cn)'

l=n
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Par conséquent, pour tout entier k£ > n, nous avons

E o /1-1
ltic, = slln < lItic, = ser1io, lln + D <H Mi) i

l=n \i=n

En faisant tendre k vers l’infini, nous obtenons
ltic, — slln < 6.
Cela termine la démonstration. O

Les résultats des quatre lemmes qui précédent correspondent aux quatre conditions
requises pour que l’exhaustion (C,)nenN soit une exhaustion de Stein relativement au
faisceau . (cf. définition 6.6.4). Nous avons donc démontré le résultat suivant.

Théoréme 6.6.27. — La suite (Cy)nen est une exhaustion de Stein de la couronne C,
relativement a tout faisceau de Oc-modules cohérent.

Le théoréme 6.6.6 nous permet alors d’en déduire le résultat voulu.
Théoréme 6.6.28. — La couronne C est une partie de Stein de la droite analytique X .

A T’aide des résultats sur les morphismes finis que nous avons obtenus, nous pouvons
déduire que d’autres parties de la droite analytique X sont de Stein. Regroupons ces
résultats dans le théoréme qui suit.

Théoréme 6.6.29. — Soit V wune partie connexe de l’espace B. Soient s et t deux
nombres réels tels que 0 < s < t. Soit P un polynéme a coefficients dans (V') dont
le coefficient dominant est inversible. Les parties suivantes de la droite analytique X
sont des espaces de Stein :

i) {zeXy|s<|P(T)(2)| <t} ;
) {z € Xy |s <|P(T)(z)| <t} ;
i) {z € Xy |s < |P(T)(2)| <t} ;
iv) {z € Xy |s<|P(T)(z) <t} ;
v) {z € Xy ||P(T)(z)| > s} ;
vi) {z € Xy ||P(T)(z)| > s}.

Démonstration. — Comme expliqué au numeéro 5.5, le morphime

o(V)[T] — o(V)[T,S]/(P(S) = T) = 0(V)[S]
induit un morphisme
p: Xy — Xy.

Chacune des parties qui figure dans I’énoncé est I’image réciproque d’une couronne
par ce morphisme. D’aprés le corollaire 6.6.28, les couronnes sont des espaces de
Stein. Nous pouvons donc conclure en utilisant le théoréme 6.1.10. Les hypothéses
en sont vérifiées d’apreés la proposition 5.5.1, le corollaire 5.5.6, le corollaire 5.6.2, la
proposition 5.6.6 et le théoréme 4.5.5. O
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CHAPITRE 7

APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous exposons quelques résultats sur les séries arithmétiques
convergentes. Rappelons que nous désignons par cette expression les séries a
coefficients dans un anneau d’entiers de corps de nombres, éventuellement localisé par
une partie multiplicative finiment engendrée, qui possédent un rayon de convergence
strictement positif en toute place. Nous allons montrer que les théorémes géométriques
que nous avons obtenus jusqu’ici peuvent étre appliqués a leur étude.

Nous consacrons le numéro 7.1 aux problémes de Cousin : le probléme de
Cousin multiplicatif consiste & prescrire 'ordre des zéros et des poles d’une fonction
méromorphe et le probléme de Cousin additif consiste & prescrire ses parties
principales (c’est-a-dire ses parties non holomorphes). En géométrie analytique
complexe, lorigine de ces questions remonte au XIX*™® siécle. Elle sont, désormais,
bien comprises et la théorie des espaces de Stein permet de leur apporter une solution
élégante. Pour plus de précisions, ’on consultera avec profit le deuxiéme paragraphe
du chapitre V de louvrage [14] de H. Grauert et R. Remmert.

Au numéro 7.2, nous nous intéressons & la noethérianité de certains anneaux de
séries arithmétiques convergentes. Pour tout nombre réel positif r, notons Z,.+[T7]
I'anneau formé des séries en une variable & coefficients entiers dont le rayon de
convergence complexe est strictement supérieur a r. D. Harbater a démontré, par une
preuve purement algébrique, que, pour tout nombre réel positif r, Panneau Z,.+ [T est
noethérien. En géométrie analytique complexe, un résultat analogue figure dans un
article de J. Frisch. Nous adaptons sa méthode, trés géométrique, au cadre de la droite
analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres afin de redémontrer
et étendre le résultat de D. Harbater.

Au numéro 7.3, nous nous intéressons au probléme de Galois inverse. Notons
Z,-[T] lanneau formé des séries en une variable & coefficients entiers dont le rayon
de convergence complexe est supérieur ou égal & 1. D. Harbater a montré que tout
groupe fini est groupe de Galois sur le corps Frac(Z,-[T7]). Nous proposons une
démonstration géométrique et conceptuellement trés simple de ce résultat, ainsi
qu’une généralisation & d’autres anneaux de séries arithmétiques.

De nouveau, nous reprenons les notations du chapitre 4.
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7.1. Problémes de Cousin arithmétiques

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux problémes de Cousin pour les
anneaux de séries arithmétiques.

Nous allons nous intéresser & ces problémes sur la droite analytique X = A}L{an
au-dessus de B = JM(A). Puisque les seules fonctions méromorphes sur X sont les
fractions rationnelles (cf. corollaire 4.4.6), nous n’étudierons pas véritablement les
problémes de Cousin sur ’espace X, mais nous restreindrons au disque unité ouvert
de rayon 1. A cet effet, nous utiliserons les résultats obtenus au chapitre précédent sur
les sous-espaces de Stein de X. Signalons que les démonstrations que nous proposons
présentent encore des similitudes frappantes avec celles de la géométrie analytique
complexe.

Fixons quelques notations. Posons

D=D(0,1)={z € X||T(z)| < 1}
et, quel que soit o € X,

D,, ={zr e X,, ||T(z)| <1}.

7.1.1. Probléme de Cousin multiplicatif. — Annoncgons tout de suite un résultat négatif
: le probléme de Cousin multiplicatif n’admet pas toujours de solution sur le disque D,
c’est-a-dire qu’il existe un diviseur qui ne provient d’aucune fonction méromorphe.
En fait, tel est déja le cas sur un corps ultramétrique, dés que celui-ci n’est pas
maximalement complet. Ce résultat est dit & M. Lazard (cf. [22], proposition 6). Fixer
les ordres des zéros est donc impossible, mais nous allons montrer que nous pouvons
les minorer.

Définition 7.1.1. — Soit x un point rigide de D, . Notons p, € Kn[T] le polynome
irréductible et unitaire qus lui est associé. L’anneau local Op 4 est alors un anneau de
valuation discréte dont p, est une uniformisante. Soient f une fonction définie sur
un voisinage du point x et n un entier. On dit que la fonction f s’annule a Pordre n
enz sip} divise f dans Uanneau local Ox ;.

Introduisons une autre définition afin de préciser sous quelles conditions nous
entendons prescrire les ordres d’annulation.

Définition 7.1.2. — Une distribution d’ordres o sur D est la donnée de

i) un sous-ensemble fini ¥, de ¥ ;
ii) pour tout o € ¥,, un sous-ensemble E, de points rigides de D, ;
iii) pour tout o € X, et tout point e € E,, un nombre entier n,

vérifiant la condition suivante : quel que soit o € X, l’ensemble E, est fermé, discret
et ne contient pas le point 0.
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A toute distribution d’ordres est donc associé un diviseur de Cartier sur le disque
ouvert analytique D, _. Il est presque immédiat que ce diviseur s’étend en un diviseur
de Cartier sur D N X/ . Pour I’étendre également & la fibre centrale, nous utiliserons
le résultat topologique qui suit.

Lemme 7.1.3. — Soient 0 € X, I un ensemble, Il = (P;);c1 une famille de polynémes
a coefficients dans KU, deuz & deux distincts, irréductibles et unitaires et (x;)icr la
famille de points rigides de X, associée. Supposons que l’ensemble E des points x;,
avec i € I, soit contenu dans D, , fermé et discret dans D, et évite le point 0. Alors
la partie
Vi = J{y € X} | Pi(y) = 0}
iel
est fermée dans (X! U Xo) ND.

Démonstration. — Nous allons montrer que le complémentaire U de Vi dans la
partie (X/ U Xy) N D est ouvert. Par hypothése, la partie U N D,_ est ouverte. La
structure de produit de X/ (cf. propositions 3.4.1 et 3.4.2) nous permet d’en déduire
que la partie U N X/ est encore ouverte.

Soit y un point de U N Xy = D N Xj. Il existe un élément r de [0, 1] tel que y soit
le point 7, de la fibre centrale Xy. Puisque la partie £ du disque D,_ est fermée et
ne contient pas 0, il existe ¢ > 0 vérifiant

{ze E|IT(2)| < t} = @.
Par conséquent, la partie

U {2 € Xa [IT(2)] < £}

0<e<1
ne coupe pas V.
Soit s € |r, 1]. Il existe a € ]0, 1] tel que t* > s. La partie définie par
V ={zen (ao, a3 ||T(2)| < 5}

est un voisinage de y dans X, . Observons qu’elle ne coupe pas V1. En effet, la partie Vg
ne coupe pas la fibre centrale X, et ne coupe pas non plus V N X!, par choix de s.

Finalement, nous avons bien montré que la partie Vi est fermée dans (X, U Xo) N D.
O

Soit o une distribution d’ordres sur D. Pour montrer qu’il existe une fonction
analytique qui posséde des zéros d’ordre supérieur & ceux prescrits par o, nous allons
commencer par interpréter une telle fonction comme une section d’un faisceau. A
cet effet, construisons explicitement le diviseur de Cartier mentionné plus haut.
Plus précisément, nous allons associer & la distribution d’ordres o un sous-faisceau
inversible ., de & sur l’espace

D,=D)\ U Xu
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Soient o € %,. Pour chaque élément e de E,, choisissons un voisinage ouvert U, du
point e dans D,_ et évitant le point 0. Quitte & restreindre ces ouverts, nous pouvons
supposer qu’ils sont deux & deux disjoints. Soit e € E,. Notons p. le polynéme a
coefficients dans K, -, irréductible et unitaire associé & ce point. L’image de 'ouvert U,
par le flot,
Vo= Txw),
yeUe
est un voisinage ouvert dans D, du fermé de Zariski

Ze ={y € X5 [pe(y) = 0}.
Pour f € E, \ {e}, les ouverts V. et V; sont disjoints. Définissons le faisceau .7, sur
I'ouvert V, par
Folv. =pe* Oy

D’apres le lemme 7.1.3, la partie

U:Do\ U Ze

o€X,,e€E,
est ouverte. Nous y définissons le faisceau .7, par
yo\U = ﬁ“].

On vérifie sans peine que cette définition est cohérente avec les précédentes et que le
faisceau .#y ainsi construit est un sous-faisceau inversible de O|p .

Théoréme 7.1.4. — Soit o wune distribution d’ordres sur D. Alors il existe une
fonction ¢ holomorphe sur D, et non nulle vérifiant la condition suivante : quel que
soient o € X, et e € E,, la fonction ¢ s’annule au point e & un ordre supérieur a n..

Démonstration. — Le faisceau .7, construit précédemment est inversible et donc
cohérent. D’aprés le théoréme 6.6.28, ce faisceau satisfait le théoréme A sur D,. On
en déduit qu’il existe une section globale non nulle ¢ du faisceau ., sur D,. Cette
fonction convient. O

7.1.2. Probléme de Cousin additif. — Soient F' un ensemble fermé et discret de points
de C et (Ry)scr une famille de polynomes & coefficients dans C sans terme constant.
En géométrie analytique complexe, la résolution du probléme de Cousin additif
sur C, appelé encore théoréme de Mittag-Leffler, nous assure qu’il existe une fonction
méromorphe ¢ sur C vérifiant les propriétés suivantes :

i) la fonction ¢ est holomorphe sur C\ F' ;

ii) pour tout point f de F, nous avons p(z) — R( if) dans Oc .

z
Comme précédemment, nous allons chercher & adapter ce résultat pour des
fonctions méromorphes sur le disque unité ouvert D. Rappelons que nous avons
introduit le faisceau des fonctions méromorphes & la définition 4.4.3. Commengons

par une nouvelle définition.
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Définition 7.1.5. — Le faisceau quotient
P=M]0
est appelé faiceau des parties principales sur X .

Par construction, nous disposons de la suite exacte courte
00— H— 2P —N0.

Soit U un ouvert de X. La suite exacte longue de cohomologie associée commence
comme suit :

0— O0U)— #U)— 2U)— H(U,0) — ---
En particulier, si le groupe H*(U, ) est nul, alors I’application canonique

M(U)— PU)

est surjective. Cette simple remarque permet de démontrer le théoréme de Mittag-
Leffler en I'appliquant avec U = C. Nous allons adopter la méme démarche pour
apporter une solution au probléme de Cousin additif sur ’espace analytique X.

Soit o € Y. Fixons une cloture algébrique L, de K, . Soit z un point rigide de D, .
Le théoréme 3.3.12 assure qu'il existe un élément a(x) de L, tel que l'on ait un
isomorphisme

K, (a(z)) ~ #(x)

et un voisinage U, du point rationnel a(z) de A};&) tel que le morphisme naturel
ug 2 UL — A;;an

induise un isomorphisme sur son image U,. En particulier, nous avons un
isomorphisme

Vg : Opton  —> an )

z A}{i T Aljg“(z),a(w)

Définition 7.1.6. — Une distribution p de parties principales sur D est la donnée de

i) un sous-ensemble fini ¥, de ¥ ;
ii) pour tout o € ¥, un sous-ensemble F, de points rigides de Dg_ ;
iii) pour tout o € ¥, et tout point f € F,, un élément Ry de H(f)[T] sans terme
constant

vérifiant la condition suivante : quel que soit o € ¥, l’ensemble F,, est fermé, discret
et ne contient pas le point 0.

Si p désigne une distribution de parties principales sur D, nous posons
D,=D\( |J ZXu
meX,NTy

Théoréme 7.1.7. — Soit p une distribution de parties principales sur D. Alors, il existe
une fonction ¢ méromorphe sur D, vérifiant les conditions suivantes :

i) quel que soit o ¢ L, la série ¢ définit une fonction holomorphe sur D, ;
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ii) quel que soit o € X, la fonction ¢ définit une fonction méromorphe sur D,_,
holomorphe sur le complémentaire de F, ;
iii) quel que soient o € ¥, et f € Fy;, nous avons

* 1 .
vt = By (T_a(f)) € Onliralh) |
1
) ve (4] 1] 1) oo
N .

Démonstration. — Nous allons associer & la distribution de parties principales p une
section s, du faisceau & sur D,. Soit o € ¥,. Pour chaque élément f de Fi, nous
avons défini précédemment un voisinage ouvert Uy du point f dans D, . Puisque
la partie F, est discréte et ne contient pas 0, quitte & restreindre ces ouverts, nous
pouvons supposer qu’ils sont deux & deux disjoints et évitent le point 0. Soit f € F.
En utilisant les propositions 2.5.3 et 1.3.10, on montre que ’isomorphisme uJIl, défini
sur Uy, se prolonge & 'image de 'ouvert Uy par le flot,

Vi = U Tx (y).
yGUf

C’est un voisinage ouvert dans D, du fermé de Zariski

Zy ={y € X, |ps(y) = 0}.

Pour g € F, \ {f}, les ouverts V; et V; sont disjoints. Définissons la section s, du
faisceau & sur l'ouvert V; par

sy, = (g )" (Rf {T—la(f)D

D’aprés le lemme 7.1.3, la partie

U=D,\ U Z;
oc€X,, fEF,

est ouverte. Nous y définissons la section s, par
Sply = 0.

On vérifie sans peine que cette définition est cohérente avec les précédentes et que
nous avons bien construit ainsi une section s, de & sur 'ouvert D,,.
D’aprés le théoréme 6.6.28, nous avons H'(D,, &) = 0. On en déduit que le
morphisme canonique
M (Dp) — P (Dy)

est surjectif. Par conséquent, la section s, posséde un antécédent ¢ par ce morphisme.
Quel que soit ¢ € X, la fonction ¢ définit une fonction méromorphe sur D, qui
posséde les propriétés prescrites par 1’énoncé.
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Remarquons également que la fonction ¢ est holomorphe au voisinage de la section
nulle de D,. On en déduit que le développement en 0 de ¢ est & coefficients dans
A[1/%,], par la proposition 3.2.14. O

Sous cette forme, le résultat du théoréme peut étre obtenu & partir du résultat
analogue de géométrie analytique complexe et d’un argument d’approximation.
Nous en proposons, & présent, un raffinement qui, 4 notre connaissance, ne peut se
démontrer ainsi.

Théoréme 7.1.8. — Soient o une distribution d’ordres sur D et p une distribution de
parties principales sur D. Supposons que, quel que soit 0 € ¥,NE,, les ensembles E,
et F, soient disjoints. Alors, il existe une fonction ¢ méromorphe sur D’ = D,ND,
vérifiant les conditions suivantes :

i) quel que soit o ¢ ¥,, la série ¢ définit une fonction holomorphe sur D, ;
ii) quel que soit o € X, la fonction ¢ définit une fonction méromorphe sur D,_,
holomorphe sur le complémentaire de F, ;
iil) quel que soient o € X, et f € F,;, nous avons

. 1
e (rmap) € Oy

iv) quel que soient o € &, et e € E,, la fonction ¢ s’annule au point e & un ordre
SUPETieur a Ne ;

V) e (A {Eizp} [[T]]) N O, 0.

Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve du théoréme précédent en
I’appliquant & d’autres faisceaux. Juste avant le théoréme 7.1.4, nous avons construit
un sous-faisceau .7, de O|p,. Construisons un sous-faisceau 7, de .#|p, par la
méme méthode. Reprenons les notations utilisées lors de la définition du faisceau .7,.
Nous pouvons, en outre, supposer que les ouverts U., et donc V., sont connexes.
Soient 0 € %, et e € E,. Notons S, I'ensemble des éléments de 0|y, qui ne sont pas
identiquement nuls sur Z.. C’est une partie multiplicative de &)y, . Nous posons

Topv. = e ST O,
Nous posons également
%|U = ///|U'

Nous avons bien construit ainsi un sous-faisceau de .Z|p, .

Le faisceau .7, s’injecte dans ce faisceau. Nous allons, & présent, construire une
section s, du faisceau quotient .7,/.%, sur 'ouvert D’ = D, N D,. Nous pouvons
procéder exactement comme dans la preuve du théoréme précédent. 11 suffit de prendre
garde & choisir des ouverts Uy qui évitent les points des ensembles F,.

Considérons la suite exacte courte

00— — 9 — 9,/ —0.
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Le faisceau .¥, est inversible et donc cohérent. D’aprés le théoréme 6.6.28, nous avons
donc HY(D',.#,) = 0. On en déduit que le morphisme canonique

T (D) = (Zo/76)(D')

est surjectif. Par conséquent, la section s, posséde un antécédent ¢ par ce morphisme.
Cette fonction posséde les propriétés requises. O

Nous donnerons & la fin de la partie suivante (cf. corollaire 7.1.10) une
interprétation en termes de séries de ce théoréme.

7.1.3. Théoréme de Poincaré. — Dans la lignée des problémes de Cousin, le théoréme
de Poincaré sur C nous assure que toute fonction méromorphe s’écrit globalement
comme un quotient de deux fonctions holomorphes. Ici encore, les techniques des
espaces de Stein s’avéreront utiles.

Théoréme 7.1.9. — Soit M une partie conneze et de Stein de la droite X. L’anneau O (M)
est intégre et le morphisme naturel

Frac(O(M)) — 4 (M)
est un isomorphisme.

Démonstration. — Le corollaire 4.4.5 assure donc que 'anneau & (M) est intégre. I
suffit de démontrer que le morphisme naturel

Frac(O(M)) — .# (M)

est surjectif. Soit h un élément de .# (M). Le faisceau de &pr-modules O NhO)y; est
cohérent. Puisque la fonction nulle appartient évidemment & 'image du morphisme
précédent, nous pouvons supposer que h n’est pas nulle. Le faisceau &y N hO; n’est
alors pas nul. D’aprés le théoréme A, il posséde une section globale non-nulle f sur M.
On en déduit le résultat voulu. O

Ce théoréme nous permet, par exemple, de décrire les fonctions méromorphes sur
le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 comme quotient de fonctions holomorphes
sur ce disque. Nous allons utiliser ce résultat pour donner une version explicite, c’est-
a-dire en termes de séries convergentes, du théoréme 7.1.8.

Soit o € 3. Soient L, une cléture algébrique de K, et f)a son complété pour la
valeur absolue |.|,. Remarquons que le groupe de Galois Gal(L, /Ka) agit sur L.
Pour tout élément = de L,, nous noterons p, le polynéme minimal unitaire de z

sur K,. Nous noterons également
LY ={zeLy||z|, <1}.

Rappelons, finalement, que l'on peut interpréter les fonctions holomorphes
1,an . l,an . .
sur A 4 comme des fonctions holomorphes sur A ;7 invariantes par le groupe de

Galois Gal(L,/K,).
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Corollaire 7.1.10. — Soit XA une partie finie de . Pour o € XA, soient E, et F,
deux sous-ensembles de L3° disjoints, fermés, discrets et évitant 0. Pour o € Xa
et e € E,, soit ne un entier. Pour 0 € ¥a et f € F,, soit Ry un polynéme a
coefficients dans J(f) sans terme constant. Supposons que

i) quel que soient 0 € Sp, e € E, et 7 € Gal(L,/K,), nous avons
7(e) € E; et ny(e) = ne ;
ii) quel que soient 0 € Xa, f € F, et T € Ga,l(La/f(U), nous avons
7(f) € Fy et R 5= T(Ry).
Alors, il existe deuz séries u,v € A[1/TAl[T] vérifiant les propriétés suivantes :
a) quel que soit o & XA, la série u/v, vue comme fonction analytique sur ﬁa, est
développable en 0 en une série entiére de rayon de convergence supérieur a 1 ;
b) quel que soit o € By, et z ¢ Fy, la série u/v, vue comme fonction analytique
sur L, est développable en z en une série entiére de rayon de convergence
strictement positif ;
¢) quel que soit 0 € ¥y, et e € E,, la série u/v, vue comme fonction analytique
sur Ly, s’annule en e & un ordre supérieur a ne ;
d) quel que soient o € XA et f € Fy, la série u/v, vue comme fonction analytique
sur Ly, est développable en f en une série de Laurent de partie principale
Ry (ﬁ) et de rayon de convergence strictement positif.

7.2. Noethérianité d’anneaux de séries arithmétiques

7.2.1. Sous-variétés analytiques. — Jusqu’ici, nous avons étudié les propriétés de la
droite analytique X ou de certaines de ces parties, comme les disques et les couronnes
relatifs. Il est également naturel de s’intéresser aux fermés analytiques de la droite X,
c’est-a-dire aux parties définies localement par I’annulation de fonctions analytiques.
Nous en proposons ici une bréve étude.

Définition 7.2.1. — Soit U un ouvert de X. On appelle sous-variété analytique de U
tout espace localement annelé de la forme

(V(j)v ﬁU/j))
ot & est un faisceau d’idéauz de type fini de Oy .

Remarque 7.2.2. — Soient U un ouvert de X et .# un faisceau d’idéaux de type fini
de Oy. L’espace topologique V(.#) est donc fermé dans U. Puisque le faisceau Oy
est cohérent, le faisceau d’idéaux de type fini .# l’est également. Nous en déduisons
que le faisceau Oy /7 Dest encore.

Définition 7.2.3. — Soient U un ouvert de X et (Z,0z) une sous-variété analytique
de U. Soit x un point de Z. On dit que la sous-variété (Z,0z) est intégre en x si
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Vanneau local Oz, est integre. On dit que la sous-variété (Z,0z) est intégre si elle
est intégre en chacun de ses points.

Nous allons, & présent, décrire les germes de sous-variétés analytiques intégres en
un point. Soit z un point de X. Soient U un voisinage ouvert de =z dans X et .# un
faisceau d’idéaux de Oy tel que la sous-variété analytique

(2,07) = (V(S),Ou/I)

soit intégre en . L’idéal .7, est donc un idéal premier de Ox .. Nous allons distinguer
plusieurs cas.

Supposons tout d’abord, que l’anneau local Ox ; est un corps. L’idéal .7, ne
peut alors étre que l'idéal nul. Par le principe du prolongement analytique (cf.
théoréme 4.4.2), au voisinage du point z, I'idéal .# est nul et la sous-variété (Z, 0z)
coincide avec (X, Ox).

Supposons, & présent, que lanneau local Ox, est un anneau de valuation
discréte d’uniformisante 7. L’idéal .#, est alors soit l’idéal nul, soit l'idéal (7).
Si Z, = (0), localement, la sous-variété (Z,0z) n’est autre que l’espace total,
comme précédemment. Supposons donc que &, = (7). D’aprés 6.6.13, I'idéal .# est
localement engendré par 7. Distinguons de nouveau plusieurs cas.

Supposons, tout d’abord, que le point b = 7(x) est un point interne de B. Il existe
o € X tel que ce point appartienne & la branche o-adique ouverte. Il existe donc un
polynome P(T) € J(b)[T] = K,[T] irréductible et unitaire tel que le point z soit
le point de la fibre X, défini par I’équation P(T)(z) = 0. En outre, nous pouvons
supposer que 7 = P(T"). Notons V un voisinage ouvert et connexe de b dans 7(U)
au-dessus duquel I'idéal .# est engendré par P(T"). Nous pouvons supposer que V est
contenu dans la branche o-adique ouverte. Alors ’application qui & tout point ¢ de
V' associe I'unique point y de la fibre X, défini par I’équation P(T)(y) = 0 réalise
un homéomorphisme de V sur Xy N Z. On en déduit que Xy N Z est connexe et
localement connexe par arcs. En outre, en tout point y de Xy N Z, "anneau local
Oz est un corps. Par conséquent, les parties ouvertes et connexes de la sous-variété
Xy N Z vérifient le principe du prolongement analytique.

Supposons, & présent, que b = 7(x) soit le point central ay de B. Il existe encore
un polynéme P(T) € 5 (b)[T] = K|[T], irréductible et unitaire, tel que le point z soit
le point de la fibre X} défini par I’équation P(T)(z) = 0. Nous pouvons également
supposer que 7 = P(T). Au voisinage de z, la sous-variété définie par 1’équation
P(T) = 0 est un revétement topologique de B, ramifié au point z. Il suffit de choisir
pour voisinage de z un ouvert de X sur lequel .# est engendré par P(T') et qui évite
les fibres extrémes X, correspondant a un idéal m tel que le polynome P(T) ait
des racines multiples dans ky, (il n’existe qu’un nombre fini de tels idéaux). Comme
précédemment, il existe un voisinage W de = dans U tel que la sous-variété W N Z soit
connexe, localement connexe par arcs et que ses parties ouvertes et connexes vérifient
le principe du prolongement analytique.
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Supposons, pour finir, que b = m(x) soit un point extréme de B. Il existe alors
m € Xy tel que b = @y L’anneau local Ox , est un anneau de valuation discréte si, et
seulement si, le point x est de type 2 ou 3. Nous pouvons alors choisir 'uniformisante
T = mn. Par conséquent, au voisinage du point x, la sous-variété Z n’est autre que la
fibre Xy,. De nouveau, nous en déduisons qu’il existe un voisinage W de & dans U tel
que la sous-variété W N Z soit connexe, localement connexe par arcs et que ses parties
ouvertes et connexes vérifient le principe du prolongement analytique.

Il nous reste & traiter le cas o I’anneau local Ox , n’est ni un corps, ni un anneau
local. Le point x est alors nécessairement un point rigide d’une fibre extréme : il existe
m € X; et un polynome irréductible et unitaire P(T) € kn[T] tel que z soit 'unique
point de la fibre X, défini par 'équation P(T)(z) = 0. I’idéal maximal de Ox , est
(75, P(T)). L’idéal premier ., peut étre de plusieurs sortes. Tout d’abord, comme
dans les cas précédents, nous pouvons avoir .7, = (0). La sous-variété Z coincide
alors localement avec 1’espace X tout entier. Si l'idéal .#, est de hauteur 2, c’est
I'idéal maximal m, et la sous-variété Z est, localement, réduite au point z. Si I'idéal
7, est de hauteur 1, alors nous pouvons avoir .#, = (7, ), auquel cas la sous-variété Z
coincide localement avec la fibre Xy, ou bien .7, = (Q(T)), out Q(T) est un polynome
irréductible de Ay, [T] qui reléve P(T). Dans ce dernier cas, il est encore possible de
construire une section de 7 qui soit un homéomorphisme d’un voisinage de a., dans B
vers un voisinage de z dans Z. Dans tous les cas, il existe un voisinage W de z dans
U tel que la sous-variété W N Z soit connexe, localement connexe par arcs et que ses
parties ouvertes et connexes vérifient le principe du prolongement analytique.

A T’aide de ces descriptions explicites, nous obtenons les résultats suivants.

Proposition 7.2.4. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans
X et I un faisceau d’idéaux de Oy tel que la sous-variété analytique

(2,027) = (V(F), 00/ F)

soit integre en x. Alors il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que la sous-
variété Z NV de V soit intégre.

Proposition 7.2.5. — Soient U un owvert de X et (Z,0z) une sous-variété analytique
inteégre de U. Alors Z est localement connexe par arcs et ses parties ouvertes et
connezes satisfont au principe du prolongement analytique.

7.2.2. Théoréme de Frisch. — Dans ce paragraphe, nous démontrons que ’anneau des
germes de fonctions analytiques au voisinage de certains compacts est noethérien. Le
premier résultat de ce type a été obtenu par J. Frisch dans le cadre de la géométrie
analytique complexe (cf. [12], théoréme I, 9) :

Théoréme (J. Frisch). — Soit X wune variété analytique réelle ou complexe. Soit K
une partie compacte de X, semi-analytique et de Stein. Alors ’anneau des fonctions
analytiques au voisinage de K est noethérien.
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Par la suite, Y.-T. Siu a caractérisé les compacts de Stein K pour lesquels
lanneau €(K) est noethérien : il s’agit des compacts dont l'intersection avec un
fermé de Zariski défini au voisinage ne posséde qu’un nombre fini de composantes
connexes (cf. [30]). C’est cette condition qui a guidé la définition de partie morcelable
que nous introduisons ci-dessous. Signalons qu’il existe également une version de
ce théoréme pour les variétés analytiques sur un corps valué complet (cf. [26],
théoréme A.5).

Dans ce paragraphe, nous démontrons un résultat similaire dans le cadre de la
droite analytique sur un anneau d’entiers de corps de nombres. Notre preuve suit de
prés celle du théoréme de J. Frisch qu’ont proposée C. Bénicd et O. Stanagila (cf. [1],
5, fin du §3).

Définition 7.2.6. — Soient E une partie de X et x un point de E. La partie E est
dite morcelable au voisinage du point x si, pour tout voisinage ouwvert U de x dans X
et toute sous-variété analytique Z de U intégre en x, il existe un voisinage V de x
dans ENU qui posséde un systéeme fondamental de voisinages ouverts dans U dont
les traces sur Z sont connexes.

La partie E est dite morcelable si elle est morcelable au voisinage de chacun de ses
points.

Proposition 7.2.7. — Soit E wune partie morcelable de X. Soient F un faisceau
cohérent sur E et (Fn)neN une suite croissante de sous-faisceauz cohérents de .F.
Alors la suite (Fp)nen est localement stationnaire dans E au sens ot, quel que soit
x € E, il existe un entier ng € N et un voisinage U de x dans E tels que

Vn > no, Vz € U, (g\no)z = (yn)z

Démonstration. — Soit x € E. 1l existe ng € N tel que, quel que soit n > ng, on ait
(Fno)e = (Fn)a-
Quitte a remplacer .# par % /%, et %, par %,/ F,,, pour n > ng, puis & décaler
les indices, nous pouvons supposer que
(ﬁ n)x =0,

quel que soit n € N. Puisque .#, est un module de type fini sur Ox , il existe un
entier r € N et une filtration

0=McM'c---cM"=.7,

de .#, par des sous-modules de type fini et des idéaux premiers po,...,p, de Ox
vérifiant la condition suivante : quel que soit ¢ € [0, —1], on dispose d’un
isomorphisme
MY /MDD ~ Gk, /p;.
Cette filtration et ces isomorphismes se prolongent au niveau des faisceaux. Il existe
une filtration de .#
0=70cg0 ...c g0 =7
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par des sous-faisceaux cohérents définis au voisinage de a et r sous-variétés analytiques
Zy, ..., Z,—1 définies au voisinage de x, intégres en z et vérifiant la condition suivante
: quel que soit ¢ € [0, — 1], on dispose d’un isomorphisme de faisceaux

ﬁ(’“)/ﬁ(’) ~ ﬁz,.

Il suffit, & présent, de montrer que, pour chaque i € [0,r — 1], la sous-suite
(Gin)nen de FO/Z0HD) ~ @, induite par (F,)nen stationne au voisinage de
z dans E et méme au voisinage de z dans E N Z;. Soit U un voisinage ouvert de z
dans X sur lequel Z; est définie. D’aprés la proposition 7.2.4, nous pouvons supposer
que Z; NU est une sous-variété intégre de U. Par hypothése, la partie £ de X est
morcelable au voisinage du point . Il existe donc un voisinage V' de « dans ENU qui
posséde un systéme fondamental de voisinages ouverts dans X dont les intersections
avec Z; sont connexes.

Soient n € N et f € % ,,. Il existe un voisinage ouvert W de V dans X sur lequel
la fonction f est définie et tel que W N Z; soit une sous-variété intégre et connexe de
W. Puisque (%), = 0, la fonction f est nulle au voisinage de z dans Z;. D’aprés
7.2.5, W N Z; vérifie le principe du prolongement analytique. On en déduit que f est
nulle sur W N Z;. Finalement, le faisceau %; ,, est nul sur VN Z;, et donc sur V. 0O

Corollaire 7.2.8. — Soient E une partie de X morcelable et de Stein, .F un faisceau
cohérent sur E et (f;)icr une famille de sections de F sur E. Le sous-faisceau de F
engendré par la famille (f;)ier est cohérent.

Théoréme 7.2.9. — Soient E une partie compacte morcelable et de Stein de X.
L’anneau O(E) des germes de fonctions analytiques au voisinage de E est noethérien.

Démonstration. — Soit (I,)pen une suite croissante d’idéaux de type fini de O(F).
Pour n € N, notons .7, le faisceau d’idéaux cohérents de 'x engendré par I,,. D’aprés
la proposition 7.2.7 et la compacité de FE, il existe un rang ng € N & partir duquel la
suite (S, )nen stationne.

Puisque I'idéal I,,, est de type fini, il posséde un systéme générateur fini (f1, ..., fp),
avec p € N et, quel que soit i € [1,p], f; € O(E). Le morphisme de faisceaux

o o% — I o
(a1,...,ap) +— arfi+- - +apfp

est alors surjectif.
Soit n > ng. Notons ¢4 le noyau du morphisme de faisceaux . C’est encore un
faisceau cohérent sur E. Nous disposons de la suite exacte

0-9— 0P — 7, —0.
Puisque H'(E,¥) = 0, le morphisme
oEy - In(E)
(a1,-..,ap) — arfi+---+apfp,
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est surjectif. Par conséquent, nous avons
I, C I (E) = (f1,..., fp) O(E) C I,.
On en déduit que I,, = I,,,. O

7.2.3. Séries arithmétiques. — Dans ce paragraphe, nous appliquons le théoréme
obtenu afin de démontrer la noethérianité de certains anneaux de séries arithmétiques.
Il est vraisemblable que ’analogue du théoréme de Frisch vaut pour toute partie
semi-analytique de la droite X = A}L{an. Cependant, pour le démontrer par la
méthode présentée ci-dessus, il nous faudrait savoir que les parties semi-analytiques
de X sont localement connexes. Nous ne nous lancerons pas dans la démonstration de
ce résultat et nous contenterons d’adapter le théoréme de Frisch au cas des couronnes
fermées au-dessus de certaines parties compactes de ’espace B.

Soit V une partie compacte et connexe de ’espace B. Soit s et ¢ deux nombres
réels vérifiant 0 < s < t. Posons

C=Cy(st)={x e Xy|s<|T(x)| <t}
Proposition 7.2.10. — La couronnne C de X est localement conneze par arcs.

Démonstration. — Si x est un point intérieur a C, le résultat est vrai car il ’est pour
lespace X lui-méme, d’aprés le théoréme 4.4.1. Nous supposerons donc, désormais,
que le point x est situé sur le bord de la couronne C. En particulier, nous avons
nécessairement |T'(z)| = s ou |T'(z)| = ¢. Nous supposerons que |T(x)| = t. L’autre
cas se traite de méme. Nous allons distinguer selon le type du point z et de son projeté
m(z) sur la base.

Supposons, tout d’abord, que le point 7(x) soit un point extréme : il existe m € 3
tel que 7(x) = G- Si le point x est le point 7ns, alors le résultat provient du corollaire
2.4.5,sit # 1, et de la proposition 4.3.3, si t = 1. Il faut plus précisément revenir & la
description explicite des sections donnée dans la preuve de ces propositions. Il nous
reste & traiter le cas ou x vérifie |T'(z)| = 1, mais n’est pas le point 7;. Un tel point

appartient nécessairement & l'intérieur de la couronne C. En effet, il existe & € l%;
et u € [0, 1] tels que & = 74,,,. Choisissons un relevé o de & dans Ay,. Soit v € Ju, 1[.
Alors le voisinage de x dans X défini par

U ={y e (ao,am)) | (T — )(y)] < v}

est contenu dans C(s,1). En effet, soient € € ]0,+00] et y € U N X,z . Nous avons
(T — a)(y)| < v < 1. Puisque |a(y)| = |a|5, = 1, cela impose que |T'(y)| = 1.
Lorsque le point 7(z) est le point central ag de B, le résultat se démontre de fagon
identique.
Venons-en, & présent, au cas de la partie archimédienne de X. Soit ¢ € Y.
Rappelons que, d’aprés la proposition 3.4.2, I’application

Xao' X ]07 1] - Xt;’

(z,¢) —  xf
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est un homéomorphisme. Nous supposerons que K, = C. Le cas K, = R se traite de
méme. Nous avons

M (X, N C(s,1) = {(u,2) €]0,1] x C|s/* < |2 < ¥/}

Cette partie est localement connexe par arcs et il en est de méme de son intersection
avec la couronne C.

Il nous reste a traiter le cas ot le point 7(z) est de la forme a), avec o € Iy et

A € ]0,400[. Nous pouvons supposer que A = 1. Comme dans le cas des fibres au-
dessus d’un corps trivialement valué, il nous suffit de traiter le cas ou z est le point
n: de sa fibre. Nous supposerons que t € |0, 1[. Les autres cas se traitent de méme.
Soit U un voisinage de = dans X. Il existe un voisinage connexe par arcs V de = dans
X,, NU. Tl existe 8 € ]0,1[ tel que, quel que soit u € |t'/# [, on ait n, € X,, NV.
D’aprés la proposition 3.4.1, quitte & augmenter (3, nous pouvons supposer que la
partie

W={z°,z€X,, NV,e€]p,1/8}

est un voisinage de x dans U. La trace de W sur chaque fibre est connexe par arcs
en tant qu’intersection sur un arbre de deux parties connexes par arcs (I'une étant
homéomorphe & V, Pautre étant une couronne). En outre, ces fibres sont jointes par
une section depuis la base : Papplication qui au point a, ¢, avec € € ]3,1/3], associe
le point 7; de sa fibre. On en déduit que la trace de la partie W sur la couronne C'

est connexe par arcs. O
Corollaire 7.2.11. — La couronne C de X est morcelable.
Démonstration. — Soit x un point de C. Soient U un voisinage ouvert de  dans X

et Z une sous-variété analytique de U intégre en x. Nous devons montrer qu’il existe
un voisinage V' de z dans C N U qui posséde un systéme fondamental de voisinages
ouverts dans U dont les traces sur Z sont connexes.

Supposons, tout d’abord, que Z = U au voisinage de x. Dans ce cas, la proposition
précédente nous permet de conclure. Si, maintenant, Z est une sous-variété analytique
stricte de U, nous en connaissons précisément la forme grace aux descriptions données
dans la partie 7.2.1. En particulier, au voisinage du point x, la sous-variété Z est soit
un point, soit homéomorphe & un intervalle, soit une fibre extréme. Le résultat est
immeédiat dans chacun de ces cas. O

Théoréme 7.2.12. — L’anneau O(C) des germes de fonctions analytiques au voisinage
de la couronne C de X est noethérien.

Démonstration. — Une telle partie est morcelable en vertu du corollaire précédent.

Nous savons également qu’elle est de Stein, d’aprés le théoréme 6.5.6. Le théoréme
7.2.9 nous permet donc de conclure. O
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Corollaire 7.2.13. — Soient X' un sous-ensemble fini de & contenant X, et (T5)oesy
une famille d’éléments de 10,1[. Il existe un élément N € A* tel que

1
hoall]
a'g’ N

Le sous-anneau de K (T)) constitué des séries de la forme 3y ar T® vérifiant les
conditions
1) ko € Z,
ii) Vk > ko, ar, € A[1/N],
iii) Vo € ¥/, Ir > 1y, klim lak|o ™ =0
—+o00
est noethérien.

Le sous-anneau de K[T] constitué des séries de la forme 3y~ ax T* vérifiant les
conditions

i) Vk >0, a € A[1/N],
ii) Vo € ¥/, Ir > r,, klil-sl-l |ak|ork =0

est noethérien.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent & une couronne bien
choisie. Posons

t= 0,1].

max(rs) €0, 1]
Quel que soit o € ¥, il existe ¢, € ]0,1] tel que
tH/ee = r,.

Définissons une partie compacte V' de B par

V= <U [ao,ai"]) U < U BJ> .
cES oy

Soit s € ]0,t]. D’aprés la proposition 3.2.24, le premier anneau considéré n’est autre
que I'anneau (Cy (s,t)). Il est noethérien, en vertu du théoréme précédent.

Le second énoncé s’obtient de méme en considérant le disque Dy (t), au lieu de la
couronne Cvy (s, ). O

Comme cas particulier du théoréme, nous retrouvons un résultat de D. Harbater
(cf. [18], théoréme 1.8). Signalons que notre démonstration se distingue trés nettement
de la sienne, qui passe par une description explicite de tous les idéaux premiers de
I’anneau étudié.

Corollaire 7.2.14. — Soit 7o € ]0,1[. Considérons le sous-anneau Z + [T7] de Z[T]
constitué des séries de la forme )y~ ax T* vérifiant la condition

Ir > reo, lim |ag|e rF = 0.
k—+4oco
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C’est l'anneau des fonctions holomorphes au voisinage du disque de centre 0 et de
rayon ro, de C dont le développement en série entiére en 0 est & coefficients entiers.
L’anneau Z, + [T] est noethérien.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le second résultat du théoréme précédent
avec K =Qet X' =X. O

7.3. Probleme de Galois inverse

Nous exposons ici une application de notre théorie au probléme de Galois inverse.
De fagon plus précise, nous nous proposons de démontrer que tout groupe fini est
groupe de Galois sur le corps . (D), ou D désigne le disque relatif ouvert de rayon 1
centré en la section nulle de X = A}L"an. Signalons que, dans le cas ou le corps
de nombres K considéré n’est autre que le corps Q, nous redémontrons un résultat
de D. Harbater (cf. [20], corollaire 3.8). Nous souhaitons insister sur le fait que la
démonstration que nous proposons est purement géométrique, ce qui la distingue de
celle de D. Harbater, trés algébrique.

Nous utilisons un procédé classique : construction de revétements galoisiens
cycliques, puis recollement de ces revétements afin d’en obtenir un nouveau ayant
pour groupe de Galois un groupe fini prescrit. L’on trouvera une introduction trés
agréable a ces techniques dans Darticle [24] o Q. Liu démontre, aprés D. Harbater
et en suivant une idée de J.-P. Serre, que, pour tout nombre premier p, tout groupe
fini est groupe de Galois sur le corps Q,(T"). La mise en ceuvre de ces deux étapes
que nous proposons ne présente aucune difficulté particuliére, une fois connues les
propriétés de la droite analytique sur un anneau d’entiers de corps de nombres. Les
méthodes utilisées par D. Harbater nous paraissent d’une difficulté technique bien
supérieure (cf. [19], proposition 2.2 pour la construction des revétements cycliques
et [20], théoréme 3.6, dont la preuve fait appel aux résultats de Darticle [18], pour le
recollement).

Signalons que nous construisons en réalité des faisceaux d’algébres cohérents
ayant pour groupes d’automorphismes des groupes finis prescrits. Bien entendu, ces
faisceaux sont les images directes de faisceaux structuraux de revétements ramifiés de
la droite analytique sur un anneau d’entiers de corps de nombres et il y aurait tout
intérét & mener plutdét nos constructions dans ce langage. Nous nous en abstenons
uniquement parce qu’aucune référence concernant ces espaces n’est disponible. Nous
indiquons cependant en remarque les traductions dans ce cadre ; elles sont immédiates
pour qui dispose d’une bonne théorie des courbes analytiques sur un anneau d’entiers
de corps de nombres.

Mentionnons enfin que les méthodes présentées ici peuvent étre appliquées avec
succés dans d’autres situations, par exemple celle ot 'on substitue au corps de
nombres K un corps de fonctions. Elles peuvent également étre adpatées de facon
& fournir des revétements non plus d’un disque, mais d’une droite projective sur un

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



260 CHAPITRE 7. APPLICATIONS

corps valué complet, permettant ainsi de retrouver le fait que tout groupe fini est
groupe de Galois sur le corps Q,(T"). Ces résultats ont été rédigés dans l'article [27].

Introduisons quelques notations. Rappelons que nous notons
D=D(0,1) = {z € X ||T(z)] < 1}.
Pour tout élément m de X, nous posons

Dn=DNXyet D, =DNX, =Dy \ Xo.

7.3.1. Construction locale de revétements cycliques. — Soient V' une partie de X et P
un polynoéme unitaire a coefficients dans &'(V'). Notons n son degré. On définit un
préfaisceau .#p sur V en posant, pour toute partie ouverte U de V,

Zp(U) = O(U)[S]/(P(S))

et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau &.
Lemme 7.3.1. — Le préfaisceau Fp est un faisceau de Oy -algébres cohérent.

Démonstration. — On constate immédiatement que le préfaisceau Fp est un
préfaisceau de Oy -algébres. Il nous suffit donc de montrer que c’est un faisceau et un
faisceau de Oy-modules cohérent. Puisque le polynéme P est unitaire, le morphisme
de Oy-modules

ﬁ‘r} — Fp
n—1
(agy.--yan_1) a; S
i=0

est un isomorphisme. On en déduit que le préfaisceau .% est un faisceau, puis qu’il
est cohérent, car le faisceau structural & l’est, en vertu du théoréme 4.5.5. O

Remarque 7.3.2. — Le faisceau .#p est I'image directe du faisceau structural d’une
courbe analytique sur A. Celle-ci nous est donnée comme un revétement ramifié, de
degré inférieur a n, de la partie V de la droite analytique A" .

Nous allons, & présent, restreindre notre étude aux faisceaux % p pour une classe
de polynémes P particuliers. Soient n un entier supérieur a 1, p un nombre premier
congru & 1 modulo n et m un idéal maximal de ’anneau A contenant p. Posons

Q(S) = 8" —my — T € 0(Dy,)]S].

Le résultat du lemme suivant donne la raison du choix des entiers n et p.

Lemme 7.3.3. — L’anneau Ay, contient n racines n®™® de ’unité.
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Démonstration. — Puisque 'anneau A, contient 'anneau Z,, il suffit de montrer que
le polynéme U™ — 1 posséde n racines dans Zj,. Le groupe multiplicatif F; du corps
résiduel F), de Z, est cyclique et d’ordre p — 1. Puisque n divise p — 1, le groupe F
contient un élément d’ordre exactement n et le polynéme U™ — 1 est scindé & racines
simples sur F,. Le lemme de Hensel assure qu’il I’est encore sur Z,. O

Pour tout entier positif ¢ et tout nombre rationnel k, posons

k(k—1) - (k—i+1)

T
Ci = il €Q
Rappelons que nous avons ’égalité
n
Y Ciz') =1+ Z dans Q[Z].
i>0
Lemme 7.3.4. — Pour tout élément x de D), et tout entier positif i, nous avons
ci @) < 1.
Démonstration. — Soient z un élément de D/, et ¢ un entier positif. Notons ||, la
valeur absolue sur le corps 7 (z). Remarquons que I'application
Ci:Q-Q

est polynomiale, et donc continue lorsque l'on munit le corps Q de la valeur
absolue |.|;. Nous savons que, pour tout entier [, ’élément C} est entier. Il vérifie
donc l'inégalité

puisque la valeur absolue |.|; est ultramétrique. En outre, le nombre premier p ne
divise pas ’entier n. Par conséquent, le nombre rationnel % appartient a Z, et il
est donc limite d’éléments de Z pour la valeur absolue |.|;. On en déduit le résultat
voulu. O

Fixons ¢ une racine primitive n®™® de 1'unité. Notons 7 la permutation cyclique
(12 --- n) de l'ensemble [1,n]. Posons

U={zeDj | T (z)| < |7 (z)]"} .
Proposition 7.3.5. — 1l existe un isomorphisme de Oy -algébres
p:Fg— 0"
tel que, pour tout ouvert V- de U et tout élément s de F#o(V'), nous ayons

p(Cs) = 7(p(s))-
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Démonstration. — Considérons la fonction
_.—n
f=m"T

définie sur X/ . Pour tout élément r de ]0, 1[, considérons la partie V,. de D/, définie
par
V, = {& € Dy | IT@)] < rlmm(@)"}

Pour tout élément x de V,. et tous entiers a > 0 et b > a, nous avons

<re.

b
>_Ci(@) f(@)

On en déduit que la série 3,5, C% f* converge uniformément sur V.. Puisque tout

point de U posséde un voisinage de 1a forme V.., pour un certain élément r de ]0, 1],
la série Y, C% f* définit une fonction g sur U. Cette fonction vérifie 'égalité

g" =14+ f=1+x"T dans O(U).

On en déduit que nous avons ’égalité
Q(S)=8"—np =T =[] (S — mm (7 g) dans O(U)[S].
j=0

Par conséquent, le morphisme
F(S) w (F(?ng),F(Wm ¢ lg),...,F(rm C—(n—l)g))

est un isomorphisme. On vérifie immédiatement qu’il satisfait la condition requise. [

Remarque 7.3.6. — La premiére partie du résultat signifie que le revétement associé
au faisceau #¢ est trivial au-dessus de 'ouvert U. La seconde assure que le groupe
(¢) ~ Z/nZ agit sur le revétement par une permutation cyclique des feuillets du lieu
trivial.

Lemme 7.3.7. — Le polynome Q(S) = S™ — nl, — T est irréductible sur le corps
Frac(0(DY,)). En particulier, Uanneau Fo(DYy,) est intégre.

Démonstration. — Notons « le point 0 de la fibre extréme X,,. D’aprés le corollaire
3.2.5, 'anneau local en ce point est isomorphe & ’anneau A [T]. Remarquons que le
polynéme Q(S) est irréductible sur le corps Ky ((T)). En effet, il n’y a aucune racine,
pour des raisons de valuation T-adique, est séparable et le groupe de Galois de son
extension de décomposition agit transitivement sur ses racines.

D’apreés le principe du prolongement analytique (¢f. théoréme 4.4.2), le morphisme
naturel 0(D,,) — Ox, est injectif. Par conséquent, le corps Frac(&'(D),)) est un
sous-corps de Frac(Ox,;), et donc de Ky ((T)). On en déduit que le polynome Q(S)
est irréductible sur le corps Frac(0(D%,)).
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Puisque le polyndome Q(.S) est unitaire, 'unicité de la division euclidienne assure
que le morphisme

0(Dy,)[S]/(Q(S)) — Frac(0/(Dy,))[S]/(Q(S))
est injectif. Puisque ’anneau au but est intégre, celui & la source, qui n’est autre que

lanneau #g(Dy,), Pest également. O

Remarque 7.3.8. — Ce résultat signifie que la courbe associée au faisceau Fq est
intégre, c’est-a-dire réduite et irréductible.

Nous pouvons étre encore plus précis.
Lemme 7.3.9. — Soient x un point de U et i un élément de [1,n]. Le morphisme
p: Fo(Dly) = Fyp L5 0% . 2 O,
ot p; est la projection sur le 1™ facteur, est injectif.

Démonstration. — Soit s un élément de l'anneau Fo(Dy,) = O0(Dy,)/(Q(S)) dont
I'image par le morphisme p est nulle. Choisissons un élément F(S) de (D.,)[S] qui
représente la section s. Reprenons les notations de la preuve de la proposition 7.3.5.
Par hypothése, nous avons

R(mm C_ig) =0 dans Ox 4.

Pour montrer que 1’élément s est nul, il suffit de montrer que le polynéme Q(S) est
le polynéme minimal de I’élément 7, (~¢ g sur le corps Frac(€(D/,)). C’est bien le
cas, puisque le lemme précédent assure que le polyndéme @ est irréductible sur le
corps Frac(0'(D1,)). O

Remarque 7.3.10. — Ce résultat est une sorte de principe du prolongement analytique
sur la courbe associée au faisceau % : si une fonction holomorphe sur la courbe est
nulle au voisinage d’un point de 'un des feuillets du revétement, alors elle est nulle
partout. On attend que ce principe vaille pour toute courbe irréductible.

Terminons par un résultat topologique.

Lemme 7.3.11. — La partie
F=Dy\U={zeDy||T(2)| > |mm()["}
est fermée dans le disque D.
Démonstration. — 11 suffit de montrer que F' est fermée dans D,, puisque cette
derniére partie est elle-méme fermée dans D. En d’autres termes, nous souhaitons
montrer que la partie
V = U @] (D N X())

est ouverte dans Dy,. Puisque U est une partie ouverte de Dy, il suffit de montrer
que V est voisinage dans D, de chacun des points de D N Xj.
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Soit z un point de DN Xy. Posons r = |T'(z)|. C’est un élément de U'intervalle ]0, 1].
Soient s un élément de |r, 1] et € un élément de 10, 1] tels que lon ait |my|2¢ > s. La
partie

{y € 77 (a0, aq]) [ IT(y)] < s}
est un voisinage ouvert du point z dans Dy, qui est contenu dans V. O

7.3.2. Recollement. — Soit G un groupe fini. Notons n son ordre et gi,...,g, ses
éléments. Chacun de ces éléments engendre un sous-groupe cyclique de G. Nous allons
construire, par la méthode mise en place au numéro précédent, un revétement galoisien
cyclique associé a chacun des éléments du groupe G. Il ne nous restera plus ensuite
qu’a les recoller convenablement.

En termes géométriques, nous allons recoller les revétements au-dessus de leur lieu
de trivialité en tenant compte des relations entre les éléments du groupe G. Ce procédé
est simple et naturel et ’on ne doit pas se laisser rebuter par la technicité apparente
de la construction qui suit.

Soit ¢ un élément de [1,n]. Notons n; 'ordre de ’élément g; dans le groupe G.
C’est un diviseur de n et nous noterons d; le quotient. Soient p; un nombre premier
congru & 1 modulo n; et m; un idéal maximal de ’anneau A qui contient p;. Soit (;
une racine primitive n{™° de l'unité dans Am Notons %; le faisceau ﬁsni_ﬂi__T

. d;
sur Dy et %; le faisceau .%;. Posons

Ui = {& € Dy, | IT(@)] < [, (2)]"} et F; = Diy, \ Us.

Notons 7; la permutation cyclique (1 2 --- n;) de lensemble [1,n;]. D’aprés la
proposition 7.3.5, il existe un isomorphisme de Oy, -algébres
@i Fi = O™

qui vérifie la condition suivante : pour tout ouvert V' de U; et toute section s de .%;
sur V, nous avons

©i(Ci s) = Ti(i(s)).
Choisissons des éléments a;,...,a;q4,—1 de [1,n] de sorte que tout élément du
quotient G'//(g;) posséde un représentant et un seul parmi les éléments g,, o, - - , ga,, PR
Notons o; la permutation de ’ensemble [1,n] telle que

Vu € Hoadi - ]-]]7 Vo € [[L ni]]a Ya; ., g;}_l = Yo, (un;+v)-

D’apreés le lemme 7.3.11, pour tout élément ¢ de [1,n], la partie F; est fermée
dans D. Définissons une partie ouverte de D par

Uo=D\ |J F.

1<i<n

Notons % le faisceau ™ sur U,.

Lemme 7.3.12. — L’ouvert Uy de la droite X est conneze.
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Démonstration. — Notons Xy = {my, ..., m,}. Par définition, nous avons

U= |J {zeD,|IT@)| < |mm,(z)™}u |J D..

1<i<n TS\ S,

La projection de cette partie est
By=B\ |J {im},
1<i<n
qui est connexe. En outre, la section nulle définit une section continue de ’application
7w : Uy — By et, pour tout élément b de By, la partie X, N Uy est connexe. On en

déduit que la partie Uy est connexe. O
La famille (Up, Dy, ..., Dy, ) définit un recouvrement ouvert du disque D. Les

N

seules intersections de deux éléments de cette famille & n’étre pas vides sont celles
de la forme Dy, N Dy, , pour i € [0,n], et D, NUs = U;, pour i € [1,n]. Pour
définir un faisceau d’algébres ¢ en recollant les faisceaux %, . . . ,%,, il suffit de choisir
un isomorphisme de -algébres entre ¥; et ¢ au-dessus de 'ouvert U;, pour tout
élément ¢ de [1,n]. Nous utiliserons I'isomorphisme

—1

W G, LB gn D, gn g

~ ~

Remarquons que le faisceau ¢ est cohérent, car nous l’avons construit en recollant
des faisceaux cohérents (cf. lemme 7.3.1).

Proposition 7.3.13. — 1 existe un morphisme de groupes injectif du groupe G dans le
groupe des automorphismes de C-algébres du faisceau ¢ .

Démonstration. — Soit h un élément du groupe G. Notons «j la permutation de
Pensemble [1,n] telle que

Vi € [1,n], hg; = ga, ()

On définit a laide de cette permutation un automorphisme de Oy, -algebres p;, de 4

ph % = 0" = 0" =%,
Soit 4 un élément de [1, n]. Notons S, la permutation de ’ensemble [0, d; — 1] telle
que
Vu € [0,d; — 1], hga, , = Yai s, () dans G/{g;).
Notons £, la permutation de I’ensemble [1, d;] définie par
Vu € [1,d:], Br(uw) = Bn(u—1) + 1.

Elle induit un automorphisme de Oy,-algébres de ¥; :

sim s Bt g,
Soit w un élément de [0,d; — 1]. 11 existe un élément m; ,, de [0,n; — 1] tel que

hga, . = s, g, " dans G.
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On définit alors un automorphisme ~y;, de Oy, -algébres de ¥; :

m; s
I (SN .
¢, = yidt N el SN yidz =

.

Un simple calcul montre qu’au-dessus de 'ouvert U, les automorphismes py, et 7,067,
de ¥ coincident.
Nous avons donc construit une application

G — Autﬁ(g)
W
h — Lk

Montrons que c’est un morphisme de groupes. Soient hi et hy deux éléments de G.
Pour tout élément j de [1,n], nous avons

Jonin, () = h1hag;
= higan, ()
an, (any (5))"
Par conséquent, nous avons ap,p, = Qp, © @p, €t donc pp,p, = Mn, © Wh,. Par

conséquent, ’application p est un morphisme de groupes.
Montrons finalement que le morphisme p est injectif. Soient h et hy deux éléments
de G tels que ap, = ap,. Nous avons alors

k191 = gay, (1) = Yan, (1) = h2g1-

On en déduit que h; = hy. Par conséquent, le morphisme p est injectif. O

Remarque 7.3.14. — 1l n’est guére difficile de montrer que le morphisme p construit
précédemment est en fait un isomorphisme de groupes.

Corollaire 7.3.15. — 1l existe un morphisme de groupes injectif du groupe G dans le
groupe des automorphismes de €(D)-algébres du faisceau ¥4 (D).

Démonstration. — Soient &/ et % deux faisceaux de Op-algébres cohérents.
Considérons ’application surjective

Mor ¢ (7, ) — Mot g (/ (D), B(D)).

Elle est injective car les faisceaux o et % satisfont le théoréme A (cf. corollaire
6.6.28).
On en déduit que le morphisme de groupes injectif

u:G— Autg(9)
construit précédemment induit un morphisme de groupes injectif

MD : G— Autg(D)(%(D)). O

Lemme 7.3.16. — Tout élément de 4 (D) annule un polyndme unitaire & coefficients
dans # (D) de degré inférieur a n.
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Démonstration. — Soit s un élément de ¢ (D). Nous supposerons, tout d’abord, qu’il
existe un point xy de Up tel que toutes les coordonnées de son image s,, dans ¥4, =

Xz, solent distinctes. Puisque ouvert Uy est connexe, le principe du prolongement
analytique (cf. théoréme 4.4.2) assure qu’en tout point z de Uy, toutes les coordonnées
du germe s, sont distinctes. Notons a, ..., a, les coordonnées de 'image de s dans
4(Uy) = O0(Up)™. Posons

n

M(Z) = H(Z —ai) € 0(Uy)[Z].

j=1

En tout point z de Up, 'image du polynéme M est 'unique polyndme unitaire de
degré inférieur a n a coefficients dans .#, qui annule le germe s,.

Pour tout élément j de [0,n], posons V; = Uy U |J;<;<; Dyy,- Montrons, par
récurrence, que pour tout élément j de [0,n], il existe un polynéme unitaire N,
de degré n a coefficients dans .#(V;) qui annule I’élément sy, de ¥(V};). Nous
avons déja traité le cas j = 0. Soit maintenant un élément j de [0,n — 1] pour
lequel ’hypothése de récurrence est vérifiée. Puisque 'ouvert Din,-“ est connexe,
Panneau .4 (D:nj +1) est un corps, d’aprés le corollaire 4.4.5, et tout élément de

Panneau (D}, )/(S™+' — gt} — T) est annulé par un polyndme unitaire de

mj41
degré inférieur a mjy1 & coeflicients dans le corps .# (D{nHl). On en déduit que
I'élément sy, , de g(D:qu) est annulé par un polyndme unitaire M;; de degré

inférieur a n a coefficients dans le corps .# (Dy,, , , ). Soit z un élément de Dy, . NUo =
Uj+1. Nous avons démontré qu’il existe un unique polynéme unitaire de degré inférieur
a n a coefficients dans .#, qui annule le germe s,. On en déduit que les images des
polynomes N; et M;,, dans .#;[Z] coincident. Par conséquent, les images de ces
polynomes dans .# (U;41)[Z] coincident. On en déduit que le polynéme N; se prolonge
en un polynéme unitaire N,y de degré inférieur & n a coefficients dans .#(V;11) qui
annule I'élément sy, de 4 (Vjy1).
On déduit finalement le résultat attendu du cas j = n.

Soit 2y un point de Pouvert Uy. La fibre du faisceau ¢ au point z( est isomorphe a
l'algébre 0% , . D’apres le théoréme 6.6.29, le faisceau & vérifie le théoréme A sur le
disque D. On en déduit qu’il existe un élément so de 4(D) dont toutes les coordonnées
de I'image dans la fibre ¢,, = 0% , =~ sont distinctes.

Soit s un élément de (D). Il existe un élément A de &(D) tel que toutes les
coordonnées du germe de la section s; = s + Asp au point x( soient distinctes. Le
raisonnement qui précéde montre qu’il existe deux polyndémes unitaires Py et P;
de degré inférieur & n a coefficients dans .# (D) qui annulent respectivement les
sections sg et s1. D’aprés le corollaire 4.4.5, 'anneau .# (D) est un corps. On en déduit
qu’il existe un polynéme unitaire P de degré inférieur & n a coefficients dans .# (D)
qui annule la section s. O

Lemme 7.3.17. — L’algebre 4 (D) est intégre.
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Démonstration. — Remarquons, tout d’abord, que lalgébre ¥(D) n’est pas nulle.
En effet, les éléments 0 et 1 sont distincts. Il nous reste & montrer qu’elle ne contient
aucun diviseur de zéro.

Soient s et ¢t deux éléments de ¥(D) dont le produit est nul. Au-dessus de
Pouvert Uy, le faisceau ¢ n’est autre que le faisceau 0". D’aprés le lemme 7.3.12 et le
corollaire 4.4.5, Panneau 0 (Up) est intégre. Par conséquent, la premiére coordonnée
de 'une des deux sections doit étre nulle. Supposons que ce soit celle de s. Notons

s = (s1,...,8,) dans O(Up)".

Nous supposons donc que s; = 0.
Soit ¢ un élément de [1,n]. Il existe un élément j de [1,n] tel que g; = g; g7t dans
le groupe G. Notons
s = (t1,...,tq;) dans .F7;(Dy )%.
Il existe des éléments u de [0,d; — 1] et v de [1,n;] tels que

v—1

91 = Ga; . 9;

Par définition du morphisme ;, nous avons alors

So;(unj+1)
Pj (tu+1) = dans ﬁ(UJ)nJ .

Soj(un;j+n;)

Par définition de o, nous avons o;(un; +v) = 1. Par conséquent, I'élément s, (yn,4v)
de 0(Uj) est nul. Le lemme 7.3.9 assure que I'élément ¢4, de .7;(Dy, ) est également
nul. Nous avons choisi 1’élément j de fagon & avoir ’égalité g; = g; dans G/{g;). On
en déduit qu’il existe un élément w de [1,n;] tel que s; = S, (un;+w) dans O(U;). Par
conséquent, I’élément s; est nul dans &(U;) et donc dans &'(Up), par le principe du
prolongement analytique.

Nous avons montré que 'élément s, de %(Up) est nul. En utilisant de fagon
répétée le lemme 7.3.9, on en déduit que ’élément s de 4 (D) est nul. Par conséquent,

lalgebre ¢ (D) est intégre. O
Lemme 7.3.18. — L’anneau A est intégralement fermé dans l’anneau 4 (D).
Démonstration. — Soit P un polynOéme unitaire & coefficients dans A sans racines

dans A. Supposons, par 'absurde, qu’il existe une section s de ¢4(D) qui est racine
du polyndéme P. Notons z le point 0 de la fibre centrale X, de I'espace X. C’est un
point de 'ouvert Uy. Notons a la premiére coordonnée de ’image du germe s, par
isomorphisme 4, — 0% .. Cest un élément de Ox , qui vérifie 'égalité P(a) = 0.
D’apreés le corollaire 3.2.8, ’'anneau local Ox , se plonge dans Panneau K[T7]. On en
déduit que le polyndéme P posséde une racine dans ’anneau K[T] et donc dans le
corps K. Puisque 'anneau A est algébriquement fermé dans le corps K, cette racine
doit appartenir & A. Nous avons abouti & une contradiction. On en déduit le résultat
annonce. O
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Introduisons une définition correspondant a cette propriété.

Définition 7.3.19. — Une extension L du corps .4 (D) est dite réguliére si le corps K
est algébriquement fermé dans L.

Regroupons, a présent, les résultats obtenus.

Proposition 7.3.20. — L’extension de corps
A (D) — Frac(94(D))
est finie de degré m, réguliére et galoisienne de groupe de Galois G.

Démonstration. — L’extension .Z (D) — Frac(4(D)) est finie et de degré inférieur
a n d’aprés le lemme 7.3.16. Elle est réguliére d’aprés le lemme 7.3.18. On déduit du
corollaire 7.3.15 que le groupe G s’injecte dans le groupe des .# (D)-automorphismes
du corps Frac(¥4(D)). Or le groupe G a pour cardinal n. On en déduit que ’extension
A (D) — Frac(¥4(D)) est exactement de degré n, qu’elle est galoisienne et que son
groupe de Galois est isomorphe au groupe G. O

Puisque nous sommes partis d’un groupe fini G arbitraire, nous avons finalement
démontré le résultat suivant.

Théoréme 7.3.21. — Tout groupe fini est le groupe de Galois d’une extension finie,
galoisienne et réguliére du corps # (D).

Pour finir, donnons une description explicite du corps .# (D). Rappelons que
Panneau A est muni de la norme ||.|| définie de la fagon suivante :

VreA Sl = max (o(f)l)

Proposition 7.3.22. — Notons A,-[T] le sous-anneau de A[T] formé des séries

Zaka

E>0
qui vérifient la condition suivante :
Vr <1, kEI-Poo llax|| * = 0.
Le morphisme naturel A[T] — .# (D) induit un isomorphisme
Frac(A,-[T]) = .# (D).
Démonstration. — D’aprés les théorémes 6.6.29 et 7.1.9, le morphisme naturel
Frac(0(D)) — .# (D)

est un isomorphisme.
On montre que le morphisme A[T] — ¢(D) induit un isomorphisme

A,-[T] = 6(D)
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en écrivant
¢ (D) = lim 6(D(r))
r<l
et en utilisant la description explicite de I’anneau ¢(D(r)) fournie par le théoréme
3.2.14. On en déduit le résultat annoncé. O
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GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Espaces analytiques

o anneau de Banach, p. 2

M) spectre analytique de I’anneau de Banach &7, p. 4

AT espace affine analytique de dimension n sur ’anneau de Banach <7, p. 5
P noyau de la semi-norme associée au point x, p. 4, 5

I (x) corps résiduel complété du point z, p. 4, 5

fx) valeur de la fonction f au point z, p. 5

a point rationnel, p. 8

0 faisceau structural, p. 16

m, idéal maximal de ’anneau local 7, p. 17

k(z) corps résiduel du point z, p. 17

Points de la droite affine analytique au-dessus d’un corps trivialement valué

m point de Gauf, associé a la valeur absolue triviale, p. 10

nP,0 (pour P irréductible) unique point défini par I’équation P = 0, p. 10

Np,r (pour P irréductible et 7 € R \ {1}) unique point défini par I’équation
|P|=r,p. 11

Noe,r (r € R% \ {1}) autre notation pour le point nr_q r, p. 11

N (pour r € R% \ {1}) autre notation pour le point 7o, p. 11

a point rationnel, p. 11

Points de la droite affine analytique au-dessus d’un corps ultramétrique complet

o point rationnel, p. 11, 14
Na,r point de Shilov du disque de centre « et de rayon r, p. 13, 14
Nr autre notation pour le point 7g ., p. 14

D(a,r)(k) ensemble des k-points du disque fermé de centre « et de rayon r, p. 13
Na,r point de type 4, p. 14
NP0 (pour P irréductible) unique point défini par I’équation P = 0, p. 15
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Faisceaux et fonctions

H préfaisceau des fractions rationnelles sans poles, p. 16

o faisceau structural, p. 16

B(V) (pour V compact) complété de Panneau # (V) pour la norme uniforme,
p- 20

L faisceau des parties principales, p. 247

0 distribution d’ordres, p. 244

P distribution de parties principales, p. 247

Z,.+[T] séries a coefficients entiers de rayon de convergence strictement supérieur
ar,p. 258

A -[T] séries a coefficients dans A de rayon de convergence supérieur ou égal a 1,
p- 269

Flot

Iy, I, intervalle de définition du flot, p. 29

l.1g (pour € € I)) image d’un point par le flot, p. 29

.19 prolongement du flot en 0, p. 29

Dy graphe du flot dans Y, p. 30

Iy (z) intervalle de définition du flot dans Y, p. 31

Ty (x) trajectoire du point x dans Y, p. 31

Dy () graphe du flot de  dans Y, p. 31

Disques et couronnes

r, s, t polyrayons, p. 36

k n-uplet d’entiers, p. 36

sk puissance d’un polyrayon, p. 36, 38

T multivariable, p. 36

T* puissance d’une multivariable, p. 36
s<t,s<t,s<t relations d’ordre entre polyrayons, p. 36
max sk, t¥) maximum pour les polyrayons, p. 37, 38
min(s*, t*) minimum pour les polyrayons, p. 38
D(t) disque fermé, p. 36

C(s,t) couronne fermée, p. 37, 38

Dy (t) disque fermé au-dessus de V, p. 93
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disque ouvert au-dessus de V, p. 93
couronne fermée au-dessus de V, p. 93
couronne fermée au-dessus de V, p. 93

disque ouvert de rayon 1 centré en la section nulle de A%,
p. 244

trace de D sur X, _, p. 244

trace de D sur Xy, p. 260

trace de D sur X/, p. 260

algébre de séries associée au disque D(t), p. 36

algébre de séries associée & la couronne C(s,t), p. 37, 38

complété de &7 (|T'| < s) pour la norme uniforme sur son spectre,
p- 178

algébre de séries surconvergentes associée au disque Dy (t), p. 95
algébre de séries surconvergentes associée & la couronne
Cv(s,t), p. 97

norme sur Palgebre &7 (|T| < t), p. 36

norme sur lalgébre Z(V)(|T| < t), p. 41

||, res semi-norme induite par ||.||v,w

sur I'anneau quotient Z(U)[T]/(G(T)), p. 165
IIls.¢ norme sur algébre o7 (s < |T'| < t), p. 37, 38
Ilv,s,¢ norme sur Palgébre Z(V)(s < |T'| < t), p. 52
Ly anneau local limite d’algébres de disques, p. 41
Ly r anneau local limite d’algébres de couronnes, p. 52
Corps de nombres
K corps de nombres, p. 70
A anneau des entiers du corps K, p. 70
-] oo valeur absolue usuelle, p. 70
l-lo valeur absolue triviale, p. 70
Vp valuation p-adique, p. 70
l.Ip valeur absolue p-adique normalisée par |p|, = %, p. 70
m idéal maximal de A, p. 70
An localisé de A en m, p. 70
Tm uniformisante de Ay, p. 70
km corps résiduel de Ay, p. 70
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complété de A, pour la topologie m-adique, p. 70

corps des fractions de /Alm, p- 70

nombre premier vérifiant mNZ = py Z, p. 70

degré de I'extension Km/me, p- 70

valeur absolue sur K prolongeant |.|,, p. 70

plongement du corps K dans C (et parfois idéal maximal de A), p. 71
R ou C selon que le plongement est réel ou complexe, p. 71

valeur absolue associée au plongement, p. 71

degré de I’extension R},/R, p- 71

nombre de plongements réels de K, p. 72

moitié du nombre de plongements complexes non réels de K, p. 72
ensemble des idéaux maximaux de A, p. 72

ensemble des plongements complexes de K & conjugaison prés, p. 72
réunion des deux ensembles précédents, p. 72

lsioe Xy, +oosio € Ygg, p. 72

Spectre analytique d’un anneau d’entiers de corps de nombres

M(A), B

spectre analytique de 'anneau A, p. 70

branche o-adique, p. 73

branche o-adique ouverte, p. 73

branche o-adique semi-ouverte, p. 73

point associé a la valeur absolue triviale sur A, p. 70
point associé a la valeur absolue |.|n,, p. 71

point associé a la valeur absolue |.|5,, p. 71

autre notation pour le point ag, p. 71

point associé a la valeur absolue triviale sur ky, p. 71
autre notation pour le point Gy, p. 71

point associé & la valeur absolue |.|, p. 71

point associé & la valeur absolue |.|5, p. 71

autre notation pour le point ag, p. 71

Espace affine analytique au-dessus d’un anneau d’entiers de corps de nombres

Az,an
X

espace affine analytique de dimension n au-dessus de A, p. 70
A'}*" au chapitre 3, p. 86
Akan aux chapitres 4, 6, 7 et au numéro 5.6, p. 129, 185, 206, 243
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s morphisme de projection naturel X — B, p. 86

Xy image réciproque de la partie V' par le morphisme 7, p. 86
X5 partie o-adique, p. 86

X! partie o-adique ouverte, p. 86

X partie o-adique semi-ouverte, p. 86

Xy fibre du morphisme 7 au-dessus du point b, p. 86

Xo fibre du morphisme 7 au-dessus du point ag, p. 86

X fibre du morphisme 7w au-dessus du point @, p. 86
Espaces de Stein

K=, K™ compacts, p. 196

L intersection de K~ et KT, p. 196

M réunion de K~ et K, p. 196

Q systéme de Banach associé au couple (K—, K™T), p. 197
K, Ka' compacts de B, p. 206

Ly intersection de K, et Kg', p- 206
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INDEX

Adéles, voir Corps de nombres
Algébriquement trivial, 85
Anneau de Banach, 2
uniforme, 16
Anneau local en un point
de AL, 154
de M(A), 81
de type 2
d’une fibre extréme, 144
de la fibre centrale, 153
de type 3
d’une fibre extréme, 131, 138
de la fibre centrale, 131, 140
déployé, 61
de A", 86-92
interne
de AZ’“, 120
non-rigide de Ai"an, 131
rigide
d’une fibre extréme de A;’an, 130
d’une fibre extréme de Ag’an, 115
d’une fibre interne de A}L"an, 130
d’une fibre interne de A'y*", 116
de la fibre centrale de Ai"a", 130
de la fibre centrale de Ag’an, 116
rigide de A>*", 180
Bord analytique, 84
au voisinage d’un point de JM(A), 85
au voisinage d’un point de type 2 d’une
fibre extréme, 147
au voisinage d’un point de type 3 d’une
fibre extréme, 134, 139
au voisinage d’un point déployé, 123
au voisinage d’un point interne
de AL, 134
de A" 122
au voisinage d’un point rigide
d’une fibre extréme de Ai"a", 134
de A" 123

au voisinage d’un point de A}L{an, 156

d’une couronne, 98-100
de M(<7), 120
des compacts de JM(A), 84-85
Bord de Shilov, voir Bord analytique
Branche o-adique, 73
ouverte, 73
semi-ouverte, 73
Caractére, 3
équivalence, 3
Compacité
disques, 6
lemniscates, 6
o-compacité, 7
Compact
de la base, 79
pro-rationnel, 23, 24
rationnel, 23, 24
spectralement convexe, 24, 178
Condition (Ig), 172
sur A", 185
Condition (Rg), 167
Condition (S), 178
sur A", 187
Condition (Sp), 178
Condition (U), 48
pour les points de JM(A), 82
Connexité par arcs au voisinage d’un point
de AL, 154
de M(A), 77
de type 2 d’une fibre extréme, 143
de type 2 de la fibre centrale, 153
de type 3 d’une fibre extréme, 131, 138
de type 3 de la fibre centrale, 131, 140
déployé, 60
interne, 118
non-rigide de A*", 131
rigide
de AL 112
de AZ’an, 112
rigide de A}, 130
Corps
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maximalement complet, 14
résiduel complété, 5
valué, 3
Corps de nombres
adéles, 82
formule du produit, 72
notations, 69-72
Couronne
algébre associée, 37
bord de Shilov, 98-100
comparaison des normes, 40
connexité par arcs locale, 256
de Stein, voir Espace de Stein
morcelable, 257
noethérianité de I’anneau des sections, 257
relative, 93
sections globales, 98, 101
voisinages, 94
Dimension topologique
de A, 154
de AZ""‘“, 124
de JM(A), 124
Disque, voir Couronne
algébre associée, 36
comparaison des normes, 40
connexité par arcs locale, 256
de Stein, voir Espace de Stein
morcelable, 257
noethérianité de I’anneau des sections, 257
relatif, 93
sections globales, 96, 101
voisinages, 94
Distribution
d’ordres, 244
de parties principales, 247
Droite affine analytique
sur A, 129-159
cohérence du faisceau structural, 158
dimension topologique, 154
métrisabilité, 154
propriétés, 154
sous-variété analytique, 251-253
sur un corps trivialement valué, 9-12
sur un corps ultramétrique, 12-15
anneaux locaux, 18
Eisenstein, voir Théoréme d’Eisenstein
Espace affine analytique, 5-8
sur A, 86-127
dimension topologique, 124
métrisabilité, 123
sur un corps archimédien, 9, 17
Espace analytique, 18
Espace de Stein, 193
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INDEX

compact, 193

compact de JM(A), 211

couronne compacte d’une fibre de A
219

couronne compacte de A}L{a“, 224, 257

1,an
A )

couronne quelconque de A}L"an7 242, 246,
247, 266
exhaustion de Stein, voir Exhaustion
fonctions méromorphes, 250
Lan 242
stabilité par morphisme fini, 194
théoréme A, voir Théoréme A
théoréme B, voir Théoréme B
Exhaustion, 225
de Stein, 226
pour les couronnes de Ai{an, 236-242
sur M(A), 236
Extension immédiate, 14
Extension réguliére, 269
Faisceau
cohérent, 157, 260
au voisinage d’un compact, 193
sur une partie morcelable de A}A’an, 254
de type fini, 157
des fonctions méromorphes, voir Fonctions
méromorphes
des parties principales, 247
des relations, 157
recollement de sections, 203
restriction a une partie quelconque, 20

lemniscate de A

sections sur une partie quelconque, 19
structural, voir Faisceau structural
Faisceau structural, 16

Lan 158

fermeture des modules, 234

germes au voisinage d’un compact, 255
sections sur J(A), 80-81

sections sur un disque de A", 96

cohérence sur A

sections sur une couronne de A'y*", 98

section sur une lemniscate de A}L"an, 189

sections sur une partie connexe de Ai{an,
156
Fermeture des modules, 234
Fibre

centrale, 86
extréme, 86
interne, 86, 116-123
structure de produit, 117-119
Flot, 29
voisinages
flottants

flottants, wvoir  Voisinages



Fonctions  analytiques, V0T Faisceau
structural

Fonctions  holomorphes, woir Faisceau
structural

Fonctions méromorphes
extension galoisienne de .Z (D), 269
théoréme de Poincaré, 250
Fonctions méromorphes sur Ai“a", 155-156
Formule du produit, voir Corps de nombres
Fortement engendré, 226
anneau de valuation discréte, 230
corps, 230
point rationnel d’une fibre extréme de
AL 232
Fractions rationnelles sans poéles, 16
Frisch, voir Théoréme de Frisch
Harbater, voir Théoréme d’Harbater
Hensélianité, 62-63
Isomorphisme local, 65
au voisinage d’un point de type 3
d’une fibre extréme, 137
de la fibre centrale, 140
au voisinage d’un point rigide
d’une fibre extréme, 102
d’une fibre interne, 104
de la fibre centrale, 106
de A", 114
Lemme
de Cartan, 200
de Cousin, voir Systéme de Cousin
Métrisabilité, voir Espace affine analytique
Mittag-Leffler, wvoir Théoréme de Mittag-
Leffler
Morcelable, 254
couronne, 257
Morphisme borné, 2, 225
Morphisme fini
applications aux espaces de Stein, 194
au sens topologique, 162-163, 170, 182
au-dessus de A, 185-189
endomorphisme d’une droite, 181-185
hypersurface d’une droite, 170-177
image directe du faisceau structural, 175—
177, 184-185
Noethérianité
d’anneaux de séries arithmétiques, 257
des anneaux de sections sur un compact de
AL 255
des anneaux de sections sur une couronne
de AL, 257
des anneaux locaux, voir Anneau local en
un point
Norme

283

d’anneau, 2
spectrale, 15
sur un anneau d’entiers de corps de
nombres, 70
uniforme, 16, 168
Ordre d’annulation en un point rigide, 244
Ouverture au voisinage d’un point
de AL, 154
de type 2 d’une fibre extréme, 143
de type 2 de la fibre centrale, 153
de type 3 d’une fibre extréme, 131, 138
de type 3 de la fibre centrale, 131, 140
déployé, 60
interne, 118
non-rigide de Ai"a", 131
rigide de A}, 130
rigide de A’y®", 114
Partie o-adique, 86
ouverte, 86
semi-ouverte, 86
Parties principales, 247
Poincaré, voir Théoréme de Poincaré
Point
central, 73
de Gauf, 10, 14
de type 1, 12, 14-15, 19
de type 2, 13, 14, 19
d’une fibre extréme, 141-148
de la fibre centrale, 148-154
de type 3, 14, 19
d’une fibre extréme, 136-139
de la fibre centrale, 139-140
de type 4, 14, 19
déployé, 58
extréme, 73
interne, 73, 86, 116-123
rationnel, 8
rigide, 8, 15, 18
d’une fibre de A", 102-116
Polynome distingué, 44
Probléme de Cousin
additif
sur A", 247, 249, 251
sur C, 246
multiplicatif
sur A", 246, 249, 251
sur un corps ultramétrique, 244
Probléme de Galois inverse, 259-270
construction locale, 260-264
recollement, 264—-270
Théoréme d’Harbater, 269
Prolongement analytique, 125

au voisinage d’un point de Akan, 155
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au voisinage d’un point de JM(A), 126
au voisinage d’un point de type 2
d’une fibre extréme, 143
de la fibre centrale, 154
au voisinage d’un point de type 3
d’une fibre extréme, 135, 139
de la fibre centrale, 135, 140
au voisinage d’un point interne
de AL 135
de AZ’”, 126
au voisinage d’un point rigide
de AL 135

pour les fonctions méromorphes sur A}q’an,
155
pour une sous-variété analytique intégre de
AL 253
Racines de 'unité, 260
Résultant, 167
Semi-norme
multiplicative bornée, 4
spectrale, 15
Séparation, 7
Shilov, voir Bord analytique
Spectre analytique, 4
de A, 70-85
dimension topologique, 124
Stein, voir Espace de Stein
Systéme
de Banach, 196
de Cousin, 197
de Cousin-Runge, 202
dans les fibres de Ai"a", 213
pour les couronnes de A}A’an, 223
sur JM(A), 210
Théoréme
A, voir Théoréme A
B, voir Théoréme B
d’Eisenstein, 92
d’Harbater, 258, 269
de Frisch
sur A", 255
sur un corps archimédien, 253
de Mittag-Leffler, 246
de Poincaré, 250
de  Weierstrafl, woir Théoréme de
Weierstrafs

Théoréme A, 192
< théoréme B, 193
cas d’un compact, 192
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cas local, 192

couronne compacte de A}L{an, 224

pour un compact de JM(A), 211

pour un systéme de Cousin-Runge, 204
sur la fibre centrale de A}L{an, 216

sur une fibre extréme de A}q’an, 216
Théoréme B, 192
= théoréme A, 193
couronne compacte de Az’a“, 224
pour un compact de JM(A), 211
pour un couple de compacts, 205
sur la fibre centrale de A}L"am7 218
sur une fibre extréme de A}q’an, 218
Théoréme de Weierstrafl
division au voisinage d’un point rigide, 180
division globale, 163
division locale, 43
division semi-locale, 45
préparation locale, 47
Uniformisante forte, 131
en un point de Ai"an, 156
en un point de type 2 d’une fibre extréme,
147
en un point de type 3 d’une fibre extréme,
134, 138
en un point extréme de M(A), 132
en un point rigide
d’une fibre interne de AZ’an, 133
de la fibre centrale de A"7*", 133
Valeur absolue
inégalité ultramétrique relachée, 28
ultramétrique, 10
Voisinages d’un compact, 57
couronne, 94
disque, 94
Voisinages d’un point
de type 2
d’une fibre extréme, 142
de la fibre centrale, 151
déployé, 58, 60
interne
de AP, 117, 118
rigide de A}, 108
Voisinages flottants, 31
pour un point de type 3
d’une fibre extréme, 137
de la fibre centrale, 140
pour un point interne, 118
Weierstraf, voir Théoréme de Weierstraf
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ing submitted.
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typsesetting by the Secretary. Please, send
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information.
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art.cls and the stylesheet asterisque.sty,
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// smf. emath. fr/ or on request from the ed-
itorial board of the SMF.

Files prepared with other TgX dialects or
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thors, available on request from the editorial
board of the SMF or from the Web site of the
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