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REPRESENTATIONS p-ADIQUES ORDINAIRES DE GL;(Q,)
ET COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL
par

Christophe Breuil & Matthew Emerton

Résumé. — On définit les représentations p-adiques de GL2(Qp) « correspondant »
aux représentations potentiellement cristallines réductibles (et éventuellement scin-
dées) de Gal(Qp/Qp) de dimension 2 et on montre qu’elles apparaissent naturellement
dans la cohomologie étale complétée de la tour en p des courbes modulaires.

Abstract (Ordinary p-adic representations of GL2(Qp) and local-global compatibility)
We define p-adic representations of GL2(Qp) “corresponding” to 2-dimensional

reducible (and possibly split) potentially crystalline representations of Gal(Q,/Qp)
and we show that they naturally arise in the completed étale cohomology of the tower
at p of the modular curves.

1. Introduction et notations

1.1. — Soient p un nombre premier et K une extension finie de Q,. A la suite
des développements récents dans la théorie des représentations p-adiques de groupes
p-adiques tels que GL,(K) ([44], [43], [45], [22], [25], [26], etc.), la question s’est
posée d’« associer » des représentations p-adiques de GL,(K) aux représentations
p-adiques de dimension n de Gal(Q,/K) (par exemple aux représentations poten-
tiellement semi-stables de Fontaine), dans l’esprit d’une éventuelle correspondance
locale a la Langlands. Initiée par l'exemple dans [7] et [8] (mais suggérée depuis
longtemps par de nombreux mathématiciens), cette problématique a déja connu un
certain nombre de développements ([9], [18], [3], [19]) et a pris le nom générique de
« correspondance locale de Langlands p-adique ». Cette nouvelle correspondance s’an-
nonce malheureusement beaucoup plus délicate que sa grande sceur locale ¢-adique et,
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256 C. BREUIL & M. EMERTON

pour cette raison, les résultats (ou méme les conjectures) non triviaux obtenus pour
I'instant se limitent tous & GLo, et méme GL3(Q,).

Dans cet article, nous nous proposons modestement d’explorer le cas, laissé jus-
qu’alors en suspens, des représentations p-adiques de GL2(Q,) correspondant aux
représentations potentiellement cristallines de dimension 2 réductibles (et éventuelle-
ment scindées) de Gal(Q,/Q,). Nous définissons de telles représentations de GL2(Q,)
pour la plupart de ces représentations potentiellement cristallines. Nous montrons en-
suite que, lorsque la représentation galoisienne provient d’une forme modulaire, alors
la représentation associée de GL2(Q,) apparait naturellement (avec la représentation
galoisienne) dans la cohomologie étale complétée des courbes modulaires. C’est 1a le
résultat de « compatibilité local-global » principal de I’article. Concrétement, il s’agit
de montrer que I’on peut détecter coté GL2(Q,) dans la cohomologie si la représenta-
tion de Gal(Q/Q) associée & la forme modulaire considérée est scindée ou non en p.
Pour cela, nous utilisons deux ingrédients : d’une part les théorémes de comparaison
p-adiques (pour les représentations galoisiennes associées aux formes modulaires) et
d’autre part la théorie p-adique du foncteur de Jacquet de I’'un d’entre nous.

Décrivons maintenant plus précisément le contenu de 'article.

Soit o, ~ ("01 n2:71) une représentation potentiellement cristalline réductible de

Gal(Q,/Q,) de poids de Hodge-Tate (1 — k,0) pour un entier k > 2 (i.e. telle que n;
est de poids 0 et 1, de poids 2 — k) ou e désigne le caractére cyclotomique p-adique.
On suppose de plus 77 # 12 si k = 2. L’extension * est alors unique si elle est non-
nulle. En voyant les caractéres de Gal(Q,/Q,) comme des caractéres de Q) via la
réciprocité locale, on associe & o, un espace de Banach p-adique B(o,) muni d’une
action continue unitaire de GL2(Q,) comme suit :

o m 0
i) si o) ~ , alors :
( ) p (O 7726_1)

0

GL2(Qp €° GL2(Qp NG
B(0y) = (Indg 2 $m @m)“ @ (Indg 2 me @ me™?)

*
(ii) si oy n avec * # 0 alors B(o,) est une extension non scindée :
0 7]28_1

2(Qp ©° L2(Qp ©°
0— (IndB(Q(;@ )n2®m) — B(op) — (Ind B0 (()@ me®@mne )" —0,

0
ot la notation (Ind(B;gJQ? (()Q‘)”)n ® n’)% désigne les fonctions continues f sur GL2(Q))

a valeurs dans une extension finie (fixée) de Q, telles que f(bg) = (n ® 7')(b)f(9)
(Paction de GL2(Q,) étant la translation usuelle & droite sur les fonctions). Le Banach
B(op) dans le cas (ii) est obtenu en prenant I'unique complété p-adique unitaire de

Pinduite parabolique localement analytique (au sens de [44]) (Indg(ﬁ(?”)m | [+

ek @y | |17F )™ o (cf. §2.2). La définition de
la correspondance ci-dessus peut donc se résumer par la phrase : « c’est scindé coté
Gal(Q,/Qp) si et seulement si c’est scindé c6té GL2(Qp) ».
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Considérons maintenant une forme modulaire f = g + 3,5, a»(f)g" parabolique
nouvelle normalisée de poids k > 2, niveau N, caractére x et vecteur propre des
opérateurs de Hecke Ty pour (¢, N) = 1 et Uy pour ¢|N. Notons o(f) la représen-
tation p-adique de Gal(Q/Q) associée a f et o,(f) sa restriction & un sous-groupe
de décomposition en p. Si M est la partie premiére & p de N et si L est une exten-
sion finie de Q, sur laquelle f est définie, notons H? (KP(M)) L “r ®z, (complété
p-adique du Z,-module lim H{, (Y3 (M; Py Zy)) o Y1 (M;p") est la courbe modulaire

ouverte associée au groupe de congruences I'y (M) NT'(p"). On définit la composante
o(f)-isotypique :
IL,(f) < Homg,, /0, (0(f), H (KT (M))1)

qui est un espace de Banach p-adique naturellement muni d’une action continue uni-
taire de GL2(Q,). On s’attend & ce que la GL3(Q,)-représentation II,(f) « contienne »
exactement la « méme information » que la représentation p-adique o,(f), c’est-a-
dire contienne la théorie de Hodge p-adique de la forme f (cf. e.g. [9]). Supposons
maintenant que o,(f) est de la forme précédente (i.e. potentiellement cristalline et
réductible). Dans ce cas, notre conjecture de compatibilité local-global est alors pré-
cisément :

Conjecture 1.1.1. — Il y a un isomorphisme topologique GL2(Q))-équivariant d’es-
paces de Banach p-adiques B(op(f)) ~ IL,(f).

Le résultat principal du texte est une version faible de cette conjecture :

Théoréme 1.1.2. — (i) On a toujours une immersion fermée GLo(Q,)-équivariante
d’espaces de Banach p-adiques :

B(op(f)) = M(f)-
(i1) Si o, (f) n'est pas scindée, on a de plus (avec les notations précédentes) :
Homgr,(q,) (B(0p(f)),I(f)) = L
Homar, (g, (dga " me me™) " (1) = o.

Nous mentionnons maintenant les étapes pour démontrer le théoréme 1.1.2. Pour
simplifier, nous supposons dans la suite de I'introduction que f est telle que a,(f) est
une unité p-adique (pour un plongement fixé Q < @Q,). Si N est premier & p, notons
o, et B, les racines de X2 — a,(f)X + p*~1x(p) avec B, unité p-adique et posons
fz f(2)—Bpf(pz). Sip" divise exactement N avec r > 0, posons fz [ lw,» 00wy est
Popérateur d’Atkin (cf. §4.1). Rappelons que l'opérateur 6 sur les g-développements
désigne qd/dq.

Théoréme 1.1.3. — La représentation o,(f) est scindée si et seulement s’il existe une
forme surconvergente g (nécessairement de pente nulle et de poids 2 — k) telle que

f=0"1(g).
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Notons que le sens f = 6%~1(g) = op(f) scindée est le plus facile (voir e.g. [30,
Prop.11]). L’existence de g est plus subtile et est basée sur les théorémes de comparai-
son p-adiques usuels combinés avec la théorie des formes modulaires surconvergentes.
La forme g (lorsqu’elle existe) mérite le nom de forme compagnon surconvergente de
f car le théoréme 1.1.3 est un analogue en caractéristique 0 du théoréme bien connu
de Gross ([33]). Notons que les deux cas (o,(f) scindée ou non) arrivent vraiment en
pratique (par exemple, si f est CM, g existe toujours par [13, Prop.7.1] et o, (f) est
donc scindée). Certains cas du théoréme 1.1.3 étaient déja connus (par une méthode
de relévement & la caractéristique 0 du résultat de [33]) : cf. [11] et aussi [30, §6].

La preuve du deuxiéme résultat utilise de fagon essentielle une version p-adique
du foncteur de Jacquet définie et étudiée dans [22] et [25]. Disons qu’une forme
surconvergente g de poids entier k£ > 2 est « mauvaise » si elle n’est pas dans I'image
de l'opérateur §*~! (pour la définition précise de « mauvaise » voir la définition 5.4.1
et la proposition 5.4.4).

Théoréme 1.1.4. — Soit g une forme modulaire surconvergente de poids entier k € Z,
niveau N, caractére X, vecteur propre des opérateurs de Hecke et telle que Upg = a9
avec oy, non-nul. Supposons de plus que g n'est pas « mauvaise » lorsque k > 2. Alors
on a une injection :

GL _ — _ an =
(IndB(QiE?”)nr(ap 1)Xp g2k o nr(ap)) — H'(K?(M))$

ot HY(KP(M))4 est Uespace propre de H(KP(M)), pour Uaction des opérateurs
de Hecke (hors Np) et pour les valeurs propres de g, xp est la composante en p du
caractére des adéles finis de Q déduit de x, nr(x) est le caractére non-ramifié de Qy
envoyant p sur x et « an » désigne l'induite parabolique localement analytique.

En fait, un résultat plus précis est démontré dans le texte (ot 'on utilise plutot
la cohomologie & support compact, cf. §5.5). Notons qu’une injection comme dans le
théoréme 1.1.4 n’est pas unique & cause de la présence de la représentation galoisienne
associée a g (de dimension 2) dans l’espace propre ﬁl(Kf(M))% Le théoréme 1.1.4
s’obtient de la maniére suivante : & la forme surconvergente g correspond un point
de la courbe de Hecke (ou « eigencurve ») de Coleman-Mazur ([17]). Par la théorie
de [24], si Jp (ﬁl (KT(M))L) est la représentation du tore de GLy(Q,) obtenue aprés
application du foncteur de Jacquet p-adique Jp a H! (K¥(M))L, a ce point est associé
un sous-espace propre de Jp (1?-[\1 (Kf(M))L) pour 'action du tore et des opérateurs
de Hecke (hors Mp) : dans notre cas il s’agit du sous-espace propre pour le caractére
nr(ap) | | @nr(e,t)x,;'e* % | [71. On déduit alors grosso-modo le théoréme 1.1.4
d’une loi d’adjonction pour le foncteur Jp (sauf dans un cas essentiel qui nécessite
plus de travail, cf. ci-dessous).

On démontre alors le théoréme 1.1.2 comme suit.

IndGL2 (QP)

0
On montre d’abord facilement que le morceau ( B(Q,) M2 ® n1)<g
P

est toujours

contenu dans II,(f). Supposons que o,(f) est scindée. En appliquant le théoréme
1.1.4 & la forme surconvergente g donnée par le théoréme 1.1.3 et en tordant par
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e¥=1, on obtient une injection continue (Ind(B;?Qf(?p)me ®@m2e1)™ < I, (f) d’ott une
P

immersion fermée (Indgg‘é;?”)ma ® 7725_1)%0 — II,(f). Ainsi IT,(f) contient dans ce
cas la somme directe des deux induites paraboliques continues, c’est-a-dire B(o,(f)).
Notons que ’on ne peut pas appliquer le théoréme 1.1.4 & la forme surconvergente f~
car fest alors précisément « mauvaise ».

Supposons maintenant que o,(f) n’est pas scindée. Alors, IL,(f) ne peut contenir

0
le morceau (Indg(LQ? (?”)me ® 7]25*1)% car en appliquant a ’inverse le raisonnement
P

précédent et en utilisant la description cohomologique des formes surconvergentes
ordinaires due & Hida, on aurait f dans I'image de 0*~! ce qui impliquerait o,(f)
scindée (en fait, on montre une assertion un peu plus faible sur fqui suffit & entrainer
op(f) scindée, cf. théoréme 5.7.2). Mais le théoréme 1.1.4 appliqué cette fois & la forme

f (qui n’est plus « mauvaise ») donne une injection continue :

GL P _ _ _ _ n
(ndgez $m | e @my | 74 2™ o 1L (/)

d’ou on déduit une immersion fermée B(o,(f)) < II,(f) car, par définition, B(o,(f))
est I'unique complété p-adique unitaire de la représentation localement analytique

GL _ _ _ _
(IndB(QiE?p)nl | |k 1.2 k:®,,72 |1 k k-2

la multiplicité 1 du (ii) du théoréme 1.1.2. Notons que le théoréme 1.1.4 est dans
ce cas particuliérement délicat car on est dans une situation de « pente critique »
(i.e. on sort des conditions d’application du théoréme d’Amice-Vélu et Vishik) et la
démonstration de ce cas prend une bonne place de la partie 5.

Le texte est divisé comme suit : aprés cette introduction et les notations, la partie
2, purement locale, introduit diverses induites paraboliques pour GL3(Q,) ainsi que la
construction des représentations B(o,). La partie 3 est consacrée a la définition et aux
premiéres propriétés du GL2(Q,)-Banach p-adique II,(f) (pour une forme modulaire
propre f quelconque), puis & I’énoncé de la conjecture 1.1.1. La partie 4 contient la
démonstration du théoréme 1.1.3. Enfin, la partie 5 est consacrée & la démonstration
du théoréme 1.1.4, puis & celle du théoréme 1.1.2. Un appendice conclut ’article,
dans lequel on démontre une proposition technique mais importante pour la preuve
du théoréme 1.1.4.

)an. Avec un peu plus de travail, on obtient

1.2. — On fixe p un nombre premier. On note Q une cloture algébrique de Q et
@ une cloture algébrique de @@,. On fixe des plongements Q—=CetQ— @p. Pour
z € Qp, val(z) € QU {+oo} est la valuation p-adique normalisée par val(p) = 1 et
| z |d§f p V(=) € R*. On note A les adéles de Q et A; = 7 ®7 Q les adéles finis.

On note aussi 27 % [Teszp Ze et Zy, & lim(Z/Mp"7Z)* pour un entier M tel que
(M,p) = 1.
On normalise I'application de réciprocité du corps de classes local en envoyant les

Frobenius arithmétiques sur les inverses des uniformisantes. On note ¢ le caractére
cyclotomique p-adique de Gal(Q/Q) et on remarque que, via la réciprocité locale en
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p, €(z) = z | 2| si z € Q. On note nr(x) le caractére non-ramifié¢ de Q,F envoyant p
sur x.
On note GL; le schéma en groupes sur Z usuel des matrices carrées inversibles,
B (resp. B) le sous-schéma en groupes des matrices triangulaires supérieures (resp.
inférieures), N (resp. N) le sous-schéma en groupes de B (resp. B) des matrices unipo-
tentes supérieures (resp. inférieures), P le sous-schéma en groupes de B des matrices
déf

de la forme (; I) et T = BN B le sous-schéma en groupes de GLy des matrices

diagonales. Pour un anneau A (commutatif unitaire), on note GLy(A), etc. les groupes
correspondants des points & valeurs dans A (nous utiliserons essentiellement A = Q,
et A=17Zp).

On note gl,(Q,), b(Qp), t(Qy), n(Q,) les algébres de Lie respectives de GL2(Q,),
B(Qyp), T(Qp), N(Qyp), et 3(Q,) le centre de gly(Q,). On pose :

TQ)t € {teT(Q,) | INZ)t ! c N(Z,)}

a 0 a
= deQX, - eZ
{(0 d)aaa EQpade P}»
a

B(Q,)" = N(Z,)T(Qy)* = {(g Z) , a,d € Q;u d’g € Zp}

o
[N
-

et on note X_ & (0 3) € gl,(Qp).

1
Si V est un Q,-espace vectoriel muni d’une action linéaire de B(Q,), sit € T(Q,)™"
et si Ny € {n e N(Z,) | t~'nt € N(Z,)}, on note m, : VNZ) — YN Popérateur
de Hecke défini par :

mo € #N(Zy)/N)TE Yt

neN(Zp)/Ne

SiteT(Zp), on a mv =t -v. Les opérateurs m; préservent VP(Z),
Si f est une forme modulaire holomorphe (pas nécessairement parabolique) de poids
k > 2 de caractére x nouvelle pour un groupe de congruence I'; (N) vecteur propre
des opérateurs de Hecke et si L est une extension finie de (@, dans @ qui contient
les valeurs propres associées, on note o(f) : Gal(Q/Q) — GLz(L) la représentation
p-adique semi-simple associée & f par Deligne. Si £ est un nombre premier, on désigne
par Frob, un Frobenius arithmétique en £. Pour £ { Np, le polynéme caractéristique
de o(f)(Frob, ') est X2 — apX + £¥~'x(¢) si Tuf = asf. La représentation o(f) est
absolument irréductible si f est parabolique. Si 7, ,(f) désigne la composante locale
en p de la représentation admissible lisse irréductible de GLy(A¢) engendrée par f
(cf. [20, §2.4]), on pose :
To(£) S o (£)® |det |7
C’est une représentation lisse irréductible de GL2(Q,) de caractére central |
ol x, est la composante locale en p de x vu comme caractére de A@ 2 Par exemple, si

2—k ., —1
>~*x,
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(p, N) = 1, alors m,(f) est I'induite parabolique lisse de B(Q,) & GL2(Q,) du caractére
non ramifié nr(p~16,) ® nr(a,) ot ay,, B, sont les racines de X2 — a, X + p*~1x(p).

Si A est un anneau (commutatif unitaire), on note Symk_QA2 la représentation
algébrique de GL2(A) dont lespace sous-jacent est le A-module @o<j<p_2A4z7
muni de l'action A-linéaire & gauche (g(P))(z) déf (—cz + a)k_QP(%) ol
g = (Z 3) € GLy(A) et P € @ogjgkszzj.

Si M est un entier premier & p, on note T(M) (ou simplement T si M est fixé)
l’algébre polynomiale sur Z, engendrée par les variables T} et Sy pour £ premier ne
divisant pas Mp. On appelle parfois « module de Hecke » un T-module et « systéme
de valeurs propres de Hecke » (defini sur L) un homomorphisme A : T — L pour une
extension finie L de @, dans @p. Si A est un systéme de valeurs propres de Hecke
défini sur L et X un module de Hecke, on note X i\ le sous-espace de X ®z, L sur
lequel T agit via A. Si A provient d’une forme modulaire f vecteur propre des T}
et Sy, on note aussi X f © x i‘ On dit qu’un systéme de valeurs propres A\ défini
sur L est Eisenstein s’il existe des caractéres continus €1,é5 : Z;\(/Ip — L* tels que
MTy) = e1(£) + e2(€) et A(£Sy) = e1(£)e2(£) pour tout £ 1 Mp. On dit qu'un module
de Hecke X est Eisenstein si, pour toute extension finie L de @, tout systéme de
valeurs propres A\ défini sur L tel que X i\ # 0 est Eisenstein.

Tous les espaces de Banach B de ce texte sont p-adiques et tels que |B| C |L|
ou L C @p désigne le corps des coeflicients qui est toujours une extension finie de
Qp. On appelle GL2(Qp)-Banach unitaire un espace de Banach B muni d’une action
a gauche L-linéaire de GL2(Q,) telle que les applications GL2(Q,) — B, g — gv
sont continues pour tout v € B et telle que, pour un choix de norme | | sur B, on a
lgv| = ||lv| pour tout g € GL2(Q,) et tout v € B. Un GL3(Q,)-Banach unitaire est dit
admissible (suivant [43, §3]) si le Banach dual est de type fini sur L®¢, O1[[GL2(Z))]]

ou OL[[GL2(Zy)]] = lim 01,[GL2(Zy)/H], la limite projective étant prise sur les sous-
H

groupes de congruences principaux de GL2(Z,).

2. Représentations ordinaires de GL2(Q))

Dans cette partie, aprés des préliminaires sur les induites paraboliques, nous défi-
nissons les GL3(Q,)-Banach unitaires B(o,) de I'introduction. On fixe L une extension
finie de Q, dans Q,.

2.1. — On commence par quelques considérations générales sur les induites para-
boliques.

On note T I’espace rigide analytique sur Q, paramétrant les caractéres localement
analytiques (ou continus, ce qui est équivalent) x1 ® x2 de T(Q,). Cet espace est
isomorphe au produit (# x G,,)? oi # est D'espace rigide analytique sur Q, para-
métrant les caractéres localement analytiques de Z, ([24, §4.4]). Un élément de T(L)
est donc un caractére localement analytique x1 ® x2 : T(Q,) — L*.
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Définition 2.1.1. — On dit qu’un caractére x1 ® x2 de ’T(L) est de poids classique k
ot k est un entier > 2 si le caractére xa/x1 : Q, — L* est produit d’un caractére
localement constant par le caractére algébrique z — 2zF~2. On dit qu’un caractére
X1 ® x2 de 'T‘(L) est de poids classique s’il existe un entier k > 2 tel que x1 ® x2 est

de poids classique k.

Si d un entier positif ou nul, on note €*=<4(Z,, L) (resp. €**(Zy,,L), resp.
¢°(Zy,L)) le L-espace vectoriel des fonctions localement polynomiales de degré
< d (resp. localement analytiques, resp. continues) f : Z, — L muni de la topologie
localement convexe la plus fine (resp. de type compact définie dans [44], resp. associée
4 la norme Sup | f(z) |). Lorsque d = 0, on note aussi ¢"'°(Z,, L) L ¢ =%(Z,, L)
I’espace des fonctions localement constantes sur Zy,.

Six1®x2: T(Qp) — L* est un caractére de poids classique k (resp. localement
analytique, resp. continu), on note :

(IndGL2 (@p)

Ip,<k-2
B(Qp) X1® Xz)

n 0
(resp. (Indg(Lé:)@p) X1 ® xz)a , Tesp. (Indg?&?”) X1 ® Xz)(g ) I'induite parabolique lo-

calement polynomiale de degré < k — 2 (resp. localement analytique au sens de [44,
§5,6], resp. continue au sens de [43]), c’est-a-dire le L-espace vectoriel V' des fonctions
F : GL3(Q,) — L telles que g — det(g) 1 F(g) est localement polynomiale de degré
< k — 2 (resp. localement analytique, resp. continue) et telles que :

F((; 1)) = xa(@x2(d)F(g)

muni de P'action & gauche de GL2(Q,) donnée par (g - F)(g’) & F(g'g). Cet espace
est naturellement muni d’une topologie localement convexe (la plus fine dans le cas
localement algébrique, de type compact dans le cas localement analytique (cf. [44]
pour une définition précise), associée & la norme Supyeqr,z,) | f(9)| dans le cas
continu) pour laquelle Papplication GL2(Q,) x V — V, (¢, F) — g - F est continue.

L’application :
0 1
FeV F
S l—><zr—> ((_1 z>))

identifie V' au L-espace vectoriel des fonctions localement polynomiales de degré
< k — 2 (resp. localement analytiques, resp. continues) f : Q, — L telles que
(x2x1")(2)f(1/2) se prolonge au voisinage de z = 0 en une fonction polynomiale
de degré < k—2 (resp. analytique, resp. continue). L’action de GL2(Q,) s’écrit alors :

dz —b
el

(1) (( Z)'f)(Z)=X1(ad—b0)(sz11)(—cz+a)f(

et I'application :

1o (2= £02)), (2= Gexi () £(1/2)))

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS ORDINAIRES DE GL2(Q,) ET COMPATIBILITE 263

fournit un isomorphisme topologique avec ¢'P<k=2(Z,, L)? (resp. ¢**(Z,, L)?, resp.

¢°(Zy,L)?). Si k = 2, on note aussi (Ind(B}(L@?P)XI ®X2)IC éf (Ind(B;(LQ?;;Q")Xl ®x2)lpéo.

Il s’agit de I'induite lisse usuelle de 1 ® ngl_l tordue par xi.

Nous aurons besoin de considérer des sous-espaces non préservés par GL2(Q)), mais
préservés par gl,(Qp) et B(Q,), dans les induites localement analytiques précédentes.
Nous les introduisons maintenant.

Pour x1 ® x2 € T‘(L) et d un entier > 0, on note :

GL D ’
(Indg(éi()@ X1 ® x2) (Qy) P

le sous-espace de (Indg(]g:;@p)xl ® Xx2)"" des fonctions f ci-dessus & support com-

pact dans @Q, et localement polynomiales de degré < d. Si d = 0, on note aussi
GL2 P c
(IndB(Q,E()@ %1 ® x2)(Qp)'c. On pose :

GL2(Q a6t GL.(@
(IndB(éi) " ® x2)(Qp)P = U (IndB(&) Py, @ X2) (@)P<e.
>0

On munit ces espaces de la topologie localement convexe la plus fine. Chacun des

espaces (Indg(lgf)@p) X1 ® XQ) (Qp)'»=9 est B(Q),)-invariant et leur réunion est de plus

9l,(Qp)-invariante. L’inclusion :
GL2(Q, GL2(Q,
(IndB(Qif? )Xl ® X2)(Qp)lc C (Indg(éig )Xl ® X2)(Qp)lp
induit donc un morphisme (gl,(Q,), B(Qp))-équivariant :
GL3(Qp c GL3(Q,
(2)  Uglh(Qp) ®ue(,) (IndB(éﬁ()@ )Xl ® x2)(Qp)* — (Indg(&;@ )Xl ® x2)(Qp)'P

ot Ugly(Qp) (resp. Ub(Qy)) est I'algébre enveloppante de gly(Qp) (resp. b(Qy)).
Les deux lemmes qui suivent sont classiques. Pour le confort du lecteur, nous in-
cluons leur preuve.

Lemme 2.1.2. — Si x1 ® x2 nlest pas de poids classique, alors (2) est un isomor-

phisme.

Démonstration. — Soit w; € L le poids du caractére x; (i = 1,2) et notons
dét

w = wy — wy. Demander que x1 ® X2 ne soit pas de poids classique est équivalent

4 demander que w ne soit pas un entier positif ou nul. Si X & (3 ’f:) € glL,(Qp)

et f € (Indggg(?p)l)(@p)lp (vu comme fonction sur QQ, comme précédemment), on
D
obtient en différentiant (1) la formule suivante pour X - f :

3) (X)) = (wila+6) +wla—72)f(z) + (= B+ (6 —a)z+72%) f(2)

ou f'(z) est la dérivée de f. Soit L[z] le L-espace vectoriel des polyndomes en z a
coefficients dans L. La formule (3) définit une représentation de gl,(Q,) sur L[z]
qui est un exemple de module de Verma contragrédient pour gl,(Q,). Le sous-espace
L C L[] des fonctions constantes est annulé par n(Q,), et t(Q,) agit sur L (vu comme
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L-espace vectoriel de dimension 1) par la dérivée du caractére x» | | ®x1 | |71, c’est-
a-dire par ('g g) — woa + wqd. L’action de gly(Qp) sur L[z] induit un morphisme
de Ugly(Qp)-modules :

(4) Ugly(Qp) ®us(,) L — L[z,

et c’est un résultat classique de théorie des modules de Verma (qui se vérifie directe-
ment en utilisant (3)) que (4) est un isomorphisme sous I’hypothése que w n’est pas
un entier positif ou nul. Si {2 est un ouvert compact de Q,, notons L[z]|n I'espace des
fonctions Q, — L qui sont polynomiales sur €2 et nulles sur le complémentaire de (2.
Par (3), on voit que L[z]| est un sous-espace de (Inng?S(?”)xl ®x2)(Qp)'™ stable par
915(Qy). Si f € L[2], soit fi 'élément de L[z]|q défini comme étant le polynéme f sur
Q et 0 sur Q, \ Q. L’application f — f|q induit un isomorphisme de gl,(Q,)-modules
L[z] = L[z]jq. Si L|q désigne le sous-espace de L[z]|q formé des fonctions constantes
sur {2, on a un diagramme commutatif :

Ugly(Qp) ®us(g,) L — L[Z]
J/id®(f'—’fﬂ) Lf'—’fm
Ugly(Qp) ®us(g,) Lio — L[z]ja

ou la fleche horizontale supérieure et les deux fleches verticales sont des isomorphismes.
Il en est donc de méme de la fléche horizontale inférieure. On a par ailleurs des
isomorphismes de gl,(Q,)-modules (resp. de b(Q,)-modules) :

lim @L 2|0, — (IndB(Q() 1 ® X2)(@p) p
o0
(resp.

lim @Llﬂi - Indggg(()@p)X1 ® XZ)(Qp)lC)
{Q;r 4

ot la limite inductive est prise sur tous les ensembles finis {§2;} d’ouverts compacts
disjoints de Q,. Mais par le résultat ci-dessus, la fléche naturelle :

905,(Qp) ®Ub(Q,) hm @LIQ — lim @L

{Q}i

est un isomorphisme, d’ott on déduit le lemme. O

Lemme 2.1.3. — Si x1 ® x2 € '/I\‘(L) est de poids classique k, alors le sous-
espace (IndB(L(S(?p) X1 ® x2)((@p)1p*5k_2 de (Indg?é(()@p) X1 ® XQ)(QP)IP est stable
par (g15,(Qp), B(Qp)), et 'image de (2) est égale & ce sous-espace, tandis que le noyau

de (2) est isomorphe a :

Xk ! <Ug (Qp) ®Ub((@p (IndB(Q ) )Xl ® X2)(Qp)lc)'
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Démonstration. — On garde les notations de la preuve du lemme précédent mais on
suppose cette fois que w = k — 2 est un entier positif ou nul. Si L[2]<* désigne le
sous-espace de L[z] des polynémes de degré au plus w, on voit par (3) que L[z]S¥
est stable sous l'action de gl,(Q,). Plus précisément L[z]S" est une représentation
irréductible de gl,(Q,) dont le sous-espace de plus haut poids (par rapport & la sous-
algebre de Borel b(Q,)) est précisément le sous-espace L des constantes, sur lequel

t(Qp) agit par le poids dominant 0) — waa + w10 (voir preuve du Lemme 2.1.2).

s
L’annulateur de L dans Ugl,(Q,) est donc égal a X “*'Ugl,(Q,), et I'application (4)
induit une surjection :

Ugly(Qp) ®us(q,) L — L[z]=*

de noyau X “*'Ugl,(Q,). Le lemme découle alors du méme argument déja utilisé
dans la preuve du lemme 2.1.2, mutatis mutandis. O

Le résultat suivant, de type « Amice-Vélu » est un cas particulier du résultat
principal de [25] :

Proposition 2.1.4. — SiV est un espace de Banach sur L muni d’une action continue
de GL2(Qy), alors la restriction des homomorphismes induit un isomorphisme :
H I d L2(Qp) an 174
omgr,(g,) ((In B(Q,) X1® x2) V)
~ (Q@p)
— Homg1,(0,),5(2,)) ((Idg )" x1 @ X2) (@), V)

ot Vay est le sous-espace de V' des vecteurs localement analytiques ([45, §7]).

Il s’agit bien sir ici des homomorphismes continus (notons que, la topologie lo-
calement convexe sur (Ind (2(()@” X1 ® Xz)(Qp)lp étant la plus fine, la continuité des
morphismes & droite est automatique). Pour la commodité du lecteur, nous donnons
en appendice une preuve compléte de cette proposition importante mais technique.

Rappelons enfin qu’aux représentations (Indg(lg(()@p X1 ® Xg)lp’sk_2 si x1 ® x2 est

de poids classique k et (Indg(LQf(()@”)xl ® Xg) si X1 ® X2 € 'T(L), on peut aussi

associer leur complété unitaire universel, c’est-a-dire le complété par rapport & une
semi-norme continue invariante sous GL3(Q,) aussi « fine » que possible (cf. [21,

§1]). C’est un GL3(Q,)-Banach unitaire qui peut étre nul. Par exemple, dans le cas

localement algébrique, il s’agit simplement du complété de (Indgﬁé(?")xl ®X2)1p’gk_2

par rapport & un Op-réseau de type fini sur 0, [GL2(Q,)] (lorsqu’un tel réseau existe).

2.2. — On définit les espaces de Banach B(o,) par complétion unitaire d’induites
paraboliques.

On fixe un entier K > 2 et x1 ® x2 € 'T‘(L) tel que x1 ® x2 est de poids clas-
sique k, x2 est localement constant et on a val(x2(p)) = k — 1 et val(x1(p)) =
1 —k. Si k = 2, on suppose de plus x1 # x2| |? de sorte que la représentation

GL2(Q, e . . : . GL2(Q, _
(IndB(QIE()@ )1 ® x2) est irréductible et isomorphe & (IndB(Q(Q> Xz || ®x1l | )
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déf _ _ _ _ déf _ —
ODPOSenlzeX1||1 k ck 2:X1|| 1,k Zet'r]ZéX?Hk 12

les caractéres 11 et 1o sont & valeurs entiéres.

k:X2||22_k3

Proposition 2.2.1. — Le complété unitaire universel de la représentation localement
algébrique (IndCB}(Lé (?p)xl ®X2)1p’gk_2 s’tdentifie au GL3(Q))-Banach unitaire admis-
¥
) . . . GL2(Qp) ¢°
sible et topologiquement irréductible (IndB(éP) ?my ® 7)1)
Démonstration. — En utilisant I’entrelacement :
GL _ 1 GL 1 _p_ol
(IHdB(QiE?p)Xlzk 2®x2) ¢ (IndB(@iSQp)m | l@xa |7 2572)"

on obtient un isomorphisme (Ind(B;(LQ?(?”)Xl ®X2)1p’gk_2 ~ (Ind(B;(LQf(?”)ng ®n1)
P P

Soit I_o le L-espace vectoriel des fonctions f : @, — L nulles en dehors de Z,
et polynomiales de degré < k — 2 en restriction & Z,, et choisissons une base
(fo, +* , fx—2) du Op-réseau de I_o des fonctions a valeurs dans &p. Alors la
) . GL2(Qp Ip,<k—2
sous-GL2(Q,)-représentation ) o ;<o OL[GL2(Qy)]fi C (IndB(Qf)Q )772 ®m) P

s’identifie au réseau stable par GL2(Q,) des fonctions de (Indg?@?")ng ® 7]1)

4 valeurs dans 0. On voit donc que ce réseau est de type fini et que le complété

Ip,<k—2

Ip,<k—2

unitaire universel de (Indgi‘é;?")ng ® 771)1p’§k_2 (ou de (IndE%éS?‘”&;l ® X2)1p,§k—2)’
c’est-a-dire le complété de (Indgg“é(()@”)ng ® n1)1p’gk_2 par rapport & ce réseau,
P

0
s’identifie & (Indg?@?”)ng ® 771)% . Ce dernier GL3(Q,)-Banach est admissible car

son dual s’identifie & L ® (OL[[GL2(Zp)]] ®6,(B(z,))) OL) qui est de type fini sur
O1[GL2(Zy)]] (Vapplication B(Z,) — Oy étant (g Z) — n2(a)n1(d)). On peut

0
voir l’irréductibilité comme suit : soit B C (Indg?é(?p) N2 & 171)% un sous-espace
P

fermé non-nul stable par GLy(Q,). Par densité des vecteurs localement analytiques
d’un Banach p-adique admissible ([45, Th.7.1]), B contient une sous-représentation

de (IndGLZ(Q”)ng ® nl)an dense (dans B), qui contient elle-méme nécessairement la

B(Qp)
L2(Qp)

représentation (Indg(Qp) N ® nl)lpék—z

(car celle-ci est localement polynomiale,
donc a fortiori localement analytique). Or on a vu que cette représentation est dense

0
dans (Indgﬁé(?”)nz ® nl)%ﬂ qui est donc aussi B. O
Rappelons qu’une fonction f : Z, — L est de classe ¢*~1 si son développement
de Mahler f(z) = Y20 an(f)(Z) est tel que n*~1 | a,(f) | tend vers 0 dans R*

quand 7 tend vers +oo (ot (7) X et ) e w si n > 0). On note

%k_l(Zp, L) le L-espace vectoriel de ces fonctions. C’est un Banach pour la norme
| f ||d§f Sup,,n*~1|a,(f)|. On peut aussi décrire cet espace comme les fonctions k — 1
fois dérivables de (k — 1)-iéme dérivée continue ([42, §54]). Les fonctions de classe
%*~! sont stables par somme, produit, composition, etc. (cf. [42, Th.77.5]).

Soit V' le L-espace vectoriel des fonctions f : Q, — L telles que les fonctions

I (z — f(pz)) et fa « (z = (x2x1")(2)f(1/2)) sont dans €*~1(Z,, L). C’est un
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espace de Banach pour la norme Sup(|| f1 ||, | f2 |)- On munit V' de laction a gauche
(1) de GL2(Q,) qui est une action par automorphismes continus (cf. [3, §4.2]). Pour
0<j<k—2etac Q,,les fonctions f(z) = 27 et f(2) = (z — a) 7 (x2x] ") (2 — a)
sont dans V (la preuve est analogue a [3, Lem.4.2.2]). On définit W C V comme
I’adhérence dans V' du sous-L-espace vectoriel engendré par toutes ces fonctions. Il
est stable par GL2(Q)).

Théoréme 2.2.2. — Le complété unitaire universel de la représentation localement

analytique (Indggg(?p))a ® Xz)an s’identifie au Banach quotient V/W avec son

action induite de GL2(Qp). C’est un GL2(Qp)-Banach unitaire admissible de

0
longueur topologique 2, extension non triviale de (IndB(Q() )’1716 ® 71)2€ 1)% par

GL2(Qp) ¢°
(Indg g,y " 12 ® M)

Démonstration. — Posons o = xi(p)~tetp = p"1xa2(p)~ !, on a:

(I dB(é(()@p X1 ® X2)an = e F g (I dB(Qf(?” rla" ey, ® nr(pﬂfl)w}zkfz)an

avec ¢1 = xanr(x1(p))'e* 7 et 1y = xonr(xa(p))~'. D’aprés [21, Prop.1.21] (plus

précisément la preuve de loc. cit.), le complété unitaire universel de (IndG(LZ(()@p)Xl@) Xz)an

est le complété par rapport au sous-Op[B(Qp)]-module engendré par les vecteurs
1z,(2)2% et 1g,-z,(2)(x2x7 ")(2)277 ott 1y est la fonction caractéristique de l'ou-
vert U et j € Z>o. Par le méme calcul que dans la preuve de [3, Th.4.3.1] (on
a multiplié ici les caractéres non-ramifiés nr(a~!) et nr(p3—!) par les caractéres
entiers 1, et 1y et tordu la représentation par le caractére entier €2% mais cela
ne modifie pas 'argument), on trouve alors qu'une boule ouverte (de centre 0) du
Banach dual du complété cherché s’identifie aux distributions p dans le dual fort de

(Indgﬁé(?”)xl ® Xz)an telles que, pour tout a € Q,, tout j € Z>g et tout n € Z :
N >

®) / (z—a)du(z) € prU—k+D) g,
a+p"Z
(6) / (Z - a)_j (XZXI_I)(Z — a,)du(z) c p'ﬂ(k—l—j)ﬁL
Qp—(a+p"Zyp)
en se rappelant que val(xi(p)) = 1 — k. Un raisonnement analogue & celui de la

preuve de [3, Th.4.3.1] montre que les conditions (5) et (6) sélectionnent exacte-
ment les distributions tempérées d’ordre < k — 1 (c’est-a-dire les distributions de
VV) annulant les fonctions 27 et (z — a) ™7 (xax7')(z — a) pour 0 < j < k — 2 (faire
n — —oo dans (5) et n — +oo dans (6)), c’est-a-dire les fonctions de W. On en déduit
la premiére partie de 1’énoncé. Un raisonnement similaire (en plus simple) montre

que le complété unitaire universel de l'induite (IndB(Qf(?p X128 ® X221 7F) =

0
(In dB(é(;@”)ms ® T}ze_l)an s’identifie & (IndB(Qf (;Q”)me ® n2€ 1)% et la méme preuve
que pour la proposition 2.2.1 montre que ce dernier est un GL2(Q,)-Banach admis-
sible et topologiquement irréductible. Il résulte de la définition du complété unitaire
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universel que la surjection (Ind(B;(LQ?(?”)Xl ® Xg)an —» (Indg(ﬁé(?”)xlzkfl ® X221*k)an
P P
20
induit une surjection GL2(Q))-équivariante V/W — (Indg(Igf)Q")mE ® 7726_1)% . Par

continuité, cette derniére surjection s’identifie encore a f — f( =1 et son noyau
n’est autre que N/W ou N C V est le sous-espace fermé des fonctions de dérivée
(k — 1)-iéme nulle (notons que W C N). Par ailleurs, le complété unitaire universel

Ip,<k— . - .
de (IndCB;(LQf:)@")Xl ® XQ) P=R2 Senvoie par fonctorialité dans N/W et, via la pro-
position 2.2.1; on voit qu’il s’agit nécessairement d’une immersion fermée (car les

caractéres 71 et 72 étant entiers, il n’y a qu’une norme invariante & équivalence prés

G Ip,<k—2 GL2(Qy Ip,<k—2 .
sur (IndB?QfIE?”)xl ®x2) " = (IndB(LQfIE? )2 ® m)"’ , voir e.g. [3],Cor.5.4.4).

En utilisant le résultat d’analyse p-adique disant que ’adhérence dans €*~1 (Zp, L) du
sous-espace des fonctions polynomiales de degré au plus k — 2 s’identifie exactement
aux fonctions de dérivée (k — 1)-iéme nulle (dont on trouvera une preuve pour k = 2
dans [42, §68| et pour k quelconque dans [41, §8]), on obtient bien une suite exacte
GL2(Qp)-équivariante :

0 0
0 (Indg T me @m)” - V/W — (IndgZ 7 me @noe ™) =0

qui fait de V/W un GL2(Q,)-Banach admissible de longueur topologique 2 (en utili-
sant ce qui précéde et la proposition 2.2.1). Enfin, cette suite est non scindée, sinon la
représentation localement analytique (Indg(%é:)@”) X1 ® Xz)an serait également scindée

ce qui n’est pas le cas (cf. [44]). O

2.3. — Soit 0, une représentation potentiellement cristalline de Gal(Q,/Q,) réduc-
tible et de dimension 2 sur L. On peut écrire :

X1 | |1—k Ek_2 %
op ®n
p ( 0 X2 | |k:—1 gl—k

pour un caractére continu 7 : Gal(Q,/Q,) — L, un unique entier k supérieur ou égal
a 1 et un caractére x; ® x2 de poids classique k£ avec x2 localement constant tel que
val(xz2(p)) = k—1 et val(x1(p)) = 1—Fk (de sorte que, via la réciprocité locale, x; | |[* 7%
et xa | |¥~! s’étendent & Gal(Q,/Q,)). Notons que, lorsque k = 1, la terminologie « de
poids classique 1 » est un abus de notations et signifie ici que x2/x1 est le produit

d’un caractére localement constant par le caractére z — 27! (cf. définition 2.1.1).

Si lextension * est non-nulle, alors elle est unique. On pose 7 = X1 |

M2 PR | |¥=1 €2=% comme au §2.2. Si k = 2, on suppose 7; # 1o (voir la remarque
2.3.1 pour le cas 71 = 12). On « associe » alors & o, le GL2(Q,)-Banach unitaire B(c),)

suivant :

0
(i) si op (771 1) ® n, alors :

|1—k E_k:—2 et

0 moe™

déf GL2(Q, ¢° GL3(Qp _1\€°
B(oy,) = (IndB(Q:)Q2 ‘men)’ ene (IndB(QIf()Q> ‘me®@ne ) @,
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*
(ii) si op <771 1> ®n avec * # 0 et si k > 2 (voir la remarque 2.3.2 pour

0  moe™
k = 1), alors B(o,) est le tordu par nn du complété unitaire universel de I’induite
parabolique localement analytique (Indg(LQf (()@”)Xl ® XQ)an. Par le théoréme 2.2.2, c’est
P

une extension non scindée :

0 0
0— (IndGLQ(Qp)m ® 771)% ®n— B(op) — (IndGLQ(@p)mE ® 7725_1)% ®n—0.

B(Qp) B(Qp)
Remarque 2.3.1. — On discute ici le cas k = 2 et 57 = 7. Notons qu’alors
GL lc GL _ lc s . N
(IndB(6£?p)X1 ® x2) = (IndB(in?”) || ® | |7* )" ® m n’est plus isomorphe &

GL2(Qp _ lc GL2(Qp lc . L.
(IndB(Q:)@ )XQ x| I7h) = (IndB(QS)Q e 1)" ® ny. Soit B(2,00) le complété

unitaire universel de (IndGLQ(Qp) || ® | |7t )IC (c’est une extension non-scindée

B(Qp)
de la représentation triviale par St ou, comme dans [8], on note St le complété

unitaire universel de la représentation de Steinberg). On est ici tenté de définir le
GL2(Q,)-Banach unitaire B(o,) associé & o, comme suit :
(i) si oy est scindée :

déf

_1\E°
B(oy) = B(2,00) @ mn & (Indge e ) @m,

(ii) si o, est non scindée, B(o,) est défini comme le complété unitaire universel de

(Indg?é(?p) 1@ |71 )™ ®mn, et on a une extension non-scindée :
P

0
0 — B(2,00) ®mn — B(oy) = (g e @)™ @mn — 0.

Bien stir, ce cas « non générique » n’arrive jamais dans le contexte global des formes
modulaires paraboliques, et on ne peut donc le « tester » directement. Cependant,
des considérations globales indirectes devraient permettre de tester le cas non scindé,
comme nous l’expliquons maintenant.

Supposons que o, est non scindée (avec k = 2 et 7; = 7)2) et supposons, pour sim-
plifier, que 71 = 72 et 1 sont les caractéres triviaux (quitte a tordre). La représentation
op peut se voir comme la « limite » (en un sens convenable) lorsque . — oo (i.e.
val(.Z) — —o0) des représentations semi-stables réductibles V(2,.%) de [8, Ex.1.3.5]
(on peut par exemple considérer cette limite dans I’espace projectif de dimension 1
des classes d’isomorphismes d’extensions non-triviales de ¢! par le caractére trivial).
Pour chaque valeur (finie) de .Z, considérons le GL2(Q))-Banach unitaire B(2, ) dé-
fini dans [8]. Il est alors trés facile de prendre la limite lorsque val(.Z) — —oo dans la
construction de B(2,.%) et de vérifier que ’on obtient le GL2(Q,)-Banach B(2, co) ci-
dessus (dans la discussion de [8, §4.5], il suffit de remplacer la représentation o (2, %)
par la représentation (2, 00) obtenue en remplagant val par log o, dans la définition
de 0(2,.%)). En remplagant co par une valeur finie de .Z, on s’attend comme en (ii)
ci-dessus & ce que le GLy(Q,)-Banach unitaire B(V (2,.%)) correspondant a V(2,.7)

donne lieu & une suite exacte courte :
0

0— B(2,.2) - B(V(2,.2)) — (ndg e Pewe )™ -0
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(bien qu’il ne soit pas clair, pour I'instant, comment construire une telle suite exacte).
Le test global indirect évoqué ci-dessus consiste alors & prendre une forme modulaire
nouvelle de niveau N et poids 2 telle que o,(f) — V(2,.%) ® n et a se demander si
II,(f) (comme défini dans 'introduction) donne bien lieu & une suite exacte courte :
0
0— B(2,2)®n— (f) = (Indg 3 Pewe™)” @n—0.

Pour le moment, il est seulement connu qu’il existe un plongement GL3(Q))-équi-
variant B(2,.Z) ® n — IL,(f) ([9]).

Remarque 2.3.2. — Lorsque k = 1 et * # 0, nous ignorons comment (ou méme si
0
Pon peut) construire une extension non scindée de (Ind(B;(LQ?(?”)ms ® 7)25’1)%0 par
P
GL2(Q €°
(IndB(Qif) p)772 ® 771) .

Remarque 2.3.3. — De méme que l'extension est unique coté Galois (lorsqu’elle est
non-nulle), on peut se demander s’il existe d’autres extensions de

0 20
(Indg?&?")ms ® 7725_1)% par (Inch;(Lép(?”)ng ® 771)% dans la catégorie abélienne

des GL2(Qp)-Banach unitaires admissibles que celle donnée par le complété unitaire

universel de (Indg?@;@p) x1®x2)"

Remarque 2.3.4. — Une version des résultats et définitions du §2.2 et du §2.3 se
trouve déja dans [4, §7] (qui ne sera pas publié).

3. La conjecture de compatibilité local-global

A toute forme modulaire parabolique propre f de poids k > 2, on associe un
GL2(Qp)-Banach unitaire admissible II,( f) construit dans la cohomologie des courbes
modulaires. Lorsque la représentation galoisienne p-adique associée & f est potentiel-
lement cristalline réductible en p, on conjecture que IL,(f) est exactement le Banach
du §2.3.

3.1. — On commence par quelques rappels et préliminaires sur les GL2(Q,)-Banach
HYKY(M)) ®z, Qp et HY(K{(M)) ®z, Q, de [24] et [9].
Pour tout sous-groupe compact Ky de GLa(Af), on note :
Y (K;) ¥ GLy(Q)\GLa(4)/C K

ot on voit C* dans GL2(R) par a+ib — (: ;b) Pour tout entier positif M premier

a p et tout entier positif ou nul r, on pose :

KP(M) ¥ {(“ Z) € GLy(ZP), (c,d) = (0,1) modM},

dsf a b a b 10 ,
Kp(’l") = {(C d) S GLQ(ZP), (C d) (0 1) modp }
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et K1(M;p") L KV (M)K,(r). 11 s’agit de sous-groupes ouverts respectivement de

GLy(ZP), GL2(Z,) et GLs(Z). On note Y1 (M;p") «© Y (K1(M;p")) la courbe modu-
laire (ouverte) classifiant les courbes elliptiques avec structure de niveau I'; (M) en
dehors de p et structure de niveau I'(p") en p.

Le complété p-adique d’un Z,-module X est par définition le Z,-module :

X € im X/p" X.

Pour i € {0,1} (resp. i € {1,2}), on note H'(KP(M)) (resp. Hi(KP(M))) le
complété p-adique du Z,-module lim H*(Y;(M;p"),Z,) (resp. du Z,-module

lim H!(Y1(M;p"),Z,)) et, pour toute extension finie L de Q,, ﬁ’(Kf(M))L L

Hi(KP(M)) ®z, L (resp. Hi(KP(M)), ¥ Hi(KP(M)) ®z, L). Les Z,-modules
Hi(KP(M)) et Hi(KP(M)) sont sans torsion et munis d’actions naturelles de
Gal(Q/Q), GL(Q,) et T induites par leurs actions sur lim H*(Y;(M;p"),Z,) et

T

lim HY(Y1(M;p"),Z,). Laction de GLy(Q,) fait de H'(KP(M)); et Hi(KP(M))y,

des GL2(Q,)-Banach unitaires qui sont admissibles (|24, Th.2.2.13]).
Sii =1, par [9, Lem.2.2.1] ou [24, Prop.4.3.9], I'application naturelle de la coho-
mologie & support compact vers la cohomologie :

(7) H(KP(M)) — H'(K?(M))

est surjective et on note M son noyau. Il est encore muni des actions induites de
Gal(Q/Q), GL2(Q,) et T. Ce noyau admet une description explicite simple que nous
donnons maintenant.

Si K¢ est un sous-groupe ouvert compact quelconque de GLy(Ay), rappelons que
I’ensemble des pointes de la courbe modulaire Y (K ;) admet la description adélique :

C(Ky) € GLo(Q)\(PH(Q) x mo x GLa(Af))/Ky —> T(Q)*N(Af)\GLa(Af)/ Ky

ou T(Q)™ est le sous-groupe de T(Q) des matrices diagonales de déterminant positif
et mp le groupe des composantes connexes de GLy(R). Passant a la limite projective
sur K¢, on obtient la description suivante de I’ensembre profini c¥ lim C(Ky) :

Ky

8) C 5 T(Q)*N(Af)\GLa(Ay) > (£N(Z))\GLa(Z).

L’application « déterminant » induit une surjection :

~

(9) C — QX \AF 5 2%

qui s’identifie & la limite projective de la surjection C'(Ky) — mo(Y (Ky)) envoyant
une pointe vers la composante connexe qui la contient. Comme T(Ay) normalise
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T(Q)*N(Ay), la multiplication & gauche par T(Ay) induit (via (8)) une action de
T(Ay) sur C. On définit un homomorphisme Gal(Q/Q) — T(Ay) par :

. cyclo(o) 0
0 1

ot o € Gal(Q/Q) et cyclo : Gal(Q/Q) — Z* est le caractére cyclotomique adélique.
Cet homomorphisme et ’action de T(Af) sur C induisent une action de Gal(Q/Q) sur
C qui s'identifie a la limite projective de I'action naturelle de Gal(Q/Q) sur C’(Kf)

On note % lc(C’ Zyp) (resp. €% IC(Z>< Z,)) Pespace des fonctions de c (resp.
de ZX) dans Z, qui sont continues en les variables p-adiques et localement
constantes en les autres. L’action & droite de GLo(Af) sur C fait de %O’IC(G, Zp) une
GL2(A¢)-représentation. Via (9), %O’IC(ZX ,Z,) s’identifie & un sous-Zp,-module
invariant de %'°(C,Z,) et on pose :

~0,lc ) déf

¢ (C.Z,) = €°(C,2,) ] 6" (2 ).

C’est un Z,-module sans torsion muni des actions de T(A) et Gal(Q/Q) induites par

leurs actions sur %0»10(6 ,Zyp) (elles-mémes déduites de laction de T(Ay) sur 5) Ces
actions commutent avec celle de GLa(Ay).

Proposition 3.1.1. — Le Z,-module M muni des actions de Gal(Q/Q), de GL2(Q,)

~0,lc

et de T est isomorphe au sous-Zy,-module Cf (C Z,)K57 M) de @ (C Zp) muni
des actions induites ci-dessus de Gal(Q/Q) et GLa(Q,), et ot action de Ty (resp.

Se) pour £ { Mp est Uaction de la double classe GLo(Zj) (é ?)GLQ(Z@) (resp.
GLQ(Zg)(é ‘;) GLy(Zq)) dans Ualgebre de Hecke de GLa(Zq) dans GLa(Qy).

Démonstration. — C’est un résultat bien connu, qui s’obtient par exemple en passant
a la limite projective sur n dans la suite exacte (1) de [9, §2.1]. Pour la comparaison
de Daction classique de T sur M avec laction de P'algébre de Hecke (en les premiers

¢, (4,M)=1) sur %0’10(6, Z,)K1 (M) | cf. 1a preuve de [24, Prop.4.4.2]. O

~0,lc =~

Il va étre nécessaire de décrire explicitement l’action de T sur ¢ C(C, Zp)Kf (M)
Siac€ %;\(Jp, on note a, € Z, l'image Ei\e a par la projection naturelle Z]T/Ip — Ly
et ¢ € Z* un élément quelconque de Z* qui s’envoie sur a par la projection na-
turelle Z* — Zj, . Comme l'action de T(Ay) sur ¢%1°(C,Z,) commute avec 1’ac-

tion de GL3(Ay), elle préserve le sous-module %O’IC(E’\, Z,)%1 (M) Nous allons utiliser
cette action de T(Ay) pour définir deux actions de Zy,, sur ¢1(C, 2,) KT M) Pour

ac Z;\(lp’ S %0’16(67 Z,)K1 M) et & € C, posons :

(1)@ Faf((*, )2
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(ici a, agit simplement par la multiplication par a, € Z) et :

(@)@ E 1 (3 .2)o).

Ces actions sont bien définies indépendamment du choix du relevé @, ce que ’on peut
vérifier en utilisant I'identification :

(10) ¢%1(C, Z,) KT ) = ¢°(C/KV (M), Z,),

~

olt le module de droite est le module des fonctions continues sur C, J/KY (M) —
T(Q)*N(Af)\GL2(Af)/KV(M) a valeurs dans Z,. Chacune de ces actions préserve
le sous-module ¢%'¢(Z%,Z,)51(M) de ¢*1°(C,2,)K71M) et induit donc une action
(notée de la méme maniére) de Zy,, sur %0’10(6’\, Z,)K1 (M),

Lemme 3.1.2. — Si £ ne divise pas Mp, laction de T; (resp. de £S;) sur

~0,lc ,—~

¢ (C,2,)KT M) est donnée par (€)1 + (£)g (resp. par (£)1(£)s).

Démonstration. — C’est un calcul facile en utilisant (10) et la description adélique
de C donnée par (8). O

Corollaire 3.1.3. — Le module de Hecke ]T/[\ est Fisenstein.

Démonstration. — Soit L une extension finie de Q, dans @p et A un systéme de
valeurs propres de Hecke tel que M 2 # 0. Par la proposition 3.1.1, on peut transférer
~0,lc, =~ ) -

les deux actions (); et ()2 de Zy,, sur (go C(C,ZP)KT(M) en actions sur M, et donc
sur M ®z, L. Ces actions préservent M L\ # 0 et, par le lemme 3.1.2, vérifient les
égalités :

(11) 014+ )2 = A(Te), (£)1(€)a = LA(Sy).

Les automorphismes (¢); (i = 1,2) de ]\/Zi\ satisfont donc (£)2 — \(£)(£); + €A(S¢) = 0.
Quitte a agrandir L, on peut factoriser ces équations quadratiques sur L (pour tout
?), et conclure que M} contient un sous-espace non-nul sur lequel (); et ()2 agissent

par un caractére de Z]>\<4p' De plus, ces caractéres sont forcément continus car tel est
le cas des automorphismes (); and ()s. Par (11), le systéme de valeurs propres est

bien Eisenstein. O
3.2. — On définit le GLy(Q,)-Banach p-adique II,(f) associé & une forme modu-
laire f.

Pour tout k > 2 et tout (M,r) comme au §3.1, on note ¥;_o le systéme local sur
Y1 (M;p") associé a la représentation Sym”*~2 Q2 de GL2(Q) et on pose :
déf .. ”
Hl(Kf(M)v%c—2) = llI_nHl(}/i(Map )a%c—2)7

T

HYKP(M), Yies) = lim HE (Y1 (M;97), Yheo).

C
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Ces espaces sont naturellement munis d’actions de Gal(Q/Q), GL2(Q,) et T qui com-
mutent entre elles. De plus, action de GLy(Q,) est lisse. Par [24, §4.3], pour toute
extension finie L de Q,, on a une injection commutant 4 GL2(Q)) et T :

(12) (Sym* L)Y ®q, HI(KP(M), #i—2) — HI(KT(M))L,

(on * € {@,c}) dont I'image est exactement le sous-espace de I/-I\i(Kf(M))L des
vecteurs (Sym*~2L?)V-localement algébriques.

Soit f une forme modulaire parabolique normalisée de poids k > 2 , niveau N et
caractére x : (Z/NZ)* — Q" définie sur une extension finie L de Q, dans Q,. On
suppose f vecteur propre des opérateurs de Hecke Ty pour ¢ N et on note ay € L la
valeur propre associée. Si N = Mp" (r > 0, (M,p) = 1), on a par Eichler-Shimura un
isomorphisme Gal(Q/Q)- et GL2(Q,)-équivariant :

(13) o(f) ®1 mp(f) @1 7P ()T o HI(KT (M), Vim2)?

ot ¥ € {@,c} et ou le L-espace vectoriel non-nul 7?(f)K1(M) est de dimension 1
exactement lorsque f est nouvelle en M. Combinant (13) et (12), on obtient une
injection compatible aux actions de Gal(Q/Q) et GL2(Q)) :

14)  o(f) @r (Sym* 2LV @ my(f) @1 7P (f)XT M) — HY (K (M)).

Supposons f nouvelle en M, notons 7,(f) 'adhérence dans f-I\Cl (KY(M))L, de la
représentation localement algébrique (Sym*~?L?)Y @, mp(f) via un plongement issu
de (14) (c’est indépendant du plongement) et posons :

Hp(f) « Homgal(@/(@) (U(f)a Hcl (Kf(M))L)
que Pon munit de Paction de GL2(Q,) induite par Paction sur ﬁcl (K¥(M))L. Les
deux L-espaces vectoriels 7,(f) et II,(f) sont des GL2(Q,)-Banach unitaires ad-
missibles et on a une immersion fermée GL3(Q))-équivariante 7,(f) — II,(f). Il
n’est pas difficile de vérifier que 7, (f) est aussi 'adhérence de (Sym* L)V &y m,(f)
dans H' (K¥(M))L (]9, Prop.2.2.3]). Montrer que la composante o(f)-isotypique de
ot (K¥(M)) L, redonne encore II,(f) requiert quelques préliminaires.

Lemme 3.2.1. — L’ensemble des nombres premiers £ ne divisant pas Mp tels que
l’image de Froby par o(f) est scalaire est de densité nulle.

Démonstration. — Si & désigne 'ensemble de tous les nombres premiers et . C &
un sous-ensemble quelconque, rappelons que la densité de . (lorsqu’elle existe) est
par définition :
5 les|L<
A7) % i [e=a}
e—too #{l € P | L <z}

Soit o(f)° : Gal(Q/Q) — GL2(0L) un Of-réseau stable par Gal(Q/Q) dans o(f) et
7 (resp. ./, pour n € Zs() ensemble des nombres premiers ¢ ne divisant pas Mp
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tels que I'image de Frob, par o(f) (resp. o(f)° ® ¢, Or/p"OL) est scalaire. Notons
G, C PGLy (0L /p"0) I'image de Gal(Q/Q) par la représentation projective :

-~ o(f ° n i
Gal(@/Q) "L GLy(01) — GLy(61/p"61) — PGLy(01 /p"67r)
et K,, C Q 'extension galoisienne finie de Q telle que Gal(K,,/Q) = G,,. Le théoréme
de Cebotarev (voir e.g. [46, §2.1]) appliqué & 'extension K, /Q implique que d(-#,)

existe et vaut :
1 1

- #Gal(K,/Q)  #Gn

Or, par [39, Th.4.3], 'image de Gal(Q/Q) dans PGL2(07,) donnée par la représen-
tation o(f)° « projectivisée » est infinie, donc le cardinal de G, tend vers +oco avec
n, d’oul :

(15) lim d(.%,) =0.

n—-+o0o

d(Sn)

Mais pour tout n, on a :

#{le S |L<z} #le S| <z}

0<li <l =d(S
Slmswp e D i<a) = P Glc P i<ay ™)
d’ou avec (15) en faisant n — +o00 :
, #{le S| L<x} #{le S| L<}
1 =0= =d
i s e <oy 0 A ge i< L)
ce qui achéve la preuve. O

Si . est un ensemble de nombres premiers ne divisant pas Mp et X un module
de Hecke, on note :

XLy’f e {xeX®z, L|VLeS, Tix=apw, Spr=~Ix(0)r}.

Lemme 3.2.2. — Soit ¥ un ensemble de nombres premiers ne divisant pas Mp de
densité 1, les injections H(K?(M))7 ' — HMNKP(M))] et H'(KP(M)),' —
Hl(Kf(M))’Lc sont des isomorphismes.

Démonstration. — Notons (fI\,}(Kf(M)) ®z, OL)”7 «© (fl\é(Kf(M)) ®z, OL) N
HYKP(M))7 7 et soit @ = (z,) € (HL(KP(M)) @z, 01)7 7 ot :

o € HA(KD(M), 01 /p"01) = lim HX (Y1 (M;p™), O1,/p"01).
11 suffit de montrer que, V n, Tyz, = ayx, et Syx, = €x({)x, pour tout ¢ premier ne
divisant pas Mp. Soit m tel que z,, € H!(Y1(M;p™), O /p™O), £ un nombre premier
ne divisant pas Mp, &, un relevé de z,, dans H:(Y1(M;p™), O1) et (£;);en une suite de
nombres premiers dans . telle que, dans le groupe de Galois de I’extension maximale
de Q non-ramifiée en dehors de Mp, on ait Frob,, — Frob, quand i — +oco (notons
que cela implique ¢; tend vers £ dans Z;). Une telle suite existe par le théoréme
de Cebotarev puisque . est de densité 1. Par les relations d’Eichler-Shimura (et la

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



276 C. BREUIL & M. EMERTON

structure galoisienne connue de HJ (Y (M;p™), 1) ® L), on a alors aussi Ty, — Ty et
Sy, — Sy comme endomorphismes de H!(Y;(M;p™), 01). En particulier, pour i > 0,
on a Ty, = ay, Ty = arzy et Ty, z, = Tyx, d’ou Tyx, = ayx,. De méme pour ¢ > 0,
on a Sy, x, = Lix()xn = x(€)x, et Sp,x, = Sex, dou Sz, = €x(€)z,. La preuve
pour H(KP(M))y, est la méme. O

Proposition 3.2.3. — On a :
Hom,, /g (o (), HE (KT (M))]) = T, (f).

Démonstration. — Notons .¥ I’ensemble des nombres premiers ne divisant pas Mp
tels que Frob, n’est pas scalaire sur o(f). Par le lemme 3.2.1, .% est de densité 1
et par le lemme 3.2.2, il suffit de montrer 1’énoncé avec ﬁcl (Kf(M))'Lyf au lieu de
I/-I\(} (K (M )){ Munissons II,(f) de 'action des opérateurs de Hecke induite par leur

action sur f{\(}(K{’(M))L (qui commute avec celle de Gal(Q/Q)). II suffit de montrer
que, pour tout = € II,(f) et tout £ € .7, on a Ty(z) = a,x et Sp(x) = £F~2x(£)x. On
a une injection canonique Galois- et Hecke-équivariante :

o(f) ®e, W,(f) — HIEP(M))

vz +—  z(v)

(I'injection résultant de l'irréductibilité de o(f)). Soit (v,z) € o(f) x I,(f), les
relations d’Eichler-Shimura Frob[2 — T, 0 Frob[1 + £S; = 0 (encore valables sur
i L(KP(M)) par passage a la limite sur les relations & niveau fini) et les propriétés de
o(f)] Gal(@,/Qr) impliquent I’égalité :

—Frob, ' (v) @ (T — ag)(z) + v ® (£Se — LF1x(£))(z) = 0

dans o(f) ® II,(f) pour tout v € o(f) et tout = € II,(f). Comme Frob, n’est pas
scalaire sur o(f), en fixant z et en faisant varier v dans o(f), on en déduit aisément
(T — ag)(x) = 0 et (Sp — £572x(£))(z) = 0. [

Proposition 3.2.4. — On a :

Hp(f) :’Hom(}m(@/(@)(a(f)’ H! (Kf(M))i) :’HomGal(@/Q)(U(f)> Hl(Kf(M))L)
Démonstration. — L’isomorphisme de gauche se prouve exactement comme celui de
la proposition 3.2.3 grace aux lemmes 3.2.1 et 3.2.2. Il suffit donc de montrer que
Iapplication naturelle :

(16)
HomGal(@/Q) (U(f), (Hcl (Kf(M))L)f) I HomGal(@/Q) (U(f), (Hl (Kf(M))L)f)

est un isomorphisme. Notons T, éf T®z, Or, et I C Ty, I'idéal engendré par Ty —ay
et Sy — £8=2x(¢). La surjection (7) induit une suite exacte :

0 — My — HYNK!(M)), — HY(K?(M)), — 0.
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En appliquant le functeur Homr, (Te,/I,-), on obtient une suite exacte :

0 — (M) — (H(KD(M))L)! — (HY(KP(M)))!
— Extp, (To,/I, M),

On a (Z/\J\ L)f = 0 par le corollaire 3.1.3 car f est parabolique, d’oll une suite exacte :
0 — (HY (KT (M) ) —(H" (KT (M))1)! —Extt, (T, /I, My),

qui induit une nouvelle suite exacte :

0— HomGal(@/Q) (U(f)a (ﬁc} (Kf(M))L)f)
— Homg,gq) (o), (H' (KT (M))1)!)
e Hom(}al(@/@) (U(f)’ EXt%FgL (TﬁL /I, M\L))

Par la proposition 3.1.1, I'action de Gal(Q/Q) sur M, se factorise par Gal(Q/Q)2P
et il en est donc de méme de 'action de Gal(Q/Q) sur ExtqlrﬁL (Tg, /I, Mp). Comme

o(f) est une Gal(Q/Q)-représentation absolument irréductible, on en déduit :

Homg, @/ (U(f)’Ethlr(,L (To,/I,ML)) =0

d’ott I'isomorphisme recherché. O

3.3. — On énonce la conjecture de compatibilité local-global 1.1.1 de 'introduction.
On fixe une forme modulaire comme au §3.2 avec f nouvelle sur I'1 (Mp") et on
suppose de plus que 7, (f) est une série principale de sorte que 1'on peut écrire :

(Sym* L) @1 m,(f) = (Indg 3" © xa

Ip,<k—2
B(Qp) )

ou x1 ® x2 € T‘(L) est de poids classique k, x2 est localement constant et

X1X2 = ez_kxg 1 (xp est la composante locale en p de x vu comme caractére

def .
de AY). On pose o,(f) = o(f) |Gal(@/Qp). Dans ce cas, par [40] o,(f) devient
cristalline sur P’extension abélienne totalement ramifiée Q,((,~). On suppose enfin
op(f) réductible ou, ce qui est équivalent quitte & modifier x; et x2 en utilisant

Pentrelacement sur les induites lisses, val(x2(p)) = k — 1 et val(x1(p)) = 1 — k. On

déf _ _ déf _ _
pose 1 = x1 | [PTFeRT2 0 = x| [P 2R

T * _(m
p 0 X2||k71€17k 0 772571

La nullité ou non de * (rappelons que si * est non-nul, il n’y a qu’une seule extension
possible) est liée au parameétre de la filtration de Hodge sur le p-module filtré D, (f) «

et on a comme au §2.3 :
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Dperis(op(f)). On montre en effet facilement (cf. [31]) :

Dy(f) = Le1® Les

pler) = xa(pler

ple2) = P 'xi(p)es
Fil'Dy(fa,c,) = Doy <0
Fil'Dp(f)o,c,r) = Qp(Gpr) ®g, L (e1+6zez), 1<i<k—1
Fil'Dp(f)o, ) = 0,12k

ou Dp(f)Qp((pr) « QP(CPT) ®Q, Dp(f)v T € (QP(CPT) ®Q, L)* ne dépend que des
caractéres x12°72 et xo et § € {0,1} est le « paramétre » de la filtration de Hodge.
Il y a aussi une action de Gal(Q,(¢pr)/Qp) sur D,(f) préservant Filk_le(f)@p(Cpr)
que l'on ne donne pas ici (voir [31]). On voit que o,(f) est scindée si et seulement si
§=0.

Proposition 3.3.1. — On a un isomorphisme topologique GL2(Q,)-équivariant :

~ %"
#p(f) = (Indg 37 @ 1)

En particulier T,(f) est topologiquement irréductible et s’identifie au complété de
(Sym*2L2)V @ 7,(f) par rapport & un (quelconque) Op-réseau de type fini sur
OL[GL2(Qp)].

Démonstration. — La deuxiéme partie de ’énoncé, c’est-a-dire la description et les
propriétés du complété de (Symk_ZLQ)V ®r mp(f) par rapport & un Op-réseau de
type fini stable par GL3(Q)), est le contenu de la proposition 2.2.1. La premiére
résulte du fait que tous les &y -réseaux stables par GL2(Q,) dans (Sym*2L?)" @
7p(f), et en particulier celui induit par 'intersection avec ﬁcl (K¥(M)), induisent

des normes équivalentes, ce qui découle facilement de la deuxiéme partie (voir e.g.
[3],Cor.5.4.4). O

Par ailleurs, on a associé au §2.3 & la représentation réductible o,(f) un

GL2(Qp)-Banach unitaire B(op(f)) de longueur 2, extension de (IndB(Q() )7715 ® 1€ 1)%
par 7T,(f) et scindé (comme représentation topologique de GL2(Q,)) si et seulement
si 0, (f) est (comme représentation de Gal(Q,/Q,)).

Conjecture 3.3.2. — L’immersion fermée 7,(f) — IL,(f) se prolonge en un isomor-
phisme topologique GL2(Q))-équivariant :
B(op(f)) - I, (f)-

Cette conjecture, dont nous montrons une version faible dans la suite, doit &tre vue
comme une compatibilité local-global dans le cadre d’une « correspondance de Lan-
glands p-adique ». En effet, elle affirme que la représentation de GL3(Q)) induite par
la théorie globale (la représentation IL,(f)) est une représentation locale « au sens de
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Fontaine » (la représentation B(o,(f)). Comme dans le cas semi-stable ([8],[9],[18]),
la composante o(f)-isotypique du Banach fI\Cl (K¥(M))L devrait donc contenir une
information exactement « équivalente » a la donnée de o, (f), ou de son module filtré.

Lorsque o,(f) est scindée, nous verrons que le deuxiéme morceau qui apparait

. €° .

dans IL,(f), & savoir le GL2(Q,)-Banach (IndCB;(LQf (?")ma ® 172(-:_1) , est une mani-
v

festation de I'existence dans ce cas d’une forme modulaire surconvergente compagnon

de la forme classique f. Sa réduction modulo p est d’ailleurs exactement une forme

compagnon de f au sens de Serre ([33], [37], [29]).

4. Formes compagnons surconvergentes

On montre que, lorsque f est une forme ordinaire en p (et donc en particulier
comme au §3.3), la représentation o,(f) est scindée si et seulement si une certaine
forme modulaire de pente k — 1 associée & f est de la forme 6*~!(g) ot g est une
forme surconvergente ordinaire de poids 2 — k (théoréme 1.1.3 de I'introduction).

4.1. — On rappelle briévement 'interprétation en termes de théorie des représenta-
tions des notions classiques de « pente finie » et de « valeur propre de U, ».

Supposons que f est une forme nouvelle comme au §3.3, et donc que 7, (f) est une
série principale. Avec les notations du §3.3, rappelons que 'on a :

GL p — Ic
mp(f) = (Indg 2 77 x1 252 @ x2) .

La forme nouvelle f est de pente finie si et seulement si 'un au moins des caractéres
X12%72 ou 2 est non-ramifié. Si les deux sont non-ramifiés, alors f est de conducteur
premier & p et est vecteur propre de 7T}, de polynéme de Hecke en p X2 — (x1(p)p*~! +

x2(p))X + x(p)p*~* (utiliser x1x2 = X, et xp(p) ™" = x(p)). La forme f donne alors
lieu & deux formes « p-stabilisées » vieilles en p, de pente finie et vecteurs propres de U,
pour les valeurs propres o, cﬁf x2(p) et Bp cﬁf p*~1x1(p). Par exemple, f(2) — B, f(pz)
est la vieille forme de valeur propre o, (et de pente k — 1).

Si un seul des deux caractéres x12°~2 ou xs est non-ramifié, quitte a appliquer
un entrelacement comme au §3.3 si nécessaire, on peut supposer que 122 est non-
ramifié. Dans ce cas, p divise le conducteur de f et f est vecteur propre de Up, de
valeur propre p*~!x;(p).

Soit xo la p-partie de x (un caractére de (Z/p"Z)*) et notons fla forme nouvelle
attachée & la forme modulaire tordue f ® x, ! (qui n’est pas nouvelle, cf. ci-dessous).
Alors, on a :

= GL2(Q, _ le GL2(Q, oy - le
mp(f) = (Indg 2 F7x1 25 2x0@ x2x0) " = (Indgy 2 77 x2| [xo®x12°72] |7  x0)

(ot 'on a étendu xo en un caractere de Q¢ en posant xo(p) = 1). Le caractére x2| | xo
étant non-ramifié, la discussion précédente montre que fNest de pente finie (= k — 1)
pour la valeur propre x2(p) de U, (il est alors clair que f # f ® xg 1 puisque cette
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derniére forme est annulée par Up). Dans la suite, nous utiliserons la formule bien
connue pour f :
plaz+b )

F@) = (Fluye)(2) & (Nez 497 ) (72

ot wpr Cﬁf (’;\:: pfd) avec a,b,c,d € Z,b=1mod p",a =1 mod M et p"ab—Mecd =1
(on vérifie cette formule par un calcul adélique, on peut aussi utiliser les formules

explicites de [30, §6] par exemple).

4.2. — On donne quelques préliminaires sur la connexion de Gauss-Manin pour les
courbes modulaires et 'opérateur #*~! (voir [13] et le début de [12] par exemple).
Dans tout ce qui suit, on utilise sans commentaire le fait que la cohomologie d’un
faisceau cohérent sur un schéma propre X sur Q, est la méme que celle du faisceau
« image inverse » sur la variété rigide analytique déduite de X (GAGA rigide).
On fixe d’abord un entier N > 4 et on note 7 : E — X3 (V) la courbe elliptique
généralisée universelle au-dessus de la courbe modulaire usuelle X;(N) (associée au

groupe de congruence I'y(V)) propre sur le corps Q,, C C X;(N) le sous-schéma
fermé des pointes, ¢ < 7=1(C), w & Q5 x, (v) (l0g C) et :

déf — . =,
Ay © Sym* 2 (R, Q. () (log ©))

(avec g = Ox,(ny)- Rappelons que le faisceau w est inversible sur X (IV), le faisceau
R'TQ% ) x, (v (log C) localement libre de rang 2 et le faisceau .7, 5 localement libre

de rang k — 1. On a de plus une filtration canonique décroissante (Fili%‘jc,g)iez sur
.2 par des sous-Ox, (ny-modules Fil". 7% _» localement facteurs directs (la filtration
de Hodge) tels que :

Fil' o = 0, i <0
Fil‘.#4,_5 localement libre de rang k —1 —14, 1 <i <k —2
Fil',_5 =0, i >k — 1.

Cette filtration se détermine & partir de Fil' 4 = w et Fil'. %, - Fil 7, = Fil”jjfﬂS
pour 0 <i<ret0<j<s.Onadonc Fil* 26, _y = wk—2 et, plus généralement, on
montre que, pour 0 < i < k — 2, gr'df,_o ~ w? *+2, La connexion de Gauss-Manin
s’étend en un complexe de de Rham logarithmique :

. v
Hi—2 @ Y (log) : H—o — Hi—2 Qo (n) Q&l(N)/Qp (log C)
et vérifie la transversalité de Griffiths, i.e. définit des sous-complexes pour i € Z :
.10 V epi—
Fil' > — Fil 1%6—2 ®5X1(N) QAI)Q(N)/QP (log ©).

De plus, elle induit des isomorphismes sur les gradués pour 0 <¢ <k —2:

v
(17) WHTkEZ & 2k ®bx, (m) Q%Q(N)/Qp (log C)
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(si k = 24, il s’agit simplement de Iisomorphisme de Kodaira-Spencer w? ~
le(]\,)/@p (log C)). Si I'on note Fil'H! (X1 (N), #4—2 ® Q (log)) le groupe de coho-
mologie :

H (Xl(N), Fil' o % Fil'™ oy ® 0y 1y Qs oy, (108 C)),

on vérifie par un calcul cohomologique évident & partir de (17) que l'on a une

injection Fil'H! (Xl(N)“%”k,g ® Q'(log)) — H! (Xl(N),%’?cfz ® Q'(log)), que

Fil'H! (X1(N), #—2 ® @ (log)) est constant si 1 < <k — 1 et que :

Fil*"H' (X1 (N), #—2 ® @ (log)) ~ H°(X1(N),w" *®0,, v, Uk, () /g, (log 0))
~ HO(X1(N),w")

(via Kodaira-Spencer). Rappelons enfin que I’application composée :

b Fillsg o Sy — Mgy @ QW (log O) — (M2 /Fil* 24 _2) ® O (log ©)

est un isomorphisme (utiliser (17)) qui induit un morphisme Q,-linéaire canonique de
faisceaux sur X;(N) :

w2 ol , — Fil* 24 _,® Qﬁ(l(N)/Qp (log C) ~ wk
5 — V(s - @Zfl(V(s)))

ou s est un relevé quelconque de § dans J%,_» et V(s) l'image de V(s) dans
(S o JFI*206,_5) ® le(N)/Qp(logC). Si U C X;(N) est un ouvert connexe
quelconque de la variété rigide associée a X;(IN) et contenant la pointe a l'in-
k
fini, I'application induite H°(U,w? %) — HO(U,w") s’identifie a %0’“‘1 sur les
g-développements ot § est I'opérateur ¢(d/dq) sur Q,[[q]] (voir [12, §9] pour plus de
détails). Par abus de notation, pour tout ouvert rigide U C X;(N) (pas forcément
connexe) on note encore *~1 : HO(U,w?~*) — H°(U,w*) I’application précédente
multipliée par k!(—1)*.

Lemme 4.2.1. — Soit U un ouvert quasi-Stein de X1(N) vue comme variété rigide
sur Qp. L’injection :

HO(U,w*) ~ HY(U,w* 2 @ Q' (log C)) — H°(U, #4,_» ® Q' (log C))
induit un isomorphisme :

HO(U,w") ~ H(U, H—2 @ Q' (log 0))
L (HO(U, w2 R)) V(H(U, #i_s))
~ H' (U, #—2 @ Q (log)).

Démonstration. — Le deuxiéme isomorphisme résulte du fait que H4(U, %) = 0 pour
tout ¢ > 0 et tout faisceau cohérent .% sur U. On a une suite exacte de faisceaux sur
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X1(N) (avec les notations ci-dessus) :

0 — g’ — H—2 — Fil'4_, — 0
5 = s — 9 1(V(s))
t = TNV (t))

qui s’inscrit dans une suite exacte de complexes de faisceaux :

0 — g' Ay - Hys o Fil' ;s — 0
1k
EMgh-1 ) |V L
0 — Fi°#4,00logC) — #280ogC) — mikz—80iogC) — 0.
HO(Uw")

Le H' du complexe de gauche s’identifie & T (EO(U 2=Fy) CAr U est quasi-Stein.
La suite exacte longue de cohomologie associée donne alors le résultat puisque la
cohomologie du complexe de droite est nulle. O

Soit maintenant un entier N tel que 1 < N < 4. La discussion précédente ne
s’applique pas telle quel car la courbe X;(N) n’est plus un espace de modules fin.
Nous suivons dans ce cas la méthode décrite dans ’appendice de [10]. On choisit un
nombre premier ¢ > 2, ¢ { Np et on considére la courbe modulaire X;(N;q) associée
au sous-groupe de congruence I'1 (V) N I'(¢q). Le choix de ¢ est tel que cette courbe
est maintenant un espace de modules fin pour le probléme de modules paramétrant
les courbes elliptiques F munies d’un point d’ordre exact N et d’un isomorphisme
1 E[q] = (Z/qZ)?. L’action de GLy(Z/qZ) sur I'ensemble des isomorphismes 1
induit une action de GL3(Z/qZ) sur X1(N;q) dont le quotient est X;(N). Comme
X1(N;q) est un espace de modules fin, la discussion précédente s’applique mutatis
mutandis & X1(N;q). De plus, tous les faisceaux et connexions en considération sont
naturellement GLy(Z/qZ)-équivariants. En particulier, si on suppose dans l’analogue
du lemme 4.2.1 pour X;(N;¢q) que ouvert quasi-Stein U est GL2(Z/gZ)-invariant,
alors I'isomorphisme de ce lemme est aussi GL2(Z/gZ)-équivariant.

4.3. — On montre le théoréme 1.1.3 lorsque (N, p) = 1.

On conserve les notations du §4.2 et on suppose ici de plus (N,p) = 1. On fixe f
une forme modulaire comme au §3.3, de sorte que o,(f) est en particulier cristalline.
Dans ce cas, X, est le caractére non-ramifié de @;j envoyant p sur X(p)_l, X2 est non-

o déf déf o _
ramifié et on pose oy, = x2(p), Bp = pk x1(p). On a val(Bp) =0, apfp = x(p)pk 1
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et, d’apres le §3.3 :

D,(f) = Le & Les

ple1) = apel

ple2) = [Bpea
Fil'Dy(f) = Dp(f), i<0
Fil'D,(f) = L(e;+des), 1<i<k—1
Fil'D,(f) = 0,i>k

avec 6 = 0 si et seulement si o, (f) est scindée.
Supposons d’abord N > 4. Le yp-module filtré D,(f) admet alors la description
géométrique suivante (voir e.g. [29, §1]) :
Dy (f)
Fil'D,(f)

1

(! (X1(N), #is © @ (log)) ©g, L)'
(H(X1(N),w*) ®g, L)', 1<i<k—1
= L . f
(en se rappelant que f est nouvelle) ot le Frobenius ¢ sur D, (f) provient du Frobenius
cristallin ¢ sur H* (X1 (N), #4—2 ® @ (log)).

Soit 2" le modeéle propre et lisse de X1 (N) sur Z, et soit A € H*(.2 xz, Fp,,wP™!)
Pinvariant de Hasse. Rappelons que A s’annule & 'ordre 1 en chaque point supersin-

gulier de 2" xz, F), (et ne s’annule pas aux autres points). Si € X1(N)(Q,), notons

¢

7 la spécialisation de = dans (2" xz, F,)(F,). Comme il est expliqué dans ’appendice
de [10], pour chaque n € p? avec p~! < 1 < 1, on peut définir un ouvert rigide
analytique quasi-Stein W(n) de X;1(N) via :

x € W(n) &|A(@)| > n.
Sip > 3, alors W(n) C X1(V) est Pouvert rigide analytique des points fermés x de
X1(N) vérifiant :
2 € W(n) ©IB,1(@) > n

ot E,_1 € H*(X1(N),wP™!) est la série d’Eisenstein de poids p — 1 > 4 et niveau 1
(voir [13, §1 et §2]).
Soit W1 = W (p~P/P*+1)). Comme W est quasi-Stein, on a :

HO (W1, #—2 @ Q' (log C))
V(HO(WI» %@—2))

H! (Wl, I o ® Q'(log)) =

et on a un diagramme commutatif :

HO(Wy,w*)  —  HY(Wh, %—2 @ Q (log))

(18) 1 1
HOXy(N),o) = H'(X)(N), iz ® 2 (log))
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ot les deux fleches verticales sont injectives (pour la deuxiéme, cela se déduit facile-
ment de [2, Th.2.1 et Th.2.4]). Soit Wy e W (p~Y/ @+ c W,. Notons Ej et By les
courbes elliptiques généralisées universelles au-dessus de W5 et W1, alors on dispose
d’un diagramme commutatif (cf. [13, §2]) :

L]

EQ — E1
(19) l !
W, -5 W

qui induit par fonctorialité des applications « Frobenius » :
¢: HOW,wF 200 logC)) — H'(Ws,w* 2@ Q(logC))
O :H' (Wy, o @ U (log)) — H'(Wa, Hb,_2 @ Q (log)).
D’un point de vue « espaces de modules », ’application ¢ : Wy — W; envoie (E, P)
(ou E est une courbe elliptique généralisée au-dessus d’un point de W5 et P un point

rationnel sur E d’ordre « exact » N) sur (E/can, P) ol can C E est le sous-groupe
canonique de F ([35, §3]) et P I'image de P dans le quotient F/can.

Lemme 4.3.1. — Le diagramme :
H' (X1 (N), #,—2 ® Q' (log)) — H' (Wi, 2@ (log)) « HO Wi,k 2@ Q' (log C))
ol e Lo

H'(X1(N), #ia ® U (log)) — H'(Wa, H—2 ® U (log)) « HO(Wp,w"?® Q' (logC))
est commutatif.

Démonstration. — La commutation du carré de droite est évidente. Donnons ’essen-
tiel des arguments pour montrer celle du carré de gauche. Pour alléger les notations, on
note X ¥ x 1(N), Z le modéle propre et lisse de X sur Z,, Z son complété p-adique
formel, X leur fibre spéciale sur Fy, Z C X Touvert des points ordinaires et Z C X
le tube ]7[5? de Z dans X au sens de [5, §1]. C’est un affinoide de X. En considérant

la courbe elliptique (généralisée) universelle au-dessus de 5?, on voit que le faisceau
cohérent 7%, _o sur la variété propre X provient d’un faisceau cohérent sur .%/”\, éva-
luation sur I’épaississement X — 2 d’un cristal &x_o sur le site cristallin (X/ Fp)eris
(plus précisément, il faut tenir compte de log-structures aux pointes et définir plutot
&%—2 comme un log-cristal sur le site log-cristallin de X /FF,, avec log-structure triviale
sur [F,,, mais pour alléger la rédaction, nous ignorons partout dans cette preuve ce
point qui ne pose pas de problémes). Le groupe H!(X;(N), 5 _» ® Q' (log)) n’est
autre que H., (X, &,—2) ® Qp. En fait, &_» est un F-cristal non dégénéré au sens
de [5, §2.4.1] (utiliser le Frobenius sur la courbe elliptique universelle au-dessus de
X) et induit, par restriction, un F-isocrystal surconvergent le long de X — Z que I’on
note é”,j_2 (voir [5, §2.3]). Pour 5 € p@ tel que p~ /Pt < 5 < 1, soit Z(n) C Wy
Paffinoide de X dont les points fermés x sont tels que |A(Z)] > 7. Ona Z(1) = Z et
les (Z(n))n<1 forment un systéme fondamental de voisinages stricts de Z dans X au
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sens de [5, §1.2]. De plus, on a ¢(Z(n)) C Z(nP) C Wy pour i > p~1/P(P+1) Par (2,
Th.2.4], les restrictions H'(Z(n), #.—2 ® Q (log)) — HY(Z(1'), #4—2 ® 2 (log)) sont
des isomorphismes pour 1 < 7. Posons :

H.,(Z, &) € lim HY(Z(n), #i—s @ 2 (log))

n<1

muni de son endomorphisme de Frobenius ® induit par les Frobenius ¢ : Z(n) — Z(nP)
(et les Frobenius sur les courbes elliptiques universelles). La commutation du carré
de gauche revient donc & montrer que la restriction :

Hl

cris

(X, 65—2) ®Qp — HJ

rig

(Z,8]_,)

commute aux Frobenius, mais ceci est évident car du codté cristallin comme du coté
rigide, I’endomorphisme de Frobenius s’obtient par fonctorialité en calculant les deux
cohomologies grace & un complexe de de Rham double sur un recouvrement ouvert
de 2 muni de relevés locaux du Frobenius. O

Rappelons que toute section g € H°(Wj,w*) admet un g¢-développement
Sooan(9)(c)g™ € Qp ® Zy[[q]] en chaque pointe ¢ de Wy donné par ’évaluation de
g en la courbe elliptique généralisée universelle au-dessus du complété formel de W,
en la pointe c.

Lemme 4.3.2. — Soit g € H°(X1(N),w* 2 ® Ql(logC)) ~ H°(X1(N),w*) et no-
tons ¢(g) € H'(X1(N), #—2 ® Q'(log)) l’image de g par le Frobenius cristallin.
Alors, p(g) provient, via le diagramme (18), d’une section dans H°(Wy,w®) dont le
q-développement a l'infini est donné par :

+oo +oo
> an(p(9))(00)q™ =p" 1> " an((p)g)(c0)g?™.
n=0 n=0

1

En particulier, si (p)g = x(p)g, alors ¢(g) est l'image de p*~x(p)g(pz)|w, -

Démonstration. — Par le lemme 4.3.1, il suffit de vérifier que, si g est une forme dans
HO(W1,w*2 ® Ql(log C)) et si 'on note g(co)(q) le g-développement de g & I'infini,
alors ¢(g) € H*(Wy,w* 2 @ Q(log C)) est tel que :

$(9)(c0)(a) = P* " g((p)o0) (")
(car S22 an ((p)g)(00)gP™ = S5 an(g) ((p)oo)gP™). Pour cela, on évalue la section

#(g) sur la courbe de Tate (G,,/q”%, (n) (avec son point d’ordre N) au-dessus du
complété en la pointe & linfini, ce qui donne, avec les notations (standard) de |29,
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Prop.3.1.3(1)] et sachant que can(G,,/q%) = ({,) :

00 L (F) T = 6l @ (

. : @)k72

t
= g(Gm/<Cp7 qZ>’<N)(Q)% ® <%)k_2
pZ 4P dq? o
= 9(Gn/q" )@ (%)
@)k—2

—1 ) d
= P ao@) @ (5

d’ou le résultat. O

Rappelons que lon a 6%~ : HO(W,w? %) — HO(Wi,w*) (cf. §4.2) et que
f(2) — Bpf(pz) est de niveau I'; (Np) et vecteur propre de U, de valeur propre a,, (cf.
§4.1).

Théoréme 4.3.3. — Soit f wune forme parabolique propre de poids k > 2 nou-
velle pour le groupe T'1(N) avec (N,p) = 1 et telle que la représentation locale
op(f) est réductible. Si N > 4, alors o,(f) est scindée si et seulement s’il existe
g € HO(W1,w? %) ® L tel que f(2) — B,f(pz) = 0*"1(g) dans H*(Wy,w*) ® L. Si
N < 4, soit ¢ ¥ Mp un nombre premier suffisamment grand, alors (en travaillant
avec X1(N;q) au liew de X1(N), cf. §4.2) o,(f) est scindée si et seulement s’il
eviste g € HO(Wy,w? *)G12(Z/a2) @q L tel que f(z) — Bpf(pz) = 071(g) dans
HO(Wy,wk)CLa(2/90) @ L.

Démonstration. — La représentation o,(f) est scindée si et seulement si, dans la
description précédente de D, (f), on a Fil* ' D, (f) = Le; et p(e1) = ape;. Supposons
d’abord N > 4. Dans la réalisation géométrique de D,(f), cela est équivalent & :

o(f) —apf =0

dans H' (X1 (N), #,—2 ® @ (log)) ® L, donc dans H' (W1, 7,_2 @ Q (log)) ® L (car
la restriction est injective). Par le Lemme 4.3.2 et le lemme 4.2.1 appliqué a ouvert
quasi-Stein W7y, c’est aussi équivalent a :

P 'x(p) f(pz) — o f(2) =0

dans (H°(Wy,w") /6%~ (H°(Wy,w?*™%))) ® L soit finalement :

f(2) = Bpf(pz) € 0" (H (W, w* ) @ L).

Supposons maintenant 1 < N < 4. Comme au §4.2, on fixe un nombre premier
auxiliaire ¢ > 2, ¢ 1 Np et on travaille avec la courbe X;(N;q). Le p-module filtré
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D,(f) admet alors la description géométrique suivante :

Dy(f) =~ (Hl (X1(N;q), 74.—2 @ Q' (log)) ®q, L)ﬁGLz(Z/qZ)

17 ’G
Fil' Dy (f) (HO(X1(N; g), w*) @, L) S #/
- L-f

1

L 1<i<k-—1

(car le théoréme de comparaison de [29] est fonctoriel pour laction des auto-
morphismes GL2(Z/qZ)). En travaillant avec X;(N;q) au lieu de X;(N), on
montre alors comme précédemment que o,(f) est scindée si et seulement s’il existe

g € (H'W,w* ) ® L)GLZ(Z/(ZZ) tel que f(z) — Bpf(pz) = 6% 1(g) dans
(HO (W, wh) @ L)), O

4.4. — On montre le théoréme 1.1.3 lorsque (N, p) > 1.

On conserve les notations et hypothéses du §4.3, & ceci prés que l'on suppose
maintenant N = Mp" avec (M,p) = 1 et r > 1. On fixe f une forme modulaire
nouvelle comme au §3.3, de sorte que o,(f) devient cristalline sur Qp(¢p~). Comme
r > 0, f est vecteur propre de U, et on suppose de plus que f est de pente nulle,
i.e. que la valuation p-adique de la valeur propre associée est 0. Rappelons que, dans
ce cas, x12°72 est non-ramifié¢ et U,f = p*~1x1(p)f (cf. §4.1). Si U est une variété
(algébrique ou rigide) définie sur un corps et K une extension finie de ce corps, on
note Uk le changement de base & K. On note encore J4,_» ® Q' (log) le changement
de base & X;(N)g du complexe défini au §4.2.

Soit W, C X1 (M) Pouvert rigide analytique des points fermés = de X; (M) vérifiant
|A@)| > p~ /" "®+D (sir = 1 ou r = 2, on retrouve bien W; et Wa, cf. §4.3).
Si E correspond & un point de W, (en oubliant la structure de niveau en M), on
peut définir par récurrence E(©) Y g et g+ & E® /can pour 0 < i < r — 1.
On définit Wy (p") C X1 (Mp") comme Pouvert rigide de X;(Mp") des points fermés
correspondants aux couples (E, @y, P) (ot Qs (resp. P) est un point rationnel sur £
d’ordre exact M (resp. p")) tels que (E, Qxs) correspond & un point fermé de X; (M)
qui est dans W, et tels que I'image de p"~'~*P dans E(* engendre le sous-groupe
canonique de E® pour 0 <z <r—1.

Supposons d’abord M > 4 et notons Z7(Mp") le modeéle propre, plat et régulier de
X1(Mp")q,(c,) Sur Zy[Gpr] construit dans [36] représentant le probleme de modules
([T1(M)], [bal.T'1(p")*"]). Par [36, §13.12], la fibre spéciale de 27 (Mp") est réduite,
union disjointe se coupant aux points supersinguliers de courbes d’Igusa sur IF,,. Il y
a exactement deux composantes irréductibles isomorphes a Ig(Mp") (courbes d’Igusa
représentant le probléme de modules ([I'1 (M)], Ig(p”)]) sur F,, au sens de [36, §12]).
On vérifie facilement que 'une d’entre elles, que ’on note Ig_, contient I'image de
Wy (pr)@p(CpT) par la fléche de spécialisation. On note Ig, 'autre composante.

Supposons de plus M suffisamment grand pour que X;(Mp") et les composantes
irréductibles de la fibre spéciale de 27 (Mp") soient de genre > 2. Soit K une extension
finie de Qp((pr) sur laquelle X;(Mp")kx admet un modéle stable et Fx son corps

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



288 C. BREUIL & M. EMERTON

résiduel. On note X % X, (Mp")k, Z le changement de base de Z,[(pr] & O de
Z1(Mp") et 2 le modéle régulier minimal (donc stable) de Xk sur Ok . Puisqu’il n’y
a pas de contraction possible dans la fibre spéciale de £, on a un morphisme V- X
qui est une succession d’éclatements sur la fibre spéciale. On note encore Ig., (resp.
Ig,) 'unique composante irréductible de v X ¢, Fr qui s’envoie bijectivement sur
Ig.. X Fi (resp. Igy x Fx) et Woo C X (resp. Wy C X) limage inverse (i.e. le tube)
de Ig,, (resp. Ig,) par la fleche de spécialisation via 2. On note ress (resp. resp) la
restriction H' (X, #4,_» ® Q' (log)) — H'(Weo, -2 ® @ (log)) (resp. avec Wy).

Lemme 4.4.1. — Les groupes H'(Wo, #4._2@Q (log)) et H (W, 522 Q (log))
sont naturellement munis d’une action des opérateurs de Hecke Ty et Sy pour £+ Mp
qui commute avec celle sur H' (X, #.—2 ® Q (log)) via ress et res.

Démonstration. — Par unicité du modéle régulier minimal, les automorphismes (£)
(£ 1 Mp) de 2 s’étendent canoniquement en des automorphismes de 2 et de sa
fibre spéciale qui préservent Ig__ et Ig, (car tel est le cas sur la fibre spéciale de 27).
Ainsi, Pautomorphisme (£) de X préserve W, et Wy d’ott ’énoncé pour S, puisque
Sy = £*=2(¢). Notons 2 (£) le schéma régulier propre et plat sur Z,[(,~] construit
dans [36] représentant le probléme de module ([T';(M)], [bal.T'y(p")*"], [To(€)]) des
isogénies E — E’ de degré £ entre courbes elliptiques (généralisées) avec structures
de niveau de type ([['1(M)], [bal.T'1(p")"]) sur E. Soit pr; (resp. pry) la projec-
tion 2 (¢) — 2 envoyant (E — E’) sur E (resp. sur E’ avec structures de niveau
([T1(M)], [bal.T'1(p")°*"]) induites). On montre comme dans [40] que les deux produits
fibrés 2 (€) x & 2 (pour pry et pry) sont isomorphes, car isomorphes au modéle ré-
gulier minimal (et stable) de 2" () sur Ok. Notons pr; et pry les deux projections
VAURY S 2 — 7, alors pr; '(Ig,,) (resp. pry ' (Igy)) est I'unique composante irré-
ductible de la fibre spéciale du modéle stable de 27 (¢) dont 'image dans 2 (£) est la
courbe d’Igusa se projetant sur Ig, xFx (resp. Igy xFx) dans 2" x g, Fx (par pr; ou
pry). On a donc Bty (5t ' (Iga,)) = Igo, dans 2 x g, Fi, d’ott pry(pry* (Weo)) = Weo
dans X (resp. avec Ig, et Wy). C’est la condition qu’il faut pour définir par restric-
tion un endomorphisme 7, sur H (W, #4_2 ® ' (log)) (resp. avec Wy) de la méme
maniére qu’est défini T, sur H (X, 7,2 ® Q (log)) (voir [12, §8]). O

Comme X a réduction semi-stable sur O, le K-espace vectoriel H! (X s I @
Q'(log)) posséde une Ky-structure canonique Hllog_cris (ot Ky C K est le plus grand
sous-corps absolument non-ramifi¢) munie d’un Frobenius semi-linéaire encore noté
¢ et d’un opérateur de monodromie N satisfaisant No = ppN. Par [27] et [28] (voir
aussi [16]), on a un isomorphisme de p-modules filtrés a coefficients dans L :

(20)  (Dp(ficos @ FI*'Dp(f)) 2 ((Hlogcris @0, LY, 01, (H(X,w0*) @0, L)7).

Soit d ¥ [Ko : Qp] et ¢ automorphisme K-linéaire de H' (X, 52 ® Q' (log))
défini par extension des scalaires de K, & K de 'automorphisme ¢? sur Hllog_cris.
Les K-espaces vectoriels Hl(Woo,%c,z ® Q'(log)) et HI(WO,%’?C,g ® Q'(log)) sont
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canoniquement munis d’un Frobenius K-linéaire & commutant aux opérateurs Ty et
Sy (€1 Mp) et tel que les restrictions res., et resy commutent & ® et ¢? (voir [16]).

Lemme 4.4.2. — Les restrictions ress, et resg induisent un isomorphisme :

~

(H' (X, 2@ Q(log)) @ L) 5 (H'(Wao, #4_2 ® Q2 (log)) @ L)’
& (H' (W, #,—2 ® © (log)) ® L)

Démonstration. — Sachant que le caractére de f en p est de conducteur exactement
p", on a une inclusion :

(Hl (X7 %—2 ® Q(lOg))@L)f C Hl(X’ Symk—Q)prim ® L

ott H'(X,Sym"*~2)Prim et le groupe introduit dans [14, §2]. L’isomorphisme se déduit
alors facilement de I'isomorphisme :

HY(X,Sym*=?)P'm @ [ ~ HY (W, Sym" 2)* ® L @ H'(Wy, Sym"2)* ® L

de [14, Th.2.1] (déduit lui-méme d’une suite exacte de Mayer-Vietoris). O

Soit ¢ une racine primitive p"-iéme de 1. Rappelons que 2 classifie les données
(E,Qum,m,(P,Q)) ou E est une courbe elliptique généralisée sur un Ok-schéma S,
Q@ un point de E(S) d’ordre exact M (au sens de [36, §1.4]), 7 : E — E’ une S-
isogénie de degré p”, P € Ker(7)(S) un générateur (au sens « Drinfel’d ») de Ker(n)
et @ € Ker(n*)(S) un générateur de Ker(n*) (7* est 'isogénie duale de 7) tel que
(P,Q)r = ¢ ou (-), est I'accouplement alterné canonique entre Ker(w) et Ker(n*)
(cf. [36, §2.8]). On définit un automorphisme w¢ de 2" (qui préserve X) en envoyant

(EvQMvwa (PvQ)) sur (E/’W(QM)7W*7 (Q7 _P))

Lemme 4.4.3. — L’automorphisme w¢ de X induit des isomorphismes
wngoo1>W0 eth:WOQWm.

Démonstration. — Par unicité du modéle régulier minimal, w¢ s’étend canonique-

ment de 2”& 2 et on vérifie facilement qu'il échange Ig_ et Ig, dans 2 x g, Fk,
d’oul le résultat. O

On dispose d’un diagramme commutatif :

F — F
i !
x 2 X

ou la fleche horizontale supérieure est la composée :

E - E/Ker(m) ~ X Xy, x E— E
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qui induit un automorphisme encore noté w, sur H' (X y I o QLY (log)). Par le lemme
4.4.3, on en déduit un diagramme commutatif :

HY (X, A ® 2 (log)) =5 H!(Wo, iz ® O (log))
(21) we | V] we

H (X, #—2 ® @ (log)) == H'(Weo, #z @ ¥ (log)).
Lemme 4.4.4. — Soit s € HY(X,#,_o ® Q(log)) tel que reso(s) = 0, alors
reso (we(s)) = 0.
Démonstration. — Découle immédiatement de (21). O

Soit W déf Wi(p")xk N Wy C X, c’est encore un voisinage strict dans X du lieu

de spécialisation ordinaire car intersection de deux voisinages stricts. Il existe donc

un affinoide W C W qui est encore voisinage strict de ce lieu ([5, §1.2]) et on a un
morphisme de restriction :

(22) H' (Weo, Hi—2 ® Q' (log)) — H (W, Hj,—2 ® O (log)).

Remarque 4.4.5. — Par le méme argument que dans [13, §8| utilisant [2], on peut
montrer que la restriction (22) est en fait un isomorphisme. Nous n’aurons pas besoin
de ce fait.

Notons rese (f) (resp. reso(f)) 'image de la droite :
K ®q, L- f C (H!(X, #i—r ® 2 (log))®L)’

dans (H(Wao, #4—5 ® ¥ (log))®L)” (resp. (H'(Wy, 72 @ @ (log))®L)’) par lap-
plication ress, (resp. resp).

Proposition 4.4.6. — Supposons que la représentation o,(f) est scindée, alors
reso(f) = 0.
Démonstration. — On a toujours ress (f) # 0 car sinon, via la restriction (22) et

le lemme 4.2.1 appliqué & l’affinoide W, f serait dans I’image de #*~! (agissant
sur l’espace des formes surconvergentes de poids 2 — k) ce qui est impossible car
f est de pente nulle en p (procéder comme dans [13, Lem.6.3]). Supposons resg(f)

non-nul. Alors les deux K ®q, L-modules libres (H'(We, -2 ® Q'(log))@L)f et
(HY(Wo, -2 ® Q'(log))@L)f sont non-nuls. Comme (H'(X, #,_2 ® Q (log)) ®L)f
est libre de rang 2 sur K ®q, L (Eichler-Shimura), ils sont forcément de rang 1 par
la proposition 4.4.2. Comme ils sont stables par ¢, on a forcément par (20) et la
description de D, (f) donnée au §3.3, quitte & inverser peut-étre e; et ez :
(H' (Weo, -2 ® © (log))®L)’
(H! (Wo, #.—2 ® U (log))®L) ~ K®g, L- e,

Puisque reso(f) # 0 et reseo(f) # 0, on voit bien que § # 0 dans la description de
Filk_le(f)K ~ K ®q, L- f (cf. §3.3) ce qui entraine que o,(f) est non scindée. []

1

K®QPL-61

2

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS ORDINAIRES DE GL2(Q,) ET COMPATIBILITE 291

Rappelons que f |y, a été défini au §4.1.

Proposition 4.4.7. — Si o,(f) est scindée, il existe g € H'(W,w?™*) @q, L telle que
Fluy=0""1(g) dans H(W,u*) 9, L.

Démonstration. — Par la proposition 4.4.6, on a reso(f) = 0. Or, on sait que wyr
est induit (& multiplication prés par une constante non-nulle) par ’automorphisme
we sur HY (X, 2 @ @ (log)) (voir e.g. [33, §6] pour le cas r = 1, k = 2). Par le
lemme 4.4.4, on a donc ress (f |w,.) = 0, ce qui entraine f |, = 0*~*(g) par (22) et
le lemme 4.2.1 appliqué a W. O

Supposons maintenant M quelconque et fixons comme au §4.2 un nombre premier
auxiliaire ¢ > 2, ¢ { Mp suffisamment grand pour que le genre de X;(M;q) et des
composantes irréductibles de sa fibre spéciale soit au moins 2. On a un isomorphisme
de p-modules filtrés :

(Dp(f) ko, 0, Fil* Dy (£) k)
~ (Hg— s ®g, LY S99, 0 @ 1, (HO(X, w¥) @, LY CL2(#/92)),

Les propositions 4.4.2 et 4.4.6 s’étendent alors facilement en remplagant partout
(-)¥ par (-)FCGL2(Z/42)  On en déduit alors l'analogue de la proposition 4.4.7 :
[ lw,-= 0%"1(g) dans H°(W, w?~k)GL2(2/42) & [, lorsque o, (f) est scindée.

Théoréme 4.4.8. — Soit f une forme parabolique propre de poids k > 2 mnou-
velle pour le groupe T'y(Mp") avec (M,p) = 1 et r > 0. Supposons que [ est
de pente nulle en p. Si Mp"™ > 4, alors la représentation op(f) est scindée si et
seulement s’il existe g € HO(W1(p"),w? %) ®q, L tel que f |u,.= 657 '(g) dans
HO(W1(p™),w") ®q, L. Si Mp" < 4, soit ¢ { Mp un nombre premier suffisamment
grand, alors (en travaillant avec X1(N;q) au liew de X1(N)) o,(f) est scindée si et
seulement s’il existe g € HO(W,(p"),w?~k)GL2(2/dZ) ®q, L tel que f |y, = 6%~1(g)
dans HO(Wy(p"),wk)CL2(Z/dD) g L.

Démonstration. — S’il existe g comme dans I’énoncé, alors il est connu que o,(f)
est scindée (voir e.g. [30, Prop.11]).

Supposons que o,(f) est scindée et supposons d’abord qu’il n’y a pas besoin de
nombre premier auxiliaire (i.e. tous les genres sont au moins 2). Alors on a déja
g € HO(W,w?™F) ®q, L tel que f [y, = 6*~1(g) par la proposition 4.4.7. Il suf-
fit de montrer que g s’étend (de fagon nécessairement unique) en une section de
HO(W1(p")k,w? %) ®q, L (qui sera en fait dans H(W;(p"),w? %) ®q, L). Si k > 2,
alors 0%~ est injectif et la relation pf o Up = Up o 0 (dans l'espace des formes
surconvergentes) entraine Upg = \g avec val(\) = 0 puisque f |, . est de pente
k — 1. L’injection continue H®(Wy(p")k,w? %) ® L — H(W,w? %) ® L est d’image
dense (noter que l'espace de gauche est un Fréchet et celui de droite un Banach).
Soit (gn)n € H'(Wi(p")k,w?> ) ® L tel que g, — g dans HO(W,w? %) ® L et

e % lim UI?! le projecteur de Hida défini sur ’espace des formes surconvergentes. On
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a e(H'(Wyi(p")k,w? *) ® L) fermé dans HO(W1(p")k,w? %) ® L car de dimension
finie sur K (car U, est un opérateur compact sur H(Wy(p")k,w?~*), cf. [15]). Or
e(gn) — e(g) = g, donc g € HO(W1(p")k,w?> *)® L. Si k = 2, on a seulement a
priori Upg = Ag + Cste mais le méme argument s’applique car on a encore e(g) = g.
Dans les cas ol nous avons introduit un nombre premier auxiliaire ¢, la méme preuve
est valable par la discussion précédente en travaillant avec la courbe X;(Mp";q).
Supposons finalement Mp" > 4, de telle sorte que X;(Mp") est un espace de
modules fin et, pour éviter toute confusion, notons Wi (p";q) louvert rigide ana-
lytique de X;(Mp";q) noté jusqu’alors simplement W;(p"). Ce sous-espace est
GL2(Z/qZ)-invariant et son quotient par 'action de GLy(Z/gZ) est isomorphe a
Pouvert Wi (p”) de X1(Mp"). On a de plus des isomorphismes naturels :

(HO(W1 (pr; q)7w2—k) ®Qp L)GLZ’(Z/‘IZ) ~ HO(W1 (pr)’wQ—k) ®Qp L
(HO(Wl (pr; q)7wk) ®Qp L)GL2(Z/QZ) ~ HO(Wl (pr)’wk) ®@p L

(cf. ’appendice de [10]). Dans cette situation, on peut donc supprimer toute mention
du nombre premier auxiliaire ¢, comme dans 1’énoncé. U

5. Les résultats principaux

On démontre les théorémes 1.1.4 et 1.1.2 de I'introduction.

5.1. — On commence par des résultats préliminaires sur les espaces H’ (KP(M)) et
HY(KP(M)) du §3.1.

Soit M > 1 un entier premier a p et, pour r > 1, Y;(Mp") la courbe modulaire
ouverte correspondant au sous-groupe de congruences I'; (Mp”). On note :

. i (tim B (A (M), Z,)/p" lim B (M), Z,)).
C’est naturellement un Z,-module de Hecke qui est aussi muni d’une action de I'opé-
rateur U, et H.®z, Q, est un espace de Banach. La projection Yy (M;p") — Y1(Mp")
induit une application continue T-équivariante :

(23) H. — HNEKP(M))PE)

P(Zp) U

qui entrelace l'action de U, sur H, avec laction de P, SuUr ﬁcl (KP(M)) ol

) e (’g (1]) Pour tout r > 1, on note G, le noyau de la réduction GLy(Z,) —

GLy(Z/p"Z).
Proposition 5.1.1. — L’application (23) est un isomorphisme.

Démonstration. — L’argument est analogue a la preuve de [24, Th.2.1.12]. Soit rq
suffisamment grand pour que I'; (M p™) soit sans torsion et soit X,., un sous-complexe
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simplicial de dimension 1 de Y7 (Mp™) qui est un rétract par déformation de Y1 (Mp™).
Posons :

G;, def { (Z Z) € GLy(Z,) | (¢,d) = (0,1) mod pm} ,
pour r > 1o, Y1(M;p") est un revétement galoisien de Y;(Mp™) de groupe de Galois
Gl /G, (agissant a droite). Soit X, I'image inverse de X,, dans Yi(M;p"), cest
encore un revétement galoisien de X, de groupe de Galois G}, /G,. On note T, (r) la
triangulation de X, (ou T;(ro) est I’ensemble des simplexes de degré i, avec i € {0,1})
et Ty(r) la triangulation de X, image inverse de T,(ro). L’action & droite de G}, /G
sur X, au-dessus de X, induit une action & droite sur T4(r9).

Pour r > 7¢, soit Se(r,Z/p"Z) le complexe de chaines a coefficients dans Z/p"Z
associé a la triangulation T, (r) : c’est un complexe de (Z/p"Z)[G}, /Gr]-modules. On
a un systéme inductif de complexes de chaines (S. (r,Z/ p"Z))T quand r varie et on
note :

Su(Z/p"Z) E lim Su(r, Z/p" 7).
Passant a la limite projective sur n, on obtient un complexe de Zy[[G}, ]]-modules :
S. ¥ lim S,(2/p"2,).

De maniére similaire, soit X; , I'image inverse de X,, dans Y;(Mp") et To(1,7) la
triangulation de X; , image inverse de T, (rg). Pour r > r¢, soit Re(r,Z/p"Z) le com-
plexe de chaines a coefficients dans Z/p™Z associé a la triangulation T, (1, ) et posons

Re(Z/p"Z) e lim R, (r, Z/p"Z) et R, lim R,(Z/p"Z). Comme la triangulations

To(r) ne fait intervenir que des simplexes de dimensions 0 et 1, le complexe S¢(Z/p"Z)
a des termes seulement en degrés 0 et 1, et on a donc une suite exacte :

0 — H1(Se(Z/p"Z) — S\(Z/p"Z) — So(Z/p"L).
Le foncteur limite projective étant exact & gauche, on en déduit une suite exacte :

0 — lim Hy(S4(Z/p"Z)) — §1 — §0

et donc un isomorphisme :

(24) Hi(S.) = lim H,1(S4(Z/p"Z)).

n

Le foncteur limite inductive étant exact, on a :

~

(25) H\(S.(Z/p"Z)) — limH(Y1(M;p"),Z/p"Z)
= (lim Hy (Y1 (M;p"), Zp)) ®2, Z/p" L.

En combinant (24) et (25), on déduit que H;(S,) est isomorphe au complété p-adique
de lim Hy(Y1(M;p"),Zy), donc & H}(KY(M)) par dualité de Poincaré. C’est en fait
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un isomorphisme de G -modules si l'on fait agir g € G} & gauche sur H;(S,) par
laction & droite de g~ '.

Par un raisonnement analogue & celui du paragraphe ci-dessus, on obtient que
H, (E.) est 1somorphe a H Par ailleurs, il est clair sur les complexes que 'on a un
isomorphisme R, — (S )F(Z») | et donc, comme le foncteur des P(Z,)-invariants est
exact & gauche, en prenant les P(Z,)-invariants sur la suite exacte 0 — H 1(Sy) —
S; — S, on obtient un isomorphisme Hi(R,) — H;(S,)?®). En combinant les
conclusions de ce paragraphe avec celles du précédent, on obtient 1’isomorphisme
recherché H, — H!(KP(M))P %), O

On étudie maintenant les espaces d’extensions Extb (w, H! (K¥(M)) L,an) et
Extb(Qp) (v, Hc1 (KT(M))L,an) 0L ¥ est un caractére de b((@p) a valeurs dans une exten-
sion finie L de Q,, et ott H(K?(M)) [ an et H! (Kf(M))/Ean désignent les vecteurs lo-
calement analytiques des GL2(Q,)-Banach admissibles H{(K? (M), et HX (KT (M)),
(cf. [45, §7]).

Proposition 5.1.2. — Pour tout caractére ¢ comme ci-dessus, on a :
EXt[li(Qp) (w’ Hl(Kf(M))L,an) =0.

Démonstration. — L’argument est basé sur les constructions de la preuve de [24,
Th.2.1.5]. Soit ¢ tel que I'y (M)NT'(p™) est sans torsion et X, un sous-complexe sim-
plicial de dimension 1 de Y1 (M;p™) qui est un rétract par déformation de Y7 (M;p™).
Sir > rg, Yi(M;p") est un revétement galoisien de Y7 (M;p™) de groupe de Galois
G,,/G, (agissant & droite). Soit X, I'image inverse de X, dans Y;(M;p"), alors X,
est un revétement galoisien de X,, de groupe de Galois G,,/G,. On définit alors
des triangulations T, (7¢) et To(r) exactement comme dans la preuve du lemme 5.1.1.
Pour r > rg, soit S*(r,Z/p"7Z) le complexe de cochaines a coefficients dans Z/p"Z
associé & T,(r). On définit de maniére similaire a la preuve précédente les complexes
S*(Z/p"Z) et S°. En particulier, ce dernier est un complexe de Z,[|Gy,))-modules. Par
[24, Th.2.1.5], chacun des espaces S* est isomorphe & un G,,-module C(Grys Zp)®
pour un entier s; > 0 et on a des isomorphismes H*(S5®) -~ ﬁ‘(Kf(M)) (i € {0,1}).
Comme le foncteur « vecteurs localement analytiques » est exact ([45, Th.7.1]), on
obtient donc une suite exacte :

0— HO(KP(M)) a0 — € (Gros L)* — €™ (Gry, L)* — H (KT (M)) 1, an — 0.

Comme les termes du milieu sont b(Q,)-acycliques et invariants par torsion par le
caractére —1, une chasse au diagramme facile fournit un isomorphisme :

—~

(26)  Bxcty(q,) (v, B (KY (M) z.an) = H' (6(Qp), H' (KT (M) £.0(~))
=5 H3(6(Qp), H (KL (M) 1 an(—)).
(ou « (= 1p) » désigne la torsion par —.) Mais ﬁO(Kf(M))L’an = ¢ (L), L), dou
H'(3(Q p), H (Kf(M))L,an(—w)) = 0. Par ailleurs b(Q,) est la somme directe de 3(Q,)

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS ORDINAIRES DE GL2(Q,) ET COMPATIBILITE 295

et d’une algebre de Lie [(Q,) de dimension 2 (I’algébre de Lie formée des matrices de
la forme (3 ;) ). Rappelons que la cohomologie d’une algébre de Lie de dimension d

est nulle en degré > d. Comme 3(Q,) est de dimension 1 et [(Q,) de dimension 2, la
formule de Kiinneth pour la cohomologie des algébres de Lie entraine alors que, pour
tout b(Qp)-module M, on a H3(b(Q,), M) ~ H'(3(Qp), M) ® H?(I(Q,), M) (seul
terme éventuellement non-nul). En prenant M = H O(KP(M))L an(—1), on voit que
'on obtient bien H3(b(Q,), M) = 0 puisque H'(3(Q,), M) = 0, d’ou le résultat par
(26). O

Corollaire 5.1.3. — Pour tout caractére 1 comme ci-dessus, le module de Hecke
Exté(@p) (v, HY(KY(M))L,an) est Eisenstein.

Démonstration. — Par exactitude du foncteur « vecteurs localement analytiques »
([45, Th.7.1]), la surjectivité de (7) et la proposition 5.1.2, on voit que le module
de Hecke Ext%,(Qp) (¥, HY(KY(M))L,an) est un quotient de Extll,(Qp) (¢, ML an). Le co-
rollaire suit alors du méme argument que celui dans la preuve du corollaire 3.1.3 en
utilisant le lemme 3.1.2. O

5.2. — On donne ici quelques rappels sur le foncteur de Jacquet de [22] et [25] et
sur les résultats de [24] pour le groupe GLy sur Q.

Soit V' un L-espace vectoriel topologique localement convexe (ot L est une ex-
tension finie de @) muni d’une action localement analytique de B(Q,). Dans [22,
Def.3.4.5] est défini un L-espace vectoriel topologique localement convexe de type
compact Jp(q,) (V) muni d’une représentation localement analytique de T(Q,) appelé
module de Jacquet de V. Nous ne rappelons pas sa définition ici, mais simplement
que si x1 ®x2 € T(L) (§2.1) et si JX:EX2(V) est le sous-espace de JB(q,) (V) sur lequel

B(Qp)
T(Q,) agit par x1 ® x2, il y a un isomorphisme naturel (cf. [22, Prop.3.4.9]) :

(27) TREX (V) 25 YNET@) e
ot VNZe) T Q) =x10x2 ggt le sous-espace de VNZ») sur lequel 7, agit par la multi-
plication par (x1 ® x2)(t) pour tout t € T(Q,)*.

Le module de Jacquet JB(QP)(EI\S (K7(M))an) est une représentation localement
analytique essentiellement admissible de T(Q),) au sens de [21], et donc correspond &
un faisceau cohérent sur T noté &, (cf. [24, §4.4]). L’action des opérateurs de Hecke T}
et SF' sur f—I\cl (K?(M)) (pour £t Mp) induit une action sur &.. On note, comme dans
[24, §4.4], . C &nd(&,) le sous-faisceau cohérent d’algeébres engendré par Ty et S’zﬂ
et Spec .oZ. le Spec relatif de 7. sur T. Donc Spec o7, est un espace rigide analytique
muni d’une injection continue :

Spec &, — T x Spec Qp[{T%, Slftl}ﬁMp]
~ (W x Gyp)? x Spec Qu[{T2, S Yerarp)-
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On notera typiquement (x2 | | ®x1 | 7%, A) un point de Spec .« ot x2 | | ®x1 | |71
désigne le point correspondant de Tet\le systéme correspondant de valeurs propres
de Hecke (le choix de tordre par | | ® | | 7! s’expliquera au §5.5). L’espace Spec <7, est
invariant par torsion « diagonale » par les éléments de # (cf. [24],(4.4.8)) : le tordu
du point (x2 | | @x1 | [7*, ) par x € # est le point (xx2 | | ®@xx1 | 71, xA).

On déduit par ailleurs de (27) :

Proposition 5.2.1. — On a un isomorphisme Hecke-équivariant :

~ 77 5 p = _1:)\
Jgi(\zl)®X1| I~ (H (KP(M))L,an))‘ -~ Hcl(Kf(M))g,(aZ;) T(Qp) " =x2| |®x1] | )

Comme ’action de GL2(Q,) sur ﬁé (K?(M)) est unitaire, on remarque que l'on a
pour tout point (x2 | | ®x1 | |7*, A) de Spec & (cf. [22, Lem.4.4.2]) :

(28) Ix2(p)| < 1 et [x1(p)| = Ix2(p)| ™"

5.3. — On rappelle briévement le lien entre ’espace rigide Spec <7, et la courbe (ou
surface) de Hecke de Coleman et Mazur ([17]).

Soit f une forme modulaire comme au §3.2 (i.e. parabolique, normalisée, de poids
k > 2 et niveau N = p"M pour un entier r > 0, définie sur une extension finie L de
Q, dans Q,) de systéme de valeurs propres hors niveau A et telle que (Symk_QLz)V(X)
mp(f) = (Indg (2(?” X1 ® X2)1p,§k72. Par (14) et la compatibilité entre foncteurs de
Jacquet classique et localement analytique ([22, Prop.4.3.6]), on voit que les deux
points (xz2 | | ®x1 | |75 A) et (x12572 ® x2227F, \) sont alors dans Spec .<7,. On peut
construire aussi des points dans Spec .7, a partir de formes f telles que m,(f) est
une série spéciale et & partir des séries d’Eisenstein. On dit que les points de Spec <7,
obtenus par torsion par des caractéres arbitraires dans # des points précédents sont
des points classiques (noter une légére différence avec la définition de [24] ou l'on
n’autorisait que des torsions par des caractéres localement algébriques de Z, . Ceci
ne portera pas & conséquence dans la suite car les caractéres localement algébriques
de Z,; sont Zariski-dense dans %#’). La cloture zariskienne (au sens rigide analytique)
des points classiques dans Spec <7, est par définition la surface de Hecke de niveau
M (cf. [24, Prop.4.4.15]). C’est une variété rigide analytique équidimensionnelle de
dimension 2 stable sous I'action des éléments de % . Les points (x2 | | ®x1 | |71, \)
de la surface de Hecke correspondent aux formes modulaires p-adiques f de niveau
M qui sont des tordues par des éléments de # de formes modulaires surconvergentes
de pente finie, niveau modéré M et vecteurs propres de Hecke. Plus précisément,
si f est une forme surconvergente de pente finie, poids entier k, niveau N = Mp"
(pour (M,p) = 1 et r > 0), définie sur une extension finie L de Q, (i.e. dont le
g-développement vit dans L ® 5, OL[|q]]), de caractére x : (Z/NZ)* — L*, vecteur
propre de U, de valeur propre o et vecteur propre des Ty, S; de systéme de valeurs
propres A, alors f correspond au point :

(nr(e/p) ® nr(p/a)x, 'e* 7%, )
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de (Spec o.)(L). Par exemple, si f est une forme classique comme au §4.3 nouvelle
pour I'; (M) et si A est le systéme de valeurs propres de Hecke associé, alors le point
correspondant & f(z) — a,f(pz) est (x12572 ® x2227%, ) et celui correspondant a
f(z) = Bpf(pz) est (x2 | | ®x1 | |7, A). De méme, si f est nouvelle pour I'y(Mp")
avec 7 > 0 et de pente nulle en p comme au §4.4, le point correspondant a f est
(x12"72 ® x2227F,\) et celui correspondant a f |lw,~ est le tordu par xo du point
(e | T @xa | 171, 0).

La surface de Hecke est en fait une union de composantes connexes de Spec .o,
et son complémentaire dans Spec .27, est une union disjointe de composantes irréduc-
tibles de dimension 1 dont chacune est juste une orbite sous l’action de # (cf. la
discussion suivant la preuve de [24, Prop.4.4.14], le point étant que toute composante
de dimension 2 contient un ensemble Zariski-dense de points classiques). En fait, on
s’attend & ce que Spec <7, coincide avec la surface de Hecke, au moins hors du lieu
d’Eisenstein (cf. [23, Thm.7.5.8]).

On dit quun point (x2 | | ®x1 | |7}, A) de Spec.«. est de poids classique si
X1 ® X2 est de poids classique au sens de la définition 2.1.1. Tout point classique de
Spec 7, est de poids classique mais la réciproque est fausse (par exemple, les formes
surconvergentes de pente finie et de poids entier qui ne sont pas des formes modulaires
classiques donnent des points de poids classique non classiques).

Définition 5.3.1. — On dit qu’un point (x2 | | ®x1 | |71, ) de Spec o, est ordinaire
si chacun des caractéres x1 et x2 est unitaire (i.e. entier).

Proposition 5.3.2. — Tout point ordinaire (x2 | | ®x1 | |71, \) de Spec o, se trouve
sur la surface de Hecke.

-1

222 on peut supposer s non-ramifié. Tout

Démonstration. — Quitte a tordre par x

élément de Jg?&l?m‘ l_l(ﬁl(Kf(M))an)’\ correspond alors en particulier & un élé-

ment de f{\(}(Kf(M))P(ZP) par la proposition 5.2.1, donc & un élément de I/{\C par la
proposition 5.1.1. Mais, par [34], tout systéme de valeurs propres de Hecke dans la
partie ordinaire de I/-I\C provient d’une forme modulaire p-adique. Il est alors montré
dans [32] (voir aussi [11] pour p = 2) que toute forme modulaire p-adique ordinaire
est surconvergente (méme principe que la fin de la preuve du théoréme 4.4.8). O

5.4. — On définit et on étudie les « mauvais » points sur la surface de Hecke.

Définition 5.4.1. — Un point (x2 | | ®x1 | [71,\) de Spec o est mauvais s’il est de
poids classique k et si le point (x2 | | 277 * @ x1 | |7 2"71, \) est aussi dans Spec o7,

De maniére équivalente par la proposition 5.2.1, (x2 | | ®x1 | |71, A) est mauvais
s’il est de poids classique k et si ’espace :

= N(Zp),T(Qp) "= PR EEEAREIPY
Hcl(Kf(M))L,(an) (Qp)"=xz2| | xil |
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est non-nul (ou L est une extension finie de Q, sur laquelle le point est défini). La
définition 5.4.1 est une extension aux points de Spec 7. de la notion de mauvais point
sur la courbe de Hecke définie dans [24, Def.4.5.5]. Notons que ’ensemble des mauvais
points sur Spec 7. est invariant sous l'action de 7.

Lemme 5.4.2. — Si (x2 | | ®x1 | |71, A\) € (Spec «.)(L) est de poids classique et s’il

— +__ -1
y a des dléments de HY(KP(M))N@) @) =xal 1@l 1T i e sont pas localement

L,an
algébriques sous l’action de SL2(Q,), alors (x2 | | ®x1 | |71, A) est un mauvais point
de Spec <.
Démonstration. — Supposons que X2 | | ®x1 | |7 est de poids classique k. Si
771 P N(Zp)vT(Qp)Jr:)ﬂ‘ [®x1] ‘717/\ ’ Al
v € H (K{(M))p om n’est pas localement algébrique, alors

X #=14 est non-nul. Par [22, Prop.4.4.4], il appartient &

ey +_ 1-k -1 _k—1
HE(KY () O el meal e

et donc (x2 | | ®x1 | |71, A) est un mauvais point. O

Proposition 5.4.3. — Soit (x2 | | ®x1 | |71, A) € (Spec ) (L) de poids classique k. Si
(x2 | | ®x1 | |71, A) n’est pas un point classique, alors il est mauvais. Réciproquement,
si (x2 | | ®x1 | |75 A) est mauvais, alors soit ce n’est pas un point classique, soit

Ix2(p)| = [p*71.

Démonstration. — Etant donné que tout vecteur SLy (Qp)-localement algébrique dans
f{\CI(Kf(M))L,an est le tordu d’un élément de I'image de (12) pour un & > 2, on voit
que si (x2 | | ®x1 | |71, A) n'est pas un point classique, alors aucun vecteur dans
ﬁg(Kf(M))E’(frf)’T(Qpﬁ:XZl @xal 172 pe peut étre SLo(Q))-localement algébrique.
Donc (x2 | | ®x1 | |71, A) est mauvais par le lemme 5.4.2. Si par contre (x2 | | ®x1 | |7}
,A) est classique, on sait que [p*~!| < |x2(p)| < 1 (valable pour tout point classique).
Si la premiére inégalité est stricte, alors par (28) appliqué a (x2 | | 2! * @ x1 | |71
2¥=1)) on déduit :
ﬁcl(Kf(M))N(Zp)aT(Qp)+=X2\ [z' " *@xa| [TT2F A -0

L,an

et donc (x2 | | ®x1 | |71, A) n’est pas mauvais. O

Grace a la proposition 5.4.3, on peut donner un critére simple et utile permettant
de reconnaitre les mauvais points sur la surface de Hecke.

Proposition 5.4.4. — Si f est une forme surconvergente non-nulle de poids entier
k > 2, de niveau N = Mp" (r > 0), vecteur propre pour Uy, T et pour Uaction de
(Z/NZ)*, alors le point correspondant sur la surface de Hecke est un mauvais point
de Spec 7, si et seulement s’il existe une forme surconvergente g non-nulle de poids
2—k, de niveau N, vecteur propre pour Uy, T et pour laction de (Z/NZ)* telle que f
et 0¥~1(g) ont méme valeur propre de Uy, méme systéme de valeurs propres de Hecke
et méme caractere de (Z/NZ)* (cf. §4 pour 0F1).
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Démonstration. — Avec les notations du §5.3, rappelons que f correspond au
point (nr(a/p) ® nr(p/a)x, e *,\) de Spec.Z. Supposons d’abord qu’il existe
une telle forme g. Il est facile de voir que g correspond au point (nr(a/pk) ®
nr(p k/a)xzjl gk k_l)\) de Spec 7. Quitte & tordre par e!=% € ¥, on voit que le
point (nr(a/p)z'~*F @ nr(p/a)x, e ¥2""1, \) est aussi dans Spec #Z, ce qui montre
que le point associé & f est mauvais. Réciproquement, supposons que le point associé a
[ est mauvais, i.e. que (nr(a/p)z'~*®@nr(p/a)x, te* F2zF71, X) est aussi dans Spec .
Quitte & tordre cette fois par €1, on voit que (nr(a/p*) @ nr(p*/a)x, 'e", e" 1))
est un point de Spec.«,. Si f n’est pas classique, on sait déja que f = 9’“ 1( ) par
[13] et [14]. On peut donc supposer f classique. Par la proposition 5.4.3 appliquée a
foona la| = p~! et le point (nr(a/p*) ® nr(p”/a)x, 'e*,e¥~ 1)) est ordinaire. Par
la proposition 5.3.2, il correspond & une forme modulaire surconvergente non-nulle g
de poids 2 — k et niveau N, de valeur propre de U, égale & a/p*~1, de systéme de
valeurs propres de Hecke égal & e~ ) et de caractére de p-composante Xp- On voit
que g satisfait les conditions de I’énoncé. O

5.5. — On énonce maintenant et on commence & démontrer un résultat important
de D’article qui est le :

Théoréme 5.5.1. — Soit L une extension finie de Qp. Si (x2 | | ®x1 | 75 A) €
(Spec o, )(L) n’est pas mauvais au sens de la définition 5.4.1, alors on a un isomor-
phisme :

Homar,(q,) ((Indga " @ x2) ™, HA(KD(M))3)

o~ ﬁcl(K{’(M))N(Zp),T(Qp)Jr:Xﬂ l®xal |71

L,an

On voit que la torsion par | | ® | |} & droite permet de considérer 'induite

parabolique (IndB((S (()@”) X1®x2)" plutot que I'induite (IndCB;(LQf (()@p x2 | l@xa 7)™

Cet énoncé est essentiellement une conséquence de [24, Lem.4.5.13] et du résultat
principal de [25]. Pour la commodité du lecteur, nous donnons maintenant une preuve
compléte du théoréme 5.5.1.

Proposition 5.5.2. — Si (x2 | | ®x1 | |74 \) € (Spec . )(L), il y a un isomorphisme
naturel :

~

(20) LI EN KL M)} )

Hom (g1, (a,) 82, (Ul(Qp) @ue(e,) (Indga) " x1 @ x2) ()",
Hl(Kl(M)Lan)
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Démonstration. — Par [22, Th.3.5.6], on a un isomorphisme :
(80) e 5 T H (G (M)} ) =

B(Qp)
Homp(q,) ((Indg 3 7"/ x1 ® x2)(Qp)"°, HE (KN (M)} 1)

En combinant (30) avec la propriété universelle des produits tensoriels, on a le résultat.
O

Lorsque (x2 | | ®x1 | |71, A) n’est pas de poids classique, le théoréme 5.5.1 découle
immeédiatement des propositions 2.1.4 et 5.5.2, du lemme 2.1.2 et de la proposition
5.2.1. Supposons maintenant que (x2 | | ®x1 | |71, ) est de poids classique. Comme
on suppose de plus que ce n’est pas un mauvais point de Spec 7., c¢’est un point
classique par la proposition 5.4.3.

Lemme 5.5.3. — Si (x2 | | ®x1| |71, \) est un point classique qui n’est pas mauvais,
alors chaque fleche dans Uimage de (29) se factorise par (Indy (2(()@”))(1 ® X2)(Qp)'P=F2

(vu comme quotient de Ugly(Q,) ®us(q,) (IndB(Q(?P Y1 ® X2) (Qp) par Uapplica-

tion (2)).

Démonstration. — Les éléments de H! (Kf(M))IE’(fIf)’T(Q")Jr:XQl xal 1752 sont tous
SL2(Qy)-localement algébriques par le lemme 5.4.2. Comme X2 | | ®x1 | |7! est de
poids classique k, ils sont en fait localement Symk_sz—algébriques. Comme X *~1
annule ces vecteurs, I'image de chaque fléche dans I'image de l'isomorphisme (30) est
annulée par X *71 et donc chaque fleche dans 'image de lisomorphisme (29) a un

noyau qui contient X *7! (Ug (Qp) ®ue(,) (IndB(Q() X1 ® X2)(Qp)lc> Le résultat
découle alors du lemme 2.1.3. O

Le lemme 5.5.3 montre que, si (x2 | | ®x1 | |7*,A) € (Spec.#.)(L) est de poids
classique k et n’est pas mauvais, alors on a un isomorphisme :

el lexal |17 (HCI(K;(M))L,an)’\ -,

B(Q)
Hom (g1, 0,),8(0,)) (1" x1 @ x2) (@) =52, HY (K (M)} 0n)-

Il n’est pas possible d’obtenir plus d’informations en appliquant la théorie générale des
modules de Jacquet au caractére x» | | ®x1 | |~ de poids classique k. Pour terminer
la preuve du théoréme 5.5.1 dans le cas de poids classique k, on doit montrer que la
restriction :

(31)  Homy,(g,)5(0,) (55" X1 ® x2) (@) HE (K (M)} )
— Hom(g1,(0,).8(a,) ((Id5 e x1 ® X2) (@) =52, HY (KL (M))3 o)

est un isomorphisme (puis utiliser comme précédemment les propositions 2.1.4 et
5.2.1). Lorsque X2 | | ®x1 | |7! est de pente non critique, c’est-a-dire lorsque
Ix2(»)| > |p*~1|, (31) découle du théoréme classique de Amice-Vélu et Vishik (cf. le
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lemme A.2.1 et aussi la preuve de [25, Prop.2.5]). Lorsque x2 | | ®x1 | |7} est de
pente critique (qui est le cas intéressant utilisé dans la suite), (31) découle du résultat
suivant, démontré au §5.6 :

Proposition 5.54. — Si (x2 | | ®x1 | |71, A) € (Spec#)(L) est un point clas-
sique qui m’est pas mauvais et si A n’est  pas Fisenstein, alors tout élément de
Homg(q,) ((Indgg“@f(?”)xl ® x2) (Qp)Pr=Fk2 Hl(Kl(M))L an) ‘étend de maniére uni-

que en un élément de Homgg,) ((IndB(Qf(()Qp X1 ® x2)(Qp)'P=sk—1 Hl(Kl(M))L an)

En effet, on observe que l'inclusion :

GL2(Qp <h— GL1(Qy) _
(Indg o x1 ® x2) (@)™ =K1 € (Indg 3 %2 | | @xa | 171 )(@p)"

induit une surjection :

Ugly(Qp) ®us(q,) (IndB(é() "xi ® x2)(Qp) P =F"1 — (In dB(Q() %1 ® x2) (Qp)"®

dont le noyau coincide avec le noyau de (2). Si A n’est pas Eisenstein, la proposition
5.5.4 entraine alors que (31) est un isomorphisme. Si A est Eisenstein, le point classique
(x2 | | ®x1 | |71, A\) de poids k provient nécessairement d’une série d’Eisenstein. Cette
série d’Eisenstein est soit ordinaire, mais alors on n’est pas dans le cas critique, soit
de pente k — 1. Mais une telle série d’Eisenstein est toujours dans I'image de #*~1. Ce
cas est donc impossible par la proposition 5.4.4 lorsque (x2 | | ®x1 | |71, A) n’est pas
mauvais.

5.6. — On montre la proposition 5.5.4.

En faisant agir T via le systéme de valeurs propres A, on munit (Indg(%(()@p) X1 ®

x2)(Qp)'"<#=1 d’une structure de module de Hecke. La dérivation k — 1 fois induit
un isomorphisme naturel :

G p—
(In dB(é(()@p)Xl ® x2)(@,)*=51/(In ngS(ﬁ)@p X1 ® x2) (Q@,)P<k2

GL2(Q _ _
(IndB(é() p)xlzk 1 ® XQZl k) (Qp)lc
Supposons donné un morphisme B(Q,)-équivariant :

(32) (Indg e 77 x1 ® x2) (@) =52 = HL(K} (M)}
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et considérons le diagramme cartésien de B(Q,)-représentations avec une action équi-
variante de Hecke :

0 0
| 1

(Indiyz )y © xo) (@)psk—2 - 22 HY (K} (M))1n
| 1

(Ind (2(()@”))(1 ® Xz)(@ )1p,gk—1 _ E
| 1

(I d (2(?;;))( 1@ ygzl™ )(Qp)lc = (I dB(é(?p Xlzk—1®X2zl—k)(Qp)lc
! 1
0 0
Comme l’espace (IndB(Lé(?”)Xlzkfl ® )cgz:“’“)((@,,)1C est muni de sa topologie locale-

ment convexe la plus fine, on voit que la suite exacte verticale de droite est scindée en
tant que suite exacte d’espaces vectoriels topologiques. Donc F est un L-espace vecto-
riel localement convexe de type compact. Par hypothése, le systéme de valeurs propres
A n’est pas Eisenstein. De plus, b(Q,) agit sur (Indgg“és()@p)Xlzk_1®xgzl_k)(Qp)lc par
la dérivée du caractére y22' ¥ ® x12" 71 de B(Qp). Le corollaire 5.1.3 implique alors
que la surjection :

(33) E - (Indga 771257 @ x02! ) (@)

est scindée comme application de b(Q,)-modules, donc aussi comme application de
B(Zp)-modules.

Notons U (resp. V, resp. W) le sous-espace fermé de ;I\cl (Kf(M))N(Z") (resp. de

L,an
ENZ»)  resp. de ((Ind B(Q, 2(Q” x12F71 ®x221’k)(Qp)1C)N(Z”)) sur lequel T(Z,) agit par
le caractére xz | | 2! 7* ® X1 | |7 25~1. Comme la surjection (33) est scindée comme
application de B(Z,)-représentations, on a encore une suite exacte de L-espaces vec-
toriels de type compact :

(34) 0-U—->V->W-=0.

Les opérateurs de Hecke m; pour ¢t € T(Q,)" et l'algébre de Hecke T agissent sur U,
V, W et les morphismes dans la suite exacte sont équivariants pour ces actions. Par

[22, Lem.3.5.2] le L-espace vectoriel Jp(q,) ((IndB(Qf(?p X127 ® x221 ) (Qp)'°) est

la représentation de dimension 1 de T(Q,) donnée par le caractére x2 | | 21 7% ® x1 |
|71 2F=1 et il s’identifie par (27) & :

((I dB((S(()Qp Zk—l ® X2zl—k)(Qp)lc)N(ZP)rT(Qp)+:X2| \Zl_k®X1| |_1Zk_l'
Notons Wy cet espace de dimension 1 et Vy 'image inverse de Wy dans V. La suite
exacte (34) induit une suite exacte 0 — U — Vo — Wy — 0. D’aprés la preuve de [22,
Prop.4.2.33], action de 7, induit un opérateur compact sur U, et aussi sur Vj puisque

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS ORDINAIRES DE GL2(Q,) ET COMPATIBILITE 303

Wy est de dimension 1. La théorie des opérateurs compacts entraine alors que le sous-
espace caractéristique de Vg pour (T(Qp)* = x2 | | 217 *®@x1 | |71 2571, T = A) est de
dimension finie, et donc que tout sous-espace de cet espace qui est stable par T(Q,)" et
T contient un vecteur propre non-nul pour (T(Q,)" = xa | | 2! F @ x1 | |72 275, T = )).
Comme (x2 | | ®x1 | |71, A) n’est pas un mauvais point par hypothése, cet espace
caractéristique est donc d’intersection nulle avec U. Il est par suite isomorphe & Wy et
coincide aussi avec 'espace propre pour (T(Q,)* = x2 | | 21 7*®@x1 | |71 2*71, T = \).
Par la formule d’adjonction de [22, Th.3.5.6], on en déduit une section de (33) de la
forme :
(I dgﬁé(?p)xlzkfl ® XQZlfk)(Qp)lc B CE

d’ou on tire facilement la proposition 5.5.4.

Remarque 5.6.1. — La preuve du théoréme 5.5.1 donnée ici dans le cas de poids clas-
sique est différente de celle donnée dans [24, Lem.4.5.13]. Dans loc.cit., on ne montre
pas directement que (31) est un isomorphisme. A la place, on montre le théoréme
5.5.1 « pour tous les poids a la fois » et on utilise de fagon cruciale les propriétés
géométriques de la surface de Hecke. On peut résumer la situation en disant que l'on
y démontre que (31) est un isomorphisme par passage a la limite & partir des poids
non-classiques. Ici, on travaille plutot poids par poids et la géométrie de la surface de
Hecke est remplacée par le résultat de la proposition 5.1.2.

Remarque 5.6.2. — En utilisant la proposition 5.1.2 au lieu du corollaire 5.1.3 dans
le cas critique, on démontre par les mémes méthodes que, si (x2 | | ®x1 | |71, )
n’est pas mauvais (ol « mauvais » est ici défini comme au §5.4 mais avec le faisceau
d’algeébres o7, et pas 7., agissant sur le faisceau cohérent associé au module de Jacquet
de ﬁl(K;(M))L,an), alors tout élément de :

GLy(Qp o
Homp g, ) ((Indg 3 ) x1 ® x2) (@)™ <52 H (K (M)} 00)
s’étend de maniére unique en un élément de :

Hompg,) ((Indgi V) x1 @ x2)(Q)P<F1, HY(KL(M))} 0

puis que tout élément de :

Homygy, g,),5(2,) (IR " x1 ® x2) (@) P = H' (K (M)}, )

s’étend de maniére unique en un élément de :

Homgy,(qg,) ((IndB(é(()@p X1 ® XQ)aanl(K;(M))i,an)'

Noter qu’il n’y a pas besoin ici de I’hypothése « A non Eisenstein » dans I’analogue
de la proposition 5.5.4.

Remarque 5.6.3. — Notons que la proposition 5.4.4 est encore valable si 'on définit
« mauvais » en termes de o7 plutdt que o7, (cf. remarque précédente). La raison en est
que, méme si ’analogue de la proposition 5.1.1 ne marche pas avec H' au lieu de H},
il marche encore & condition de se restreindre aux parties ordinaires (pour l’action
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de U, sur la source et 'action de pmy, sur le but). On aurait pu ainsi tout aussi bien
travailler avec H' plutot que H..

5.7. — On démontre maintenant le résultat principal de ’article qui est une version
faible de la conjecture 3.3.2.

Pour toute représentation continue H de Gal(Q/Q), on note H* les espaces propres
de H sous l'action d’une conjugaison complexe dans Gal(Q/Q).

Lemme 5.7.1. — Soit f une forme parabolique de niveau N = Mp" nouvelle en M
comme au §3.2. On a :

Homgr, (g,) ((Sym"2L%)Y @ my(f), HX (KD (M))}*) ~ L.
Démonstration. — Par [24, §4.3], le terme de gauche s’identifie & :
Homgy, (q,) ((Sym**L?)¥ @m,(f), (Sym"*°L*)V @ H} (KT (M), % —2)"*)
qui est isomorphe & Homgr, (q,) (7p(f), H (KT (M), %—2)/*) ~ L. O

On fixe f une forme parabolique nouvelle de niveau N = Mp" comme au §3.3 et
on conserve les notations du §3.3. Rappellons que, par définition (cf. §2.3) :

(i) si op(f) (7(7)1 0_1), alors :
n2€

0

déf GL2(Qp ¢° GL2(Qp N
B(oy(f) = (g Fm@m)” @ (ndg 2 me @ me™)”

*

(ii) si op(f) =~ (13]1 _1> avec * # 0, alors B(o,(f)) est une extension non scindée :
n2€

G %" G %0

0— (IndB(LQ?:?”)nQ ®@m) — Bloy(f)) — (IndB(LQf:)@”)ms ®ne ') —0,

cette extension s’identifiant au complété unitaire universel B de l'induite parabo-

lique localement analytique (IndGLZ(?”)Xl ® Xg)an (théoréme 2.2.2). On pose dans

B(Qp

£ o0 . o0

la suite B;j éf (IndGLz(Qp)nz ® m) ¢ et By = (IndGLQ(Qp)mE ® 7)2&‘1) ¢ . Notons
B(Qp) B(Qp)

que Bj est aussi le complété unitaire universel de 'induite localement analytique

(IndCB;(LQiE?")Xl zk_1®X2z1_k)an = (Indgg“éi()@p)ms(@nzs_l)an (voir preuve du théoréme

2.2.2). Rappelons enfin que II,(f) est par définition la composante o(f)-isotypique

de H}(KP(M))z ou de H'(K?(M))1 (§3.3).
Théoréme 5.7.2. — On a o,(f) scindée si et seulement si IL,(f) contient la représen-

0
tation By = (Indg(]“&;@p)me & 7725_1)%0

Démonstration. — Quitte & tordre par un caractére de Dirichlet de conducteur une
puissance de p et a remplacer f par la forme nouvelle « sous-jacente » au tordu de
f, on peut supposer x1z°~2 non-ramifié et soit » = 0, soit 7 > 0 et f de pente nulle.
Si 7 = 0 (resp. r > 0), on dit que f(z) — B,f(pz) (resp. f |w,.) est la forme de
pente k — 1 associée & f (avec les notations du §4.1). Supposons o, (f) non scindée.
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Par la proposition 5.4.4 et la méme preuve que dans [30, Prop.11], on voit que le
point de Spec @, correspondant & la forme de pente k — 1 associée & f n’est pas

mauvais (définition 5.4.1). Par le théoréme 5.5.1, on en déduit que II,(f) ne contient

pas (IndCB;(L&()@’D))(1:4’“_1 ® ngl_k)an et donc a fortiori By. Supposons o,(f) scindée

et posons W &' Homgy, (g,) (B2, I/-I\(} (Kf(N)){) c’est-a-dire :
W = HomGL2(@p) ((Indg?éi?p)xlzkil ® nglik)an, ﬁcl (Kf(N))];) .

Par les théorémes 4.3.3 et 4.4.8, la forme de pente k — 1 associée a f est dans I'image
de 61 d’ot1 on déduit que W est non-nul par le théoréme 5.5.1 appliqué a la forme
g telle que f(z) — B, f(pz) = 657 1(g) (resp. f|w,.= 0¥71(g)). Par [24, §4], le théo-
réme 5.5.1 et la proposition 5.2.1, W est un L-espace vectoriel de dimension finie.
Il est muni d’une action continue de Gal(Q/Q) déduite de I’action sur ff\g (KP(M)).
Toute sous-représentation absolument irréductible non-nulle de W est nécessairement
isomorphe & o(f) par les relations d’Eichler-Shimura sur fI\Cl (K¥(M)) ® L et un ar-
gument bien connu dit & Mazur (voir [38, p.115]). On a donc o(f) < W d’ott une
application GL2(Qj)-équivariante By — II,(f), z — (v — ¢(v)(x)) (on v € o(f)).
Cette application est une injection fermée car By est topologiquement irréductible et
car les GLy(Q,)-Banach By et II,(f) sont admissibles. O

Théoréme 5.7.3. — Si o,(f) est non scindée, alors il existe une unique (4 multi-
plication prés par une constante non-nulle) injection fermée GLo(Q,)-équivariante

B(op(f)) = M(f)-

Démonstration. — Quitte & tordre, on se raméne & la situation de la preuve du théo-
réme 5.7.2. On a alors vu que, si 0,(f) est non scindée, le point de Spec 7 corres-
pondant & la forme de pente k — 1 associée a f n’est pas mauvais. La suite exacte
courte 0 —» By — B — By — 0 induit une suite exacte :

7 ,+ o =+
0 — Homgr, (q,) (B2, HL (KT (M))1*) — Homgr,(q,) (B, HE (KT (M))1™)
— HomGLz(Qp) (Bl, H(} (Kf(M)){’i) .
Le premier terme est nul par le théoréme 5.7.2 et le dernier de dimension 1 par la

proposition 2.2.1 et le lemme 5.7.1. Mais celui du milieu est non-nul par ce qui précéde
et les théorémes 2.2.2 et 5.5.1. On a donc un isomorphisme :

Homgr, (q,) (B, HY(K?(M))}*) = Homgr, g, (B1, HL (K?(M))}*) ~ L.

De plus, le morphisme correspondant B — f{\(} (KP(M ))ijE est une injection fer-
mée. En effet, il est injectif par le théoréme 2.2.2 et le fait que l'application
induite sur le sous-objet B; est non-nulle, et c’est une application fermée car
les deux GL2(Qp)-Banach B et ﬁg(Kf(M))iﬂE sont admissibles. On en déduit

HomGLZ(Qp)(B,f-I\Cl(Kf(M)){) ~ L? ~ o(f) (par Eichler-Shimura) d’ou avec la
proposition 3.2.3 :

Homgr, (q,) (B, Hom, g, (0 (f), HE (KT (M))])) = Homey, (o, (B, T,(f)) # 0.
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On a aussi une injection :
Homgr, (g,) (B, p(f)) < Homg,g/q) (0(f), Homar, (q,) (B, He (KT (M))])) ~ L
F— (v~ (z— F(z)(v))
d’oit le résultat. O

Corollaire 5.7.4. — La représentation IL,(f) contient toujours B(op(f)) comme sous-
représentation fermée.

Appendice A

Preuve de la proposition 2.1.4

A.1. — Commengons par quelques préliminaires topologiques. Soit (Indgﬁg(?’”)xl ®
x2)(Qp)* (resp. (Indg?és(?”)xl ® x2)(Z,)*) le sous-espace fermé de (IndCB;(Lé:?”)Xl ®

Xg)an des fonctions localement analytiques f : Q, — L (cf. §2.1) qui sont & sup-
port compact (resp. & support dans Z,). Il est stable par (gl,(Q,),B(Qp)) (resp.
(815(Qp), B(Qp)™)) et I'application naturelle :

(35) LIN(Qp)] ®rLin(z,)] (IndCB}(Lszf?")xl ® x2)(Zp)™ — (Indg?&?p)m ® x2)(Qp)™"

est un isomorphisme. On note aussi (Indg?é(?”)xl ® XQ) (Zp)lp et (Indg(]g(?”)xl ®

x2)(Z,)'"=% les sous-espaces fermés de (IndCB;(LQfIE;@p)Xl ® x2)(Qp)'P et (Indg?éigp)xl ®

XQ) ((@p)lp’gd formés des fonctions & support dans Z,. Ce sont encore des sous-espaces
stables par (gly(Q,), B(Q,)") et les applications analogues a (35) sont des isomor-
phismes.

Si r > 1, on note (Indgﬁé:?”)xl ® Xz)(Zp)ﬁn I’espace de Banach des fonctions
déf

localement analytiques sur Z, et analytiques sur chaque disque fermé D(z,7) =
{z € Q, |||z — z| < |p"|} pour tout z € Z,. Si €(D(z,r)) désigne I'espace de Banach
des fonctions rigides analytiques sur D(z,r) a valeurs dans L, il y a un isomorphisme
topologique naturel :

G an ~
(InngJQif?p)Xl ® XQ)(Zp)r — DPzez, /pr O(D(z,7))

(attention : la topologie sur (Indg?&?” ) X1 ® x2)(Zp)?™ induite par (Indﬁ?&?”) X1 Q®

Xg)(Zp)a“ est plus grossiére que la topologie ci-dessus d’espace de Banach). Si l'on
choisit 79 > 1 de telle sorte que ngl_l est analytique sur 1 + p™Z,, on voit que

(IndCB;(Lin?p)m ® x2)(Zy)2" est stable par K,(r) dans (Indg?&;@”)m ® x2)(Zp)™ pour

tout 7 > ry (voir §3.1 pour K,(r)). De plus, on vérifie facilement que 'action de K, (r)
est continue pour la topologie d’espace de Banach de (Indg(]g:;@p) X1 ® x2)(Zp)2". En
fait, on a plus : si K,(r) désigne le sous-groupe affinoide du groupe algébrique GLy sur
Q, défini par les conditions |a—1], |b], |c|, |d—1] < |p”|, alors K, (r) est le groupe des Q,-
points de K, (), et 'action de K, (r) est en fait induite par une action rigide analytique
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de K (r) sur (Indg?&?’)) x1®X2)(Zy)2™ (laction de K, (r) est « Kp(r)-analytique » au

sens de [26]). En particulier, on peut différentier cette action pour obtenir une action
de gl,(Q,) sur (IndGLZ(QP)Xl ® X2)(Zp)3™ (pour T > r¢). L’application naturelle :

B(Qp)
. GL P an GL p an
(36) lim (IndgZ 3 ® x2) (Z,) — (Indg2 P x1 ® x2) (Z,)

r>7rQ

est alors un isomorphisme topologique gl,(Q))-équivariant.
Pour d > 0 et r > 1, on pose :

GL » <
(IndB(QiE()@ 1 ® X2) (Zy) 2=
def GL2(Q, n GL3(Qp
= (Indgia P © x2) (2)3 () (ndgy e xa © x2) (2,)=7,
et :
GL » déf GL D an GL p
(IndB(Q?:? )Xl ® XZ) (Zp)lrp = (IndB(QiE? )Xl ® XZ) (Zp)r ﬂ(IndB(Q?IE;Q )Xl ® X2) (Zp)lp

GL2(Qp
= U (Idg 57 © x0) (2=
d>0

Chacun des espaces (Indggbﬁ(?”)xl ®X2) (Zy)P:=4 est de dimension finie et leur réunion
p

est dense dans (Indg(lgf)@p)xl ® x2)(Zp)2™ (pour sa topologie de Banach). Si d est

suffisamment grand, alors (IndCB;(LQf;()@p)Xl ® Xg)(Zp)lTp*Sd engendre (Inch;(Lin?")Xl ®

XQ)(ZP)},P comme gly(Qp)-module (en fait, si x1 ® x2 n'est pas de poids classique,
tout d > 0 convient, mais si x; ® x2 est de poids classique k£ > 2, il faut prendre
d>k—1,cf le lemme 2.1.2 et le lemme 2.1.3).

On reprend maintenant le GL2(Q,)-Banach V' de la proposition 2.1.4. Pour r > 1,
soit Vi, (r)—an le sous-espace de V' des vecteurs v tels que l’application « orbite » :
g — g-v, lorsque restreinte & K,(r), est (la restriction & K,(r) d’) une fonction rigide
analytique sur K,(r) & valeurs dans V. Si O(K,(r),V) est I'’espace de Banach des
fonctions rigides analytiques sur K,(r) a valeurs dans V, alors la fleche qui envoie
v € Vi, (r)—an Sur son application orbite identifie Vi, (r)—an & un sous-espace fermé de
O (Ky(r),V) (|26, Prop.3.3.3]). On munit Vi, (r)_an de la topologie de Banach induite
par celle de O(K,(r),V) (qui est plus fine que la topologie induite par le Banach V).
On a alors un isomorphisme topologique lim Vi (r)—an = Van-

r

Remarque A.1.1. — On utilise ici la définition des vecteurs localement analytiques
donnée dans [26, Def.3.5.3] qui différe de celle de [45] : les deux définitions donnent le
méme espace sous-jacent V,y,, mais la topologie de V,, définie dans [26] est en général
plus fine que celle définie dans [45] (cf. [26, Th.3.5.7]). On démontrera la proposition
2.1.4 lorsque V,, est muni de la topologie de [26], ce qui implique immédiatement
P’énoncé correspondant lorsque V,, est muni de la topologie plus grossiére de [45].
Notons que, dans les applications, V' sera toujours un GL3(Q),)-Banach (unitaire)
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admissible, et dans ce cas les deux topologies sur V,, sont alors les mémes (utiliser
[26, Prop.6.2.4] et [45, Th.7.1]).

A.2. — On démontre la proposition 2.1.4. On conserve les notations du §A.1.
Lemme A.2.1. — La restriction :

GL2(Qp n
(37) Homp(g,)+ ((Indg@ P x1 ® x2) (Z)™, V)

— Homgq,)+ ((Indg 3 Y7 x1 @ x2) (Z,)®, V)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Puisque (Indgg“é:()@p))a ® XQ)(ZP)IP est dense dans l’espace
(Ind(B;(L&?”) X1 ® x2)(Z,)™, toute application linéaire continue :

GL2(Qp an
(38) (ndg a7 x1 © x2) (Z,)™ — V

est nulle (resp. est B(Q,)"-équivariante) si et seulement s’il en est de méme de sa
restriction & (Indg?é(?”)xl ®X2) (Zp)lp. 11 suffit donc de montrer que tout élément dans
I'image de (37) s’étend en une application linéaire continue (38). Si f(X) € Q,[X],

notons || f(X)|| le sup des valeurs absolues p-adiques de ses coefficients. Notons ||-||v

une norme sur V donnant sa topologie de Banach. On choisit ||-||y invariante sous
N(Zp) (ce qui est possible car N(Z,) est compact). Soit A > 0 tel que ||pv||ly <
déf (p

Allv||y pour tout v € V ou p = (g (1)) Soit ¢ dans 'image de (37) et, pour chaque

d > 0, soit C(d) > 0 tel que [|¢(f(X))|lv < C(d)||f(X)]|| pour les f(X) de degré au
plus d. Pour chaque z € Z, et r > 0, on a (cf. (1)) :

z

0 1) p" - f(X).

f(%”zﬂnrzp =x2(p)™" <1

En utilisant I'invariance sous B(Q,)" de ¢, on obtient :

(F(E2))lv = b (@) (; ‘j) o - S(FX)lv
< (b @) A 6Dy < (ke @) A7 C@)IF(X))].

Soit h tel que |x2(p)|~1A < [p~"|, on voit que, pour chaque d > 0, la restriction de ¢
a (Indg(l‘&?”)xl ® Xg)(Zp)lp’Sd est tempérée d’ordre < h. Par le théoréme d’Amice-
Vélu ([1]) et Vishik ([47]), si d > h—1 la restriction s’étend de maniére unique en une
application linéaire continue q;d : (Indgg“é:)@") X1 ® X2)(Zp)"m — V qui est tempérée

d’ordre < h. L’unicité montre alors que l’extension 5(1 ne dépend pas du choix de

d > h — 1 et définit I’extension cherchée de ¢ a (IndCB;(LQfS)@")Xl ® Xg)(Zp)an. O
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Lemme A.2.2. — La restriction :

GL2(Qp n
Hom g1,(0,),50,) ((Indga”x1 ® X2)(Qp)™, Van)
GL2(Qy)
— Hom(g(,(0,),8(,)) (IndgG,) " x1 ® X2) ()", Van)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme la fleche (35) et son analogue en remplagant « an » par
«1p » sont des isomorphismes et comme B(Q,)" engendre le groupe B(Q,), il suffit
de montrer que la restriction :

GL p n
(39)  Hom(gy,(0,) B, ((Indga ' x1 ® X2) (Zp)™, Van)

GL2(Q,
— Hom(gi,(0,)8(0,) ) ((Indg " x1 ® x2) (Z)"®, Van)

est un isomorphisme. Compte tenu du lemme A.2.1, il suffit de montrer que si ¢ :
(Indg?é(?”)xl ® XQ) (Zp)® — V est une application continue dont la restriction
P

oP a (IndGLz(Q")Xl ® Xz)(Zp)lp se factorise comme le composé d’une application

B(Qp)
continue gly(Q,)-équivariante (IndS?&?”)ﬁ ® x2)(Zp)'P — Van avec linjection na-
D

turelle V,, — V, alors ¢ admet aussi une factorisation analogue. Soit r > 79, ¢,
la restriction de ¢ a (Indggg(?”)xl ® X2) (Zp)2™ et d un entier assez grand pour
P

IndGLZ (Qp) IndGLZ (Qp)

que ( B(Q,) X1® x2)(Zy)*<% engendre ( BQ,) X1® x2)(Zy)2™ sous gly(Qy).

Comme (IndCB;(IgS?”) X1 ® Xg)(Zp)lTp*Sd est de dimension finie, son image par ¢'P dans

Van est de dimension finie et tombe donc dans Vg, (s)—an pour un s > 7. Comme
#'® est gly(Q,)-équivariant et Vi, (s)—an €st stable par gly(Q,), on voit que I'image
de (Indg(Lfo)Q") X1 ® Xg)(Zp)lTp tombe encore dans Vi (s)—an- Considérons maintenant
I’application continue :
GL2(Qp an
® : Kp(s) x (Indpa7x1 @ x2) (Z,)2 =V
(9. f) = ¢rlg-f)—g-¢:(f)

Soit f € (Indg%@?")xl ® Xg)(ZP)}P, alors Papplication g — ®(g, f) est (la restriction
a K,(s) d’) une fonction rigide analytique sur K,(s) (car 'action de K,(s) sur f et
¢ (f) provient d’une action rigide analytique de K,(s)). De plus, toutes ses dérivées
sont nulles car ¢'P est gl,(Q,)-équivariant. On voit donc que ® est nul sur K,(s) x

(Indg?&?”)xl ® X2)(Zy)!P. Mais cet espace est dense dans K(s) x (Indgﬁésgp)xl ®

Xz)(Zp)ﬁn, donc @ est identiquement nul et 'application ¢, est K,(s)-équivariante.

Comme ’action de K,(s) sur (IndCB;(LQfIE()@p) X1 ® X2) (Zp)2™ est K, (s)-rigide analytique,

on voit que ¢, se factorise par une application continue K, (s)-équivariante :

GL2 Qp an
(IndB(@,f) 1 ® X2) (Zp)2" — Vi, (s)—an>
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et donc en particulier par une application continue gl,(Q,)-équivariante :

GL p n
(IndB(Q?S)@ )Xl ® XZ)(ZP)i - Van~

Passant a la limite inductive sur r > rg et utilisant (36), on obtient le résultat. O

Lemme A.2.3. — Soit f € (Indg?&?”)xl ® Xg)(Qp)a“ et g € GL2(Qp) tels que

g - [ est encore dans (Indgg‘é(?”)xl ® Xg)(Qp)an, alors pour tout élément ¢ de

G y an
Homq1,(g,)B(2,)) ((IndB(LQ"Z,f? X1 ® x2)(Qp)*™, Vi), on a d(g- f) = g- &(f).

Démonstration. — Soit 2 C Q, le support de f. Il suffit de montrer que, pour tout
z € Q et tout voisinage ouvert compact 2, C Q de z, on a :

(40) 6(9- (fia.)) = 9- d(fi0.)-

Fixons z € Q et n ¥ ((1) T) € N(Qp) (donc z est le translaté par n du point 0 € Q,,

cf. (1)). Comme le support de g - f est contenu dans Q,, par hypothése, I'image de z
par g vit dans Q, et donc ng~! envoie 0 € Q, vers un point de Q,. On peut donc
écrire :

ng~t =m1p!
pour un @ € N(Q,) et un b € B(Q,). Par l'invariance de ¢ sous B(Q,), on obtient
pour tout voisinage ouvert compact 2, C Q de z :

¢(g- (fin.)) = ¢(bnn-(fia.)) =b- ¢(An - (fia.))
9-¢(fia.) = ban-d(fia.) =b-d(n- (fio.))-
Quitte & remplacer f par n- f et z par 0, on est donc ramené & montrer que, pour

ne N(@p) et Qg un voisinage suffisamment petit de 0 dans {2, on a :

2

(41) o(m- f)=m-¢(f).
Fixons r tel que f est analytique sur D(0,7) et s > r suffisamment grand pour

avoir d)((Indg?QiE?p)Xl ®x2)(Qp)2™)) C Vi, (s)—an (un tel s existe car (Indgg‘é;?”)xl ®

Xg)((@p)ﬁn est un espace de Banach et V,, est réunion des Banach Vg (s)_an, cf. [6,
Prop.1 p.1.20] par exemple). Soit to > 0 tel que p~tomp’ € K,(s) NN(Q,) (rappelons

que p = (g (1))), on a aussi pour tout t > tg :

(42) p 'mp' € Ky(s) NN(Qp)

et notons que (p =" - f)|prz, € (Indg?&;@p)xl ® x2)(Qp)2" pour ¢ > 0. Comme l'action

de Kp(s) sur (Ind(B;(LQ?(?”)Xl ® x2)(Qp)i" et Vi, (s)—an Provient d'une action rigide
P
analytique de K,(s) et comme ¢ est gl,(Q,)-équivariant, on obtient :

(43) ¢k f1) =k-o(f)
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pour tout k € K,(s) et f' € (Ind(B;(LQ?(?")xl ® x2)(Qp)2". Un calcul donne alors pour
t>to

¢ fiprrz,) = oo o@" (07" Flpz,) =0 b0 0" (07 fliprz,)
= o' (o7 Tp") ol  Niprz,) =7 8(0" (07" Niprz,)
= ﬁ'¢(f|pr+"Zp)

ou les deuxiéme et quatriéme égalités découlent de la B(Q,)-équivariance de ¢ et la
troisieme de (43) et (42). On obtient bien (41) pour Qo = p" Z, avec ' > r +t. [

Lemme A.2.4. — La restriction :

(44)  Homer,(g,) ((Indge " x1 ® x2)™, Van)

GL2(Qyp) an
— Hom g, (g,) B0, (Indgg,)" X1 @ X2) (Qp)™, Van)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme (Indg(}“&?”)xl ® Xz)((@p)an engendre (IndCB;(L@()@”)Xl ® Xg)an
sous GL2(Qp), l'application (44) est injective. On doit montrer sa surjectivité.

Munissons L[GL2(Q,)] de sa topologie localement convexe la plus fine et consi-

dérons le produit tensoriel L[GL2(Q,)] ®r (Ind(B;(LéIE?”)Xl ® x2)(Qp)™ muni de

sa topologie produit tensoriel inductive (cet espace est isomorphe & une somme
directe de copies de (Indg?&?")xl ® Xz)(Qp)an indexées par les éléments de
GL2(Qp) et cette topologie n’est autre que la topologie somme directe). L’inclusion

(Indg?&;@p)xl ® Xz) (Qp)** — (Indg?éi()@p) X1 ® X2)an induit une application continue

GL2(Qp)-équivariante :

(45)  LIGLa(Qp)] @1 (Indga 77 x1 @ x2) (@)™ = (Indg2 xa ® x2) ™"

. déf (o 1 . . )
Siw = (1 0) € GL2(Qp), on a une immersion fermée :

(46) (Indg(L&?”)xl ® x2)(Qp)*" ® (Indg(Léj?p)xl ® x2) (Qp)™"
— L[GLy(Qy)] @1, (Indp 2 771 @ x2) (@)™

définie par (f1,f2) — 1® fi + w ® f2. Comme P(Q,) = Q, UwQ,, le composé
de (45) et (46) est une surjection continue. Comme son but et sa source sont de
plus des espaces localement convexes de type compact, le théoréme de I'image ou-
verte entraine qu’il s’agit d’une surjection topologique. Il en est donc de méme de

(45). Puisque V,, est muni d’une action continue de GL3(Q,), toute application li-

néaire continue ¢ : (IndCB;(L(Qf (?") X1 ® XQ) (Qp)®* — V,p induit une application continue
P

GL2(Qp)-équivariante :

& : L[GL2(Q,)] ®1 (Indg(LQi?p)Xl & x2) (@)™ — Vin.
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Nous allons montrer que, si ¢ est de plus (gl,(Q)), B(Q)))-équivariant, alors le noyau
de ® contient le noyau de (45). Comme (45) est une surjection topologique, cela

montrera que ® se factorise par une application continue GL2(Q))-équivariante @ :
(IndCB;(LQf(?p)Xl ®x2)an — Van dont la restriction & (Inch;g“pr(?”)Xl ®x2)(Qp)™™ coincide
avec ¢ (et ® sera un antécédent de ¢, d’ou la surjectivité voulue). Soit donc ¢ €
Hom g1, (0,),B(@,)) ((IndB(LQf(()Q”)Xl ®x2)(Qp)™, Van) €t 1@ fi++ -+ ¢, ® f, un élément
dans le noyau de (45) ot g; € GL2(Q,), f; € (In 42 @)y g x2)(Qp)*". On a donc

B(Qp)
dans (IndG?Q(;@p)m ® Xz)

(47) S gi-fi=0
=1

et on doit montrer que :

(48) Z g ¢(fi) =0

Il suffit de montrer que, si z € P(Q)) et 2, est un voisinage ouvert suffisamment petit
de z dans P(Q,), alors :

?

(49) Zgz ¢(fia.g-1) =0

(on peut en effet écrire P(Q,) = []5-; Qzyy fi=> 51 f; 2, 07" et on a bien alors :

D9 0(f:) =323 9 0(Fia, o) IR fijo,g71) = 0)-

i=1 j=1 j=1i=1

Soit g = (Z Z) € GL2(Qp) tel que d2=b _ () quitte & remplacer g1 @ fi+- - -+ 9@ [y

cz+a
par 19 ' ® fi + -+ ¢.9g7 ' ® fr, il suffit de traiter le cas z = 0. Si 0 n’est pas dans
le support de g; - f;, alors on peut supposer de méme pour g (quitte a le rapetisser)
et le i-iéme terme dans (49) est déja nul. On peut donc supposer que 0 est dans le
support de chaque g; - f;, que £y est & support dans Q, et donc que chaque g; - f;
est aussi & support dans Q, (puisque ’on ne regarde que fiIQogfl)' Le lemme A.2.3

entraine alors avec (47) :

Zgi'¢(fi|ﬂgg;1) :qu(gi'(fimog, Z¢ gz fz |Qo - Zgz fz |QO
i=1 i=1
O

La proposition 2.1.4 découle des lemmes A.2.2 et A.2.4 et de l’isomorphisme

Homgr,(g,) ((IHdB(Q(;@p X1®x2)" Van) = Homgr,, (g,) ((Ind B(0 (@” x1®x2)",V).
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Remarque A.2.5. — La preuve précédente de la proposition 2.1.4 est la spécialisation
au cas considéré des arguments de [25] et est assez analogue & la preuve de [21,
Prop.2.5] : les lemmes A.2.1 et A.2.2 correspondent a [21, Lem.3.23] et les lemmes
A.23 et A2.4 a [21, Lem.3.1]. La différence clef est la suivante : dans le contexte
de [21, Prop.2.5], on suppose que x1 ® X2 est de poids classique k et de pente
non critique (i.e. |x1(p)| > |p*72|), et aussi que V est un GL2(Q,)-Banach uni-

taire. Cela permet de se restreindre & d = k — 2 dans la preuve du lemme A.2.1.

De plus, I'espace (Indgg&(;@p)m ® X2)1p,§k—2 est GL2(Qp)-invariant (pas seulement
p

(915(Qp), B(Qyp))-invariant). Cela permet d’énoncer et de démontrer un résultat qui

évite de considérer les vecteurs localement analytiques dans V' et P’action de gly(Qp)

GL2(Qp an
sur (IndB(@f)Q )xl ® Xz) .
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