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Résumé. — Nous construisons des compactifications toroïdales arithmétiques du
champ de modules des variétés abéliennes principalement polarisées munies d’une
structure de niveau parahorique. Pour ce faire, nous étendons la méthode de Faltings
et Chai [7] à un cas de mauvaise réduction. Le voisinage du bord des compactifications
obtenues n’est pas lisse, mais a pour singularités celles des champs de modules de va-
riétés abéliennes avec structure parahorique de genre plus petit. Nous sommes amenés
à reprendre la construction des compactifications sans niveau de Faltings et Chai, en
modifiant l’étape d’approximation pour préserver le groupe de p-torsion des variétés
abéliennes. Nous donnons comme application une nouvelle preuve de l’existence du
sous-groupe canonique pour des familles de variétés abéliennes.

Abstract (Compactification of Siegel modular varieties with bad reduction)
We construct arithmetic toroidal compactifications of the moduli stack of princi-

pally polarized abelian varieties with parahoric level structure. To this end, we extend
the methods of Faltings and Chai [7] to a case of bad reduction. Our compactifications
are not smooth near the boundary; the singularities are those of the moduli stacks of
abelian varieties with parahoric level structure of lower genus. We modify Faltings
and Chai’s construction of compactifications without level structure. The key point is
that our approximation preserves the p-torsion subgroup of the abelian varieties. As
an application, we give a new proof of the existence of the canonical subgroup for some
families of abelian varieties.

Texte reçu le 13 janvier 2009, révisé le 31 octobre 2009

Benoît Stroh • E-mail : stroh@math.univ-paris13.fr, Laboratoire Analyse, Géomé-
trie et Applications, Université Paris 13, 99 avenue J.B. Clément, 93430 Villetaneuse, France

Classification mathématique par sujets (2000). — 14K10, 14G35.

Mots clefs. — Variétés abéliennes, variétés modulaires de Siegel, compactifications toroï-
dales, structure au niveau parahorique, mauvaise réduction, sous-groupe canonique.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2010/259/$ 5.00
© Société Mathématique de France



260 B. STROH

Dans cet l’article, g désigne un entier naturel et l’on note Ag le champ de
modules des schémas abéliens principalement polarisés de genre g. Ce champ
est algébrique et lisse sur Spec(Z), mais pas propre. En effet, le critère valuatif
de propreté n’est pas vérifié car si R est un anneau de valuation discrète de
corps des fractions K, il existe des variétés abéliennes principalement polarisées
sur Spec(K) qui ne se prolongent pas en des schémas abéliens sur Spec(R). Il
est donc naturel de construire des compactifications de Ag. Ce problème, initié
par Mumford, est riche d’une longue histoire [16]. Ash, Mumford, Rapoport et
Tai [3] d’une part, Faltings et Chai [7] d’autre part, ont construit des compactifi-
cations toroïdales de Ag. Ces dernières sont des champs algébriques dépendant
du choix d’un éventail Σ. Notons

A
Σ

g

la compactification toroïdale associée à un tel éventail Σ. Sous une hypothèse
de nature combinatoire sur Σ, le champ

A
Σ

g

est lisse sur Spec(Z) et le complémentaire de Ag forme un diviseur à croisements
normaux. La stratification induite par ce diviseur est paramétrée par Σ et
l’on peut associer à chaque strate un rang r ≤ g. Le complété formel de la
compactification le long d’une strate de rang r est isomorphe au complété
formel d’un certain fibré en plongements toriques M

r → Br le long d’une
strate, où Br → Ag−r est un schéma abélien.

Si g ≥ 2, on ne dispose malheureusement pas d’interprétation modulaire des
compactifications toroïdales de Ag. On peut toutefois affirmer qu’elles para-
mètrent “tous les schémas semi-abéliens sur les traits qui sont génériquement
des schémas abéliens principalement polarisés”. La propreté de ces compactifi-
cations résulte alors du critère valuatif et du théorème de réduction semi-stable
pour les variétés abéliennes [SGA7 ix th. 3.6].

Énoncé du théorème principal. — Dans la suite de l’article, on fixe un nombre
premier p, un entier s ≤ g et un ensemble ordonné non vide

D = {d1 < d2 < · · · < ds} ⊂ {1, · · · , g} .

Définissons le champ Ag, 0 comme l’espace de modules relatif sur Ag qui para-
mètre les drapeaux de sous-groupes finis, plats et totalement isotropes

H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hs

du groupe de p-torsion de la variété abélienne universelle, tels que Hi soit de
rang di pour tout i ≤ s. On dit que Ag, 0 est le champ des schémas abéliens prin-
cipalement polarisés de genre g munis d’une structure de niveau parahorique
de type D en p. Ce champ est algébrique mais n’est pas lisse sur Spec(Zp) ; on
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COMPACTIFICATION DE VARIÉTÉS DE SIEGEL 261

dit qu’il a mauvaise réduction en p. Il n’est pas propre sur Spec(Z), et le but
de cet article est d’en construire des compactifications toroïdales. Bien sûr, on
ne peut pas obtenir de compactifications lisses ; on voudrait toutefois contrôler
leurs singularités. Le résultat suivant sera précisé dans le théorème 3.1.8.3.

Théorème principal. — Il existe un champ algébrique canonique A
Σ

g, 0 qui
est propre sur Spec(Z), qui contient Ag, 0 comme ouvert dense et tel qu’il existe
une flèche propre

A
Σ

g, 0 −→ A
Σ

g

prolongeant le morphisme d’oubli du niveau. Le champ A
Σ

g, 0 est muni d’une
stratification paramétrée par Σ et l’on peut décrire son complété formel le long
d’une strate par certains fibrés en plongements toriques. En particulier, ses
singularités sont produits de singularités toriques et des singularités des champs
Ag−r, 0 pour r ≥ 0.

La présence de singularités toriques est due au caractère trop restrictif du
choix combinatoire Σ. Pour remédier à ce problème, nous remplaçons le choix
de Σ par celui d’un éventailS recouvrant un complexe conique adéquat. Dans le
théorème 3.2.7.1, nous construisons une compactification toroïdale « améliorée »
dépendant de S. Ses singularités sont celles des champs Ag−r, 0 pour r ≥ 0.
En particulier, la compactification améliorée est lisse sur Spec(Z[1/p]) et le
complémentaire de Ag, 0 est un diviseur à croisements normaux.

La méthode de Faltings et Chai utilise de manière cruciale la lissité de Ag, et
n’est donc pas directement transposable aux cas de mauvaise réduction. Nous
contournons ce problème en reprenant la construction des compactifications
de Ag et en la modifiant. En particulier, notre approximation sur la variété
sans niveau préserve le sous-groupe de p-torsion. On trouvera donc dans cette
thèse la construction simultanée des compactifications de Ag et de Ag, 0. Nous
donnons une présentation différente des résultats de [7] en introduisant les
notions de 1-motif de Mumford et de catégorie fibrée à la frontière.

La technique utilisée ici est transposable à de multiples cas P.E.L, comme
celui des variétés de Hilbert-Siegel ou celui des variétés de Shimura unitaires,
en utilisant les résultats de [10] et de [9]. Toutefois, la construction de com-
pactifications toroïdales en une place de mauvaise réduction qui divise le degré
de la polarisation ou le discriminant de l’anneau d’endomorphismes reste un
problème ouvert ; les méthodes de [7] ne semblent pas s’y adapter.

Nous donnons comme application une nouvelle preuve de l’existence du sous-
groupe canonique pour des familles de variétés abéliennes, due à Abbès et
Mokrane [1] et à Andreatta et Gasbarri [2]. Nous utilisons une idée due à
Vincent Pilloni. Supposons que D = {g} ; on parle alors de structure de niveau
de Siegel. Soit Ag, 0 (resp. Ag) une compactification toroïdale de Ag, 0 (resp.
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262 B. STROH

de Ag). Nous définissons le lieu ordinaire A
ord

g de Ag × Spec(Fp) et le lieu

ordinaire-multiplicatif A
ord−mult

g, 0 de Ag, 0 × Spec(Fp). Nous montrons que la
section de Aord

g dans Aord−mult
g, 0 donnée par le noyau du morphisme de Frobenius

s’étend en une section
A

ord

g −→ A
ord−mult

g, 0 .

Nous en déduisons le théorème suivant grâce à la « surconvergence du tube »,
démontrée dans [4, th. 1.3.5].

Théorème. — La section de A
ord

g dans A
ord−mult

g, 0 induit un isomorphisme
entre des voisinages stricts des tubes de chacun de ces deux schémas dans les
espaces rigides associés à Ag et à Ag, 0.

Ce théorème montre l’existence du sous-groupe canonique sur un voisinage
strict du tube du lieu ordinaire. Notre méthode ne permet pas de préciser
quantitativement ce voisinage, contrairement à [1] et à [2].

Plan de l’article. — Dans la première partie, on définit la notion de groupe
de p-torsion d’un 1-motif et celle de structure de niveau parahorique sur un 1-
motif. On traite de la construction de Mumford et l’on introduit la catégorie des
1-motifs de Mumford, qui est une version plus synthétique de la catégorie DDpol

de Faltings et Chai. On décrit également les espaces de modules de 1-motifs
avec et sans niveau.

Dans la seconde partie, nous construisons les cartes locales formelles des
compactifications. Nous compactifions partiellement de manière torique les es-
paces de modules de 1-motifs, en utilisant leur description comme torseurs
sous des tores ; c’est ici qu’intervient le choix combinatoire Σ. Nous complétons
ces compactifications partielles le long de strates, pour pouvoir effectuer une
construction de Mumford. On remarque que le groupe de p-torsion du quotient
à la Mumford est une donnée algébrique, qui existe sur l’espace de modules
des 1-motifs avant complétion ; cela s’avérera essentiel dans la suite. Nous ap-
proximons ensuite le résultat de la construction de Mumford. C’est l’étape la
plus délicate de la construction sans niveau, qui requiert la lissité des espaces
de modules. En effet, il faut s’assurer que l’approximation n’entraîne pas de
perte d’information (proposition 2.3.4.1). Ce contrôle s’effectue grâce à l’iso-
morphisme de Kodaira-Spencer (proposition 2.2.1), qui n’existe que sur des
bases lisses. Nous construisons une approximation préservant le groupe de p-
torsion (proposition 2.3.3.1) ; cela a un sens puisque ce groupe est une donnée
algébrique. Nous définissons enfin les cartes locales algébriques. Celles relatives
à Ag, 0 n’auraient aucun intérêt si le groupe de p-torsion n’avait pas été préservé
lors de l’approximation.
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Dans la troisième partie, nous construisons les compactifications toroïdales.
Nous recollons les cartes locales algébriques grâce à la construction de relations
d’équivalence étales. Nous utilisons à nouveau la lissité dans la construction
sans niveau via l’isomorphisme de Kodaira-Spencer (proposition 3.1.1). Comme
Ag, 0 est propre sur Ag, il suffit de vérifier la propreté de la compactification sans
niveau (prop. 3.1.5.2). Cela repose sur le contrôle de l’approximation permis
par l’isomorphisme de Kodaira-Spencer. Nous construisons ensuite une com-
pactification « améliorée », qui n’a pas de singularités d’origine torique. Pour
cela, nous remplaçons le choix de Σ par celui d’une décomposition polyédrale
S d’un certain complexe conique. De plus, la combinatoire de la stratification
de Ag, 0 se lit bien plus aisément sur S que sur Σ.

Dans la quatrième partie, nous redémontrons l’existence du sous-groupe ca-
nonique en suivant une idée de Vincent Pilloni. Nous y utilisons un théorème
de « surconvergence du tube » de [4].

Je remercie chaleureusement Alain Genestier, qui m’a initié aux compactifi-
cations et à la mauvaise réduction des variétés de Shimura, de m’avoir consacré
tant de temps lors de longues discussions mathématiques. Je suis également re-
devable à Luc Illusie de la démonstration du lemme 2.3.2.2, et à Vincent Pilloni
de l’idée utilisée dans la démonstration du théorème 4.2.1. Je remercie enfin le
referee pour sa relecture attentive et ses corrections.

1. Variétés abéliennes à réduction semi-stable et 1-motifs

1.1. Schémas semi-abéliens. — Soit S un champ algébrique.

Définition 1.1.1. — Un schéma semi-abélien G → S est un schéma en
groupes lisse, séparé, à fibres géométriquement connexes, tel que pour tout
s ∈ S la fibre Gs soit extension d’une variété abélienne As par un tore Ts.

Théorème 1.1.2 ([7], proposition I.2.7). — Soient S un champ algébrique
noethérien normal, U un ouvert dense de S, et G, G′ deux schémas semi-
abéliens sur S. Le morphisme de restriction suivant induit un isomorphisme

HomS(G,G′)
∼−→ HomU (GU , G

′
U ).

Soient S un champ algébrique noethérien et G→ S un schéma semi-abélien.
Pour tout s ∈ S, le tore Ts définit un faisceau étale en Z-modules libres de rang
fini sur s en posant

Xs = Homs(Ts,Gm).

Le théorème suivant montre que ces constructions se recollent.

Théorème 1.1.3 ([7], théorème I.2.10). — Il existe un unique faisceau étale
constructible X sur S tel que pour tout point s de S, on ait X ×S s = Xs.
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On dit queG est de rang torique constant si le faisceau étaleX est localement
constant sur S.

Proposition 1.1.4 ([7], corollaire I.2.11). — Soient S un schéma noethérien
et G → S un schéma semi-abélien de rang torique constant. Il existe un tore
T → S, un schéma abélien A→ S et une manière d’écrire G comme extension
sur S

0 −→ T −→ G −→ A −→ 0.

Dans la suite de cet article les schémas semi-abéliens de rang torique constant
seront notés avec un tilde, comme par exemple G̃. Les classes d’isomorphismes
d’extensions

0 −→ T −→ G̃ −→ A −→ 0

sont paramétrées par Ext1
Z(A, T ), qui est égal à HomZ(X,At) par la formule

de Barsotti-Weil.

1.2. Les 1-motifs. — On se donne un champ algébrique S et l’on note C bS la
catégorie des complexes bornés de faisceaux fppf en groupes abéliens sur S et
DbS la catégorie dérivée associée. On dit qu’un faisceau étale sur S est un réseau
s’il est localement constant à valeurs dans un Z-module libre de rang fini.

Définition 1.2.1 ([6], définition 10.1.1). — Un 1-motifM → S est la donnée
d’un schéma semi-abélien de rang torique constant G̃→ S, d’un réseau Y → S

et d’un complexe de C bS concentré en degrés −1 et 0

M = [Y → G̃].

Remarque 1.2.2. — Comme tous les quasi-automorphismes de ce complexe
sont des automorphismes ([17], 2.3.3), on peut indifféremment considérer M
comme un objet de C bS ou de DbS .

On note MotS la catégorie des 1-motifs sur S. Le genre d’un 1-motif M est
l’entier

rgZ(Y ) + dimSG̃ .

Soit 0 → T → G̃ → A → 0 l’extension qui définit G̃ sur S. Le 1-motif M est
muni d’une filtration croissante à trois crans définie par

W1(M) = [0→ T ] ⊂ W2(M) = [0→ G̃] ⊂ W3(M) = M .

Cette filtration vérifie

GrW1 (M) = [0→ T ], GrW2 (M) = [0→ A] et GrW3 (M) = [Y → 0] .

Ces gradués sont appelés respectivement multiplicatif, abélien, étale, et W2 est
appelé la partie semi-abélienne de M .
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1.2.3. Dualité, isogénie et polarisation. — Dans ce paragraphe, on définit un
foncteur de dualité M 7→ M t qui étend le foncteur A 7→ At = Ext1(A,Gm)

défini sur les schémas abéliens, le foncteur T 7→ Hom(T,Gm) défini sur les tores
et le foncteur X 7→ Hom(X,Gm) défini sur les réseaux.

Proposition 1.2.3.1 ([6], 10.2.11). — Soit M → S un 1-motif. Le complexe

τ≤0 RHomS(M,Gm[1])

de DbS est concentré en degrés −1 et 0 et admet un représentant canonique dans
C bS qui est un 1-motif.

On note M t ce 1-motif, qui dépend fonctoriellement de M . Comme les sché-
mas abéliens d’une part et les tores et les Z-modules d’autre part vérifient la
propriété de bidualité, on peut voir que les 1-motifs M et (M t)t sont canoni-
quement isomorphes. On note A, T , G̃, Y les différents constituants de M , on
note X = Hom(T,Gm) et l’on note T t = Hom(Y,Gm). On a

[0→ A]t = [0→ At] , [0→ T ]t = [X → 0],

[Y → 0]t = [0→ T t] et [0→ G̃]t = [X
c→ At]

où c est l’image de l’élément de Ext1(A, T ) correspondant à la classe d’isomor-
phisme de G̃ par l’isomorphisme Ext1(A, T )

∼→ Hom(X,At).
Soit λ : M1 →M2 un morphisme entre deux 1-motifs sur S. On pose λm =

GrW1 (λ), λab = GrW2 (λ) et λet = GrW3 (λ).

Définition 1.2.3.2. — On dit que λ est une isogénie si λm et λab sont respec-
tivement des isogénies de tores et variétés abéliennes, et si λet est une injection
à conoyau fini.

L’existence d’une isogénie entre M1 et M2 implique que ces derniers ont
même rangs torique, abélien et étale. Notons que le dual d’une isogénie est une
isogénie. Soit λ : M →M t une isogénie.

Définition 1.2.3.3. — On dit que λ est une polarisation si λab est une pola-
risation du gradué abélien et si λtm = λet.

Une polarisation est principale si c’est un isomorphisme. Par définition, le
degré d’une polarisation est l’entier

deg(λ) = deg(λab) deg(λm)2.

Si M est polarisé, son rang torique et son rang étale sont égaux.
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1.2.4. Noyau d’une isogénie. — Soit f : M −→M ′ une isogénie entre 1-motifs
sur S. On voit f comme un morphisme de C bS , et l’on note Ker(f) le H−1 du
cône de

M
f // M ′ .

Il est représentable par un groupe fini et plat sur S appelé noyau de f , et est
muni d’une structure d’extension panachée dont les gradués sont

GrW0 (Ker(f)) = Ker(fm) ,

GrW1 (Ker(f)) = Ker(fab) ,

GrW2 (Ker(f)) = Coker(fet) .

Le dual de Cartier de Ker(f) est Ker(f t). Si f : M → M est la multiplication
par un entier n, on poseM [n] = Ker(f). Si T , A et Y sont les constituants deM ,
les gradués deM [n] sont T [n], A[n] et Y/nY . CommeM [n] etM t[n] sont duaux
de Cartier, il existe une application bilinéaire canonique M [n] ⊗M [n] → µn.
Une polarisation principale deM induit un accouplement alterné non dégénéré
M [n]×M t[n]→ µn.

Soit M un 1-motif et n un entier. On obtient une correspondance bijective
entre l’ensemble des isogénies f : M → M ′ telles que Ker(f) ⊂ M [n] et l’en-
semble des sous-schémas en groupes H ⊂M [n] en associant à f le sous-groupe
Ker(f) et à H l’isogénie naturelle de M vers le cône de H[0] → M , qui est
bien un 1-motif.

1.2.5. Structures de niveau parahoriques sur les 1-motifs. — Soient S un
champ algébrique et M un 1-motif principalement polarisé de genre g sur S.
Rappelons que dans l’introduction de cet article, on a fixé un nombre premier p,
un entier s ≤ g et un ensemble ordonné non vide

D = {d1 < d2 < · · · < ds} ⊂ {1, · · · , g} .

Définition 1.2.5.1. — Une structure de niveau parahorique surM de type D
en p est la donnée d’un drapeau de sous-groupes finis et plats sur S

H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hs ⊂M [p]

tel que Hi soit de rang pdi pour i ≤ s et que Hs soit totalement isotrope pour
l’accouplement symplectique sur M [p] provenant de la polarisation.

On démontre la proposition suivante en utilisant la correspondance entre
sous-groupes et isogénies et en recopiant la preuve de l’énoncé analogue pour
les schémas abéliens ([11], proposition 1.7).

Proposition 1.2.5.2. — Les deux catégories suivantes sont équivalentes :
– la catégorie des 1-motifs M principalement polarisés de genre g munis
d’une structure de niveau parahorique de type D en p,
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– la catégorie des diagrammes commutatifs d’isogénies entre 1-motifs de
genre g

M = M0

��

// M1
//

��

· · · // Ms−1
//

��

Ms

λs

��
M t = M t

0

λ′0

��

M t
1

oo

��

· · ·oo M t
s−1

��

oo M t
s

oo

��
M = M0

// M1
// · · · // Ms−1

// Ms

où la ligne horizontale médiane est duale de la ligne horizontale supérieure,
la ligne horizontale inférieure est égale à la ligne horizontale supérieure,
la composée Mi → M t

i → Mi est égale à la multiplication par p pour
i ≤ s, l’isogénie λs est une polarisation, λ′0 est l’inverse d’une polarisation
principale et le degré de M →Mi est égal à pdi pour i ≤ s.

1.2.6. Position relative. — Soit H• ⊂ M [p] une structure de niveau paraho-
rique de type D. Dans ce paragraphe, on lui associe un invariant discret wH•
paramètrant la position relative de H• et de la filtration de l’extension pana-
chée M [p]. Soit V = ⊕2g

j=1 Fp · xj un Fp-espace vectoriel de dimension 2g muni
d’une base (xj). Considérons la matrice de taille 2g × 2g suivante donnée par
blocs g × g :

J =

(
0 J ′

−J ′ 0

)
,

où J ′ est la matrice anti-diagonale dont les coefficients non nuls sont égaux à 1.
On définit GSp2g comme le schéma en groupes sur Spec(Fp) dont les R-points
sont

GSp2g(R) = {(γ, ν) ∈ GL2g(R)×Gm(R) | γt J γ = νJ } .
Pour tout entier r ≤ g, on définit un sous-espace totalement isotrope W1 de V
par la formule :

W1 =
r⊕
j=1

Fp · xj .

On pose W2 = W⊥1 , W3 = V et l’on obtient un drapeau à trois crans noté
W• ; on lui associe le sous-groupe parabolique P = StabGSp2g

(W•) de GSp2g.
De même, on définit un drapeau « standard » isotrope à s crans V Std D

• par :

V Std D
i =

di⊕
j=1

Fp · xj
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268 B. STROH

pour 1 ≤ i ≤ s. On lui associe le sous-groupe parabolique

P D = StabGSp2g
(V Std D
• )

de GSp2g. On pose

W = P (Fp) \ GSp2g(Fp) / P D(Fp) .

Ce double quotient paramètre les positions relatives de deux drapeaux de V .
Si L et L D sont des sous-groupes de Levi de P et P D, et si WGSp2g

, WL et WL D

désignent les groupes de Weyl de GSp2g, de L et de L D, la décomposition de
Bruhat montre que W est un ensemble fini et que

W = WL \ WGSp2g
/ WL D .

Pour tout w ∈ W et 1 ≤ i ≤ s, on pose

mi = dimFp

Ä
(w · V Std D

i ) ∩ Gr1(W•)
ä

ai = dimFp

Ä
Im

Ä
w · V Std D

i ∩ W2 → Gr2(W•)
ää

ei = dimFp

Ä
Im

Ä
w · V Std D

i → Gr3(W•)
ää

.

Ces nombres déterminent w de manière unique.
Soient S un champ algébrique connexe, M un 1-motif sur S, principalement

polarisé, de rang torique r, de genre g et H• une structure parahorique de
type D en p. Nous avons vu que la structure d’extension panachée définit un
drapeau sur M [p], dont les gradués GrW1 , GrW2 et GrW3 sont respectivement
appelés multiplicatif, abélien et étale. Pour tout 1 ≤ i ≤ s, on pose

mi = logp rg
Ä
Hi ∩GrW1

ä
ai = logp rg

Ä
Im(Hi ∩W2(M)→ GrW2 )

ä
ei = logp rg

Ä
Im(Hi → GrW3 )

ä
On a mi + ai + ei = di et les suites (mi)i, (ai)i et (ei)i sont croissantes. On
définit un drapeau isotrope à s crans V H•• de V en posant

V H•i =

(
mi⊕
j=1

Fp · xj

)
⊕

(
r+ai⊕
j=r+1

Fp · xi

)
⊕

(
2g−r+ei⊕
j=2g−r+1

Fp · xj

)
pour 1 ≤ i ≤ s. Par convention, simi = 0 la première somme directe est nulle ; il
en est de même avec ai et ei. Il existe un élément (non unique) γ ∈ GSp2g(Fp)
qui conjugue les drapeaux V H•• et V Std D

• . Son image dans W est bien déterminée
et on la note wH• ; c’est l’invariant discret associé à la structure de niveau
parahorique H• ⊂ M [p] de type D. Inversement, si M → S est fixé on voit
aisément que pour tout w ∈ W , il existe une structure de niveau H• ⊂ M [p]

telle que wH• = w.
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1.3. Construction de Mumford. — Dans ce paragraphe, nous définissons la no-
tion de 1-motif de Mumford, version plus synthétique des données de dégéné-
rescence du chapitre 3 de [7]. On note Ouv la catégorie dont les objets sont les
diagrammes (U ↪→ S) où S est un schéma normal et U un sous-schéma ouvert
dense, et dont les flèches sont les diagrammes commutatifs

U //

��

S

��
U ′ // S′ .

Soit (U ↪→ S) un objet de Ouv.

Définition 1.3.1. — Un 1-motif de Mumford M sur (U ↪→ S) est un triplet
(G̃, Y,MU ) où

– G̃ est un schéma semi-abélien de rang torique constant sur S,
– Y est un réseau sur S,
– MU = [YU → G̃U ] est un 1-motif sur U , où YU et G̃U désignent les

restrictions de Y et de G̃ à U .

On note MumU,S la catégorie des 1-motifs de Mumford. La restriction à
U induit un foncteur MumU,S → MotU qui est pleinement fidèle d’après le
théorème 1.1.2. Soit λ : M →M ′ un morphisme de 1-motifs de Mumford. On
dit que λ est une isogénie si λU est une isogénie de 1-motifs. On définit le dual
M t deM comme l’unique 1-motif de Mumford qui étend le 1-motif (MU )t ; son
existence résulte de la construction de M t. Une polarisation λ : M → M t

est une isogénie telle que λU soit une polarisation du 1-motif MU . On note
MumU,S, pol la catégorie des 1-motifs de Mumford polarisés sur (U → S). Les
flèches de cette catégorie sont les morphismes de 1-motifs de Mumford qui
respectent les polarisations ; ce sont donc des isogénies.

Soit M un 1-motif de Mumford sur (U ↪→ S). On note Y , T , A, G̃ les sché-
mas en groupes qui lui sont associés et X = Hom(T,Gm). On note Y le plus
grand sous-faisceau constructible de Y muni d’une flèche Y → G̃ prolongeant
YU → G̃U . Si G̃t désigne la partie semi-abélienne deM t, on note X ⊂ X le plus
grand sous-faisceau constructible de X muni d’une flèche X → G̃t prolongeant
XU → G̃tU . On pose X = X/ X et Y = Y/Y ; ce sont deux faisceaux construc-
tibles sur S. Notons DivS le faisceau des diviseurs de S. Nous construisons à
présent une forme bilinéaire canonique

B : Y ⊗X −→ DivS .

Supposons d’abord que S soit un trait de point générique U = Spec(K) et que
les faisceaux X et Y soient constants. Comme A est le modèle de Néron de sa
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fibre générique, la valuation de K induit des isomorphismes

G̃(K)/G̃(R) ' T (K)/T (R) ' Hom(X,Z) .

Le plongement Y ↪→ G̃(K) induit une forme bilinéaire Y ⊗ X → Z qui se
factorise en Y ⊗X → Z et ne dépend que de la classe d’isomorphisme de M .
La construction de B dans le cas général s’en déduit par localisation le long de
chaque diviseur et descente étale.

Remarque 1.3.2. — La forme B prend ses valeurs dans le sous-faisceau des
diviseurs de S dont le support est disjoint de U . Si M est polarisé, B vérifie
la condition de symétrie suivante vis-à-vis de la partie étale φ : Y → X de la
polarisation : pour toutes sections locales y et y′ de Y , on a

B(y, φ(y′)) = B(y′, φ(y)) .

Si la polarisation est principale, B induit une forme bilinéaire symétrique sur
Y lorsque l’on identifie X et Y à l’aide de φ.

1.3.3. Construction de Mumford généralisée. — Dans cette partie, nous tra-
duisons des résultats du chapitre 3 de [7] dans le langage des 1-motifs de Mum-
ford. Introduisons la catégorie OuvComp dont les objets sont les diagrammes
(U → S ← S0), où S est un schéma affine normal excellent, où S0 est un sous-
schéma fermé défini par un idéal réduit tels que S soit S0-complet, et où U est
un sous-schéma ouvert dense de S disjoint de S0. Les flèches de cette catégorie
sont les diagrammes commutatifs

U //

��

S

��

S0
oo

��
U ′ // S′ S′0oo

Introduisons maintenant une notion de positivité sur les 1-motifs de Mum-
ford polarisés. Soient M un 1-motif de Mumford polarisé sur (U ↪→ S) et
φ : Y → X l’injection à conoyau fini associée.

Définition 1.3.3.1. — M est positif relativement à S0 si pour toute sec-
tion locale non nulle y de Y , le diviseur B(y, φ(y)) est effectif et son support
contient S0.

La positivité de M implique que YS0
= XS0

= 0 et que MU est un 1-motif
cohomologiquement concentré en degré 0, i.e. H−1(MU ) = 0 et YU s’injecte
dans G̃U . On note

MumU,S,S0, pol,+

la catégorie des 1-motifs de Mumford polarisés sur (U ↪→ S) positifs relative-
ment à S0. La proposition 1.4.1.1 montrera qu’elle est équivalente à la catégorie
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DDpol définie dans le paragraphe III.2 de [7]. On note DegU,S,S0, pol la catégorie
des schémas semi-abéliens sur S, abéliens polarisés sur U et de rang torique
constant sur S0. On demande en outre que la partie torique de GS0

soit iso-
triviale sur S0. Les flèches sont les morphismes de schémas semi-abéliens qui
respectent la polarisation ; ce sont donc des isogénies.

Remarque 1.3.3.2. — On ne trouve pas la condition d’isotrivialité dans [7,
ch. II]. Comme le remarque Lan [12, 3.3.3.1], elle est pourtant nécessaire
pour algébriser l’extension de Raynaud de G (cf. aussi [SGA7 ix 7.2.1]
et [SGA3 x 3.2]). De plus, cette condition permet d’éliminer l’hypothèse [7,
II.3.a].

Le but de la construction de Mumford est d’exhiber un foncteur

Mpol : MumU,S,S0, pol,+ −→ DegU,S,S0, pol

tel que si S est trait complet de point fermé S0 et de point générique U =

Spec(K), on ait ensemblistement

Mpol(M)(K) = H0 (M(K)) .

Théorème 1.3.3.3 ([7], corollaires III.7.2, 7.3 et 7.5). — Il existe un fonc-
teur canonique explicite

Mpol : MumU,S,S0, pol,+ −→ DegU,S,S0, pol .

Il réalise une équivalence de catégories. Soit M = (G̃, Y,MU = [YU → G̃U ]). Si
l’on note G = Mpol(M), et si l’on désigne par X(G) le faisceau constructible
associé à G par le théorème 1.1.3, et par X le faisceau constructible associé à
M , on dispose d’isomorphismes fonctoriels canoniques

GS0

∼−→ G̃S0
,

X(G)
∼−→ X,

GU [p]
∼−→ MU [p] .

En particulier, GU [p] est muni d’une structure d’extension panachée.

1.3.4. Globalisation de la forme bilinéaire symétrique. — Soient S un champ
algébrique normal excellent, U un ouvert dense de S et G un schéma semi-
abélien sur S abélien polarisé sur U . On note KU le noyau de la polarisation
de GU et K son adhérence dans G. Cette adhérence est un schéma en groupes
quasi-fini et plat sur S. Dans la partie II.2 de [7], Faltings et Chai montrent que
le quotient G/K est représentable par un schéma semi-abélien noté Gt → S.
Comme GtU est indépendant du choix de la polarisation, le théorème 1.1.2
montre que Gt ne dépend pas du choix de la polarisation de GU .

Pour tout objet (U → S ← S0) de OuvComp, la construction de Mumford
est compatible à la dualité dans le sens où si M est objet de MumU,S,S0, pol,+
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tel que G = Mpol(M), on a Gt ∼→ Mpol(M
t). Dans la proposition suivante, on

se place à nouveau dans le cas où S est un champ algébrique normal excellent
quelconque et U est un ouvert de S.

Proposition 1.3.4.1 ([7], chapitre III, théorème 10.1)
Il existe une unique forme bilinéaire

B(G) : X(Gt)×X(G) −→ DivS

telle qu’après tout changement de base par un anneau local intègre complet
S′ → S on ait

B(G) = Mpol

Ä
B(M−1

pol(G)
ä
.

D’après le théorème 1.1.2, la polarisation Gη → Gtη s’étend en un morphisme
G→ Gt qui induit une flèche φ : X(Gt)→ X(G). La forme bilinéaire B vérifie
la relation

B (y, φ(y′)) = B (y′, φ(y))

pour toutes sections locales y et y′ de X(Gt) et la positivité de M−1
pol(G) im-

plique que B(y, φ(y)) est un diviseur effectif dont le support est le lieu de non
annulation de y.

1.3.5. Application de Kodaira-Spencer. — Soient (U → S ← S0) un objet
de OuvComp et G un objet de DegU,S,S0, pol. On note Gt le dual de G défini
dans le paragraphe précédent, λ : G → Gt l’extension sur S de la polarisation
sur U , on note eG : S → G et eGt : S → Gt les sections neutres, on note
ΩG = e∗G ΩG/S le faisceau des 1-formes différentielles invariantes sur G et l’on
note ΩGt = e∗Gt ΩGt/S . On suppose que S → Spec(Z) est formellement lisse et
que le complémentaire ∂S de U dans S est un diviseur à croisements normaux.

Proposition 1.3.5.1 ([7], partie III.9, page 84). — Il existe une flèche cano-
nique

KM/S : ΩG ⊗ ΩtG −→ Ω1
S/Z(log ∂S)

appelée flèche de Kodaira-Spencer. Elle se factorise en

KM/S : Coker
(
ΩGt ⊗ ΩGt −→ ΩG ⊗ ΩtG

)
−→ Ω1

S/Z(log ∂S) ,

où la flèche ΩGt ⊗ ΩGt −→ ΩG ⊗ ΩtG envoie x⊗ y sur λ∗(x)⊗ y − λ∗(y)⊗ x.

La flèche de Kodaira-Spencer est construite grâce aux 1-motifs obtenus par
l’inverse de la construction de Mumford. D’après [7, coro. III.9.8], elle se globa-
lise dans le cas où (U ↪→ S) est un objet de Ouv et G un schéma semi-abélien
sur S qui est abélien polarisé sur U .
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1.3.6. Structure de niveau parahorique. — Si (U → S ← S0) est un objet de
OuvComp, on note DegU,S,S0, pol, 0 la catégorie des schémas semi-abéliens G sur
S de partie torique isotriviale sur S0 dont la restriction à U est un schéma
abélien polarisé muni d’une structure de niveau parahorique de type D en p.
De même, on note MumU,S,S0, pol,+, 0 la catégorie des 1-motifs de Mumford
polarisés positifs dont le 1-motif sous-jacent sur U est muni d’une structure
de niveau parahorique de type D en p. La proposition suivante découle du
théorème 1.3.3.3 par fonctorialité de la construction de Mumford.

Proposition 1.3.6.1. — Le foncteur Mpol induit une équivalence de catégo-
ries

Mpol : MumU,S,S0, pol,+, 0 −→ DegU,S,S0, pol, 0

Cette proposition justifie l’étude des espaces de modules de 1-motifs polarisés
munis de structures de niveau parahorique.

1.4. Espace de modules de 1-motifs. — Dans ce paragraphe, on montre que les
champs de modules de 1-motifs principalement polarisés qui sont munis de
structures de niveau parahorique sont algébriques, et on les décrit explicite-
ment. Commençons par traiter le cas d’une structure de niveau triviale.

1.4.1. Description symétrique d’un 1-motif. — Pour tout schéma abélien A,
on note PA le fibré de Poincaré sur A×At.

Proposition 1.4.1.1 ([6], proposition 10.2.14). — La catégorie des 1-motifs
est équivalente à la catégorie dont les objets sont les familles formées de

– un schéma abélien A,
– deux faisceaux isotriviaux X et Y ,
– des morphismes c : X → At et ct : Y → A,
– une trivialisation de la Gm-biextension (ct × c)∗ PA sur Y ×X.

La catégorie des 1-motifs principalement polarisés est équivalente à la catégorie
dont les objets sont les familles formées de

– un schéma abélien A principalement polarisé par λA,
– un réseau X,
– un morphisme c : X → A,
– une trivialisation symétrique de la Gm-biextension symétrique (c×c)∗ PA,
où PA est vu comme une Gm-biextension sur A×A via λA.
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1.4.2. Espace de modules. — Soient r ≤ g un entier et X un Z-module libre
de rang r. On note T = Hom(X,Gm), on note Ag−r le champ des schémas
abéliens principalement polarisés de genre g − r, et l’on note Ag−r → Ag−r le
schéma abélien universel.

Définition 1.4.3. — Un 1-motif principalement polarisé rigidifié par X est
la donnée d’une famille (M,λ,GrW1 (M)

∼→ T,GrW3 (M)
∼→ X) où M est un

1-motif, λ une polarisation principale de M et la composée de GrW3 (λ) avec
les isomorphismes GrW3 (M)

∼→ X et GrW3 (M t) = Hom(GrW1 (M),Gm)
∼→ X est

l’identité de X.

Comme le groupe d’automorphismes de la partie abélienne polarisée
GrW2 (M) est fini, le groupe d’automorphismes d’un 1-motif principalement
polarisé rigidifié est également fini. On note M le champ des 1-motifs princi-
palement polarisés de genre g qui sont rigidifiés par X.

Proposition 1.4.4. — Le champ M est algébrique et se dévisse en

M −→ B = Hom(X,Ag−r) −→ Spec(Z) ,

où M → B est un torseur sous le tore E = Hom
(
Sym2(X),Gm

)
.

La classe d’isomorphisme de ce torseur est donnée dans la démonstration
suivante.

Démonstration. — Il suffit de montrer la deuxième assertion. On utilise la
proposition 1.4.1.1 en réutilisant les mêmes notations. La flèche M → B envoie
M sur c : X→ Ag−r et M → B est l’espace de modules relatif des trivialisations
de la biextension symétrique (c× c)∗ PAg−r . La classe d’isomorphisme de cette
biextension définit un élément de

Ext1
B
(
Sym2(X),Gm

)
= Ext1

B
(
Z,Hom

(
Sym2(X),Gm

))
donc une classe d’isomorphisme de E-torseurs sur B, qui est celle de M.

1.4.5. Description symétrique d’une structure de niveau. — Donnons une va-
riante de la proposition 1.4.1.1 pour les 1-motifs munis d’une structure de
niveau parahorique de type D en p. Soit w ∈ W d’entiers associés mi, ai et ei.

Proposition 1.4.5.1. — Le champ des 1-motifs principalement polarisés de
genre g, de rang torique r, munis d’une structure de niveau parahorique de type
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D et d’invariant w en p est équivalent au champ qui paramètre les familles
formées d’un diagramme commutatif

Y0

��

��

// Y1

��

��

// · · ·

��

��

// Ys

��

��

A0

��

// A1

��

// · · ·

��

// As

��

X0

��

��

X1
oo

��

��

· · ·

��

��

oo Xs

��

oo

��

At0

��

At1
oo

��

· · ·

��

oo Ats

��

oo

Y0
//

��

Y1

��

// · · ·

��

// Ys

��
A0

// A1
// · · · // As

et de trivialisations τi de la Gm-biextension (Yi×Xi → Ai×Ati)∗ Pi sur Yi×Xi

pour 0 ≤ i ≤ s (où Pi est la biextension de Poincaré sur Ai ×Ati) telles que :
– la face avant et la face arrière du diagramme sont égales,
– les objets de la face supérieure sont des faisceaux isotriviaux et les flèches
de cette face sont des injections ; X0 → Y0 est un isomorphisme ; pour
tout i ≤ s, les composés Yi → Xi → Yi sont égaux à la multiplication par
p et les conoyaux des composés Y0 → Yi et Xi → X0 sont de cardinaux
respectifs pei et pmi ,

– les objets de la face inférieure sont des schémas abéliens de genre g−r et les
flèches de cette face sont des isogénies ; le complexe At0 ← At1 ← · · · ← Ats
est le dual du complexe A0 → A1 → · · · → As ; A0 → At0 et As → Ats
sont des polarisations, At0 → A0 est un isomorphisme ; pour tout i ≤ s, la
composée Ai → Ati → Ai est la multiplication par p et le degré de l’isogénie
A0 → Ai est pai .

– pour tout i ≤ s, la trivialisation τi induit une trivialisation symétrique de
la biextension symétrique (Yi × Yi → Yi ×Xi → Ai ×Ati)∗ Pi,

– les trivialisations τi sont compatibles aux flèches de transitions Yi → Yi+1,
Xi ← Xi+1 et Ai → Ai+1.

1.4.6. Espace de modules avec structure de niveau parahorique. — On pose
Y = X et l’on note M0 le champ des 1-motifs de genre g, principalement
polarisés et rigidifiés par Y et munis d’une structure parahorique de type D
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en p. On va montrer qu’il est algébrique et en donner une description explicite.
On peut décomposer M0 en l’union disjointe

M0 =
∐
w∈W

Mw
0

où Mw
0 est le champ des 1-motifs munis d’une structure de niveau parahorique

d’invariant w, qui est ouvert et fermé dans M0. Il suffit de montrer que Mw
0

est algébrique pour tout w ∈ W , et de le décrire explicitement. On note Bw0
le champ de modules des diagrammes commutatifs comme dans la proposi-
tion 1.4.5.1, qui sont munis d’un isomorphisme entre

Y0
// X0

// Y0 et Y
× p // X Id // Y .

On remarque que les degrés des flèches Yi → Yi+1, Xi+1 → Xi et Ai → Ai+1

sont déterminés par w.

Proposition 1.4.6.1. — Le champ algébrique Bw0 est un schéma en groupes
propre sur une union disjointe de variétés de Siegel Ag−r, 0 dont le type para-
horique dépend de w.

Démonstration. — Soit B′w0 le champ de modules des couples de diagrammes
commutatifs ayant les mêmes propriétés que le couple formé par la face su-
périeure et la face inférieure du diagramme de la proposition 1.4.5.1. Il est
algébrique et est une union disjointe de variétés de Siegel Ag−r, 0 de genre g−r
et de type parahorique

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ag ≤ g − r .

Le champ Bw0 → B′w0 paramètre les flèches Yi → Ai etXi → Ati qui vérifient des
conditions de commutation adéquates. Ce champ est égal à la limite projective
du diagramme de la page suivante.

Cela montre que le morphisme Bw0 → B′w0 est représentable par un schéma
en groupes propre et que le champ Bw0 est algébrique.

La proposition 1.4.5.1 implique que le champ relatif Mw
0 → Bw0 paramètre

certaines familles compatibles de trivialisations de Gm-biextensions. On en dé-
duit le résultat suivant.

Proposition 1.4.6.2. — La flèche Mw
0 → Bw0 est un torseur sous un groupe

de type multiplicatif Ew0 isogène à E. En particulier, le champ Mw
0 est algé-

brique.
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(1.4.6.A) Hom B′w0
(X0, A0)

Hom B′w0
(X0, A

t
0)

88

&&

��

Hom B′w0
(Y0, A0)

xx

ff

��

Hom B′w0
(Y0, A

t
0)

Hom B′w0
(X1, A

t
0) Hom B′w0

(Y0, A1)

Hom B′w0
(X1, A1)

Hom B′w0
(X1, A

t
1)

��

OO

88

&&

Hom B′w0
(Y1, A1)

OO

ff

xx

��

Hom B′w0
(Y1, A

t
1)

· · · · · ·

Hom B′w0
(Xs, As)

Hom B′w0
(Xs, A

t
s)

88

&&

OO

Hom B′w0
(Ys, As)

xx

ff

OO

Hom B′w0
(Ys, A

t
s)

L’analyse des deux dernières conditions de la proposition 1.4.5.1 montre que
le groupe des caractères de Ew0 est la limite inductive du diagramme suivant :
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(1.4.6.B) X0 ⊗X0

f

����

X1 ⊗X1

��
f

��

Xs ⊗Xs

��
f

��
Y0 ⊗X0 Y0 ⊗X1

//oo Y1 ⊗X1 · · · //oo Ys ⊗Xs

Y0 ⊗ Y0

f

OO OO

Y1 ⊗ Y1

f

OO OO

Ys ⊗ Ys

f

OO OO

Les flèches sont induites par celles du diagramme

(1.4.6.C) Y0
//

��

Y1
//

��

· · · // Ys

��
X0

��

X1
oo

��

· · ·oo Xs

��

oo

Y0
// Y1

// · · · // Ys

et f // signifie que l’on a composé la flèche correspondante avec l’isomor-
phisme de flip (ou symétrie) qui envoie a⊗ b sur b⊗ a.

1.4.7. Liberté. — Dans ce paragraphe, nous montrons que Bw0 → B′w0 est un
schéma abélien et que Ew0 est un tore. Ces résultats seront utilisés dans le
corollaire 3.1.7.2, lui-même nécessaire pour démontrer la proposition 3.1.8.1.
On se donne des symboles εk pour 1 ≤ k ≤ r et on note [k, k′] l’ensemble des
entiers compris entre k et k′. Soient ei, mi et ai les entiers associés à w ∈ W .
On fixe des isomorphismes Yi

∼→ ⊕rk=1Z ·εk et Xi
∼→ ⊕rk=1Z ·εk pour 0 ≤ i ≤ s,

tels que
– le morphisme Y0 → Yi envoie εk sur p εk si k ∈ [1, ei], et sur εk sinon,
– le morphisme Xs → Xi envoie εk sur p εk si k ∈ [r −ms + 1, r −mi], et

sur εk sinon.

1.4.7.1. Cas de Bw0 . — Commençons par énoncer quelques lemmes prélimi-
naires.

Lemme 1.4.7.2. — Soient B un schéma abélien, H1, H2, H et H ′ quatre sous-
groupes finis et plats de B tels que H1 + H2 ⊂ H ∩ H ′. La limite projective
de

B/H1
//

��

B/H ′

B/H B/H2
oo

OO
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est extension de H ∩H ′ / H1 +H2 par B / H1 ∩H2.

Démonstration. — Cette limite projective P est égale à

{(b1, b2) ∈ B ×B | b1 − b2 ∈ H ∩H ′} / H1 ×H2 .

La flèche qui envoie (b1, b2) sur b1 − b2 définit une surjection de P sur H ∩
H ′ / H1 +H2 , dont le noyau est

{(b1, b2) ∈ B ×B | b1 − b2 ∈ H1 +H2} / H1 ×H2 .

On conclut en remarquant que l’immersion diagonale de B dans B ×B induit
un isomorphisme de B / H1 ∩H2 sur ce noyau.

Lemme 1.4.7.3. — La limite projective P ′i du diagramme

Hom(Yi, Ai) //

��

Hom(Xi, Ai)

Hom(Yi, A
t
i) Hom(Xi, A

t
i)

OO

oo

est représentable par un schéma abélien, qui est égal au quotient de Hom(Yi, Ai)

par le sous-groupe fini et plat formé des éléments φ de Hom(Yi, Ai) tels que
φ(εk) ∈ Ker(Ai → Ati) si k ∈ [ei + 1, r −mi] et φ(εk) ∈ Ai[p] sinon.

Démonstration. — On pose B = Hom(Yi, Ai) et

H1 = { φ ∈ B | φ(pYi) = 0 },
H2 = { φ ∈ B | φ(Xi) ⊂ Ker(Ai → Ati) } ,
H = { φ ∈ B | φ(pYi) ⊂ Ker(Ai → Ati) } ,
H ′ = { φ ∈ B | φ(Xi) ⊂ Ai[p] } .

On applique le lemme 1.4.7.2 puis l’on observe que H ∩H ′ = H1 +H2 et que
H1 ∩H2 est le schéma en groupes annoncé, qui est bien sûr fini. On voit qu’il
est plat grâce à sa description explicite.

Pour tout 0 ≤ i ≤ s, on note Pi la limite projective du diagramme obtenu à
partir de (1.4.6.A) en ne conservant que les objets dont l’indice est ≤ i.

Lemme 1.4.7.4. — Le morphisme naturel de Hom(Yi, A0) dans Pi est sur-
jectif. Son noyau est formé des éléments φ ∈ Hom(Yi, A0) vérifiant φ(εk) ∈
Ker(A0 → Ati) pour k ∈ [ei + 1, r − mi]. En particulier, Pi est un schéma
abélien.
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Démonstration. — On procède par récurrence sur i. Le cas i = 0 résulte du
lemme 1.4.7.3. Supposons que les assertions concernant Pi−1 soient vérifiées et
prouvons celles concernant Pi. Le groupe Pi est la limite projective de

Pi−1
//

��

Hom(Yi−1, Ai)

Hom(Xi, A
t
i−1) P ′i

oo

OO

Il est quotient de la limite projective de

Hom(Yi−1, A0) //

��

Hom(Yi−1, Ai)

Hom(Xi, A
t
i−1) Hom(Yi, Ai)oo

OO

par un sous-groupe dont la projection Qi sur Hom(Yi−1, A0) est formée de
morphismes vérifiant φ(εk) ∈ Ker(A0 → Ati−1) pour k ∈ [ei−1 + 1, r −mi−1].
Posons B = Hom(Yi, A0) et

H1 = { φ ∈ B | φ(Yi−1) = 0 },
H2 = { φ ∈ B | φ(Yi) ⊂ Ker(A0 → Ai) } ,
H = { φ ∈ B | φ(Yi−1) ⊂ Ker(A0 → Ai) } ,
H ′ = { φ ∈ B | φ(Xi) ⊂ Ker(A0 → Ati−1) } .

Si Ri désigne l’image inverse de Qi dans B, on voit que H ∩H ′ / (H1 +H2 +Ri) = 0.
Le lemme 1.4.7.2 montre alors la surjectivité du morphisme naturel de B vers
Pi. L’assertion concernant son noyau résulte du calcul de H1 ∩ H2, ce qui
conclut la récurrence.

Corollaire 1.4.7.5. — Le schéma Bw0 est un schéma abélien sur B′w0 .

1.4.7.6. Cas de Ew0 . — Soit Sw0 le groupe des caractères de Ew0 . Il est limite
inductive du diagramme (1.4.6.B).

Lemme 1.4.7.7. — La limite inductive S′i du diagramme

Xi ⊗Xi
f //// Yi ⊗Xi Yi ⊗ Yifoo

oo

est un Z-module libre. Les éléments εk⊗εl et εl⊗εk ∈ Yi⊗Xi ont même image
dans S′i pour (k, l) ∈ [ei + 1, r −mi]

2.
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Démonstration. — Le morphisme Yi ⊗ Yi → Yi ⊗ Xi obtenu par différence
envoie εk ⊗ εl sur

εk ⊗ εl − εl ⊗ εk si (k, l) ∈ [ei + 1, r −mi]
2 ,

p εk ⊗ εl − εl ⊗ εk si (k, l) ∈ ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r])× [ei + 1, r −mi] ,

εk ⊗ εl − p εl ⊗ εk si (k, l) ∈ [ei + 1, r −mi]× ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r]) ,

p εk ⊗ εl − p εl ⊗ εk si (k, l) ∈ ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r])× ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r]) .

D’autre part, le morphisme Xi⊗Xi → Yi⊗Xi envoie εk⊗εl sur εk⊗εl−εl⊗εk
si k et l sont dans ([1, ei] ∪ [r −mi + 1, r]). Cela suffit pour conclure.

Pour tout 0 ≤ i ≤ s, on note Si la limite inductive du diagramme obtenu à
partir de (1.4.6.B) en ne conservant que les objets dont l’indice est ≤ i.

Lemme 1.4.7.8. — Le Z-module Si est libre et les éléments εk⊗εl et εl⊗εk ∈
Yi ⊗Xi ont même image dans Si pour k et l dans [ei + 1, r −mi].

Démonstration. — On procède par récurrence sur i. Le cas i = 0 résulte du
lemme 1.4.7.7. Supposons les assertions vérifiées pour Si−1. Le Z-module Si est
la limite inductive du diagramme

Si−1 ←− Yi−1 ⊗Xi −→ S′i .

La flèche Yi−1 ⊗Xi → Yi−1 ⊗Xi−1 envoie εk ⊗ εl sur p εk ⊗ εl si l ∈ [r−mi +

1, r−mi−1], et sur εk ⊗ εl sinon. La flèche Yi−1 ⊗Xi → Yi ⊗Xi envoie εk ⊗ εl
sur p εk ⊗ εl si k ∈ [ei−1 + 1, ei], et sur εk ⊗ εl sinon. On en conclut que Si est
libre, et que εk ⊗ εl et εl ⊗ εk ∈ Yi ⊗Xi ont même image dans Si pour k et l
dans [ei + 1, r −mi], ce qui achève la récurrence.

Corollaire 1.4.7.9. — Le Z-module Sw0 est libre et le groupe Ew0 est un tore.

1.4.8. Oubli du niveau. — Le morphisme d’oubli du niveau Mw
0 → M se facto-

rise en un morphisme Bw0 → B et en un morphisme entre torseurs équivariant
sous l’isogénie Ew0 → E. Les flèches Mw

0 → M et M0 → M sont propres. Soit
M le 1-motif universel sur M. Notons M [p] le groupe fini et plat sur M qui est
associé àM . L’espace de modules relatif M0 → M paramètre alors les drapeaux
isotropes de type D de M [p].
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1.4.9. Variante de l’espace de modules avec structure parahorique. — On fixe
w ∈ W et un diagramme commutatif de Z-modules

(1.4.9.A) Y0
//

��

Y1
//

��

· · · // Ys

��
X0

��

X1
oo

��

· · ·oo Xs

��

oo

Y0
// Y1

// · · · // Ys

qui vérifie les conditions de la proposition 1.4.5.1. On note

Mw
X•,Y•, 0

le champ de modules des 1-motifs de genre g, principalement polarisés, mu-
nis d’une structure de niveau parahorique de type D et d’invariant w en p, et
munis d’un isomorphisme du diagramme (1.4.6.C) (obtenu grâce à la proposi-
tion 1.4.5.1) sur le diagramme (1.4.9.A). Tout isomorphisme entre

Y0
// X0

// Y0 et Y
× p // X Id // Y ,

induit une immersion ouverte et fermée

Mw
0, X•,Y• −→ Mw

0 .

Les champs de modules avec X• et Y• fixés serviront lors de la description
précise de la stratification des compactifications (théorème 3.2.7.1).

2. Cartes locales

2.1. Compactifications toroïdales partielles. — On fixe un Z-module libre X de
rang g et l’on note B(X) = Hom(Sym2(X),Z) le Z-module des applications
bilinéaires symétriques entières sur X, et C(X) ⊂ B(X)⊗R le cône des appli-
cations bilinéaires symétriques semi-définies positives à radical rationnel. On
se donne une décomposition polyédrale GL(X)-admissible Σ de C(X) qui est
lisse pour la structure entière B(X) (paragraphe IV.2 de [7]). Soit < , > l’ac-
couplement de dualité entre B(X ⊗ R) et Sym2(X ⊗ R). On pose

σ∨ = { x ∈ Sym2(X ⊗ R) tq < σ, x >≥ 0 }
σ⊥ = { x ∈ Sym2(X ⊗ R) tq < σ, x >= 0 }

pour tout σ ∈ Σ. Ce sont respectivement un monoïde et un groupe pour l’ad-
dition. Pour tout σ ∈ Σ, on désigne par Xσ le plus petit quotient de X tel que
toutes les formes bilinéaires b ∈ σ se factorisent par Xσ ⊗ Xσ, et l’on note r
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son rang. Par exemple si σ est dans l’intérieur de C(X), on a Xσ = X et si
σ = {0}, on a Xσ = 0. On pose

Sσ = Sym2(Xσ) et Eσ = Spec(Z[Sσ ∩ σ∨]) .

Ce dernier schéma est un plongement torique affine, muni d’une stratification
indexée par les faces de σ : la face τ correspond à la strate Eτσ = Spec(Z[Sσ ∩ τ⊥])
qui est un tore quotient de Eσ. Par exemple, l’origine {0} correspond à l’unique
strate ouverte Eσ et le cône σ à l’unique strate fermée. La paramétrisation
de la stratification est décroissante, c’est-à-dire que si τ est une face de τ ′ la
strate attachée à τ ′ est incluse dans l’adhérence de la strate attachée à τ .

On définit un faisceau constructible Xσ sur Eσ, qui est un quotient du
faisceau constant XEσ

, en donnant sa restriction aux strates :

Xσ|Eτσ = Xτ .

La restriction de Xσ à la strate ouverte est nulle et sa restriction à la strate
Eτσ est égale à Xσ si τ est inclus dans l’intérieur de C(Xσ). Par construction,
Sym2(Xσ) se plonge dans l’anneau des fonctions régulières sur Eσ, donc dans
le corps des fractions rationnelles de Eσ. En considérant le diviseur associé
à une fraction rationnelle, on obtient une forme bilinéaire symétrique Bσ :

Xσ ⊗Xσ → DivEσ à valeurs dans le faisceau des diviseurs de Eσ.

Proposition 2.1.1. — La forme Bσ se factorise en une forme bilinéaire sy-
métrique

Bσ : Xσ ⊗Xσ −→ DivEσ
telle que pour toute section locale x de Xσ le diviseur B(x, x) soit effectif à
support égal au lieu de non annulation de x.

Démonstration. — Vérifions la factorisation sur chaque strate Eτσ , où τ est une
face de σ. Notons Xτ le noyau de la surjection X → Xτ . Il suffit de montrer
que la fonction associée à tout élément x⊗ y ∈ Xτ ⊗Xσ est sans zéro ni pôle
sur Eτσ . Par construction, on a

H0(Eτσ , OEτσ ) = Z[ s ∈ Xσ ⊗Xσ tq b(s) = 0 ∀b ∈ τ ] .

Or si b ∈ τ on a b(x⊗ y) = 0, donc x⊗ y induit une fonction régulière sur Eτσ .
C’est également le cas de la fonction inverse qui est associée à x ⊗ (−y), d’où
le résultat.

Montrons la seconde assertion. Le cône dual de C(Xσ) est C(X∨σ ) d’où une
inclusion σ∨ ⊃ C(X∨σ ). Si x est une section locale de Xσ, on voit x⊗ x comme
un élément de C(X∨σ ). La fonction associée à x ⊗ x est régulière sur Eσ et
d’après les principes généraux sur les variétés toriques, le lieu de ses zéros est
réunion des strates associées aux faces τ sur lesquelles x⊗ x prend des valeurs
strictement positives comme forme linéaire sur B(Xσ)⊗ R.
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On appelle Mσ le champ de modules des 1-motifs de genre g principalement
polarisés et rigidifiés par Xσ. Il ne dépend que de Xσ et pas de σ. On pose
également Bσ = Hom(Xσ,Ag−r), où r est le rang de Xσ. Dans le chapitre
précédent, on a montré que Mσ est un Eσ-torseur sur Bσ. Notons Mσ le produit
contracté

Mσ = Mσ ×Eσ Eσ .

Le champ algébrique Mσ est affine sur Bσ et muni d’une stratification in-
dexée par les faces de σ. On note Zτσ la strate associée à la face τ et Zσ = Zσσ
l’unique strate fermée. Le faisceau Xσ et la forme bilinéaire Bσ s’étendent à
Mσ×Bσ Eσ de manière Eσ-invariante et se descendent à Mσ. On note toujours
Xσ le faisceau constructible et

Bσ : Xσ ⊗Xσ −→ Div Mσ

la forme bilinéaire obtenus sur Mσ. Le diviseur Bσ(x⊗x) est effectif de support
le lieu de non annulation de x ∈ Xσ. Si Xσ = X alors on a r = g, on a Mσ = Eσ
et l’on a Mσ = Eσ. Si σ = {0}, on a r = 0 et Mσ = Mσ = Ag.

Remarque 2.1.2. — Nous ne considérerons des plongements toriques non af-
fines que dans l’énoncé du théorème principal, pour obtenir une description
globale du voisinage de l’infini des compactifications. Dans la construction des
compactifications et plus précisément dans les propositions 3.1.2 et 3.1.8.1 nous
utiliserons le fait que les cônes de Σ ne se recouvrent pas.

2.1.3. Interprétation modulaire à la frontière. — Le champ Mσ n’admet pas
d’interprétation modulaire explicite. En revanche, l’immersion ouverte ( Mσ ↪→
Mσ) en admet une en tant que « catégorie fibrée à la frontière » dans le sens
suivant. Soient F et G deux champs sur Spec(Z) et F ↪→ G une immersion
ouverte.

Définition 2.1.3.1. — La catégorie fibrée à la frontière (F ↪→ G) est la caté-
gorie fibrée en groupoïdes sur Ouv qui associe à tout objet (U ↪→ S) la catégorie
des diagrammes 2-commutatifs

U //

��

F

��
S // G

On appelle (U ↪→ S)-point à la frontière de (F ↪→ G) la catégorie des
diagrammes précédents ; on la note (F ↪→ G)(U ↪→ S).
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Remarque 2.1.3.2. — La catégorie Ouv forme un site si on la munit de la
topologie induite par la topologie fpqc sur U et S, et la catégorie fibrée (F ↪→ G)

est un champ sur ce site.

Donnons à présent une description explicite de la catégorie fibrée à la fron-
tière

( Mσ ↪→ Mσ) .

Soient (U ↪→ S) un objet de Ouv, et D un diviseur effectif irréductible réduit
de S. On note pD : DivS → ZD le morphisme qui associe à tout diviseur sa
multiplicité le long deD. On rappelle que l’on a associé un faisceau constructible
X et une forme bilinéaire symétrique B : X ⊗ X → DivS à tout 1-motif de
Mumford principalement polarisé sur (U ↪→ S).

Proposition 2.1.3.3. — ( Mσ ↪→ Mσ)(U ↪→ S) est le groupoïde des 1-motifs
de Mumford sur (U ↪→ S) de genre g, principalement polarisés, rigidifiés par
Xσ sur U , tels que pour toute section locale x de X, le diviseur B(x, x) soit
effectif et pour tout diviseur effectif irréductible réduit D de S, l’application
bilinéaire symétrique pD ◦B : Xσ⊗Xσ → Z soit incluse dans l’adhérence de σ.

Démonstration. — Il est équivalent de se donner la flèche composée

S −→ Mσ −→ Bσ

ou de se donner un schéma semi-abélien G̃ de rang torique constant sur S, dont
le groupe des caractères de la partie torique est Xσ et dont la partie abélienne
est principalement polarisée de genre g − r. Il est équivalent de se donner un
relèvement U → Mσ et un morphisme Xσ → G̃ sur U induisant un 1-motif de
Mumford principalement polarisé sur (U ↪→ S).

Il suffit de vérifier que sous les conditions données sur B, la flèche U → Mσ

s’étend en une flèche S → Mσ. Une éventuelle extension est unique par densité
de U dans S. Par descente pour la topologie de Zariski, on peut donc supposer
que S = Spec(R) est un schéma local intègre de point générique Spec(K) et
que le torseur Mσ → Bσ est trivial. On obtient ainsi une flèche U → Eσ,
que l’on veut étendre en une flèche S → Eσ. On veut montrer que la flèche
H0(Eσ, O) = Z[Sym2(Xσ)]→ K envoie H0(Eσ, O) dans R. Par normalité de S,
cela se teste en les idéaux premiers de hauteur 1. Il suffit de voir que pour tout
x⊗ y ∈ H0(Eσ, O) ⊂ Z[Sym2(Xσ)] et tout diviseur D de S, on a pD ◦B(x⊗ y) ≥ 0.
C’est évident car

H0(Eσ, O) = Z[ {u⊗ v ∈ Xσ ⊗Xσ tq ∀b ∈ σ, b(u, v) ≥ 0} ]

et la forme bilinéaire pD◦B est incluse dans l’adhérence de σ par hypothèse.
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Remarque 2.1.3.4. — Si S est local, la flèche S → Mσ envoie le point fermé
de S dans la strate Zσ si et seulement si σ est minimal parmi les cônes de Σ

dont l’adhérence contient la forme bilinéaire pD ◦B pour tout diviseur D de S.

2.1.4. Cas d’une structure de niveau parahorique. — On considère encore la
décomposition Σ du paragraphe précédent, qui est lisse pour la structure entière
B(X). Soit σ ∈ Σ. On note Xσ le quotient de X associé à σ, et r son rang. On
note Mσ, 0 le champ algébrique des 1-motifs de genre g qui sont principalement
polarisés, rigidifiés par Xσ, et munis d’une structure de niveau parahorique
de type D en p. On a vu dans le chapitre précédent que Mσ, 0 admettait une
décomposition en parties ouvertes et fermées

Mσ, 0 =
∐

w∈Wσ

Mw
σ, 0

indexée par le quotient de groupes de Weyl

W σ = WL \ WGSp2g
/ WL D .

Pour tout w ∈ Wσ, on a décrit dans la proposition 1.4.6.2 un tore Ewσ, 0 et un
champ Bwσ, 0 tels que Mw

σ, 0 → Bwσ, 0 soit un torseur sous Ewσ, 0. Le Z-module libre
Swσ, 0 = Hom(Ewσ, 0,Gm) définit un plongement torique affine Ewσ, 0 ↪→ E

w

σ, 0. On
définit le champ algébrique M

w

σ, 0 → Bwσ, 0 comme le produit contracté

M
w

σ, 0 = Mw
σ, 0 ×E

w
σ, 0 E

w

σ, 0

et le champ algébrique Mσ, 0 → Spec(Z) comme l’union disjointe

Mσ, 0 =
∐

w∈Wσ

M
w

σ, 0 .

Le champ Mσ, 0 est muni d’une stratification localement fermée de strates

Zτσ, 0 =
∐

w∈Wσ

Zτ, wσ, 0

indexées par les faces τ de σ. On note Zσ, 0 = Zσσ, 0 l’unique strate fermée.
On a une interprétation de ( Mσ, 0 ↪→ Mσ, 0) comme catégorie fibrée à la

frontière analogue à celle de ( Mσ ↪→ Mσ). Soit (U ↪→ S) un objet de Ouv.
Tout 1-motif de Mumford M sur (U ↪→ S) muni d’une structure de niveau
parahorique H• d’invariant w ∈ W définit une famille compatible de formes bi-
linéaires associées aux 1-motifs de MumfordM/Hi , donc un élément B(M,H•)

de Hom(Swσ, 0 ,DivS).

Proposition 2.1.4.1. — ( Mσ, 0 ↪→ Mσ, 0)(U ↪→ S) est le groupoïde des 1-
motifs de Mumford sur (U ↪→ S) de genre g, principalement polarisés, rigidifiés
par Xσ et munis d’une structure de niveau parahorique de type D en p, tels que
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pour toute section locale x de Xσ le diviseur B(M,H•)(x, x) soit effectif et pour
tout diviseur effectif irréductible réduit D de S, la forme bilinéaire symétrique
pD ◦B(M,H•) soit incluse dans l’adhérence de σ.

2.1.5. Oubli du niveau. — L’inclusion des structures entières Sσ ↪→ Swσ, 0 donne
une flèche propre

E
w

σ, 0 → Eσ

et la fonctorialité du produit contracté donne une flèche propre

M
w

σ, 0 −→ Mσ

qui étend l’oubli du niveau Mw
σ, 0 → Mσ. Ces morphismes induisent un dia-

gramme cartésien

Mσ, 0
//

��

Mσ, 0

��
Mσ

// Mσ

dont les flèches verticales sont propres et dont les flèches horizontales sont des
unions disjointes de plongements toroïdaux.

Remarque 2.1.5.1. — Comme la décomposition Σ est lisse pour la structure
entière B(X), le champ Mσ est lisse sur Spec(Z) et Mσ ↪→ Mσ est le complé-
mentaire d’un diviseur à croisements normaux. Le produit fibré

Mσ, 0 ×Spec(Z) Spec (Z[1/p])

est lisse sur Spec(Z[1/p]) car les champs Ag−r, 0 sont lisses sur Spec(Z[1/p]).
Toutefois, comme Σ n’est pas lisse pour les différentes structures entières Bwσ, 0,
le champ M

w

σ, 0 n’est pas lisse sur Spec(Z[1/p]) et

Mw
σ, 0 ↪→ M

w

σ, 0

n’est pas le complémentaire d’un diviseur à croisements normaux. De même,
les singularités de

M
w

σ, 0 −→ Spec(Zp)

ne sont pas uniquement celles des Ag−r, 0 avec r ≤ g.
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2.2. Cartes locales formelles. — On choisit une présentation étale surjective
U → Bσ du champ algébrique Bσ par un schéma affine ne dépendant que
du rang de Xσ. On note “Mσ = (⁄�U ×Bσ Mσ) U× BσZσ

le complété du schéma affine U× Mσ le long du sous-schéma fermé U×Zσ. Ce
schéma dépend du choix de U, même si on omet ce dernier des notations pour
simplifier. Il contient le sous-schéma ouvert“Mσ = Mσ ×Mσ

“Mσ ,

le sous-schéma fermé de complétion U×Zσ que l’on note encore Zσ et le diviseur
à croisements normaux

∂“Mσ = “Mσ − “Mσ .

On a une immersion fermée Zσ ↪→ ∂“Mσ. On noteMσ le 1-motif principalement
polarisé universel sur Mσ. Il induit un 1-motif de Mumford encore notéMσ sur(

M̂σ ↪→ “Mσ

)
.

Le schéma “Mσ est normal, affine, complet relativement à Zσ, excellent, et par
construction, Mσ est positif relativement à Zσ. Les hypothèses de la construc-
tion de Mumford sont vérifiées donc il existe un schéma semi-abélien

Gσ −→ “Mσ

qui est un objet de la catégorie

Deg
M̂σ, M̂σ,Zσ, pol

.

On lui associe un faisceau constructible X(Gσ) par le théorème 1.1.3 et une
application bilinéaire

B(Gσ) : X(Gσ)⊗X(Gσ) −→ Div
M̂σ

par la proposition 1.3.4.1. On rappelle que l’on a également construit un fais-
ceau constructible Xσ et une forme bilinéaire Bσ sur Mσ. On note de la même

manière les objets obtenus par image inverse sur “Mσ .

On appelle G̃σ le schéma semi-abélien sur “Mσ qui provient du schéma semi-
abélien de rang torique constant universel sur Bσ. Il est égal à la partie semi-
abélienne de Mσ. Rappelons le résultat suivant, dû à Faltings et Chai.

Proposition 2.2.1 ([7], proposition IV.3.1). — Il existe des isomorphismes
canoniques X(Gσ)

∼→ Xσ et B(Gσ)
∼→ Bσ. La restriction de Gσ à M̂σ est

un schéma abélien principalement polarisé de genre g. La restriction de Gσ
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à Zσ est canoniquement isomorphe à G̃σ. L’application de Kodaira-Spencer
réalise un isomorphisme

K
Gσ/ M̂σ

: Sym2(ΩGσ )
∼−→ Ω1

M̂σ/Z

(
log ∂“Mσ

)
.

Le point délicat est de montrer la bijectivité de la flèche de Kodaira-Spencer
obtenue par la proposition 1.3.5.1. Cette flèche est construit via le 1-motif Mσ

et la bijectivité provient de l’universalité de Mσ.

Remarque 2.2.2. — Il est crucial d’utiliser la lissité de Mσ → Spec(Z) pour
montrer que la flèche de Kodaira-Spencer réalise un isomorphisme. Cet isomor-
phisme nous sera indispensable pour contrôler le processus d’approximation.

On dispose par conséquent d’une flèche “Mσ → Ag. On dit que le diagramme( “Mσ
“Mσ

oo // Ag
)

est la carte locale formelle sans niveau associée à σ ∈ Σ.

2.2.3. Propriété modulaire proche de la frontière. — Nous développons un for-
malisme analogue à celui des espaces de modules à la frontière en tenant compte
de la nature complète des anneaux intervenant dans la construction de Mum-
ford. Nous cherchons notamment à imposer des conditions relatives à un sous-
champ algébrique fermé.

Pour tout schéma T , on définit la catégorie OuvCompT comme la sous-
catégorie de OuvComp dont les objets se fibrent sur T ; les flèches sont celles
qui induisent l’identité sur T . On se donne un diagramme de champs sur T

F −→ G←− Z

tel que F → G soit une immersion ouverte, Z → G soit une immersion fermée
et F ×G Z soit vide, c’est-à-dire que F et Z soient disjoints dans G.

Définition 2.2.3.1. — La catégorie fibrée proche de la frontière (F → G← Z)T
est la catégorie fibrée en groupoïdes sur OuvCompT qui associe à tout objet
(U → S ← S0) la catégorie

(F −→ G←− Z)T (U −→ S ←− S0)
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des diagrammes 2-commutatifs

U //

��

F

��
S // G

S0
//

OO

Z

OO

compatibles aux projections G→ T et S → T .

Soit (U → S ← S0) un objet de OuvCompT . On appelle (U → S ← S0)-
point proche de la frontière de (F → G ← Z)T la catégorie des diagrammes
précédents. On donne une description explicite de la catégorie fibrée proche de
la frontière

( M̂σ −→ “Mσ ←− Zσ ) U .

On note comme précédemment G̃σ le schéma semi-abélien de rang torique
constant universel sur Bσ. Il induit un schéma semi-abélien G̃σ de rang torique
constant sur S0 par image inverse via

S0 −→ U −→ Bσ .

Si G est un schéma semi-abélien sur S, tout isomorphisme GS0

∼→ G̃σ sur S0

induit une surjection Xσ → X(G) de faisceaux constructibles sur S.

Proposition 2.2.3.2. — Le foncteur qui associe à f : S → “Mσ le schéma
semi-abélien f∗Gσ réalise une équivalence de catégories entre

(“Mσ −→ “Mσ ←− Zσ) U(U −→ S ←− S0)

et la catégorie des couples (G, G|S0

∼→ G̃σ), où G est un objet de DegU,S,S0, pol

de dimension relative g principalement polarisé sur U tel que pour tout diviseur
effectif irréductible réduit D de S, l’application bilinéaire pD ◦B(G) : Xσ ⊗Xσ → Z
soit incluse dans l’adhérence de σ, et tel que σ soit minimal parmi les cônes
de Σ vérifiant cette propriété.

Démonstration. — Les schémas semi-abéliens obtenus par image inverse de Gσ
vérifient les propriétés requises. Inversement, soit G un schéma semi-abélien sur
S vérifiant les hypothèses de la proposition. Le théorème 1.3.3.3 (construction
de Mumford inverse) permet de lui associer un 1-motif de Mumford sur (U ↪→ S)
et la proposition 2.1.3.3 donne un (U ↪→ S)-point de Mσ. L’hypothèse de mi-
nimalité de σ implique que cette flèche envoie S0 dans Zσ. Comme le schéma
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affine S est complet relativement à S0, la flèche S → Mσ se factorise en une
flèche

S −→ “Mσ .

La fonctorialité de la construction de Mumford montre queG est l’image inverse
de Gσ par cette flèche.

2.2.4. Algébricité du groupe p-torsion. — Le schéma semi-abélien Gσ ne des-
cend pas à Mσ. En revanche, le groupe des points de p-torsion Gσ[p] → M̂σ

descend à Mσ. En effet, d’après le théorème 1.3.3.3, il existe un isomorphisme
canonique

Gσ[p]
∼−→Mσ[p]

sur M̂σ. Par construction, le 1-motif Mσ se descend à Mσ et son groupe de
p-torsion Mσ[p] également. On résume ceci en disant que Gσ est une donnée
de nature transcendante, alors que Gσ[p] est algébrique. Cette remarque sera
fondamentale pour construire une compactification toroïdale de Ag, 0.

2.3. Approximation des cartes locales formelles. — On vient de dire que le
schéma semi-abélien

Gσ −→ “Mσ

ne descend pas à Mσ. En employant des techniques d’Artin, on peut cependant
l’approcher par un schéma Ghσ qui est semi-abélien sur un schéma étale sur
Mσ. La nouveauté la plus significative par rapport à [7] est que l’on effectuera
cette approximation en conservant un isomorphisme Ghσ[p]

∼→ Mσ[p], ce qui
sera indispensable pour notre construction des compactifications avec niveau.

Une différence mineure par rapport à [7] réside dans l’emploi de la notion de
couple hensélien et du théorème de Popescu. Cela évite de localiser les cartes
locales formelles en tous leurs points fermés ([7] après la définition IV.4.5).

2.3.1. Couples henséliens. — Rappelons rapidement cette notion.

Définition 2.3.1.1 ([8]). — Soit A un anneau et I un idéal. On dit que le
couple (Spec(A) , Spec(A/I)) est hensélien si une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

– pour tout f ∈ A[t] et toute racine simple ā de f dans A/I, il existe une
racine a ∈ A de f relevant ā,

– pour tout diagramme commutatif de schémas

S
étale // Spec(A)

Spec(A/I)

p

dd 88
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le morphisme p se relève en un morphisme de Spec(A)-schémas Spec(A)→ S.

En particulier, un schéma local S de point fermé s est hensélien si et seule-
ment si le couple (S, s) est hensélien.

Définition 2.3.1.2. — Soient A un anneau et I un idéal. L’hensélisé de

(Spec(A) , Spec(A/I))

est le couple (
Spec(Ah) , Spec(Ah/Ih)

)
défini par

Spec(Ah) = lim←−S et Ih = IAh ,

où la limite projective est prise sur la catégorie des diagrammes commutatifs
précédents. On a Ah/Ih ' A/I.

On peut donc définir l’hensélisé ShS′ d’un schéma affine S le long d’un sous-
schéma fermé S′.

Remarque 2.3.1.3. — La notion de couple strictement hensélien n’a pas de
sens, ni celle d’hensélisé strict le long d’un sous-schéma fermé. On ne peut pas
définir l’hensélisé d’un schéma non affine le long d’un sous-schéma fermé car
les limites projectives n’existent pas toujours dans la catégorie des schémas.

2.3.2. Approximation selon Popescu. — Un morphisme de schémas affines
Spec(B) → Spec(A) est dit régulier s’il est plat à fibres géométriques régu-
lières. Si A est local et excellent, la flèche Spec(Â)→ Spec(A) est régulière. Si
A est excellent, pour tout idéal I de A, le morphisme

Spec(ÂI) −→ Spec(A)

du spectre du complété I-adique de A dans le spectre de A est régulier
par [ÉGA iv2 7.8.3]. Popescu montre le théorème fondamental suivant.

Théorème 2.3.2.1 ([18]). — Une flèche Spec(B) → Spec(A) entre schémas
affines noethériens est régulière si et seulement si elle fait de Spec(B) une limite
projective filtrante de schémas affines lisses sur Spec(A).

En particulier, si A est un anneau excellent et I un idéal, Spec(ÂI) est
limite projective de schémas affines lisses sur Spec(A). L’intérêt du théorème
de Popescu en ce qui concerne les questions d’approximation résulte du lemme
suivant, dont la démonstration a été communiquée par Luc Illusie.
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Lemme 2.3.2.2. — Soient (A, I) un couple hensélien et n un entier naturel.
Notons S = Spec(A) et Sn = Spec(A/In+1). Soient S′ un schéma lisse sur S
et t : Sn → S′ un morphisme de schémas sur S. Il existe une section s : S → S′

telle que les morphismes

Sn // S
s // S′ et Sn

t // S′

coïncident.

Démonstration. — Quitte à remplacer S′ par un voisinage ouvert de l’image
de Sn, on peut supposer qu’il existe une factorisation de la flèche lisse S′ → S

en

S′
u // ArS

v // S ,

où u est étale et v est la projection canonique. On veut trouver une flèche
s : S → S′ qui rende le diagramme suivant commutatif :

S′
u // ArS

v // S

s

��

Sn

??OO

t

``

Un relèvement s′ : S → ArS de Sn → ArS existe toujours. Le couple (S, S0) est
hensélien donc s′ se factorise par l’hensélisé de ArS le long de l’image de

S0 ↪→ S′ −→ ArS .

Comme u est étale, cet hensélisé est isomorphe à l’hensélisé de S′ le long de
S0. Cela termine la construction de s.

Indiquons rapidement comment déduire l’existence d’approximations des ré-
sultats précédents. Soient A un anneau noethérien excellent, I un idéal et n
un entier naturel. Posons S = Spec(A), Ŝ = Spec(ÂI) et Sn = Spec(A/In+1).
Le hensélisé (Sh, Sh0 ) de (S, S0) est excellent en tant que limite projective de
schémas de type fini sur S. D’après le théorème 2.3.2.1, Ŝ est limite projective
filtrante de schémas Sα lisses sur Sh. Toute donnée de type fini sur Ŝ provient
par image réciproque d’une donnée sur Sα pour α suffisamment grand. D’après
le lemme 2.3.2.2, il existe une donnée sur Sh qui a même restriction à Sn que
la donnée initiale. On a donc réalisé une approximation à l’ordre n.
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2.3.3. Approximation des cartes locales formelles sans niveau. — Nous allons
approcher la carte locale formelle sans niveau associée à σ ∈ Σ. Définissons le
schéma

M
h

σ = ( U ×Bσ Mσ)
h U× Bσ

Zσ ,

qui est l’hensélisé du schéma affine U×Mσ le long du sous-schéma fermé U×Zσ.
Il est excellent et contient le sous-schéma ouvert

Mh
σ = Mσ ×Mσ

M
h

σ ,

le diviseur à croisements normaux

∂M
h

σ = M
h

σ − Mh
σ

et le sous-schéma fermé d’hensélisation que l’on note encore Zσ.

Proposition 2.3.3.1. — Il existe un schéma semi-abélien Ghσ sur M
h

σ véri-
fiant les propriétés suivantes :

– il est abélien principalement polarisé de genre g sur Mh
σ,

– sa restriction à Zσ est canoniquement isomorphe à G̃σ,
– Ghσ[p] est canoniquement isomorphe à Mσ[p] sur Mh

σ,
– X(Ghσ) est canoniquement isomorphe à Xσ,
– B(Ghσ) est canoniquement isomorphe à Bσ,
– l’application de Kodaira-Spencer associée à Ghσ induit un isomorphisme

Sym2(ΩGhσ )
∼−→ Ω1

M
h

σ/Z
(log ∂M

h

σ) .

Démonstration. — D’après le théorème 2.3.2.1, “Mσ est limite projective de
schémas M

α

σ lisses sur M
h

σ, où α parcourt un ensemble ordonné filtrant. Le
schéma semi-abélien Gσ provient d’un schéma semi-abélien Gασ sur M

α

σ pour α
suffisamment grand. Posons

Mα
σ = M

α

σ ×M
h

σ

Mh
σ et ∂M

α

σ = M
α

σ ×M
h

σ

∂M
h

σ

Comme M
α

σ → M
h

σ est lisse, ce sont respectivement un ouvert dense et un
diviseur à croisements normaux de M

α

σ . Le schéma Gασ est abélien sur Mα
σ et

quitte à augmenter α, on peut supposer qu’il est principalement polarisé. On
peut également supposer que les isomorphismes

Gσ[p]× “Mσ
∼−→Mσ[p] , Gσ × Zσ

∼−→ G̃σ , X(Gσ)
∼−→ Xσ et B(Gσ)

∼−→ Bσ

proviennent d’isomorphismes

Gασ [p]× Mα
σ
∼−→Mσ[p] , Gασ ×Zσ

∼−→ G̃σ , X(Gασ)
∼−→ Xσ et B(Gασ)

∼−→ Bσ .
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Soit n un entier naturel. On applique le lemme 2.3.2.2 et l’on obtient une
section s : M

h

σ → M
α

σ qui relève le morphisme composé

Zσ, n → “Mσ → M
α

σ ,

où Zσ, n est le sous-schéma fermé de M
h

σ défini par la puissance n-ième de l’idéal
de Zσ. Il suffit alors de poser Ghσ = s∗Gασ et de vérifier que si n est assez grand,
l’application de Kodaira-Spencer associée à Ghσ réalise un isomorphisme, ce qui
résulte de [7, III.9.4, IV.4.1 et IV.4.2].

Le schéma Ghσ n’est pas unique mais les compactifications ne dépendront
pas du choix.

2.3.4. Recomplétion de l’approximation. — On considère l’image inverse de
Ghσ par la flèche “Mσ −→ M

h

σ

et l’on trouve un schéma semi-abélien

Ghσ −→
“Mσ .

D’après la proposition 2.2.3.2, ce schéma définit une flèche

f :
(

M̂σ −→ “Mσ ←− Zσ
)
−→

(
M̂σ −→ “Mσ ←− Zσ

)
de la catégorie OuvComp U . L’image inverse de Gσ par f est isomorphe à Ghσ et
f est l’identité au-dessus de Zσ. En fait, f est l’identité de(

M̂σ −→ “Mσ ←− Zσ
)

modulo une puissance arbitrairement grande de l’idéal de Zσ.

Proposition 2.3.4.1. — Le morphisme f est étale et est un automorphisme
de “Mσ.

Démonstration. — Les isomorphismes de Kodaira-Spencer associés à Gσ et Ghσ
définissent un isomorphisme

f∗ Ω1

M̂σ/Z
(log ∂“Mσ)

∼−→ Ω1

M̂σ/Z
(log ∂“Mσ) .

Comme f est l’identité sur Zσ, l’isomorphisme précédent induit un isomor-
phisme

f∗ Ω1

M̂σ/Z

∼−→ Ω1

M̂σ/Z
.

Puisque “Mσ → Spec(Z) est formellement lisse, le critère jacobien montre que
f est étale. Le schéma “Mσ
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est hensélien relativement au fermé Zσ. La restriction de f à ce fermé est un
isomorphisme donc f est un automorphisme.

Nous avons contrôlé l’approximation : f est un automorphisme, aucune in-
formation n’a été perdue et Ghσ est aussi « universel » que Gσ. Soit (U →
S ← S0) un objet de OuvComp U . La proposition suivante résulte de la propo-
sition 2.2.3.2.

Proposition 2.3.4.2. — Le foncteur qui associe à f : S → M
h

σ le schéma
semi-abélien f∗Ghσ réalise une équivalence de catégories entre

( Mh
σ −→ M

h

σ ←− Zσ) U(U −→ S ←− S0)

et la catégorie des couples (G, G|S0

∼→ G̃σ) où G est un objet de DegU,S,S0, pol

de dimension relative g qui est principalement polarisé sur U , muni d’un iso-
morphisme G|S0

∼→ G̃σ sur S0, tel que pour tout diviseur effectif irréductible
réduit D de S l’application bilinéaire pD ◦B : Xσ ⊗Xσ → Z soit incluse dans
l’adhérence de σ, et tel que σ soit minimal parmi les cônes de Σ vérifiant cette
propriété.

Démonstration. — Comme S est complet relativement à S0, on a

(“Mσ −→ “Mσ ←− Zσ) U(U −→ S ←− S0)

= ( Mσ −→ M
h

σ ←− Zσ) U(U −→ S ←− S0) .

Il suffit d’appliquer la proposition 2.2.3.2 et de composer la flèche S → “Mσ

obtenue avec l’inverse de f .

Remarque 2.3.4.3. — Le diagramme ( Mh
σ −→ M

h

σ ←− Zσ) ne définit pas un
objet de OuvComp U car M

h

σ n’est pas complet.

2.4. Cartes locales algébriques. — Le schéma affine M
h

σ est limite projective de
schémas étales sur U×Bσ Mσ et le schéma semi-abélien Ghσ est de type fini sur
M
h

σ. Il existe donc un schéma M
et

σ , un morphisme étale

M
et

σ −→ U ×Bσ Mσ

qui est un isomorphisme sur Zσ, et un schéma semi-abélien Getσ sur M
et

σ qui
descend Ghσ. On pose

Met
σ = Mσ ×Mσ

M
et

σ et ∂M
et

σ = M
et

σ − Met
σ .
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Le schéma semi-abélien Getσ vérifie les mêmes propriétés que celles de Ghσ don-
nées dans la proposition 2.3.3.1. Par exemple, il est abélien principalement
polarisé sur Met

σ et son groupe de p-torsion est canoniquement isomorphe à

Mσ[p]×Mσ Met
σ .

Si (U → S ← S0) est un objet de OuvComp U , toute flèche

(U −→ S ←− S0) −→ ( Met
σ −→ M

et

σ ←− Zσ)

se factorise par M
h

σ car (S, S0) est hensélien. On déduit de la proposition 2.3.4.2
une description des points proches de la frontière de

( Met
σ −→ M

et

σ ←− Zσ) .

Le schéma M
et

σ n’est pas unique mais les compactifications ne dépendront pas
du choix. Le schéma abélien principalement polarisé Getσ → Met

σ induit une
flèche Met

σ → Ag . Appelons carte locale algébrique associée à σ ∈ Σ tout
diagramme Ä

M
et

σ ←− Met
σ −→ Ag

ä
obtenu par la construction précédente.

2.4.1. Cartes locales algébriques avec niveau parahorique. — Notons M
et

σ, 0 le
produit fibré

M
et

σ, 0
//

��

M
et

σ

��
Mσ, 0

// Mσ .

Il contient comme sous-schéma ouvert Met
σ, 0, qui est défini par le produit fibré

Met
σ, 0

//

��

Met
σ

��
Mσ, 0

// Mσ .

La proposition suivante résulte de l’approximation préservant le groupe de p-
torsion.

Proposition 2.4.1.1. — Le morphisme Met
σ, 0 → Met

σ est l’espace de modules
relatif des structures de niveau parahoriques de type D en p sur Getσ [p].

Démonstration. — Le morphisme Mσ, 0 → Mσ est l’espace de modules relatif
des structures de niveau parahoriques sur Mσ[p], et le schéma abélien Getσ →
Met
σ est muni d’un isomorphisme Getσ [p]

∼→Mσ[p]×Mσ Met
σ .
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Nous avons obtenu un diagramme à carrés cartésiens et flèches verticales
propres

M
et

σ, 0

��

Met
σ, 0

oo //

��

Ag, 0

��
M
et

σ Met
σ

oo // Ag .

On appelle ce diagramme carte locale algébrique de niveau parahorique de type
D en p associée à σ. Il correspond une unique carte locale algébrique avec
niveau à toute carte locale algébrique sans niveau.

Remarque 2.4.1.2. — Nous n’avons pas besoin de définir des cartes locales
formelles avec niveau et de les approximer. La mauvaise réduction empêcherait
de toute façon le contrôle d’une éventuelle approximation.

3. Compactifications toroïdales

3.1. Recollement des cartes locales algébriques. — On choisit pour tout σ ∈ Σ

une carte locale algébrique

( M
et

σ Met
σ

oo // Ag )

et l’on considère
U =

∐
σ∈Σ

M
et

σ ,

qui est localement de type fini sur Spec(Z). On pose

U =
∐
σ∈Σ

Met
σ , Z =

∐
σ∈Σ

Zσ et ∂U = U − U ,

qui est un diviseur à croisements normaux de U . On note X =
∐
Xσ, qui est

un faisceau constructible sur U , et B =
∐
Bσ, qui est une forme bilinéaire sur

X à valeurs dans le faisceau DivU .
On a construit un schéma semi-abélien G =

∐
Gσ sur U qui est abélien

principalement polarisé sur U . Il existe des isomorphismes X(G)
∼→ X et

B(G)
∼→ B, et l’application de Kodaira-Spencer induit un isomorphisme

KG/U : Sym2(ΩG)
∼−→ Ω1

U/Z

(
log ∂U

)
.

Le schéma abélien G sur U induit un diagrammeÄ
U Uoo // Ag

ä
.

La flèche U → Ag est surjective car M{0} = Ag.
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Proposition 3.1.1. — Le morphisme U → Ag est étale.

Démonstration. — On sait que le schéma abélien universel Ag → Ag induit un
isomorphisme de Kodaira-Spencer

KAg/ Ag : Sym2(ΩAg )
∼−→ Ω1

Ag/Z

et le schéma abélien G→ U un isomorphisme

KG/U : Sym2(ΩG)
∼−→ Ω1

U/Z .

Notons f : U → Ag le morphisme induit par G. On a G = f∗Ag et l’on a
f∗ Sym2(ΩAg ) ' Sym2(ΩG) et f∗KAg/ Ag = KG/U donc

f∗ Ω1
Ag/Spec(Z)

∼−→ Ω1
U/Spec(Z) .

Comme les champs algébriques U et Ag sont lisses sur Spec(Z), le critère jaco-
bien montre que f est étale.

Considérons le schéma

R = U × Ag U = IsomU×U (pr∗1 G,pr∗2 G) .

Il est muni de deux flèches étales vers U , et le champ algébrique Ag est iso-
morphe au champ quotient [U/R]. Notons R le normalisé de

U ×Spec(Z) U

dans R. C’est un schéma muni de deux flèches R ⇒ U prolongeant R ⇒ U .
Il existe un isomorphisme pr∗1 G

∼→ pr∗2 G au-dessus de R. D’après le théo-
rème 1.1.2, il s’étend en un isomorphisme au-dessus de R par normalité de ce
schéma. La démonstration de la proposition suivante est tirée de [7] et servira
de modèle à celle de la proposition 3.1.8.1.

Proposition 3.1.2 ([7] IV.5.4). — Les deux flèches R ⇒ U sont étales.

Démonstration. — Soient z un point de R et x et y ses images dans U . Il suffit
de montrer que les complétés des localisés de R en z et de U en x et y sont
isomorphes via les deux flèches. Comme les flèches R ⇒ U sont étales, on peut
supposer que x et y sont des éléments du bord ∂U . Il existe des cônes σx, σy ∈ Σ

tels que x soit sur la σx-strate et y sur la σy-strate. Soient Ox, Oy et Oz les
anneaux des complétés des localisés en x, y et z. Les morphismes R ⇒ U sont
dominants car les morphismes R ⇒ U sont surjectifs. On dispose d’injections
d’anneaux

Oz

Ox
�.

>>

Oy
O/

``
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et il s’agit de montrer que ces injections sont des égalités.

On note Gx et Gy les schémas semi-abéliens sur Spec( Ox) et Spec( Oy) ob-
tenus par image inverse de G. D’après la proposition 2.1.3.3, le 1-motif de
Mumford associé à Gx induit une flèche Spec( Ox) → Mσx et celui associé à
Gy une flèche Spec( Oy)→ Mσy . Le cône σx est déterminé par B(Gx) car c’est
l’unique cône minimal parmi ceux dont l’adhérence contient les pD ◦ B(Gx),
où D est un diviseur irréductible de Spec( Ox). Il en est de même pour σy et
comme B(Gx)| Oz ' B(Gy)| Oz , les cônes σx et σy sont conjugués sous l’action
de GL(X) et il existe un isomorphisme Mσx

∼→ Mσy . On obtient un diagramme
commutatif

Spec( Ox) // Mσx

∼

��

Spec( Oz)

88

&&
Spec( Oy) // Mσy

Les anneaux Ox et Oy sont les complétés des localisés de Mσx et Mσy en les
images du point fermé de Spec( Oz), donc il existe un isomorphisme

φ : Spec( Ox)
∼−→ Spec( Oy) .

L’action de GL(X) induit un isomorphisme entre les 1-motifs de Mumford uni-
versels sur Mσx et Mσy , et il existe un isomorphisme Gx

∼→ φ∗Gy sur Spec( Ox)

qui descend l’isomorphisme Gx
∼→ Gy sur Spec( Oz).

Pour démontrer la proposition, on construit une rétraction de l’injection
Ox ↪→ Oz. L’isomorphisme Gx

∼→ φ∗Gy sur Spec( Ox) induit un diagramme
commutatif

R //

��

R

��
U × U // U × U

Spec(Frac( Ox))

??

//

OO

Spec( Ox)

(Id,φ)

OO

L’anneau R est normal et la flèche Spec(Frac( Ox)) → R s’étend en un mor-
phisme Spec( Ox) → R. Cette flèche se factorise par le complété de R en z et
induit bien une rétraction de Ox ↪→ Oz.
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Remarque 3.1.3. — Nous avons utilisé pour la première fois le fait que les
cônes de Σ ne se recouvrent pas.

Lemme 3.1.4 ([7] corollaire IV.5.5). — La double-flèche R ⇒ U est un grou-
poïde étale.

Démonstration. — Il suffit de trouver une flèche R ×U R → R qui étend la
flèche R×U R→ R et qui vérifie les axiomes d’un groupoïde. Comme le schéma
R ×U R est étale sur U , il est égal à la normalisation de R dans R ×U R. La
flèche R ×U R → R provient de la propriété universelle de la normalisation et
les axiomes sont vérifiés par densité de U dans U .

La flèche R→ U×U est finie car Ag est séparé, et le morphisme R→ U×U
est également fini car U est excellent.

3.1.5. Description des compactifications sans niveau. — Considérons le champ
algébrique quotient

A
Σ

g = [U/R] .

Il est séparé, lisse sur Spec(Z), contient Ag comme ouvert dense et

∂ A
Σ

g = A
Σ

g − Ag

comme diviseur à croisements normaux. Le schéma semi-abélien G → U est
muni d’une donnée de descente pr∗1G

∼→ pr∗2G sur R donc induit un schéma
semi-abélien

G −→ A
Σ

g

qui étend la variété abélienne universelle. L’application de Kodaira-Spencer
induit un isomorphisme

Sym2(ΩG)
∼−→ Ω1

A
Σ

g /Z
(log ∂ A

Σ

g ) .

La stratification induite sur A
Σ

g par les branches du diviseur à croisements
normaux est paramétrée par l’ensemble fini Σ/GL(X). La complétion formelle
le long de la strate associée à σ ∈ Σ est isomorphe au quotient de la complétion
formelle de Mσ le long de Zσ par le groupe fini

Γσ = StabGL(Xσ)(σ) .

Le schéma semi-abélien G correspond par cet isomorphisme au quotient de
Mumford Gσ du 1-motifMσ → Mσ, quitte à composer par l’automorphisme de
recomplétion de la proposition 2.3.4.1. On renvoie le lecteur au théorème IV.5.7
de [7] pour plus détails. Soit (V ↪→ S) un objet de Ouv. L’image inverse de G
définit un foncteur de ( Ag ↪→ A

Σ

g )(V ↪→ S) vers la catégorie des schémas
semi-abéliens sur S.
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Proposition 3.1.5.1. — Ce foncteur réalise une équivalence de catégories
entre (

Ag ↪→ A
Σ

g

)
(U ↪→ S)

et la catégorie des schémas semi-abéliens G′ → S qui sont abéliens principale-
ment polarisés de genre g sur U , et tels que localement pour la topologie étale
de S, le faisceau X(G′) est quotient de X et il existe σ ∈ Σ dont l’adhérence
contient la forme bilinéaire pD ◦B(G′) pour tout diviseur irréductible réduit D
de S.

Démonstration. — Le schéma abélien G′ principalement polarisé sur V induit
une flèche V → Ag que l’on veut prolonger. Un éventuel prolongement est
unique car Ag est séparé, et son existence se teste localement. On peut donc
supposer que S est le spectre d’un anneau local complet de point fermé S0. On
choisit σ ∈ Σ minimal parmi les cônes dont l’adhérence contient les B(G′)⊗pD
et l’on relève la flèche V → Ag en une flèche V → Met

σ qui s’étend en

S −→ M
et

σ

grâce à la propriété modulaire proche de la frontière de M
et

σ .

On en déduit que le champ A
Σ

g ne dépend ni du choix de la présentation U
de Bσ ni du choix des approximations Getσ . Il reste à montrer la proposition
suivante pour vérifier que l’on a construit une compactification de Ag.

Proposition 3.1.5.2. — Le champ algébrique A
Σ

g est propre sur Spec(Z).

Démonstration. — La flèche est séparée de type fini et l’on peut appliquer
le critère valuatif de propreté de [ÉGA ii 7.3.10]. Soient S un trait de point
générique η et η → Ag un morphisme. On veut le prolonger en une flèche

S −→ A
Σ

g

localement pour la topologie fppf. Soit G′ la variété abélienne sur η induite
par η → Ag. Le théorème de réduction semi-stable pour les variétés abéliennes
assure l’existence d’un schéma semi-abélien G′ → S prolongeant G′ → η, quitte
à effectuer un changement ramifié de trait. Un changement étale de trait permet
de supposer que X(G′) est quotient de X. Un trait admet un unique diviseur
effectif réduit irréductible, la flèche B(G′) : X⊗X → Z est semi-définie positive
à radical rationnel d’après la proposition 1.3.4.1 et Σ recouvre le cône des formes
semi-définies positives à radical rationnel. La propriété modulaire à la frontière
de (

Ag ↪→ A
Σ

g

)
montre alors l’existence d’un prolongement.
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Remarque 3.1.5.3. — Le contrôle de l’approximation a été indispensable
pour vérifier la propreté de A

Σ

g .

3.1.6. Cas d’une structure de niveau. — Dans ce paragraphe, on définit la
compactification avec niveau parahorique associée à Σ. On associe à chaque
carte locale algébrique sans niveau

M
et

σ Met
σ

oo // Ag

la carte locale algébrique de niveau parahorique de type D en p

M
et

σ, 0

��

Met
σ, 0

oo //

��

Ag, 0

��
M
et

σ Met
σ

oo // Ag

qui lui correspond. Considérons les schémas

U0 =
∐
σ∈Σ

M
et

σ, 0 et U0 =
∐
σ∈Σ

Met
σ, 0 .

Ils induisent un diagramme cartésien à flèches verticales propres

U0

��

U0
oo //

��

Ag, 0

��
U Uoo // Ag ,

par construction des cartes locales algébriques avec niveau. Définissons le grou-
poïde R0 ⇒ U0 comme le produit fibré

R0 = U0 × Ag, 0 U0 .

Les deux flèches R0 ⇒ U0 sont étales car U → Ag est étale, et le champ quotient
[U0/R0] est bien sûr isomorphe à Ag, 0.

Remarque 3.1.6.1. — Pour démontrer que U0 → Ag, 0 est étale, on n’a pas
procédé directement. Du fait de la mauvaise réduction, il semble difficile d’adap-
ter la technique de [7], basée sur l’isomorphisme de Kodaira-Spencer.

3.1.7. Normalité. — Dans ce paragraphe, nous démontrons la normalité de
Mσ, 0, qui sera utile pour la proposition 3.1.8.1. Nous utilisons les résultats
de [10], selon lesquels le morphisme Ag, 0 −→ Spec(Zp) est plat et sa fibre
spéciale est réduite.

Proposition 3.1.7.1. — Le champ algébrique Ag, 0 est normal.
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Démonstration. — D’après le critère de normalité de Serre, il suffit de montrer
que Ag, 0 est régulier en codimension 1 et que ses points de codimension ≥ 2

sont de profondeur ≥ 2. D’après le théorème principal de [14], le lieu régulier
de Ag, 0 coïncide avec le lieu ordinaire, et son complémentaire dans Ag, 0 est de
codimension ≥ 2. Cela montre que Ag, 0 est régulier en codimension 1.

Vérifions la deuxième condition du critère de normalité de Serre. Soient A
l’anneau local de Ag, 0 en un point x de profondeur ≥ 2 et m son idéal maximal.
Comme Ag, 0 → Spec(Z[1/p]) est lisse, on peut supposer que p ∈ m. L’anneau
A est plat sur Z(p) donc p n’est pas diviseur de 0 dans A. On note A = A/pA

et m = m/m ∩ pA. D’après [10], A est réduit donc sans composante immergée.
Les idéaux associés de A sont donc minimaux. On en déduit que m n’est pas
associé. D’après la proposition 8 du paragraphe IV.1.4 de [5], il existe x ∈ m
qui n’est pas diviseur de 0 dans A. La suite de paramètres (p, x) est bien de
longueur 2.

Soit σ ∈ Σ. Le corollaire suivant résulte de la proposition 3.1.7.1, des corol-
laires 1.4.7.5 et 1.4.7.9, et de la normalité des plongements toriques.

Corollaire 3.1.7.2. — Le champ algébrique Mσ, 0 est normal.

3.1.8. Relation d’équivalence avec niveau. — Dans ce paragraphe, on construit
une relation d’équivalence étale sur U0. On note R0 le normalisé de U0 × U0

dans R0. Il est muni de deux flèches

R0 ⇒ U0

qui étendent
R0 ⇒ U0 .

La restriction du schéma semi-abélien G à U0 est abélien, muni d’un drapeau
H• ⊂ G[p]. On dispose sur R0 d’un isomorphisme

pr∗1 G
∼−→ pr∗2 G

qui envoie pr∗1 H• sur pr∗2 H•. Par normalité, cet isomorphisme se prolonge en
un isomorphisme sur R0.

Proposition 3.1.8.1. — Les deux flèches R0 ⇒ U0 sont étales.

Démonstration. — Soit z un point de R0 et x, y ses deux images dans U0.
Montrons que les complétés Oz, Ox et Oy des localisés de R0 en z et de U0

en x et y sont isomorphes. On peut supposer que x et y sont des éléments du
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bord. Il existe des cônes σx et σy de Σ tels que x appartienne à la σx-strate et
y sur la σy-strate. On dispose d’injections d’anneaux

Oz

Ox
�.

>>

Oy
O/

``

et de schémas semi-abéliens Gx et Gy obtenus par image inverse de G sur
Spec( Ox) et Spec( Ox). Ils sont génériquement abéliens, munis d’une structure
de niveau parahorique H•, x et H•, y, et il existe sur Spec( Oz) un isomorphisme

pr∗1 Gx
∼−→ pr∗2 Gy

qui respecte les structures de niveau. Les anneaux Ox et Oy sont normaux
d’après le corollaire 3.1.7.2. D’après la proposition 1.3.6.1, on obtient deux
1-motifs de Mumford avec structure de niveau associés à Gx et Gy, et la pro-
position 2.1.4.1 montre l’existence de flèches

Spec( Ox) −→ Mσx, 0 et Spec( Oy) −→ Mσx, 0

par lesquelles descendent les deux 1-motifs avec structure de niveau. On rai-
sonne exactement comme dans la preuve de la proposition 3.1.2 pour construire
une rétraction de l’injection Ox ↪→ Oz.

On voit comme précédemment que R0 ⇒ U0 est un groupoïde étale. Appe-
lons

A
Σ

g, 0 = [ U0/R0 ]

le champ algébrique quotient. Expliquons rapidement la propriété modulaire à
la frontière vérifiée par (

Ag, 0 ↪→ A
Σ

g, 0

)
.

Soient (U ↪→ S) un objet de Ouv et (G′, H ′•) un objet de Ag, 0(U). On sup-
pose que G′ s’étend en un schéma semi-abélien sur S. Le quotient G′/H ′i est
alors représentable par un schéma semi-abélien sur S pour 0 ≤ i ≤ s. Sup-
posons que X(G′) soit un quotient de X. D’après la proposition 1.4.6.2 et le
diagramme (1.4.6.B), la famille des formes bilinéaires B(G′/H ′i) définit un mor-
phisme B(G′, H ′•) de Sym2(X ⊗ Q) dans DivS ⊗ Q. La propriété modulaire à
la frontière suivante se montre comme la proposition 3.1.5.1, en utilisant la
proposition 2.1.4.1.

Proposition 3.1.8.2. — Le groupoïde
(

Ag, 0 ↪→ A
Σ

g, 0

)
(U ↪→ S) paramètre

les objets (G′, H ′•) de Ag, 0(U) tels que G′ s’étend en un schéma semi-abélien
sur S, et tels que localement pour la topologie étale de S, le faisceau X(G) est
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quotient de X et il existe σ ∈ Σ dont l’adhérence contient la forme bilinéaire
pD ◦B(G′, H ′•) pour tout diviseur irréductible réduit D de S.

Le théorème suivant résume les premières propriétés de notre construction.

Théorème 3.1.8.3. — Le champ algébrique A
Σ

g, 0 ne dépend que de Σ. Il est
séparé, normal et sa projection vers Spec(Z) est de type fini, plate, à fibres
géométriquement réduites. Ce champ contient Ag, 0 comme ouvert dense et il
existe un diagramme cartésien

Ag, 0 //

��

A
Σ

g, 0

��
Ag // A

Σ

g

à flèches verticales propres. En particulier, A
Σ

g, 0 est propre sur Spec(Z) et est
une compactification de Ag, 0. Il existe un schéma semi-abélien G et un drapeau
de groupes quasi-finis plats

H• ⊂ G[p]

sur A
Σ

g, 0 qui étendent le schéma abélien et le drapeau universel sur Ag, 0.

Démonstration. — Les assertions sont des conséquences immédiates de la
construction. La proposition 3.1.8.2 montre que les compactifications ne dé-
pendent que de Σ. La platitude et la réduction des fibres des compactifications
proviennent des résultats de [10]. Le drapeau s’obtient par adhérence du
drapeau universel sur Ag, 0 dans le groupe quasi-fini plat G[p].

Le champ A
Σ

g, 0 est muni d’une stratification paramétrée par un quotient
fini de Σ et la complétion formelle le long de la strate associée à σ ∈ Σ est
isomorphe au quotient de la complétion formelle de Mσ, 0 le long de Zσ, 0 par
un groupe fini. Le schéma semi-abélien G et le drapeau H• correspondent par
cet isomorphisme au quotient de Mumford du 1-motif Mσ muni de sa struc-
ture de niveau canonique sur Mσ, 0. Dans le paragraphe suivant, on précise la
combinatoire du bord de la compactification.

3.2. Compactifications améliorées. — Deux problèmes subsistent. Le premier
est de décrire précisément le bord de

A
Σ

g, 0

et notamment les relations d’incidence entre les différentes strates. Le second est
de se débarrasser des singularités toriques intervenant dans la compactification
pour obtenir un champ n’ayant que les singularités des Ag−r, 0 pour r ≤ g.
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Ce champ sera lisse sur Spec(Z[1/p]) et le complémentaire de Ag, 0 y sera un
diviseur à croisements normaux.

Ces problèmes se résolvent simultanément en introduisant un complexe co-
nique C contenant C(X). La décomposition Σ de C(X) induit une décompo-
sition SΣ de C , ce qui conduit à une description explicite du bord de

A
Σ

g, 0 .

On peut également remplacer le choix de Σ par un choix plus fin d’une décom-
position S de C , ce qui permet de construire des compactifications améliorées,
sans singularité d’origine torique.

3.2.1. Sous-espaces isotropes. — On introduit des notations analogues à celles
du paragraphe 1.2.6. Soit V = ⊕2g

j=1Z · xj un Z-module libre de rang 2g muni
d’une base (xj). On le munit de la forme alternée donnée par la matrice

J =

(
0 J ′

−J ′ 0

)
,

où J ′ est la matrice anti-diagonale dont les coefficients non nuls sont égaux
à 1. On rappelle que D = {d1 < · · · < ds}. On définit une chaîne parahorique
autoduale V•D de V en posant pour 1 ≤ i ≤ s,

ViD =

di⊕
j=1

Z · xj ⊕
2g⊕

j=di+1

p Z · xj

et Vs+iD =

2g−ds+1−i⊕
j=1

Z · xj ⊕
2g⊕

j=2g−ds+1−i+1

p Z .

Notons Γ0 le stabilisateur de V•D dans GSp2g(Z) : c’est le sous-groupe de
congruence parahorique associé à D. Si V ′ est un sous-espace totalement iso-
trope facteur direct de V , notons r son rang et V ′⊥ son orthogonal. L’entier
r détermine l’ensemble de positions relatives W r (cf. le paragraphe 1.2.6, où
cet ensemble était noté W ). L’image de V•D dans V/V ′⊥ définit un diagramme
commutatif

Y0
//

��

Y1
//

��

· · · // Ys

��
X0

��

X1
oo

��

· · ·oo Xs

��

oo

Y0
// Y1

// · · · // Ys
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En particulier, V ′ définit un élément w ∈ W r. On est dans le cadre d’application
de la construction du paragraphe 1.4.9, et l’on peut considérer le champ de
modules

MV ′, 0 = Mw
X•,Y•, 0 .

D’après les résultats du paragraphe 1.4.6, il existe un champ algébrique BV ′, 0 et
un tore EV ′, 0 tels que MV ′, 0 soit un EV ′, 0-torseur sur BV ′, 0. Posons SV ′, 0 =

Hom(EV ′, 0,Gm). C’est une structure entière sur Sym2(V/V ′⊥)⊗ R.

3.2.2. Complexe conique. — Notons C l’ensemble des sous-espaces totalement
isotropes facteurs directs de V . Pour tout V ′ ∈ C, notons C(V/V ′⊥) le cône des
formes bilinéaires symétriques semi-définies positives sur (V/V ′⊥)⊗ R dont le
radical est défini sur Q. Si V ′′ ⊂ V ′, il existe une inclusion de C(V/V ′′⊥) dans
C(V/V ′⊥). Notons C le quotient de l’union disjointe∐

V ′∈C

C(V/V ′⊥) ,

par la relation d’équivalence engendrée par les inclusions de C(V/V ′′⊥) dans
C(V/V ′⊥) pour tous sous-espaces totalement isotropes V ′′ ⊂ V ′. C’est un
complexe conique qui est naturellement muni d’une action de GSp2g(Z). Le
sous-espace ⊕2g

j=g+1Z · xj de V est totalement isotrope et, si l’on fixe un iso-
morphisme

X
∼−→

g⊕
j=1

Z · xj = V/
Ä
⊕2g
j=g+1Z · xj

ä⊥
,

on obtient une injection de C(X) dans C . Cette injection est équivariante sous
l’action de GL(X), vu comme un sous-groupe de GSp2g(Z).

3.2.3. Décompositions du complexe conique. — On appelle décomposition po-
lyédrale rationnelle de C la donnée d’une décomposition polyédrale rationnelle
de C(V/V ′⊥) pour tout V ′ ∈ C ; on demande en outre que la décomposition de
C(V/V ′′⊥) soit la restriction à C(V/V ′′⊥) de la décomposition de C(V/V ′⊥) si
V ′′ ⊂ V ′. Soit S une décomposition polyédrale rationnelle de C .

Définition 3.2.3.1. — On dit que S est admissible relativement à Γ0 si elle
est équivariante sous l’action de Γ0 et si le quotient S/Γ0 est fini. On dit que
S est lisse si pour tout V ′ ∈ C, la décomposition induite par S sur C(V/V ′⊥)
est lisse relativement à la structure entière duale de SV ′, 0.

À toute décomposition Σ de C(X) qui estGL(X)-admissible on peut associer
son orbite sous GSp2g(Z) dans C , ce qui détermine une décomposition SΣ de
C qui est Γ0-admissible. A priori, SΣ n’est pas lisse. En revanche, il existe une
décomposition S de C qui raffine SΣ et qui est lisse ([3] II.5.3 ou [15] 9.20).

tome 138 – 2010 – no 2



COMPACTIFICATION DE VARIÉTÉS DE SIEGEL 309

3.2.4. Plongements toroïdaux associés à S. — On fixe une décomposition Γ0-
admissible S de C . Elle pourra par exemple être égale à SΣ, ou bien être lisse.
Pour tout σ ∈ S, il existe un unique V ′σ ∈ C tel que σ soit inclus dans l’intérieur
de C(V/V ′σ

⊥
). On dispose alors du champ algébrique MV ′σ, 0 et du plongement

toroïdal
MV ′σ, 0 ↪→ MV ′σ, σ, 0

qui est construit à partir du cône σ ⊂ Hom(Sym2(V/V ′σ
⊥

),R) et de la structure
entière SV ′σ, 0 ⊂ Sym2(V/V ′σ

⊥
)⊗R. Le champ algébrique MV ′σ, σ, 0 est affine de

type fini sur BV ′σ, 0. Il est muni d’une stratification localement fermée paramé-
trée par les faces de σ. On note ZV ′σ, σ, 0 l’unique strate fermée. Soit V ′ ∈ C.
Notons

MV ′, 0 ↪→ MV ′, 0

le plongement toroïdal localement de type fini sur BV ′, 0 associé à la restriction
de S à C(V/V ′⊥), et à la structure entière SV ′, 0. Le champ algébrique MV ′, 0

est muni d’une stratification paramétrée par la restriction de S à C(V/V ′⊥).
Notons ZV ′, 0 l’union des strates paramétrées par des cônes inclus dans l’inté-
rieur de C(V/V ′⊥). Le champ ZV ′, 0 est un sous-champ fermé de MV ′, 0.

Remarque 3.2.4.1. — Si S est lisse, les champs MV ′σ, σ, 0 et MV ′, 0 sont lisses
sur BV ′, 0. Leurs singularités sont donc celles des champs Ag−r, 0 pour r ≥ 0.
En particulier, les champs MV ′σ, σ, 0 et MV ′, 0 sont lisses sur Spec(Z[1/p]) et le
complémentaire des strates ouvertes est un diviseur à croisements normaux.

3.2.5. Groupes d’automorphismes. — Soit V ′ ∈ C. Le stabilisateur de V ′ dans
Γ0 agit sur V/V ′⊥. On note ΓV ′ son image dans GL(V/V ′⊥). Le groupe ΓV ′

agit sur C(V/V ′⊥) en stabilisant globalement la restriction de S à C(V/V ′⊥).
Ce groupe agit donc sur MV ′, 0. Le quotient MV ′, 0/ΓV ′ est de type fini sur
Spec(Z) car S/Γ0 est fini. Pour tout cône σ de S, on note Γσ le stabilisateur
de σ dans ΓV ′σ . C’est un sous-groupe fini de GL(V/V ′σ

⊥
) qui agit sur MV ′σ, σ, 0.

3.2.6. Cartes formelles associées à S. — Pour tout cône σ de S, notons“MV ′σ, σ, 0

le complété formel de MV ′σ, σ, 0 le long de ZV ′σ, σ, 0. Le groupe fini Γσ agit sur ce
schéma formel, puisqu’il préserve la strate ZV ′σ,σ, 0. Pour tout V ′ ∈ C, notons“MV ′, 0

le complété formel de MV ′, 0 le long de ZV ′, 0. Il est muni d’une action de ΓV ′

et le quotient est formellement de type fini sur Spec(Z).
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3.2.7. Énoncé du théorème principal. — Soient Σ une décomposition de C(X)

lisse pour la structure entière Sym2(X), et S une décomposition de C qui
raffine SΣ. Notons

A
Σ

g

la compactification toroïdale de Ag construite par Faltings et Chai.

Théorème 3.2.7.1. — Il existe un champ algébrique

A
S

g, 0

qui est propre sur Spec(Z), qui contient Ag, 0 comme ouvert dense, et tel que
l’on ait un diagramme cartésien

Ag, 0 //

��

A
S

g, 0

��
Ag // A

Σ

g .

Le champ A
S

g, 0 est muni d’une stratification localement fermée paramétrée par
S/Γ0. Son complété formel le long de la strate associée à tout cône σ de S est
isomorphe à “MV ′σ, σ, 0 / Γσ .

Pour tout V ′ ∈ C, le complété formel de A
S

g, 0 le long de l’union des strates
associées aux cônes de S qui sont inclus dans l’intérieur de C(V/V ′⊥) est
isomorphe à “MV ′, 0 / ΓV ′ .

Le champ algébrique A
S

g, 0 est normal et sa projection sur Spec(Z) est plate
à fibres géométriques réduites. Si S est lisse, ses singularités sont celles des
champs Ag−r, 0 pour r ≥ 0. En particulier, il est lisse sur Spec(Z[1/p]) et le
complémentaire de Ag, 0 est un diviseur relatif à croisements normaux.

Dans le cas où S = SΣ, on a A
Σ

g, 0 = A
S

g, 0 et le théorème 3.2.7.1 précise la
combinatoire évoquée après le théorème 3.1.8.3.

Démonstration. — On reprend la construction de A
Σ

g, 0 en l’adaptant légère-
ment. Pour tout σ ∈ Σ, notons Sσ l’ensemble des cônes de S qui appartiennent
à l’orbite de σ sous l’action de GSp2g(Z). Posons

MSσ, 0 =
∐
τ∈Sσ

MV ′τ ,τ, 0 .
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Soit M
et

σ une carte locale algébrique sans niveau. On pose

M
et

Sσ, 0 = MSσ, 0 ×Mσ
M
et

σ ,

On définit alors US, 0 comme l’union de tous les schémas M
et

Sσ, 0 pour σ ∈ Σ.
On définit le groupoïde RS, 0 comme dans le paragraphe 3.1.8 et l’on vérifie
qu’il est étale. On note

A
S

g, 0 = US, 0 / RS, 0

le champ algébrique quotient. On voit dans les démonstrations des propositions
analogues à 3.1.2 et 3.1.8.1 que le groupoïde RS, 0 respecte la stratification et
qu’il identifie des strates conjuguées sous l’action de Γ0. On en déduit les asser-
tions relatives à la stratification de la compactification. Les autres assertions
résultent de [10] et de la proposition 3.1.7.1.

3.2.8. Propriété modulaire à la frontière. — Soient (U ↪→ S) un objet de Ouv
et (G′, H ′•) un objet de Ag, 0(U) tel que G′ s’étend en un schéma semi-abélien
sur S. Notons G′i = G′/H ′i pour 1 ≤ i ≤ s. Il existe une chaîne d’isogénies

G′ = G′0 −→ G′1 −→ G′2 −→ · · · −→ G′s

entre schémas semi-abéliens sur S. Rappelons qu’on a défini le dual d’un schéma
semi-abélien dans le paragraphe 1.3.4. Il existe donc une chaîne de morphismes
(3.2.8.A)
X(G′0

t) −→ X
(
G′1

t
)
−→ · · · −→ X

(
G′s

t
)
−→ X (G′s ) −→ · · · → X(G′0) .

Supposons qu’il existe V ′ ∈ C et une surjection de V/V ′⊥ dans X(G) qui
identifie l’image de V•D et (3.2.8.A). D’après la proposition 1.4.6.2, la famille
des formes bilinéaires B(G′i) définit un morphisme B(G′, H ′•) de SV ′, 0 dans
DivS . La propriété modulaire à la frontière suivante est la traduction de la
proposition 3.1.8.2 en terme de complexe conique.

Proposition 3.2.9. — Le groupoïde
(

Ag, 0 ↪→ A
S

g, 0

)
(U ↪→ S) paramètre les

objets (G′, H ′•) de Ag, 0(U) tels que G′ s’étend en un schéma semi-abélien sur
S, et tels que localement pour la topologie étale de S, il existe V ′ ∈ C, une
surjection V/V ′⊥ → X(G′) identifiant l’image de V•D et (3.2.8.A), et σ ∈ S
dont l’adhérence contient la forme bilinéaire pD ◦B(G′, H ′•) pour tout diviseur
irréductible réduit D de S.

4. Application : existence du sous-groupe canonique

Le champ Ag, 0 associé à D = {g} paramètre les variétés abéliennes princi-
palement polarisées munies d’un sous-groupe lagrangien de p-torsion. Notons
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Aord−mult
g, 0 le lieu ordinaire-multiplicatif de Ag, 0 × Spec(Fp) ; c’est par défini-

tion le sous-schéma ouvert de Ag, 0 × Spec(Fp) sur lequel le schéma abélien
universel est ordinaire et où le sous-groupe lagrangien universel est égal au
noyau du morphisme de Frobenius. Notons de même Aord

g le lieu ordinaire de
Ag × Spec(Fp). L’oubli du niveau induit un isomorphisme

Aord−mult
g, 0

∼−→ Aord
g

dont l’application réciproque associe à une variété abélienne ordinaire le noyau
du morphisme de Frobenius. Nous étendons ce résultat aux compactifications
toroïdales, et en déduisons une nouvelle démonstration de l’existence du sous-
groupe canonique pour des familles de variétés abéliennes ([1] et [2]), selon une
idée de Vincent Pilloni.

4.1. Lieu ordinaire des compactifications. — Soit Σ une décomposition poly-
édrale admissible de C(X). On note Ag, 0 et Ag les compactifications toroïdales
de Ag, 0 et Ag qui lui sont associées. D’après le théorème 3.1.8.3, il existe un
morphisme de Ag, 0 dans Ag qui étend l’oubli du niveau. Soit S le spectre d’un
corps de caractéristique p.

Définition 4.1.1. — Un schéma semi-abélien sur S est ordinaire s’il est ex-
tension d’une variété abélienne ordinaire par un tore.

Notons G le schéma semi-abélien universel sur Ag et H le sous-groupe quasi-
fini et plat universel sur Ag, 0. Notons

A
ord−mult

g, 0

le sous-schéma ouvert de Ag, 0 × Spec(Fp) sur lequel G est ordinaire et H est
égal au noyau du morphisme de Frobenius FrobG de G. Notons de même

A
ord

g

le sous-schéma ouvert de Ag × Spec(Fp) sur lequel G est ordinaire.

Remarque 4.1.2. — Soit σ ∈ SΣ. Réutilisons les notations des para-
graphes 3.2 et 3.2. Notons f l’isogénie universelle entre 1-motifs universels sur
MV ′σ, σ, 0. Le sous-schéma

A
ord−mult

g, 0

rencontre la σ-strate de Ag, 0 si et seulement si le noyau de f est égal à sa partie
semi-abélienne, ce qui signifie W1(Ker(f)) = Ker(f). On peut reformuler cette
condition en disant que V0

D et V1
D ont même image dans V/V ′σ

⊥.
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La catégorie fibrée à la frontière

( Aord−mult
g, 0 ↪→ A

ord−mult

g, 0 )

vérifie une propriété modulaire analogue à celle de ( Ag, 0 ↪→ Ag, 0), donnée par
la proposition 3.2.9. Soit (U ↪→ S) un objet de Ouv tel que S soit un schéma
sur Spec(Fp).

Proposition 4.1.3. — Le groupoïde
(

Aord−mult
g, 0 ↪→ A

ord−mult

g, 0

)
(U ↪→ S) pa-

ramètre les objets G′ de Aord
g (U) tels que G′ s’étend en un schéma semi-abélien

ordinaire sur S, et tels que localement pour la topologie étale de S, il existe
– V ′ ∈ C tel que V0

D/V
′⊥ = V1

D/V
′⊥,

– une surjection V/V ′⊥ → X(G′),
– σ ∈ SΣ dont l’adhérence contient la forme bilinéaire pD◦B(G′,Ker(FrobG′))

pour tout diviseur irréductible réduit D de S.

Par conséquent, le morphisme de Aord
g dans Aord−mult

g, 0 induit par le noyau
du morphisme de Frobenius s’étend en un morphisme

A
ord

g → A
ord−mult

g, 0 .

Par densité de Aord−mult
g, 0 dans A

ord−mult

g, 0 et de Aord
g dans A

ord

g , ce morphisme

est l’inverse du morphisme d’oubli du niveau. Ainsi, les schémas A
ord−mult

g, 0 et

A
ord

g sont isomorphes.

4.2. Surconvergence du tube. — Notons A
for

g le complété formel de Ag le long

de Ag × Spec(Fp), notons A
rig

g la fibre générique rigide du schéma formel p-

adique A
for

g , et notons T le tube de A
ord

g dans A
rig

g . Enfin, notons G le schéma

semi-abélien canonique sur A
rig

g .

Théorème 4.2.1. — Il existe un voisinage strict U de T dans A
rig

g et un
sous-groupe fini, plat et lagrangien H de GU [p] tel que HT soit le relèvement
du noyau du morphisme de Frobenius.

Démonstration. — Les arguments de la partie 4.1 montrent l’existence d’un
diagramme commutatif

Ag, 0 × Spec(Fp)

��

// A
for

g, 0

u

��

A
ord

g

99

// Ag × Spec(Fp) // A
for

g

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



314 B. STROH

où A
for

g, 0 désigne le complété formel de Ag, 0 le long de Ag, 0 × Spec(Fp). Le
morphisme u est propre. D’après [13, lem. 4.18] et [10], il réalise un isomor-
phisme sur un voisinage de A

ord

g . En particulier, u est étale sur un voisinage de

A
ord

g . On note A
rig

g, 0 l’espace rigide associé à A
for

g, 0 et T0 le tube de A
ord

g dans

A
rig

g, 0. En appliquant [4, th. 1.3.5], on obtient l’existence d’un voisinage strict

U0 (resp. U) de T0 (resp. de T ) dans A
rig

g, 0 (resp. A
rig

g ) tels que u induise un
isomorphisme

u : U0
∼−→ U .

L’application réciproque définit le sous-groupe lagrangien recherché sur U .

Ainsi, les variétés abéliennes paramétrées par U ∩ Arig
g admettent un sous-

groupe canonique. On obtient un résultat moins précis que ceux de [1] et [2], car
il ne donne pas de condition suffisante pour qu’une variété abélienne admette
un sous-groupe canonique. Toutefois, il suffit pour la plupart des applications
aux formes modulaires de Siegel p-adiques.
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