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PAR BenjaMIN SCHRAEN

RESUME. — Nous construisons un complexe de représentations localement analytiques de
GL3(Q,), associé a certaines représentations semi-stables de dimension 3 du groupe de Galois absolu
de @,. Nous montrons ensuite que 1’on peut retrouver le (¢, N)-module filtré de la représentation
galoisienne en considérant les morphismes, dans la catégorie dérivée des D(GL3(Q,))-modules, de ce
complexe dans le complexe de de Rham de I’espace de Drinfel’d de dimension 2. La preuve requiert
le calcul de certains espaces de cohomologie localement analytiques de sous-groupes unipotents a
coefficients dans des séries principales localement analytiques.

ABSTRACT. — We construct a complex of locally analytic representations of GL3(Qj), which is
associated to some semi-stable 3-dimensional representations of the absolute Galois group of Q,. Then
we show that we can retrieve the (¢, N)-filtered module of the Galois representation in the space of
morphisms, in the derived category of D(GLs3(Qj))-modules, of this complex in the de Rham-complex
of the 2-dimensional Drinfel’d’s space. For the proof, we compute some spaces of locally analytic
cohomology of unipotent subgroups with coefficients in some locally analytic principal series.

1. Introduction

Soient p un nombre premier et K une extension finie de Q. Si k est un entier plus grand
que 2, les K-représentations du groupe Gal(Q,/Q,) semi-stables non cristallines de di-
mension 2, a poids de Hodge-Tate (0, k — 1), apparaissent en famille (V' (k, ¥)) dépendant
d’un parametre ¥ € K. En appliquant le foncteur D7, de Fontaine a ces représentations,
on obtient une famille de (¢, N)-modules filtrés dont les (p, NV )-modules sous-jacents sont
tous isomorphes. Le paramétre ¥ détermine donc la filtration de Hodge de ces modules.
Cette situation est particulierement intéressante pour étudier la correspondance de Lan-
glands p-adique. En effet, la représentation unitaire continue de GL2(Q,) associée a une
représentation semi-stable est un complété d’une représentation localement algébrique de
GL2(Q,), laquelle ne dépend que du (¢, N)-module sous-jacent ainsi que des poids de
Hodge-Tate ([7], [9], [15]). Dans le cas présent, la représentation localement algébrique est
Sym*~2(K?) ® Sty ® | det | “=*. Dans [7], Christophe Breuil construit une famille (£(k, £))
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44 B. SCHRAEN

de représentations localement analytiques de GL2(Q,), de telle sorte que $(k, ¥) ~ % (k, £')
implique ¥ = #'. La représentation X(k, #) est construite comme une extension de la re-
présentation localement algébrique Sym*~2(K %) ® | det |¥ par la représentation 3 (k),
cette derniére est un analogue localement analytique de la représentation de Steinberg. Le
paramétre ¥ définit alors la classe d’isomorphisme d’une telle extension. Il a ensuite été
prouvé par Christophe Breuil et Ariane Mézard dans certains cas ([§] et [9]), puis dans tous
les cas par Pierre Colmez ([15] et [16]), que le complété universel unitaire de X(k, ¥) est non

nul, admissible, et que sa classe d’isomorphisme dépend effectivement de #.

Dans [52], nous montrons comment 3(k, #) permet de réaliser le (¢, N)-module filtré
D%, (V(k, £)) dans la cohomologie de de Rham du demi-plan de Drinfel’d %; = C,\Q,. No-
tons RI4r(k) le complexe de de Rham de %; tensoris¢é avec la représentation
Sym*?(K?) @ |det |‘¥. C’est un complexe de représentations localement analytiques
de GL2(Q,), de caractere central a — (ala|)>~*. D’aprés Schneider et Teitelbaum ([48, §3]),
une représentation localement analytique est munie d’une structure de D(GL2(Q,))-mo-
dule, D(GL2(Q,)) étant 'algébre des distributions localement analytiques de GL2(Q,) a
valeurs dans K. Soit 9 la catégorie dérivée de la catégorie des D(GL2(Q,))-modules de
caractére central a — (ala|)?>~*. On définit des endomorphismes ¢ et N de RT3z (k) dans
la catégorie 9, ainsi qu’une filtration GL2(Q,)-stable du complexe RI'4r (k). Pour toute re-
présentation localement analytique ¥ de GL2(Q),), ces constructions munissent le K -espace
vectoriel Homq(X/'[—1], RT'4r(k)) d’une structure de (p, N)-module filtré. On a alors un
isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés

(L1) Hom(S(k, 2)'[~1], RTar(K)) ~ D3(V (k, £)).

Le but de cet article est d’étudier une situation analogue pour une famille de K -représen-
tations de dimension 3 de Gal(Q,/Q,) dépendant d’un triplet £ € K3. Plus précisément,
nous utilisons (1.1) comme fil directeur pour construire un complexe de représentations lo-
calement analytiques de GL3(Q),) dépendant du triplet £, de telle sorte que le méme procédé
permette de « réaliser » le (¢, NV )-module filtré dans la cohomologie de de Rham de I’espace
de Drinfel’d de dimension 2.

1.1. Notations

Quand nous I’avons pu, nous avons essayé de formuler nos résultats dans le cadre le plus
général possible, en vue de généraliser ce travail a d’autres groupes que GL3(Q,).

Soit G un groupe algébrique connexe réductif déployé sur Q,, T un sous-tore déployé
maximal et X (7') = Hom(T, G,,,) son groupe des caractéres. Soit & ’ensemble des racines
de G relativement & T, A une base de racines simples du systéme (X (T'), ®) et &7 le sous-
ensemble des racines positives pour A. Soit W le groupe de Weyl du systéme (X (T'), ®). Si
w € W,onfixew € G(Q,) un relevé de w. On note B™ le sous-groupe de Borel associé a A et
B le sous-groupe de Borel opposé. Pour a € A, s, € W désigne la réflexion simple associée
d aetsi S est un sous-ensemble de A, on note P¥ le sous-groupe parabolique contenant B
et engendré par les éléments s, pour o € .S, ainsi que Pg le parabolique opposé. Le radical

unipotent de Py est noté Ng, celui de P, NI, et N = No, N* = N{.
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On note également Lg 'unique sous-groupe de Lévi de P (ou de PL) contenant T'. Pour
tout sous-groupe H C G, on note H le quotient de H par le centre de G. Le symbole wy
désigne I'unique élément de longueur maximale dans W.

On note X ¢ I'ensemble des poids A € X (7)) tels que (A, @) € N pour tout o € S. Pour
un tel A, il existe une unique représentation algébrique irréductible de dimension finie de L ¢
et de plus haut poids A que 'on note F 5. On note X = XI, Fy = F), g, c’est alors une
représentation de G.

Soit§ = £ 3" co+ a. On définit 'action tordue de W sur X ®z R par w- A = w(A+8) —4.
Nous utiliserons également I'action w * A = w(A — §) + § = —w - (—A). Il s’agit de l’action
tordue obtenue en choisissant —A comme base de racines positives.

Si g est ’algebre de Lie de G, p une sous-algebre parabolique de g et p une K -représenta-
tion de dimension finie de p, on note my,(p) = U(g) ®u(p) p. Cest un U(g)-module appelé
module de Verma généralisé. Si b est I’algébre de Lie de B, on note m(p) = mp(p), c’est un
module de Verma.

Dans le cas particulier qui nous intéresse, G est le plus souvent GL3 g,. Dans ce cas on
choisit pour T le sous-groupe des matrices diagonales et A = {a, a2} ol oy = eoel_l et
g = €1€5 1 ¢, étant le caractére du tore

00
B (348) 0
2

On abrégera ainsi P; = Pyq,}, 8i = Sqa,, Mi(p) = mp,(p), Fxi = Fx {a;}> Ni = Na,.

Si H est un groupe algébrique défini sur Q,, on note H = H(Q,) son groupe des
Qp-points, c’est toujours un groupe de Lie Q,-analytique. On fixe alors Gy un sous-groupe
compact maximal spécial de G et pour tout sous-groupe fermé H de G, on pose Hy = HNGj.

Pour V' un espace vectoriel muni d’une topologie localement convexe séparée, on note
C?"(H, V) I’espace des fonctions localement analytiques sur H a valeurs dans V' défini dans
[48, §2]. Une représentation localement analytique de H est la donnée d’une action de H sur
un espace vectoriel localement convexe séparé 3 par des endomorphismes continus et telle
que les applications orbites g — g - v appartiennent a C**(G, X). Une représentation lo-
calement algébrique est une représentation localement analytique dont I’espace sous-jacent
est muni de la topologie localement convexe la plus fine ([50, §6]) et dont les applications or-
bites sont localement algébriques. Une représentation lisse est une représentation localement
algébrique dont les applications orbites sont localement constantes.

La représentation de Steinberg lisse du groupe GL,,(Q,) est notée St,,.

Si V est un espace vectoriel localement convexe, on note V' son dual topologique muni de
la topologie forte ([45, §9]). On note D(H) = C**(H, K)', c’est I'algébre des distributions de
H ([48, §2]). On note également C2"(H, K) I’espace des fonctions localement analytiques a
support compact et 9D.(H) son dual fort ([51, §2]). On désigne par M(H) la catégorie des
D(H)-modules. Si (p,X) est une représentation localement analytique, pour p € D(H),
feXetveX, onpose

(1.3) (- f)(w) = p(h = f(p(h) - v)).

Ceci munit 3 d’une structure de D(H)-module. Si A € X (T'), sa restriction au centre Z de H
est un caractere de Z, et donne lieu a un caracteére de I’algebre D(Z). En général, si x est un
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caractére de Z, on note JM(H),, la catégorie des D(H )-modules sur lesquels I’algebre D(Z)
agit via le caractére ™1, et DP(JU(H),,) sa catégorie dérivée bornée.

On note C¥ (H, K) I'espace des germes de fonctions localement analytiques en 1 défini
dans [48, §2] et D(H ), son dual qui est alors une sous-algébre de D(H). L’action par trans-
lation a gauche de H sur C**(H, K) est différentiable, donc induit une action de I’algébre de
Lie h sur C**(H, K). De plus, cette action passe au quotient pour donner une action de f sur
C¥(H, K). Cette action se prolonge naturellement en une action de 1’algébre enveloppante
U(h). L’accouplement

(1.4) (X, f)=(X-H1)

induit une injection de U () dans D(H); et donc dans D(H). Si h € H on note &, I'élément
de D(H) défini par 6,,(f) = f(h). Ainsi 'application > aph +— > axdy, est une injection de
I’algébre de groupe K[H] dans D(H). D’apres [34, lemme 1.1.1], 'image de cette injection
est dense dans D(H).

Si H est un groupe de Lie Q,-analytique compact, D(H) est un espace de Fréchet nu-
cléaire ([45, §19]). Un espace de Fréchet nucléaire est un espace réflexif, autrement dit, I’ap-
plication V' — (V’)’ est un isomorphisme topologique. De plus, le foncteur V' — V' induit
une équivalence entre la catégorie des espaces de Fréchet nucléaires et la catégorie des espaces
de type compact ([48, §1]).

Si V et W sont deux K-espaces vectoriels localement convexes, on note V ®x , W leur
produit tensoriel muni de la topologie inductive ([45, §17]), et V& W le complété de ce
produit tensoriel pour cette topologie. Si V et W sont en plus munis d’une structure de
D(H)-module, on note V&p g, W le quotient de V® g, W par le sous-K -espace vectoriel
image de I'application V&x ,D(H)® W — V&g W définie par v @ p ®@ w — vp @ w —
v ® pw pour (v, u,w) € V x D(H) x W, on le munit de la topologie quotient. On note
V®D(H),LW le quotient de V®D(H),LW par I'adhérence de {0}. De méme on désigne par
®x .« le produit tensoriel muni de la topologie projective ([45, §17]), et on définit de méme
& i,r- Lorsque V et W sont des espaces de Fréchet, on oublie le ¢ dans le produit tensoriel
car, dans ce cas, toutes les topologies produit tensoriel sont les mémes ([45, proposition
17.6]). De plus, on note £(V, W) I’espace des applications linéaires continues de V' dans
W muni de la topologie forte ([45, §6]). Si V' et W sont munis d’actions continues d’un
groupe topologique H, on note £ 5 (V, W) le sous-espace des applications linéaires continues
commutant a I’action de H, et on le munit de la topologie de sous-espace.

Dans I'algébre de Lie sl,,, nous numérotons les lignes et les colonnes de 0 a n— 1 et notons
u;,; la matrice élémentaire ayant un 1 dans la case (¢, j) et 0 ailleurs, elle engendre un sous-
espace de poids €; — €; pour I’action adjointe du sous-tore des matrices diagonales.

Si f est une fonction sur un espace X et x € X, on note ev, I'application d’évaluation
en z.

Si C" est un complexe, C5,; désignera la troncation béte
(1.5) 0= >0 C —CHl ...

Si p est une représentation d’un groupe H et h € H, on désigne par p” la représentation
p(h=1-h).
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On utilise toujours des notations « gothiques » pour désigner les algébres de Lie. Les lettres
g, n, p, b désignent donc les algébres de Lie des groupes notés G, N, P, H.

1.2. Enoncé des résultats

1.2.1. Le cété galoisien. — Soit K une extension finie de Q, contenant une racine de I’équa-
tion X3 — p et fixons pour le reste de I’article une telle racine p'/® € K. Fixons également
un triplet d’entiers b = (hg, hi, ho) tel que by > hy > hoet £ = (£, 7, L") € K3. Soit
D(h, £) le (¢, N)-module filtré défini de la fagon suivante.

hg+hi+ho 1

peg) =p~ = €o, N(eo) =0,
(1.6)  D(h,£) = Keo ® Ke1 @ Key, <p(el)=pM;“26h N(e1) = eg,
ples) =p ™5 Hley, | N(ea) = e,
D(hﬁi) sl S ho,
i K ' " K ihg+1<i<h
(U7 Fili(D(h 7)) = Kleet f/el + f”eo) & K(e1+ Leo) siho+1<i<h,
K(es + Ler + L") sihy+1<i< ho,
0 sii > ho + 1.

Ce (p, N)-module filtré est faiblement admissible au sens de [23, 4.4.3], il existe donc,
d’aprés le théoréme de Colmez-Fontaine ([18]), une K-représentation V(h,¥) de
Gal(Q,/Q,), semi-stable, de dimension 3, telle que D%, (V' (h, £)) =~ D(h, £). Les poids de
Hodge-Tate de V (h, £) sont alors (hg, hi1, ha). Remarquons que V' (h, £) ~ V(h', ") im-
plique h = A’ et £ = #'. Notons X le poids dominant (hy — 2, hy — 1, hg), la représentation
localement algébrique associée par Christophe Breuil et Peter Schneider a V' (h, £) dans [10,
§4] est alors

hothithe g

(1.8) F) ® Stz ® |det |~ 3

REMARQUE 1.1. — A la différence du cas de la dimension 2, les représentations ci-dessus
ne donnent pas toutes les représentations semi-stables de dimension 3 ayant un opérateur de
monodromie de rang 2. C’est le cas uniquement si 2h; — 2 < hy < 2h; + 2. En général on
peut trouver des représentations de dimension 3 de poids de Hodge-Tate (hg, h1, h2) et telles
que N2 # 0 qui ne sont pas de la forme précédente. Ces représentations n’entrent pas dans
le cadre de cet article. Cependant, ces représentations exceptionnelles sont exactement celles
pour lesquelles la filtration de Hodge et la filtration de monodromie ne sont pas transverses.
Ainsi, si la conjecture de Schneider ([44], §3) sur la transversalité des filtrations de Hodge et
de monodromie est vraie, alors ces représentations exceptionnelles n’apparaissent pas dans
la cohomologie des variétés uniformisées par ’espace de Drinfel’d. Ceci expliquerait alors
pourquoi elles échappent a nos techniques.

1.2.2. Le c6té localement analytique. — Comme dans le cas de GL2(Q,), commengons par
définir un analogue localement analytique de la représentation de Steinberg dépendant du
poids A :

(1.9) £(A) = IndE(V)/(Indg, () + IndZ, (V)),
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ou les représentations Indgi (M) sont des induites localement analytiques qui seront définies
dans la section 2.4. Il s’agit d’une représentation localement analytique fortement admissible
dont le sous-espace des vecteurs localement algébriques est isomorphe a F ® Stz. Comme la
cohomologie de de Rham de ’espace de Drinfel’d fait également intervenir la représentation
de Steinberg généralisée vp, = Indg1 (1)°°/1, nous introduisons son équivalent localement
analytique

(1.10) v (\) = Ind§, (\)/F.

Méme si la représentation vp, n’apparait pas dans la cohomologie de I’espace de Drinfel’d,
les travaux de Jean-Frangois Dat ([19]) montrent que cette représentation est présente, en
un certain sens, dans le complexe de de Rham. C’est pourquoi nous utilisons également
la représentation v3 (\). Nous définissons alors, de fagon analogue au cas GL2(Q,), une
extension

(1.11) 0>\ =S\ 2,2) = v (\) @vE(\) =0
dépendant des deux paramétres ¥ et ¥, c’est-a-dire

(1.12) S\, 21, 21) = B\, Lo, £y) = (L1, 1) = (L2, 23).
Les espoirs consistant a placer le dernier paramétre " dans une extension
(1.13) 0—I(\L, L) =7 F\—0

se trouvent réduits a néant apres le calcul donnant dim g Exté’ VFLEON L, L) = 1. La
premiére surprise vient alors de I’égalité dim g Exté’ VFE(ON 2, F)) = 2. La théorie
cohomologique des représentations localement analytiques de Jan Kohlhaase nous permet
de voir cet espace comme un groupe d’extensions dans la catégorie dérivée d’une catégorie
exacte. L'interprétation de Yonéda de ces extensions ([55]) permet alors de construire un
complexe (), £) de représentations localement analytiques s’insérant dans un triangle
distingué

(1.14) SN2, 2) = 2\ L) — FA[-1] -

et dont la classe d’isomorphisme, dans la catégorie dérivée citée plus haut, dépend du para-
métre #”. Nous avons construit une famille de complexes de représentations non isomorphes
entre eux, il reste a définir le paramétrage exact de ces complexes en fonction de #”. Nous
proposons dans le paragraphe 5.3, une paramétrisation faisant intervenir le dilogarithme
p-adique défini par Coleman dans [13]. Plus précisément, on montre qu’il existe une appli-
cation linéaire naturelle

2
(1.15) k: H*(T,1) ~ \ Hom(T, K) — Ext, ,(Fx,3()\))

dont I'image est de dimension 4. Les éléments de Hom(T', K) sont construits a partir du
logarithme p-adique et de la valuation. Le dilogarithme p-adique nous permet alors de
construire un ¢élément de Exté, 1 (Fx, 2(N)) n’appartenant pas a I'image de . En utilisant
cet élément, nous définissons une paramétrisation ¥ — (A, ). Si @ est un polynéme de

degré 2,nous notons X(\, £)g = Z(\, (£, £, £" — Q(£, £))).
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1.2.3. Le c6té espace de Drinfeld. — Soit Xo = P?(Cp)\ Uren,, H(Cp) espace
de Drinfel'd de dimension 2, # g, désignant I'ensemble des hyperplans Q,-rationnels de
]P’ép. Il s’agit d’un espace analytique rigide de dimension 2 muni d’une action du groupe
G = GL3(Q,). Cet espace étant quasi-Stein, son complexe de de Rham est le complexe des
sections globales

(1.16) RT4r(%X2) = [O(X2) — Q' (X2) — Q*(X2)].
On définit alors le complexe tordu comme étant
(1.17) RT4r(X\) = RT4r(X2) @k Fi,

c’est un complexe de D(G)-modules ([49, proposition 2.1]). Si 3 est un complexe de repré-
sentations localement analytiques, on note ¥’ le complexe de D(G)-modules obtenu par pas-
sage terme a terme au dual fort. Il est alors naturel, par prolongement du cas de GL2(Q,),
de considérer I’espace

(118) HOIIlDb(m(G)A)(E()\,ﬁ)/[—l],RFdR()\)).

La deuxieéme (bonne) surprise est que cet espace est de dimension 3 et peut étre muni d’une
structure de (¢, N)-module filtré redonnant D(h, £). Pour énoncer un résultat précis, nous
avons besoin de détailler un peu la construction de ¢ et N, la filtration étant déduite de la
filtration de Schneider ([26, (14)]) sur RTyr(A).

La définition de ¢ et N est un peu plus problématique. L’idée est de construire des
endomorphismes de R[';z(\) dans la catégorie dérivée des D(G)-modules. Il semble naturel
d’utiliser I'isomorphisme de « Hyodo-Kato » construit par Elmar GroBe-Klonne dans [25] :
RT4r(X2) ~ RT.;4(%X2). Le complexe RI'4(X2) porte alors des endomorphismes de
Frobenius et de monodromie qui sont les bienvenus. Cependant ces endomorphismes ne
sont pas des morphismes dans la catégorie dérivée des représentations de G, mais plutdt
des morphismes dans la catégorie dérivée des espaces vectoriels commutant a I’action du
groupe G. L’auteur ne voit donc pas comment les remonter en des morphismes de la premicre
catégorie, méme s’il est certainement possible de le faire. La solution de rechange consiste a
remarquer que I’annulation de groupes d’extensions entre les espaces de cohomologie de ¥
implique que le complexe de de Rham est scindé dans la catégorie dérivée des D(G)-modules.
Pour cela, on utilise les calculs d’extensions entre représentations lisses de Dat et Orlik
([19, théoréeme 1.3] et [39, théoréeme 1]). En fait, ces mémes calculs déterminent ’algébre
des endomorphismes de RTyz()\) dans la catégorie D°(U(G),), ce qui nous permet de
définir directement des opérateurs N et . Plus exactement, nous définissons ’opérateur de
Frobenius sur le complexe scindé comme étant le Frobenius calculé par Elmar GroBe-Klonne
dans [25, théoréme 6.3]. La conjecture de monodromie-poids, désormais un théoréme ([19],
[53], [30]), exige que N soit tel que N2 # 0 et Ny = ppN, ce qui donne une idée trés précise
de ce que doit étre N. Ainsi, a chaque scindage du complexe de de Rham correspond une
définition de ¢ et de N. Pour des raisons techniques, nous ne choisirons pas un scindage
mais un isomorphisme quelconque, c’est-a-dire n’induisant pas nécessairement I’identité en
cohomologie. Une fois tout ceci défini, on fixe donc un tel isomorphisme

(1.19) RT4p(\) > @ Hir(M)[—i]
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et on pose
(1.20) Dy A (E(X, £)'[-1]) = Homps (gy(6),) (Z(A, £)[1], RTar(X))

que I'on munit d’endomorphismes ¢ et N donnés par ¢(f) = o fet N(f) = N o f, ainsi
que d’une filtration

(121) Fil'(D,A(S(\, 2)Y[-1]) =
Tm (Hom pu (1)) (E(A, £)'[~ 1], Fil' (RLqr())) — Doa(S(A, 2)Y[-1).

THEOREME 1.2. — Il existe un choix de Q et un isomorphisme s tels que pour tout £ € K3,
les (¢, N')-modules filtrés suivants sont isomorphes

(1.22) D A(2(N, D)g[-1]) = D(h, £).

REMARQUE 1.3. — La preuve de ce résultat est essentiellement de la théorie des repré-
sentations. Il reste bien entendu a prouver un résultat géométrique consistant a déterminer
I'isomorphisme s. La premiére étape devrait étre de reprendre ou modifier la construction
du complexe de cohomologie rigide RI',;4(X2) pour obtenir un objet de la catégorie déri-
vée des D(G)-modules muni d’endomorphismes ¢ et N. Alors I’action de 'endomorphisme
 agissant sur la cohomologie ainsi qu’un résultat de Dat ([19, corollaire A.1.3]) impliquent
qu’il existe un unique scindage

(1.23) RTgr(X2) ~ @HZIR(%Q)[_H

commutant au Frobenius. Il est naturel d’espérer que I'isomorphisme du théoréme soit
justement ce scindage. C’est en tout cas ce que suggere le théoréme de Robert Coleman et
Adrian Iovita [14] pour GL2(Q,). Il est alors probable qu’il faille modifier notre construction
de N par un élément diagonal dans ce scindage, ce qui ne pose aucun probléme.

REMARQUE 1.4. — La remarque qui suit n’est qu’une spéculation, mais elle ouvre peut-
étre la voie a une connexion avec le travail de Christophe Breuil et Peter Schneider ([10]) ; cette
idée a émergé suite a des discussions avec Christophe Breuil et Alain Genestier. D’aprés la
conjecture 4.3 de [10], la représentation localement algébrique F ® Stz ® | det |M—1
devrait étre munie d’'une norme invariante. Dans I’esprit de la correspondance pour GL2 (Q))
([6], [7], [16], [17]), si cette conjecture est vraie, on pourrait s’attendre a ce qu’il existe une fa-
mille de normes ||-|| » indexée par les triplets £ dont les complétés seraient des représentations
unitaires admissibles B(), £) de GL3(Q,) de telle sorte que B(\, £) =~ B(), £') implique
£ = £ ;ilest par ailleurs possible que la situation soit plus complexe encore. Voici comment
notre complexe X (), £) pourrait apparaitre dans ce cadre. Notons, s’il existe, B(), £, ')
le complété unitaire universel de X(\, £, £) ([21, Definition 1.1]). L’espace B(), £) pour-
rait alors étre obtenu comme le complété de X()\, £, £') pour une certaine norme admis-
sible || - || o~ dépendant du paramétre £”. Ainsi B()\, £) apparaitrait comme un quotient de
B(\, 2, £"). Si une telle situation se produit, la représentation B(\, £, £') n’est pas admis-
sible, excepté si A = 0. Or le foncteur V' — V,, de Peter Schneider et Jeremy Teitelbaum
([50, Theorem 7.1]) n’est exact que sur la catégorie des représentations unitaires admissibles.
Ainsi, il est envisageable qu’en appliquant le foncteur (-)., a la suite exacte

(1.24) 0—J— B2 2)— B2 —0,
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on obtienne une suite exacte
(1.25) 0— X\ 2, L) — B\, L)an — R ()and — R ()an B, £, L) — 0

ou retrouver le complexe Z(\, £).

1.3. Plan de P’article

Dans le chapitre 2 nous décrivons une décomposition des induites paraboliques loca-
lement analytiques pour GL3(Q,), en particulier nous isolons dans les représentations
de Steinberg localement analytiques des représentations que nous retrouverons plus tard
dans les espaces de formes différentielles sur I’espace de Drinfel’d. Dans la partie 3, nous
précisons le cadre catégorique dans lequel nous travaillons et calculons dans la partie 4 un
certain nombre d’extensions entre représentations localement analytiques. En particulier,
une bonne partie de ce chapitre est consacrée au calcul d’homologie unipotente, ingrédient
essentiel pour déterminer ces espaces d’extensions. Le chapitre 5 applique ces calculs d’ex-
tensions a la construction de (), £). Enfin le chapitre 6 est consacré au lien avec I’espace de
Drinfel’d. On y rappelle un certain nombre de résultats obtenus par Peter Schneider, Jeremy
Teitelbaum et Sascha Orlik sur la structure des séries discrétes holomorphes en les précisant
légerement et la partie 6.6 contient la preuve du théoréme 1.2. Enfin, un appendice contient
la preuve d’un analogue p-adique du théoréme de Bloch sur les fonctions mesurables véri-
fiant ’équation fonctionnelle du dilogarithme, ingrédient du chapitre 5, mais dont la preuve
fait appel a des techniques un peu différentes.
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Je remercie avant tout Christophe Breuil a qui revient I'idée de chercher a généraliser les
résultats de [52] a GL3(Q,), et dont les conseils et remarques ont été trés utiles durant toute
I’évolution et la rédaction de ce travail, ¢’est lui qui m’a le premier suggéré que le dilogarithme
p-adique doit intervenir. Je remercie aussi Jan Kohlhaase pour m’avoir communiqué une
premiére version de [35] et pour ses remarques trés éclairantes sur une partie de ce travail.
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beaucoup aidé pour donner une démonstration rigoureuse des formules de la section 4.5.5.
Enfin je remercie tous ceux qui ont bien voulu porter de I’attention a ce travail, en discussions
ou invitations.

2. Séries principales localement analytiques

2.1. Cadre général

Nous nous plagons dans le cas général ou G est le groupe des Q,-points d’un groupe
algébrique connexe déployé sur Q,, P = Pgs un sous-groupe parabolique contenant B, et
L = Lg un sous-groupe de Lévi contenant 7. Notons Wp C W le groupe de Weyl de L.
Rappelons qu’une représentation localement analytique p d’un groupe de Lie p-adique H
est dite fortement admissible ([48, §3]) si I’espace vectoriel topologique sous-jacent est de type
compact et s’il existe un sous-groupe compact ouvert Hy tel que p’ soit un D(Hp)-module de
type fini. Soit (p, V') une représentation localement analytique de L. Par inflation, on I'étend
en une représentation localement analytique de P. On note Ind(p) I'induite localement
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analytique de P a G. 1l s’agit de I’espace des fonctions localement analytiques de G dans
V vérifiant

(2.1) flgp) = p(p~")f(9)

pour tout g € G et p € P. Cet espace est muni de la topologie induite par la topologie de
C? (@, V) définie dans [48, §2] et de I’action de G par translation a gauche, c’est-a-dire

(22 lg- fl(z) = flg™ x).

L’application f — f(1) est une application P-équivariante continue de Ind$(p)|p dans p et
elle donne par dualité un morphisme de D(P)-modules o’ — (Ind$(p))’, puis un morphisme
de D(G)-modules

(2.3) D(G) ®p(p) ¢ — (IndF(p))"
Si p est une représentation lisse, on note Ind%(p)* le sous-espace de Ind% (p) constitué des

fonctions lisses. Cest alors une sous-représentation lisse de Ind$(p).

PROPOSITION 2.1. — Si p' est une représentation localement analytique fortement
admissible de P telle que p' soit un D(Py)-module de présentation finie, la représentation
Indg (p) est une représentation localement analytique fortement admissible de G et 'application
(2.3) est un isomorphisme. C’est en particulier le cas si p est localement algébrique irréductible.

Démonstration. — Rappelons que Gy désigne un sous-groupe compact ouvert spécial
de Getquel'ona G = GoP. Ainsi, on a

(2.4) Ind%(p)|c, = Indg°(plp,)-

Comme p’ est un espace de Fréchet nucléaire, la proposition 5.3 de [35] montre que I’'on a un
isomorphisme

2.5) D(Go)&p(pyp — (IndZ°(p))'.
Comme p’ est de présentation finie, on a une suite exacte stricte
(2.6) D(Py)™ — D(Py)" — p — 0.

En lui appliquant le lemme 4.13, on obtient un diagramme commutatif
2.7)

| |

D(Go)®p(py), . D(Po)™ — D(Go)®@p(py),. D(Po)” — D(Go)®p(py),.p’ — 0.

D’apres [35, lemme 2.6], les fleches verticales de gauche sont des isomorphismes, donc la
fleche verticale de droite est bijective. Comme D(G) est un quotient de D(Gy) ®x K|[P],
I’application (2.3) est un isomorphisme. La forte admissibilité de Indg(p) est aussi consé-
quence de la proposition 2.1.2 de [22]. Le fait qu'une représentation localement algébrique
irréductible vérifie les conditions de I’énoncé est une conséquence des résultats plus généraux
du début de la section 4.4. O
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Si p est une représentation localement algébrique irréductible de L, d’apres [43], elle se
décompose de fagcon unique p = pug ® Poo, Palg €tant une représentation algébrique irré-
ductible de G et po, une représentation lisse irréductible de G. Alors d’apres [47, proposition
2.2], poo est fortement admissible, c’est donc aussi le cas de p.

Nous allons a présent expliquer comment construire des morphismes entre induites loca-
lement analytiques au moyen de morphismes entre modules de Verma généralisés. Soient v
et p deux représentations algébriques de dimension finie de L et p,, une représentation lisse
fortement admissible de L. On les prolonge par inflation en des représentations de P.

PROPOSITION 2.2. — Si ¢ est un morphisme U (g)-équivariant entre les modules de Verma
généralisés my (¢') et my(p'), il existe un unique morphisme continu de D(G)-modules M ()
entre D(G) ®p(p) (¥ ® poo)’ et D(G) ®p(py (p ® poo)’ prolongeant v @ id de my, (V') ® pl,
dans my(p') ® pl.

Démonstration. — Notons ¢ la composition de ¢ avec I'inclusion m, (o) € D(G) ®@p(p) p'.
Le sous-espace $(1 ® ¢') est alors inclus dans H(np, U(g) ®u () p'). L'action de P sur
U(g) ®up) ¢ est, pourp € P,

(2.8) p-(A®v) = (6pAd,-1) ® p' (p)v.

L’action de P sur m,(p’) est donc algébrique. Or une action p-équivariante entre représen-
tations algébriques de P est P-équivariante. L’application ¢ ® id est alors P-équivariante
de (¥ ® poo)’ dans D(G) ®p(p) (p ® poo)’. Par densité de K[P] dans D(P), 'application
® ® id est D(P)-équivariante. Elle se prolonge donc en une application D(G)-équivariante
de D(G) ®p(p) (¥ ® ps)’ dans D(G) ®p(p) (p ® poo)'. O

On notera également I () ’application duale de M ()

2.9 IS (p ® poc) 2 Ind (% ® poc)-

On vérifie facilement la propriété I(¢ o 8) = I(6) o I(yp).
Soit 0 I'image de ¢ dans my, (o). On définit la représentation Ind% (p)° par

(2.10) Ind%(p & poo)® = ker(I(¢)) C IndF(p @ poo).

11 faut bien entendu vérifier que cette définition ne dépend que de 9. C’est en fait évident
car le dual de Ind§ (p ® poo)? s'identifie au quotient de D(G) ®p(p) (p ® poo)’ par le sous-
D(G)-module engendré par @ ® p. . Ce sous-module est fermé car image d’une application
dans la catégorie abélienne des D(G)-modules coadmissibles ([50, corollaire 3.4]).

ExEMPLE 2.3. — Comme exemple, décrivons le cas ou p = A ® x, avec A un poids
dominant, x un caractere lisse, P est le sous-groupe de Borel Betd = >~ A m(—5q4 - A).
Alors Ind$ (A®x)? est le produit tensoriel F ®Ind% (x)> qui est irréductible si et seulement
si Indg(x)OO Iest. Plus généralement, on peut supposer A € X, c’est-a-dire que A est un
poids dominant relativement a P = Pg. Si 9 désigne le noyau de la ficche m(—X) — m,(—A),
on a un isomorphisme

2.11) md$ (A ® x)° ~ Ind%(Fy s ® Ind5 (x)*),

ou F) g désigne la représentation de dimension finie de P de plus haut poids A.
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REMARQUE 2.4. — Si H est un sous-groupe compact ouvert de G, le méme raisonnement
que pour la proposition 2.2 montre que si 7 est une représentation lisse de dimension finie
de H N P, il existe une unique application D(H)-équivariante

M /
2.12) D(H) ®pnp) @ 1) 2% D(H) @ panp) (p® )

prolongeant p®1. Soit Gy un sous-groupe compact ouvert spécial de G, 7 une représentation
lisse de dimension finie de Py = Gg N P. Choisissons également I C G un sous-groupe
parahorique adapté & P. Pour w € W, on pose P, = wPw~! N I et on obtient des
applications D([I)-équivariantes

w w M w) w w
(2.13) D(I) ®p(p,) (W @ ") 2, p() ®p(p,) (P* ® 7Y,
prolongeant I'application ¥ ® 1 = (Ad(w) o poAd(w) ') ®1dem,, ((¢*))® () dans
my, ((p™)) ® (). En utilisant la décomposition de Bruhat-Iwahori

(2.14) Go = U TwPy,
wEWp\W/Wp

on obtient un isomorphisme D(I)-équivariant

(2.15) D(Go)®ppy (Uem) ~ @  DI)&pp,, U* "),
weWp\W/Wp

lorsque U € {p,¢}. On a alors une égalité
(2.16) M(p)= > M)

wWEWp\W/Wp

2.2. Une suite exacte

Cette partic a pour but de montrer comment une suite exacte de modules de Verma
donne lieu a une suite exacte de représentations localement analytiques. Soit H un groupe
de Lie localement QQp-analytique compact. Dans [50], Peter Schneider et Jeremy Teitelbaum
définissent, pour - < r < 1, une famille de normes || - ||, sur D(H). La multiplication étant
continue pour ces normes, le complété D(H ), de D(H) relativement a ||-|| - est une K -algébre
de Banach. On a alors
(2.17) D(H) ~ lim D(H),,
ce qui munit D(H) d’une structure de K-algébre de Fréchet-Stein, c’est-a-dire que chaque
D(H), est un anneau noethérien a gauche et D(H), est un D(H ), -module plat pour r < r’.
Notons U(h), la complétion de U(h) ®q, K C D(H) pour la norme || - ||.. Dans sa thése
([24]), Henning Frommer a prouvé que chaque D(H),. estun U (h),-module libre de rang fini
et que I’algébre de Banach U(h), a la description suivante. Il existe une base (z1, ..., 2s) de
h telle que, en posant Z, = 2" - - - z& pour tout multi-indice o € N®, tout élément de U (g),
s’écrit de fagon unique

(2.18) > o z”

avec |Zo ||| Za|l» — 0 lorsque |a| — 4o0.
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PROPOSITION 2.5. — Supposons que ['on ait une suite exacte

(2.19) mp (1) £ mp(ph) £ my(ph)

entre modules de Verma généralisés, ou les p; sont des représentations algébriques de dimension
finie de P. Alors pour w € Wp\W/Wp et r < 1 suffisamment proche de 1, la suite

w Me?) M(p3’) w
(2.20) D(I), ®p(p,), ()" —2 =222, D), ®pp,), (05)",

est exacte.

D(I); ®p(p,), (p2)*

Démonstration. — Soit w € Wp\W/Wp. Rappelons que ’on note N* le radical uni-
potent du parabolique opposé a P. Posons U} = wN+tw~! N I. On a une décomposition
I = U} P, quiinduit un isomorphisme de D (U, )-modules D(I) ~ D(U} )&k D(P,) et un
isomorphisme isométrique de D(U;}),.-modules D(I), ~ D(U}),®@x D(P,), ([42, propo-
sition 3.3.4]). Soit (vF)i=1. ., une base de (p},)”. On a alors ([42, proposition 3.4.2]), pour r
suffisamment proche de 1, un isomorphisme topologique D(U;!),.-équivariant

(221 DUy )r* = D), @pp,), (pr)"-

Dans ces bases, posons

(2.22) Za AR
on a, par définition, af ; € U(u}). Alors I apphcatlon M (p}) s’écrit

(2.23) M () ((€:)1<i<n;) <Z mm) .
1<j<ng41

Or comme chaque D(U;), est un U (u},),-module libre de type fini, donc plat, il suffit de
prouver que la suite

(2.24) U M0, gy MO8, 1yns

w w/Tr

est exacte. L’algébre de Banach U (uf), étant noethérienne, ces applications sont continues
d’images fermées. De plus ces applications sont U (t)-équivariantes. Il résulte du lemme
3.4.4 de [42] et de sa preuve que pour tout poids u de t, le sous-espace p-isotypique de
U(ul)r @k (p})® est de dimension finie et inclus dans U(u}) ®x (p})™. On applique
alors un théoréme de Christian Féaux de Lacroix ([37] et [24, proposition 9]). Les sous-
espaces ker(M (¢Y¥)) et Im(M (¢¥’)) sont U(t)-stables et fermés, donc égaux a I’adhérence
de la somme de leurs sous-espaces isotypiques. D’aprés ce qui précéde ces sommes sont
respectivement ker(p¥) et Im(p?’). On a donc bien égalité entre ker (M (¢¥)) et Im(M (¢¥)).

O

COROLLAIRE 2.6. — Si 7 est une représentation lisse irréductible de dimension finie de P,
et poo une représentation lisse fortement admissible de P, on a des suites exactes

(2.25) d$° (ps @ ) 22 tnd 0 (py @ ) 22 dZ (py @ )
et
(2.26) A% (ps @ poc) —25 Tnd (o2 ® poo) —225 dE(p1 ® pov).
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Démonstration. — La proposition 2.5 et le théoréme B de [50, §3] montrent qu’on a une
suite exacte

(227) D) ®p(p,) (1 D(I) ®p(p,) (P D(I) ®p(p,) (p5)"

pour tout w € Wp\W/Wp. On déduit alors la premiére suite exacte de (2.15). Pour la
seconde, on écrit pos|p, = @, 7 ou les 7 sont des représentations lisses irréductibles de Py.
On a alors

(2.28) Ind3 (i ® poo)|ay = @) Ind3 (o ® 7).

o M), o M),

En effet, comme G est dénombrable a I'infini, po, est de dimension dénombrable et la somme
directe est dénombrable. On utilise alors le lemme suivant. O

LEMME 2.7. — Soit X une variété localement Qp-analytique strictement paracompacte et
(M;) une famille dénombrable d’espaces de Fréchet. On a alors un isomorphisme topologique

(2.29) P e (x, M) = (X, P M),

i

Démonstration. — D’aprés le corollaire 8.9 de [45], 'image par une application continue
d’un espace de Banach V dans ); M; est incluse dans une somme finie de M;. Le lemme est
alors une conséquence de la définition de C*" (X, @, M;) ([48, §2]). O

2.3. Irréductibilité

Lorsque le module de Verma my, (p,;,) = U(8) ®u (p) Py, est simple, le critere d’irréduc-
tibilit¢ de Frommer-Orlik-Strauch ([42]) montre que la représentation Indg (Paig) est topo-
logiquement irréductible. On montre ici que c’est aussi le cas de Indg(palg ® Poo) Sl Poo €St
une représentation lisse irréductible de L.

PROPOSITION 2.8. — Si le U(g)-module my(p),,) est simple, alors la représentation
Indg(p) est topologiquement irréductible.

REMARQUE 2.9. — De fagon indépendante, Sascha Orlik et Matthias Strauch prouvent
dans [41] un critére d’irréductibilité englobant cette proposition ainsi que la proposition 2.20.

La preuve de cette proposition est en fait un prolongement de la preuve de Sascha Orlik
et Matthias Strauch dans [42]. Plagcons-nous sous les hypothéses de la proposition 2.8.

Reprenons les notations de la remarque 2.4. Soit I un sous-groupe parahorique de Gy
adapté a Py. Soit W un ensemble de représentants des doubles classes de Wp\W/Wp. Pour
w € W, posons P, = I NwPyw™!.

Démontrons d’abord le lemme suivant.

LEMME 2.10. — Si 7 est une représentation lisse irréductible de P, le D(I)-module
D(I) ®p(p,) (P, ® m)" est simple.
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Démonstration. — La proposition 3.4.2 de [42] montre que pour < 1 assez pres de 1,
'action de D(P,) sur (pqiy ® m) se prolonge en une action de D(P,),. Soit N un sous-
D(I),-module non nul de D(I), ®p(p,), (P, ® 7). Le méme raisonnement que dans [42,
Proposition 3.4.7] montre qu’il a une intersection non nulle avec

(2.30) U(8) ®U(p.) (Parg ® ™)' € D(I)r ®p(p,), (Paig ® )"

En effet, jusqu’ici le raisonnement de [42] n’a pas utilis¢ Pirréductibilité de
U(g) ®u(p.,) (pa, ® 7). L'action de P, sur U(g) par adjonction est localement finie,
elle se prolonge donc en une action de D(P,,). Notons, pour A € D(P,,), Ad(\) 'endomor-
phisme induit sur U(g). On munit alors le produit direct U(g) x D(P,,) d’une structure de
K-algebre en posant (z1, A\1)(z2,A2) = (21Ad(A1)z2, \1A2) et on note U(g) x D(P,) la
K-algebre ainsi obtenue. L’application (z, A) — zA de U(g) x D(P,,) dans D(I) est alors un
morphisme de K-algebres. Or U(g) ®u (p,,) (ph, © 7)" est un U(g) x D(P,)-module simple,
donc un D(I),.-module simple, il est donc contenu dans N. Le sous-module N contient ainsi
le D(I),-module engendré par (p};, ® m)’, cest-a-dire D(I), ®p(p,), (Patg ® 7). Ainsi
D(I), ®p(p,), (Paig ® m)" est un D(I),-module simple. On conclut en utilisant le méme
argument que dans la preuve de [42, théoréme 3.4.9]. O

LEMME 2.11. — Soit w une représentation lisse irréductible de Py. Alors la représentation
Indgg (Parg ® ) est topologiquement irréductible.

Démonstration. — La décomposition d’Iwasawa donne un isomorphisme I-équivariant

(2.31) D(Go) @p(py) (patg @)’ = @) DU) ®p(p,) Py ® 7).
weW

Fixonsw € Wetn" ~ @, m; une décomposition de 7* en somme finie de représentations
irréductibles de P,,.

D’apres le lemme 2.10, chaque D(I) ® p(p,,) (piy;, ® i)’ est un D(I)-module simple, donc
D(Go) ®p(py) (Parg @ m)" est un D(I)-module semi-simple. Soit N un sous-D(Gp)-module
de

(2.32) D(Go) @p(py) (Patg @ T)'".

D’aprés [42, proposition 3.5.1], pour w # w’, il n’y a pas d’application D(I)-équivariante
non nulle

(2.33) D(I) ®p(p,) (i, @ 7)) — D(I) ®p(p,,) (piy @ 7).
Par semi-simplicité¢ du D(I)-module D(Go) ®p(p,) (Paig ® 7)’, on a donc
(2.34) N = @Nw

avec Ny = (NN D(I)®p(p,) (P, ® 7)"). Comme W permute toutes ces composantes, si
N # 0, chaque N,, est non nul. Montrons finalement que pour tout w € W, on a

(235) Ny = D(I) ®D(Pw) (pZ’lg ® 7Tw)/.

Si ce n’était pas le cas, il existerait, par semi-simplicité¢ de D(I) ®p(p,,) (Ply, ® 7)', une
sous-P,,-représentation § C n™ telle que

(2.36) N, =1Ind}p,_ ().
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Cela signifie que pour tout f € N’, toutb € I, on a f(bw) € 6. Fixons alors f non nul dans
N! etb e I tel que f(bw) # 0. Comme 7 est une représentation irréductible de Py, il existe
p € Py tel que p(p) ! f(bw) ¢ 6. Ainsi, en posant g = (bwpw~1)~!, ona

(2.37) (9- f)(w) = f(bwp) = p(p) ™" f(bw) & 6,

ce qui est absurde. O

Démonstration de la proposition 2.8. — Soit ps|p, = @, ™ une décomposition de po, en
somme directe de représentations irréductibles. En appliquant encore une fois le lemme 2.7,
on a un isomorphisme de G-représentations

(2.38) Ind%(p)|c, ~ €D IdF° (paiy @ 7).

D’apres [43], chaque représentation pq;y ® 7 est irréductible de dimension finie. D’apres le
lemme 2.11, chaque Indgg (parg ® ) est topologiquement irréductible. Supposons mainte-
nant que ¥ soit un sous-espace fermé de Ind$ (p), stable par G. Comme Ind%(p)|g, est une
somme directe de représentations topologiquement irréductibles de Gy, il existe un ensemble
J de 7 tel que

(2.39) S = P md§ (parg @ 7).

e

Mais alors, comme X est stable par G, @, c; 7 est stable par P, donc @, c; 7™ = poo €t
> = Ind$(p). O

2.4. Représentations de Steinberg généralisées et pondérées

On appelle représentation de Steinberg le quotient de I'induite lisse de la représentation
triviale d’un sous-groupe de Borel par la somme des sous-espaces correspondant aux induites
relativement a des sous-groupes paraboliques stricts contenant B. De méme, si P est un sous-
groupe parabolique, on appelle représentation de Steinberg généralisée, que I’on note vp, la
représentation obtenue en remplagant le sous-groupe de Borel B par P. Si on considere I’en-
semble des sous-groupes paraboliques contenant un sous-groupe de Borel fixé, la famille des
vp est une famille de représentations lisses irréductibles de GG, deux a deux non isomorphes
et comprenant tous les sous-quotients de I'induite lisse de B a G de I'identité ([4]).

Nous allons définir des analogues localement analytiques de ces représentations. De méme
que dans [7], le cadre localement analytique permet de plus de pondérer ces représentations
au moyen de caracteres algébriques du sous-groupe B.

Soit A € X(T)* un poids dominant de T. Soit P un sous-groupe parabolique de G
contenant B. On note F) p la représentation algébrique irréductible du quotient de Lévi Lp
de P de dimension finie de plus haut poids A. Par abus de notations, on écrit

(2.40) md$(\) = Ind$(Fy p).

La transitivit¢ de I'induction localement analytique nous permet d’écrire, pour toute
inclusion P C @ C G de sous-groupes paraboliques

(2.41) Ind§ () = Ind§ (Ind 3 (Fy, p)).
En remarquant que F) g est un sous-espace de Ind?,(F,\ p), on obtient une inclusion

Indg(Fxq) C Ind%(Fy p).
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DEFINITION 2.12. — On définit alors la représentation v%'(\) comme étant le quotient
de IndIG;()\) par la somme des Indg(A) pour @ sous-groupe parabolique contenant stricte-
ment P. Lorsque P = B est un sous-groupe de Borel, on note £(\) = v¥*(A\) et St3" = 3(0).

On a une fleche
(2.42) Py ® IndS(1)® 22 Ind$(Fy p)

définie par ip (f ® g) = fg. C’est un morphisme continu G-équivariant.
LemME 2.13. — L'application iy est injective d’image fermée.

Démonstration. — La preuve est la méme que pour GLy dans [47, (x)]. On remarque
que l'on peut remplacer G par le sous-groupe compact Gy, P par P, = P N Gp. On
choisit I un sous-groupe parahorique de G adapté a Py et pour w € Wp\W/Wp, on pose
U =wUtw™" N 1. En utilisant la décomposition de Bruhat-Iwahori, Go = Uew,\w/w,» [wBo
ainsi que I = U} (I NwByw™1!), on obtient un homéomorphisme

(2.43) mdg\)~ @ UL FY).
U)EWP\W/WP

Or on a également

(2.44) Fehdi()*~ P FHeC®UK)
weWp\W/Wp

L’espace F s’identifie a ’espace des sections globales d’un faisceau cohérent G-équivariant
I sur G/P. Lespace C*"(U,}, F}’) est 'ensemble des sections localement analytiques
de I sur Pouvert image de U,. La restriction de ipy & F) ® C®(U},K) est donc
fRgr f|U$ ® 9|Uﬁ;' Soit > f; ® 1y, un élément du noyau, écrit de telle sorte que (U;) soit
un recouvrement ouvert disjoint de U,}. Alors f; s’annule sur U; pour tout 5. Mais comme
fi est une fonction algébrique et U; est dense dans G/ P pour la topologie de Zariski, on en
déduit f; = 0. Au final on voit que ip, est injective. O

COROLLAIRE 2.14. — La représentation v3(\) est une représentation localement
analytique admissible. Ses vecteurs localement algébriques contiennent la représentation
irréductible F ® vp.

On voit donc que contrairement au cas lisse, les représentations v%'(A) ne sont pas topo-
logiquement irréductibles. On a toujours v (A) = Fi. Dans le cas ou G = GL3(Q,) nous
allons utiliser les résultats de la section 2.1 pour décomposer ces représentations.

2.5. Ilustration

Nous sommes maintenant de retour & G = GL3(Q,). Soit A un poids dominant. Nous
allons appliquer la construction du paragraphe précédent a la décomposition de 'induite
Ind%(\).
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Rappelons tout d’abord la décomposition du module de Verma m(—\). On sait d’apres,
[20, théoréme 7.6.23] que pour w € W, il existe un unique morphisme injectif
m(—w - A) < m(—\). Posons alors
(2.45) Fil'(m(-\) = > m(-w-A).

weW,l(w)=1

Sip € X(T), notons L(p) le U(g)-module simple de plus petit poids p. La cause de cette
terminologie inhabituelle est que ’on a choisi de considérer des modules de Verma de la
forme U(g) ®y p) - ou b est le parabolique engendré par les coracines négatives, c’est-a-dire

, . %00
I’ensemble des matrices de la forme ( * % 0 ) Les gradués de cette filtration sont les suivants.
* % ok

(m(=A)) = L(=A)

gr'(m(=X)) = L(=s1-A) ® L(—s2 - })
(m(=A)) = L(—s152- A) @ L(—s251 - A)

gr*(m(—\)) = L(—s18251 - A) = m(—515251 - A).

Ce calcul est fait dans [28], §4.11 et §5.4. De plus, les U(g)-modules simples L(—s;s2 - \)
et L(—s281 - A) sont isomorphes aux modules de Verma généralisés mo(—s152 - A) et
my(—s251 - \), et on a des suites exactes, dits complexes BGG généralisés ([28, §9.16])

0— ml(—3231 . )\) — ml(—SQ . )\) — ml(—)\) — L(—)\) — 0
0— mg(—slsg . )\) — mg(—sl . )\) — m2(—)\) — L(—A) — 0.

h

(2.46)

(2.47)

Notons 9; I'image de m; (—s281 - A) dans my(—sg - A) et 93 'image de ma(—s152 - A) dans
mg(—81 . )\)

Soit Fil'(D(G) ®p(p) (—A)) le sous-D(G)-module de D(G) ®p(p) (—A) engendré par
Fil'(m(—\)) et Fil;(Ind% (\)) son dual. La proposition 2.2 et 'exemple 2.3 appliqués a (2.46)
nous permettent de calculer les gradués de cette filtration.

COROLLAIRE 2.15. — Soit x un caractere lisse de T. Il existe une filtration croissante sur
Ind§(\ ® x) telle que

(2.48)
Filo(Indf (A ® X)) = F ® Ind§(x)>
gr; (Ind5(A ® x)) = Ind§, (Fy,x1 ® Indgh, (X)) @ Ind$, (Fy, 02 ® Indg (X))
grQ(Indg(A ® x)) = In dPl( sas1-A,1 ® IndBmL X)) @ IndIC;; (Foys50,2® IndBmL2 0™)
gr;(Indj (A ® X)) = IndF(s15251 - A @ X)-

Soit p. une représentation lisse irréductible de L;. L’application du corollaire 2.6 et de

I’exemple 2.3 aux suites exactes (2.47) donne deux suites exactes.
0 — F) ® Ind, (poo)™ — IndF, (Fx1 @k poo) — IndF, (Fuyr,1 Ok poo)
(2.49) - Indgl (Fsys2,1 ®K Poo) — 0
0 — F) ® Ind§, (poo)™ — Ind§, (Fr2 ®K poo) — Ind$ (Fs, 02 Ok poo)

— Ind$, (Fs,s,0,2 ®K poc) — 0.
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COROLLAIRE 2.16. — On a des suites exactes
250 0 — F)\ @ Ind§ (peo)® — Ind§, (Fr1 Ok poo) — IdE, (Feyr1 Ok poo)™ — 0
' 0 — F\ ® Ind§, (poo)™ — Indf, (Fr2 ®k poo) — IndE, (Fy, 52 Ok poo) — 0.

et
(2.51)
0— Indgl (Fs;n1 ®k poc)’t — Indgl (Fs;0,1 ®K poo) — Indgl (Fsz500,1 ®K poc) = 0

0— Indg2 (Fslv\,l RK poo)02 — Indg; (Fslv\,l RK Poo) — Indg2 (Fslst\,l K poo) — 0.
On en déduit immédiatement une décomposition de la représentation () = v¥*(A).

COROLLAIRE 2.17. — [l existe une filtration croissante sur v () telle que

gry = Fy ® Sts
gr; = Ind§ (Fs,01 ® St2)** @ Ind§, (Fy,.x2 ® Sto)®
(2.52) gry = Indg, (Foys,01) © IndG, (Fiys02)

grg = IndIGDI (F52$1~>\,1 ® Stg) D Indgz (Fslsg~/\,2 ® Stg)
gr, = Indg(slsgsl - A),

ou Sty est vue ici comme une représentation de caractére central trivial du groupe
L; = GL(Qp) x Q). On a également des suites exactes
G
0—-F® vp, — U?Drll()‘) - IndP1 (F82'>\71)al —0

(2.53) an G ?
0— F>\ ® vp, — ’UP2()\) — IndPZ(Fsl.,\,g) 2 0.

Démonstration. — On considére sur v3*(\) la filtration image de la filtration 2.48 sur
Ind%()). Comme Indgi (Fy.;) est contenu dans Fil; (Tnd% (X)) et Indg1 (Fx1)N Indg2 (Fa2) = F,
il suffit de prouver que

(2.54) Filo(Ind§ (\) N Ind, (Fy;) = F\ ®x Ind§, (1)*°.
Cette égalité est une conséquence de
(2.55) Homg (Fy, Ind§ (Fy;)) = (Indg (F\; ® F}))? = Ind§, (1)

car la représentation triviale de L; a multiplicité un dans F) ; ® x FY. O

Le sous-espace Sts ® F) est alors exactement le sous-espace des vecteurs localement
algébriques de X ().

La proposition 2.8 permet de voir que toutes les composantes des décompositions de
B(A) et v} (A) ci-dessus sont irréductibles, exceptées peut-etre Ind,ci1 (Foynn @ U) et
IndIGJ2 (Fs,.x2 ® U)®2 pour U € {1,St2}. Nous allons maintenant prouver I'irréductibilité
de ces représentations.

Traitons le cas de P, le cas de P, étant identique. D’aprés les suites exactes (2.50) et (2.51),
le D(G)-module (Indg1 (Fs,-2,1)")' peut étre vu aussi bien comme quotient de D(G) ® p(p,) Fy, 5
que comme sous-module de D(G) ® p(p,) F/’\J. Cette remarque est essentielle dans la preuve
du lemme suivant, généralisant la proposition 3.5.1 de [42].
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LEMME 2.18. — Posons p = Fj,.x 1. Soient w et w' deux éléments différents de W1 \W/Wh.
Il n’y a pas d’application D(I)-équivariante de (IndI{U (p*" )Y dans (Indf;w (pw)°r).

Démonstration. — Par dualité une telle application donne une application /-équivariante
(2.56) Indp, (p*)° — Ind}, (p*)%.

Comme on I’a déja remarqué, Indf)w (p™)°1 est un quotient de Indfgw (™) ouy = Fy1.0n
obtient donc, par prolongement, une application /-équivariante non triviale

(2.57) Indp, (4*) — Indj, (p*).
Par la loi de réciprocité de Frobenius il existe une application P, -équivariante
(2.58) Ind}, (¥*) — pv'.

Posons alors U = P, NwNTw™L. Le groupe U agit trivialement sur p*’. Notons V I'espace
sous-jacent de la représentation ¢ et Y celui de la représentation p, on obtient un morphisme
U-équivariant

(2.59) C*™(INwNTw V) -Y

ou U agit par translation a gauche sur le membre de gauche et trivialement sur le membre de
droite. On conclut alors a la trivialité d’un tel morphisme exactement comme dans la preuve

de la proposition 3.5.1 de [42]. Seul le cas V = Y y est traité, mais cette hypothése n’est pas
nécessaire. O

LEMME 2.19. — Soit 7 une représentation lisse irréductible de P,,. La représentation
(2.60) Indp, ((Fayor1)” ® )

est topologiquement irréductible.

Démonstration. — Soit M = (Ind}w((st\,l)w ® 7)°)". Nous allons prouver que le
D(I)-module M est simple. Par dualité, cela entraine que Indfgw ((Fsyx,1)” ®m)° est topo-
logiquement irréductible. Rappelons que M est aussi un sous-module de D(I) ® p(p,,) FY ;-
Etant I'image d’une application entre D(I)-modules coadmissibles, c’est un D(I)-module
coadmissible ([50, corollaire 3.4]). La proposition 2.5 montre alors que M, = D(I),®p;y M
est aussi I'adhérence de M dans D(I), ®p(p,), (Fy ® m)’. Comme on a une suite exacte
non scindée de U (g)-modules

(2.61) 0— L(—s2-A)"” = my(Fy ;)" = L(=\)" =0

et que M, est un sous-module propre de D(I), ®p(p,,), (Fy; ® 7)*, on a nécessairement
(2.62) M, Nmy(—A)” C L(—s2- ¥ @ 7'

Or d’aprés [42, propositions 3.4.5 et 3.4.6], pour r assez proche de 1, tout sous-D(I),.-module
non nul de M, a une intersection non triviale avec mp(—A)* ® 7’. Comme L(—s3 - A\)* @ 7’
est un U(g) x P,-module simple et engendre M, en tant que D([),.-module, M, est un

D(I),-module simple. On peut finalement en conclure que M est un D([)-module simple.
O

Une fois que 'on a ces deux lemmes, on peut exactement copier la preuve de la proposi-
tion 2.8 pour obtenir la proposition suivante.
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PROPOSITION 2.20. — Soit po, une représentation irréductible de L, ~ Lo. Alors
les représentations Indg1 (Fsya1 @ poo)’t et IndIGD2 (Fs, .22 @ poo)® sont topologiquement
irréductibles.

On peut donc en conclure que (2.52) donne les composantes de Jordan-Hélder de 3()\),
qui est donc de longueur 8. De méme, chaque v (A) est de longueur 2. Nous avons donc
prouvé que les induites paraboliques localement analytiques de représentations localement
algébriques irréductibles du groupe GL3(Q,) sont de longueur finie, ce qui,  notre connais-
sance, n’était pas connu.

2.6. Caracteéres infinitésimaux

Jan Kohlhaase a prouvé que le centre de I’algébre D(G) contient le centre 3(g) ® K de
I’algébre de Lie g. Comme dans le cas réel, nous allons prouver que ’algébre 3(g) agit par
un caractére sur les induites localement analytiques. Rappelons la définition du caractére
d’Harish-Chandra x . Soit 7 la projection de U(g) sur U(t) donnée par la décomposition
(2.63) U(g) =U() ® (n"U(g) + U(g)n).

Si\ € X(T'),onnote x larestriction de (A+d)om a3(g), c’est le caractére d’Harish-Chandra
associ¢ a A. Il se trouve que c’est aussi le caractere central de m(A + 6). Ona x) = x, siet
seulement si il existe w € W tel que p = w(\). Ainsi m(A) et m(u) ont méme caractére
infinitésimal si et seulement si il existe w € W tel que p = w * A.

PROPOSITION 2.21. — Si p est la représentation irréductible de plus haut poids A d'un
sous-groupe parabolique P, I'algébre 3(g) agit sur Indg(p) par le caractére d’Harish-Chandra
XA+8-

Démonstration. — Sia € D(G), X e U(g) et f € C**(G,K),ona a(X - f) = (aX)(f),
ol X — X est I'unique endomorphisme d’algébre de U(g) prolongeant 'endomorphisme
z +— —xdeg. Pourtout p € p', X € 3(g),ona X(6; ® ) = x—x—s(X)(01 ® p). Soit
f € Ind$(p). On a alors

ul(X - D] = plE:X) ()] = (0.X @ w)(f)
(2.64) = [X (01 @ wI(f) = x-r-s(X) (81 ® p)(f)
= Xos (X)ulf (1)]-
Ainsi (X - f)(1) = xx4+6(X)f(1). Pourg € G,ona
(265 (X f)(9) =[(6,X) - F11) = [(6,X85) - (545)](1) = Xa+5(8,X 85 ) F(9)-
Or comme X — §,X 69_1 est lidentit¢ sur le centre 3(g), on obtient finalement

X f=xaps(X)f. O

COROLLAIRE 2.22. — Pour tout sous-groupe parabolique P, la représentation v&'(\) a
pour caracteére infinitésimal X \1s.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant.
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LEMME 2.23. — 1l existe une application continue surjective et G-équivariante
(2.66) F) @K St3" — 3(N)

dont le noyau ne posséde aucun sous-quotient sur lequel 3(g) agit par X x+s.

Démonstration. — Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B. On a un isomor-
phisme topologique  G-équivariant Fy ®x Ind$(1) ~ Ind§(Fy|p) donné par
v® f = (g — g-'v® f(g)). Comme F) est la représentation de plus haut poids A, il
existe une application P-équivariante Fy — F) p, ce qui donne, par composition, une
surjection G-équivariante

(2.67) d$(Fy) — Ind$(F» p).

Il existe sur F une filtration P-équivariante dont les gradués sont des sommes finies de
représentations irréductibles de L p, Fy p apparaissant avec multiplicité 1. Ainsile noyau Kp
de (2.67) est aussi muni d’une filtration dont les gradués sont des sommes finies d’induites
Indg(FH, p), avec u caractere de B apparaissant dans F. D’aprés la proposition 2.21, le
centre 3(g) agit par xx+s sur un sous-quotient de K p si et seulement si il existe un caractére
© # X apparaissant dans F) et w € W tels que 4 = w - A\. Mais d’apres la proposition 21.3
de [27], tous les conjugués sous W d’un tel p doivent étre inférieurs a A. On doit donc avoir
w™H(w - ) <\, cest-a-dire § — w1 < 0, c’est-a-dire § < w14. Ceci ne peut se produire
que siw = 1 et 4 = A. On obtient donc un diagramme commutatif

2.68)  Ki“— F\®k (Ind§ (1) ® IndF, (1)) —=Indg, (Fx1) ® IndF, (Fy )

| | |

Ky F\ @k Ind$(1) Ind% ()
K3&—————~ F) Qg St3" (M)
ou les deux lignes verticales de droite sont exactes. On peut donc conclure. O

3. Catégories dérivées et cohomologie localement analytique

Les résultats et rappels de cette partie sont a nouveau valables pour G le groupe des
Qp-points d’un groupe réductif quelconque sur QQ,. Dans la suite, nous aurons besoin de
calculer beaucoup de groupes d’extensions entre représentations localement analytiques, et
pas uniquement des Ext'. Plusieurs définitions de ces groupes d’extensions se présentent et
le choix n’est pas facile. Jan Kohlhaase définit dans [35] des groupes d’extensions localement
analytiques a partir d’une certaine catégorie de D(G)-modules munie d’une structure exacte.
Cette approche permet de nombreux calculs explicites mais manque certaines extensions
importantes. C’est pourquoi nous travaillons plutot avec la catégorie abélienne de tous les
D(G)-modules. Néanmoins certains résultats de [35] nous seront trés utiles pour calculer des
groupes d’extensions.
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3.1. Généralités

Nous définissons ici les groupes d’extensions que nous utiliserons par la suite et les com-
parons avec ceux de Jan Kohlhaase. Soit /#(G) la catégorie des D(G)-modules.

DerINITION 3.1. — SiV et W sont deux représentations localement analytiques de G, on
munit leurs duaux topologiques forts V/ et W’ de la structure de D(G)-module définie dans
I'introduction et on pose

(3.1 Exte(V, W) = Ext%(g)(W’, V).

11 s’agit du n-iéme groupe d’extensions dans la catégorie abélienne des D(G)-modules.
Notons D?(U(G)) la catégorie dérivée bornée des D(G)-modules. Comme une catégorie

de modules sur un anneau a suffisamment d’injectifs, on a, pour A et B dans M(G),

La proposition suivante nous permet d’associer a tout élément de Ext’;)(A, B) un objet
de D*(M(@)).

Plus généralement, si & est une catégorie exacte, on peut définir ([31, §11]), une catégorie
dérivée bornée D®(%). C’est une catégorie triangulée. Si A et B sont deux objets de &, on
pose, pour tout ¢ > 0, Ext},(A, B) = Homp(¢)(4A, Blq]).

PRrOPOSITION 3.2. — Soit € une catégorie exacte. Si A et B sont des objets de G et c un
élément de Ext (A, B), il existe un objet E de D®(6) s’insérant dans un triangle distingué

(3.3) B— E— Al-n+ 1 2, pp).
Un tel E est alors unique a isomorphisme de D®(G) prés.

Démonstration. — C’est presque immédiat a partir des axiomes des catégories triangulées

([54, 10.2.1]). L’axiome (T'R1) montre que le morphisme A[—n] ki N

c[—nl

B s’insére dans

B 2 E 2, Laxiome de rotation (T'R2) implique alors
—c[—n+1]

un triangle exact A[—n)

est exact. On obtient ainsi I’existence
. . —n+1

de E. Supposons que I’on ait deux triangles exacts B — FE 8, Al—n + 1] clmntl], et

B 2, Al-n+1] ), L axiome (T'R3) montre alors qu’il existe un morphisme
h: E — E’tel que (id,id, h) soit un morphisme de complexes

que le triangle B % E 25 A[-n + 1]

A[—n] - B E g Al-n+ 1]
3.4 lid lid lh lid[l]
A[-n] B E' Al—n +1].
—c[—n] a’ 6’
Le lemme des cinq ([54, exercice 10.2.2]) montre alors que A est un isomorphisme. O
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Soit M. (G) la sous-catégorie pleine de M(G) constituée des K -espaces vectoriels loca-
lement convexes séparés complets munis d’une action séparément continue de D(G). Une
fleche dans cette sous-catégorie est dite forte si son image est fermée et si son noyau et son
image possedent des supplémentaires topologiques. Dans [35], Jan Kohlhaase munit la ca-
tégorie M.(G) d’une structure de catégorie exacte en demandant qu'un complexe soit for-
tement exact s’il est exact en tant que complexe d’espaces vectoriels et si toutes ses différen-
tielles sont fortes. I prouve que cette catégorie exacte a suffisamment de projectifs et peut
donc définir les groupes d’extensions &azgs(V, W) pour tous les couples d’objets de cette ca-
tégorie. Remarquons que si (p, V) est une représentation localement analytique avec V' es-
pace localement convexe séparé complet, alors p induit une action séparément continue de
D(G) sur V en utilisant I'application continue

(3.5) C* (G, V) — £4(D(G), K),

définie dans [48, §2], et V' peut étre vue comme un objet de M.(G).
Le foncteur d’oubli M. (G) — M(G) est exact, il induit donc un foncteur entre catégories
triangulées D?(M.(G)) — D*(M(G)). 1l induit donc des morphismes

Alors, pour tout V. € MU (G), les théorémes 4.8 et 6.6 de [35] montrent que cette
application est un isomorphisme lorsque A est la représentation triviale

Nous notons donc sans ambiguité ce groupe H™ (G, V). En fait, on retrouve ainsi les groupes
de cohomologie définis par Casselman et Wigner ([12] §1 remarque (3)).

COROLLAIRE 3.3. — Si V est de dimension finie, le groupe Ext?y (1, V) s'identifie au
groupe de cohomologie localement analytique HY, (G, V') défini par Casselman et Wigner.

Démonstration. — C’est une conséquence de la remarque 2.17 et de la proposition 2.18 de
[35]. O

La particularité essentielle de la représentation triviale, mise en évidence par Jan Kohl-
haase, pour démontrer ce théoréme est la propriété (A) de G de [35, §4]. Disons qu’un objet
F de M.(G) satisfait a la condition (A) s’il existe une résolution forte de F' par des objets
de la forme D(G) @k, V ou V est un K-espace vectoriel muni de sa topologie localement
convexe la plus fine. On montre alors exactement comme pour [35, théoréme 4.8] la propo-
sition suivante.

PROPOSITION 3.4. — Siun objet F de M.(G) vérifie (A), alors pour tout V- € M.(G), on
a un isomorphisme :

Il se trouve qu’au moins toutes les représentations localement analytiques de dimension
finie vérifient la propriété (A). Pour cela, nous devons expliquer comment passer d’une
bonne résolution de la représentation triviale & une bonne résolution d’une représentation
quelconque de dimension finie. Soient X un K-espace vectoriel localement convexe séparé
muni d’une action séparément continue de D(G) et Y un D(G)-module de dimension finie
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muni de la topologie localement convexe la plus fine, qui est aussi la topologie canonique. 11
est prouvé dans I'appendice au §3 de [51] que ’on peut munir le produit tensoriel X Qg Y
d’une action séparément continue diagonale de D(G), c’est-a-dire d’une action prolongeant
l'action de K[G] donnée par d, - (z ® y) = (d42) ® (d4y). Si f est une application
D(G)-équivariante continue de X vers X, I’application f ® id est un morphisme continu
de D(G)-modules si ’on munit X; ® Y et Xo @k Y de 'action diagonale de D(G).

LEMME 3.5. — Si Y est un D(G)-module de dimension finie muni de la topologie
localement convexe la plus fine, le D(G)-module D(G) ® x Y muni de ['action diagonale
est topologiquement isomorphe au D(G)-module libre de type fini D(G) @ x Y muni de l'action
agauched - (p®y) = (dpu) ®y.

Démonstration. — Soientc: D(G) — D(G)®k D(G)/ann(Y") I'application définie page
313 de [51] et i ’antipode de D(G). Par antipode, nous entendons I'unique endomorphisme
continu de D(G) induit par g — g~!. Pour u € D(G) ety € Y, on pose f(u ® y) = c(u)(1 ®y)
etg(p®y) = (id®1i)(c(p))(1 ®y). On vérifie que f est une application D(G)-équivariante
du D(G)-module libre D(G) ®k Y vers D(G) ®k Y muni de ’action diagonale, et que g
est D(G)-équivariante dans 1’autre sens. Pour vérifier que f et g sont réciproques I'une de
autre, il suffit, par densité de K[G] dans D(G), de le vérifier sur K[G] ® k¢ Y. Dans ce cas,
ona f(d, @v) = 9, @ (dny) et g(dr @ v) = 5, @ (dp-1y). O

LEMME 3.6. — Toute représentation localement analytique de dimension finie du groupe G
vérifie la propriété (A).

Démonstration. — Soit p un D(G)-module de dimension finie. Le théoréme 4.8 de [35]
montre qu’il existe P. une résolution de 1 par des D(G)-modules de la forme D(G) ®k, V
avec V muni de la topologie localement convexe la plus fine. On munit le complexe P. Qi p
de 'action diagonale de D(G). Le complexe P. ® ¢ p est alors une résolution de p par des
D(G)-modules. Chaque terme est de la forme (D(G) ®k p) ®k,, V avec V espace vectoriel
muni de la topologie localement convexe la plus fine. Comme D(G) @ p ~ D(G)¥™k P en
tant que D(G)-modules, on obtient le résultat. O

On obtient alors un analogue du théoréme 8.18 de [35].

COROLLAIRE 3.7. — Soit P un sous-groupe parabolique de G. Si p est une représentation
de dimension finie de P et M un objet de M.(G), on a un isomorphisme :

(3.9) &t (D(G) @p(py o', M) = Extlyyq)(D(G) ®pp) p's M).
En particulier, si p est une représentation de dimension finie de P et V une représentation

localement analytique de G sur un espace de type compact, alors on déduit du théoréme 3.2
de [35] que

(3.10) &t (V, Ind$ (p)) = Extg (V, IndB(p)).
Si x est un caractére localement analytique du centre de G, on définit
(3.11) Ext§  (V,W) = EXt%/l(G)X W' v,

ou M(G), désigne la sous-catégorie des D(G)-modules sur lesquels Z agit par x . On note
également Sxtc  le foncteur défini a partir de la sous-catégorie pleine de . (G) constituée
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des D(G)-modules sur lesquels Z agit a travers x. L'isomorphisme (3.10) est alors vrai avec
des caracteres centraux

(3.12) Ext;  (V,Ind3 (p)) = Extf,  (V,IndE(p))
si le centre de G agit sur V et p a travers le caractére .

REMARQUE 3.8. — Dansle §4 de [35], Jan Kohlhaase montre que les 6%5 (V, W) ne coin-
cident pas toujours avec Extﬁn(G)(W’, V') méme lorsque V et W sont des représentations
admissibles. On peut considérer I'exemple de la suite exacte

(3.13) 0 — Indg?Z(Qp)(l)m - Indgiz(@p)(l) N Indg§2((@p)(€alfl) -0

qui est non scindée dans la catégorie des K -espaces vectoriels localement convexes. On a
(3.14) &t (Ind g @) (g ter), Ind g %) (1)) = o,

alors que

(3.15) dimg Extg(Ind g% (g ter), Ind () (1)) = 1.

Ces derniers groupes d’extensions sont donc plus adaptés a nos besoins.

REMARQUE 3.9. — Soit U le foncteur d’oubli de la catégorie M. (G) vers la catégorie LCk
des K -espaces vectoriels localement convexes. Il posséde un adjoint a gauche F' donné par
F(V) = D(G)®k,V. La discussion de [54, 8.6.2] montre que le foncteur Lg = F o U
est un cotriple de M.(G) et permet, d’apres [54, 8.6.4] d’associer a tout V. € M. (G), un
complexe simplicial L .V dans la catégorie M. (G). Il se trouve que le complexe différentiel
associé a ce complexe simplicial est exactement le complexe noté B.(G, V) par Jan Kohl-
haase dans [35, §2]. Jan Kohlhaase définit alors les groupes d’homologie de V' comme étant
I’homologie du complexe (By (G, V)& p(a),. K )¢>0. Ces espaces d’homologie sont alors mu-
nis de la topologie induite. L’intérét de I'interprétation de B.(G, V) comme complexe stan-
dard associé a un cotriple est d’obtenir une structure de complexe simplicial sur B.(G, V).
Les groupes H?(G, V') sont alors les groupes de cohomologie du complexe ¢ (B.(G, K), V)
et ils sont munis de la topologie induite par la topologie forte. De plus si la topologie de V'
est de type compact, on a, d’aprés la remarque 2.17 de [35], un isomorphisme topologique
Hompg (B, (G, K),V) ~ C* (G9!, V), et donc le complexe C;,, = (C* (G, V))4>0 est
muni d’une structure de complexe cosimplical. Cette remarque nous sera trés utile dans la
section suivante pour établir I’existence d’un cup-produit sur la cohomologie localement ana-
lytique de la représentation triviale.

3.2. Cup-produits

Dans cette partie, nous construisons un cup-produit sur ’espace de cohomologie
H*(G,K), dont I'existence est une suggestion de Jan Kohlhaase ([35, remarque 8.11]).
Pour cela nous utilisons le fait que le complexe dont la cohomologie est H*(G, K) est muni
d’une structure cosimpliciale ([54, §8]).

Soit [n] I'ensemble des entiers de 0 a n. Notons A la catégorie dont les objets sont
les ensembles [n] et les morphismes de [n] dans [m] sont les applications croissantes. Un
complexe cosimplicial C est un foncteur covariant de la catégorie A dans la catégorie des
D(G)-modules. On note C™ I'image de [n]. D’aprés le corollaire 8.1.4 de [54], un complexe
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cosimplicial est une suite de D(G)-modules (C™),>o et la donnée, pour tout n € N,
d’opérateurs 8° : C"~! — C™ et o’ : C™*! — C™ pour i variant entre 0 et n et satisfaisant
aux relations de ce méme corollaire. Si C est un complexe cosimplicial, le complexe associé
est le complexe (C™),,>o muni des différentielles

n+1

(3.16) d" =Y (-1)'9".
1=0

Soit G un groupe de Lie localement Q,-analytique. Posons C?*(G) = C**(G"*', K) le
K-espace vectoriel des applications localement analytiques de G™t! dans K. La remarque
3.9 montre qu’il existe des applications 9% et o' G-équivariantes qui font de C;(G) une
résolution cosimpliciale de la représentation triviale de 1. Posons C" (G) = C;,(G)“. Muni de
la restriction des applications &' et 0%, ¢’est un complexe cosimplicial de K -espaces vectoriels
et sa cohomologie est la cohomologie localement analytique H(G, 1).

Soient G et H deux groupes de Lie Q,-analytiques dont la représentation triviale vérifie
(A).

THEOREME 3.10 (Formule de Kiinneth). — On a un isomorphisme

(3.17) > ipg: HP(G,K) @k HI(H,K) = H""(G x H,K).

ptq=n

De plus le diagramme suivant est commutatif

(3.18) H?(G,K) ® HY(H,K) "~ HP+(Q x H, K)
l(—l)m

HI(H,K) ® H1(G, K).

Démonstration. — La somme

@ H(C(G) ox HI(C (1)
ptq=n
est la cohomologie du complexe total Tot (C"(G) ® k C"(H)) associé au bicomplexe cosim-
plicial B” = C"(G)®k C"(H). Nous allons montrer que la cohomologie de ce bicomplexe est
la méme que celle du bicomplexe B* = C'(G)®x ~C"(H). Notons Ej (B) les termes de la
premiere suite spectrale associée a B et E (B) ceux de la premiere suite spectrale associée a
B Choisissons une résolution forte Y, de 1 par des D(G)-modules de la forme D(G) @ V
ou V est un espace vectoriel muni de sa topologie localement convexe la plus fine. Choisissons
de méme une telle résolution Z, pour 1 par des D(H )-modules. On a donc des morphismes
de complexes de résolutions Be(G,1) — Y, et B4(H,1) — 1 donnant lieu a un quasi-
isomorphisme de bicomplexes Lgx i (Ye® K, Ze, K) — B. La premiére suite spectrale as-
sociée au bicomplexe Ly g (Yo ®k . Ze, K) estcelle de [35, (67)], ainsi I'inclusion de B~ dans
B’ induit un isomorphisme au niveau des E,, donc en cohomologie. Soit diag(B) le com-
plexe cosimplicial diagonal de B~ défini dans [54, §8.5]. Il s’agit de diag(B")” = Brr =
C*(G?, K)®k »C?*™(HP, K) muni de la structure simpliciale évidente. D’aprés le théoréme
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d’Eilenberg-Zilber ([54, théoréme 8.5.1]), les complexes diag(B"") et Tot(B") sont homo-
topes. De plus, comme C**(G?, K)®k C**(H9, K) ~ C**(GP x H?, K), le complexe co-

simplicial diag(B ") est isomorphe a C"(G x H). Au final, on a un isomorphisme naturel

(3.19) HP(G,K) ®x HU(H, K) 2% HP*(G x H, K).
La deuxiéme assertion est un calcul simple sur le bicomplexe C'(G) ® C'(H). O

Si on note D¢ l'application diagonale de G dans G x G, on définit ’opération de cup-
produit sur H*(G, K) comme étant

(3.20) aUp = Dg(ipqe(a®p))

poura € HP(G,K)et3 € HI(H, K). Le théoréme 3.10 montre alors que le cup-produit fait
de H*(G, K) une K-algebre graduée anti-commutative. De plus I'isomorphisme de Kiinneth

(3.21) H*(G,K)®x H*(H,K) = H*(G x H,K)

est un isomorphisme d’algébres.

COROLLAIRE 3.11. — Soit G le groupe des Q,-points d'un groupe réductif défini sur Q.
Soit Z le centre de G et D son groupe dérivé. On a un isomorphisme d’algébres graduées

(3.22) H*(G,K) > H*(Z,K) ®x H* (D, K)

provenant de 'application Z x D — G. De plus 'algébre de cohomologie H*(Z,K) est
isomorphe a l'algébre extérieure graduée \* Hom(Z, K).

Démonstration. — Montrons d’abord que H*(Z,K) ~ A"Hom(Z, K). On utilise
H'(Z,K) = Hom(Z, K), ainsi que I'isomorphisme Z ~ (Q))" ~ (Z))" x Z". D’aprés
I'isomorphisme (3.21), il suffit de prouver que HY(Z, K) = HY(Z;,K) = 0 pour ¢ > 2.
Dans le premier cas, c’est une conséquence de [54, exemple 6.1.4], et dans le deuxiéme cas,
de la décomposition H*(Z,5, K) = H*(Z/(p — 1)Z, K) ® H*(Zy, K), du corollaire 4.5 de
[35], ainsi que du fait que si H est un groupe fini, H4(H, K) = 0siq > 1 ([54, proposition
6.1.10]). Comme le noyau et le conoyau de Z x D — G sont des groupes finis, la deuxiéme
assertion du corollaire résulte de la nullité de la cohomologie d’un groupe fini et de la suite
spectrale (67) de [35]. O

3.3. Comparaison avec ’homologie d’algébres de Lie

Nous faisons quelques rappels sur la cohomologie d’algebres de Lie et montrons qu’elle
permet, dans certains cas, de déterminer une partie de la cohomologie localement analytique
d’un groupe de Lie localement Qp-analytique.

Soit g une algebre de Lie définie sur Q,. On note g — mod la catégorie des K-espaces
vectoriels munis d’une action de I’algébre de Lie g. Soit U(g) I’algebre enveloppante de g.
La catégorie g — mod est équivalente a la catégorie des U(g)-modules. C’est une catégorie
abélienne. Le foncteur M +— 1 ®y(g) M de g — mod vers la catégorie des K-espaces
vectoriels est exact a droite, on note H, (g, M) son g-iéme foncteur dérivé a gauche. De méme
le foncteur M — M? est exact a gauche et on note H%(g, M) son g-ieme foncteur dérivé a
droite.
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Considérons U le foncteur d’oubli de la catégorie g — mod vers la catégorie Veck des
K -espaces vectoriels. Il posséde un adjoint & gauche donné par F/(V) = U(g)®k V. Ainsi on
obtient un cotriple Ly = FU sur la catégorie g — mod. Notons S.(g) le complexe simplicial
standard associé a la représentation triviale de g au moyen de ce cotriple. Comme 1'image
essentielle de F' est la catégorie des U(g)-modules libres, la proposition 8.6.13 de [54] nous
montre que le complexe différentiel S.(g) est une résolution libre du g-module trivial. Ainsi
on peut calculer ’homologie H,(g, V') comme étant I’homologie du complexe S.(g) ®y (g) K
et la cohomologie H%(g, V') comme la cohomologie du complexe Homy(4)(S.(g), V).

Posons S'(g) = Homg (S.(g), K), 0°(f) = f 0 8; et *(f) = f o o;. On munit ainsi S"(g)
d’une structure de complexe cosimplicial, résolution libre du g-module trivial.

Soient g et h deux algebres de Lie. D’apres le théoréme d’Eilenberg-Zilber, le complexe
total associé au complexe bi-cosimplicial S'(g) ®x S'(h) est naturellement homotope au
complexe diagonal associé, c’est-a-dire le complexe

(323) (HomK(Sq(g’ K)’ K) ® HomK(Sq(h)v K) =~ HomK(Sq(g) QK Sq(b)’ K))q20~

Comme on a, pour V un g-module et W un h-module, L5(V)®x Ly(W) ~ Ly (VOr W)
en tant que g X h-modules, les complexes de g x h-modules diag(S (g) ® S'(h)) et S'(g x b)
sont isomorphes. Au final, on obtient un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels gradués

(3.24) H*(9,K)® H*(h,K) — H'(g® b, K).
On peut donc définir une application
(3.25) U: H(g,K) @k H"(9, K) — H" (g, K)

en composant I'isomorphisme (3.24) avec le morphisme H*(g x g, K) — H*(g, K) prove-
nant de I'inclusion diagonale g <— g x g. On appelle cette composée le cup-produit, elle munit
le K-espace vectoriel gradué¢ H*(g, K) d’une structure de K-algebre graduée.

Supposons maintenant que g soit une algebre de Lie réductive. D’apres le théoréeme 9.3 de
[36], on a un isomorphisme Hy,(g, K) ~ (A? g)9, ce qui munit le K-espace vectoriel gradué
H.(g,K) ~ (\" g)? d’une structure de K-algébre graduée. On note D(g) le K-sous-espace
de H.(g, K) engendré par les éléments uAv, ou u et v parcourent les éléments de H, (g, K) de
degré supérieur ou égal 4 1. On note P(g)’ le sous-espace gradué orthogonal de H*(g, K) ;
c’est I'espace des éléments primitifs associés a g. Si on pose P"(g) = P(g)’' N H"(g, K), on
a P(g) = @, P"(9).

THEOREME 3.12 (Koszul). — On a un isomorphisme de K-algébres graduées

(3.26) N Pla) = H*(3,K).

De plus, si ¢ est un morphisme d’algebres de Lie réductives b — g, le morphisme ¢* de
H*(g,K) vers H*(h, K) envoie P(g)’ dans P(h)’ et est donc entiérement déterminé par sa
restriction a P(g)’.

Koszul montre aussi ([36, théoréme 10.1]) que si P™(g) est non nul, n est nécessairement
impair. De plus le théoréme 11.1 de [36] montre que si g est semi-simple, P1(g) = 0. On en
déduit que pour g semi-simple

(3.27) H'(g,K) = H*(g,K) = 0.
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EXEMPLE 3.13. — Posons h = sl et g = sl3. Lespace P3(g) s’identifie a I’espace des
applications trilinéaires alternées invariantes de g dans K. C’est un espace de dimension 1
engendré par (X,Y,Z) — Tr(X[Y, Z]). Soient ¢; et 2 les deux injections de h dans g
définies par M — (¥ 3) et M — (J 9 ). L'image de cette forme trilinéaire invariante par
7 et 3 est la méme, ainsi on a p] = 3, et ces applications induisent un isomorphisme de
restriction H3(g, K) — H3(h, K).

Dans certains cas, il nous sera utile de disposer d’une topologie sur les espaces de coho-
mologie d’algébres de Lie. En effet, soit V un K-espace vectoriel localement convexe muni
d’une action continue d’algébre de Lie, c’est-a-dire une action d’algébre de Lie telle que ’ap-
plication g x V' — V soit continue, g étant muni de sa topologie canonique d’espace vecto-
riel de dimension finie. On munit alors les espaces S, (g) de la topologie localement convexe
la plus fine. Comme cette topologie est la topologie limite inductive obtenue en écrivant V'
comme la limite inductive de ses sous-espaces de dimension finie, et que 1’action de g est lo-
calement finie, I'action de g sur Sp(g) est continue. On munit S,(g) ®x V de la topologie
produit tensoriel inductive ([45, §17]) et S, (g, V) = S,(g8) ®u(g) V de la topologie quotient.
Les différentielles du complexe S.(g, V') sont continues pour ces topologies. On munit les es-
paces Hy(g, V') dela topologie quotient. En général il n’y a pas de raison pour que ces espaces
soient séparés. De méme, ’espace Homg (S,(g), V') est également I’espace des applications
linéaires continues de Sy,(g) vers V, on peut le munir de la topologie forte, ce qui munit les
espaces H%(g, V') d’une topologie.

Supposons maintenant que g est 'algébre de Lie d’un groupe de Lie Q,-analytique G.
L’inclusion U(g) — D(QG) est continue si on munit U(g) de la topologie localement convexe
la plus fine. On en déduit, pour tout V' € M. (G), une application L4(V) — La(V) qui,
par fonctorialité, induit des morphismes de complexes simpliciaux S.(g,V) — B.(G,V)
et donc des applications Hy(g,V) — Hy(G, V). De méme on obtient des applications
HY(G,V) — Hi(g,V). 1l est facile de voir qu’avec les topologies que nous avons définies,
ces applications sont continues. De plus, si V' est la représentation triviale, ces morphismes
sont des morphismes d’algébres graduées puisqu’ils respectent la structure simpliciale des
complexes. Enfin, si V' est de dimension finie et G est le groupe des Q,-points d’un groupe
semi-simple défini sur Q, les preuves des théorémes 1 et 3 de [12] montrent que le morphisme

(3.28) HY(G,V)— Hig,V)
est un isomorphisme.
COROLLAIRE 3.14. — Soit G le groupe des Qp-points d'un groupe réductif défini sur Qp.

Soient Z le centre de G et D son groupe dérivé. L'algébre de cohomologie H*(G, K) est
isomorphe a l'algébre extérieure graduée de l'espace vectoriel gradué

(3.29) Hom(Z,K) @ P(v)',

oul les éléments de Hom(Z, K) ont degré 1.

Enfin, pour calculer explicitement la cohomologie d’algebres de Lie, il est utile d’avoir
une résolution libre du g-module trivial plus petite que la résolution standard. Il s’agit de
la résolution de Chevalley-Eilenberg.
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Pour p > 0, posons V,,(g) = U(g) ®« A’ g muni de Iaction diagonale de g. On définit
une application d,, : V,(g) — Vp—1(g) pour p > 1 en posant

(3.30)
p
d(u®m1/\~-~/\mp) :Z(—l)i+1u1‘i®xl/\.../\ji/\.../\xp
=1
+ Y (C)Mumh o Az A A A N AT
1<i<j<p

Les applications d, sont g-équivariantes. De plus, si € est P’application augmentation
Volg) = U(g) — K, le théoréme 7.7.2 de [54] montre que V.(g) = K est une résolu-
tion projective du K-module trivial. On ’appelle la résolution de Chevalley-Eilenberg.

Si M est un g-module, on pose (V.(g, M),d.) = M ®yq V.(g) le complexe obtenu
par application du foncteur M ®y(q) - et (V' (g, M), ") le complexe obtenu par application
du foncteur Homg(-, M). L’homologie de M est alors I’homologie du complexe V.(g, M)
et la cohomologie de M, la cohomologie de V' (g, M). Nous avons des isomorphismes de
K -espaces vectoriels

p p
(3.31) Volo, M)~ Mox N, V(o) ~ Homp (g, M),

sous lesquels les différentielles se réécrivent

P
dp(U®$1/\"'/\$p)—Z(—l)i"’lx»v@ml/\---/\:Ei/\---/\xp

(3.32)
+ Z D)Mo [z Az A AZi A AEj AT
1<i<j<p
P .
5P(f)(x1,...,x,,):Z(_nm F(@r, . By Tp)
(3.33)
+ Z H_]f CL'Z,LL‘]] $1,...,L%i,...,.'f}j,...,xp).
1<i<j<p

Une conséquence immédiate de ’existence de cette résolution est que si V' est un g-module,
ona

(3.34) H,(g,V)=Hg,V)=0

deés que ¢ > dimg. De plus si g est "'unique algebre de Lie de dimension 1, Hy(g, V') est
I’espace des coinvariants d’un élément non nul de g et H;(g, V) est 'espace des invariants
d’un élément non nul de g.

SifeVrP(g,M)etv®x e Vy(g, M), onpose (f,v®x) = f(z)(v). On a alors

(3.35) (OP(f),v®x)+ (f,dp(v®x)) = 0.
On obtient donc un accouplement
(3.36) (--): H?(g,M") x Hy(g, M) — K,

qui induit un isomorphisme

(3.37) H"(g,M') ~ Hy(g, M)’
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d’aprés [32, (6.29)]. En particulier, si M est de dimension finie sur K, on a également
H"(g, M) ~ Hy(g,M")".

3.4. Un résultat de dualité

Lorsque N est le groupe des Q,-points d’un groupe algébrique unipotent défini sur Q,,
Jan Kohlhaase prouve ([35, théoréme 7.1])

(3.38) Hy(n, M)y ~ H,(N, M),

ou (-) ; désigne le foncteur des N-coinvariants. Cet isomorphisme est tres utile pour calculer
cette homologie et n’a pas d’analogue pour la cohomologie (sauf dans le cas d’un groupe
compact [35, théoréme 4.10]). C’est pourquoi il est nécessaire de lier par dualité homologie et
cohomologie. Les résultats de cette partie s’inspirent d’un résultat de Jan Kohlhaase présent
dans une premiére version de [35].

THEOREME 3.15. — Soit H un groupe de Lie localement Q,-analytique résoluble tel que
pour tout sous-groupe compact ouvert Hy, H/Hy soit dénombrable. Soit & une représentation
localement analytique de H sur un espace de type compact. Si tous les Hy(H,X) ou tous les
H9(H,') sont des espaces topologiques séparés, pour la topologie définie dans la remarque 3.9,
alors Hy(H,X) est de type compact, H1(H,¥') est un espace de Fréchet nucléaire et on a un
isomorphisme topologique

(3.39) HY(H,Y') ~ H,(H,%).

Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin de préciser le théoréme 6.5 de [35]. Soit (A4)
la propriété suivante : la représentation triviale de H a une résolution fortement exacte par
des D(H)-modules de la forme D(H)®x ,V, ou V est un K-espace vectoriel de dimension
dénombrable muni de la topologie la plus fine.

LEMME 3.16. — Sous les hypothéses du théoréme 3.15, le groupe H vérifie la condition
(Aq).

Démonstration. — On se rameéne, comme dans la preuve de [35, 6.5], au cas ou H est com-
mutatif. Soit alors Hy un sous-groupe compact ouvert distingué dans H. L’espace D(H/Hy)
est I’algebre du groupe discret H/Hy, donc est de dimension dénombrable, il en est donc de
méme des espaces

(3.40) By(H/Ho,1) ~ K[H/Ho| ® --- ®x K[H/Hy).
La résolution B.(H/Hj, 1) est alors une résolution fortement exacte de 1. Comme chaque
B, (H/Hy, 1) est de dimension dénombrable, on voit que H/Hj vérifie (A4). De plus d’apres

le théoreme 4.4 de [35], le groupe H, vérifie aussi (A4). La preuve de [35, 6.2] montre que H
vérifie également (Ag). O

Démonstration du théoréme 3.15. — Soit P. une résolution fortement exacte de 1 par des
D(H)-modules du type D(H)®p(x),,V, avec V un espace vectoriel localement convexe de
dimension dénombrable muni de la topologie localement convexe la plus fine. D’aprés [35,
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Proposition 1.4] et la continuité de 'action de D(H) sur P, et ¥, on a un isomorphisme
topologique

(3.41) L (Py,2) = L(Py®p (), S, K)
(3.42) ~ (P,®p(m),2)"-

Posons P, = D(H)®k,V avec V de dimension dénombrable muni de la topologie loca-
lement convexe la plus fine. D’apreés le lemme 2.6 de [35], Pq®D(H)’LE ~ V®k,X. Le co-
rollaire 1.2.14 de [34] montre que cet espace localement convexe est une somme directe dé-
nombrable d’espaces de type compact. D’aprés [48, proposition 1.2(i%)], ¢’est lui-méme un
espace de type compact. Notons (C.,d.) le complexe P.®p(g,,X. C’est un complexe d’es-
paces localement convexes de type compact a différentielles continues. De plus, ses espaces
de cohomologie sont les Hy(H, ). Par hypothése, leur topologie est séparée, ce qui implique
que pour tout ¢, Im(dy1) est un sous-espace fermé de ker(d,), donc de C,. D’aprés la pro-
position 8.8 de [45], toute surjection continue entre deux espaces de type compact est stricte,
donc les fléches du complexe C. sont strictes. Posons D? = (C,)’ et 67 la fieche duale de dg41.
Le complexe (D", §") est donc un complexe d’espaces de Fréchet nucléaires dont les fleches
sont strictes. On conclut alors en appliquant le corollaire 1.4 de [48]. Si on part de ’hypo-
thése que ce sont les espaces H?(H, X') qui sont séparés, on sait que ce sont les fléches §7 qui
ont une image fermée. Encore une fois, une surjection continue entre espaces de Fréchet est
stricte, donc les fléches 6 sont strictes et le méme raisonnement montre que les fleches d, le
sont aussi. On utilise alors 'exactitude du passage au dual fort pour les suites exactes strictes
d’espaces localement convexes de type compact ([48, Proposition 1.2(7)]). O

Revenons au cas ou IV est le groupe des Q,-points d’un groupe algébrique unipotent sur
Qp. Pour pouvoir utiliser le théoreme 7.1 de [35] afin de déterminer la topologie de Hy (N, X),
il faut pouvoir comparer cette topologie avec celle de H,(n, X). Tout d’abord les groupes de
cohomologie H,(n, X) sont les groupes de cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg
A\ n®X. On les munit de la topologie produit tensoriel et les espaces H,(n, X) sont alors mu-
nis de la topologie de sous-quotient. Soit P. une résolution du N-module trivial comme en
(A4). Rappelons que le complexe de Chevalley-Eilenberg V.(n) est une résolution projective
du n-module trivial par des U(n)-modules libres. On obtient donc un morphisme de com-
plexes V.(n) — P. continu car V,,(n) est muni de la topologie localement convexe la plus fine.
On obtient donc un morphisme continu A'n ® ¥ — P.Qp(w), X, induisant 'application
H,(n,X) — Hy(N,X) définie au paragraphe précédent.

LEMME 3.17. — Soient (A.,d.) et (B.,6.) deux complexes de K-espaces localement
convexes de type compact, et f : A. — B. un morphisme continu induisant une surjection en
homologie. Le morphisme induit H.(A) — H.(B) est alors strict.

Démonstration. — Comme f, induit une surjection en homologie, Iapplication
Fy = fq+ 6441 induit une surjection continue kerd, ® B,y1 — kerd, pour tout g. Or
les espaces kerd, et kerd, étant des sous-espaces fermés de A, et By, ils sont de type
compact. On en conclut que 'application F, est une application stricte de kerd, & Bg11
sur kerd, car toute application entre espaces de type compact est stricte. Les espaces
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H,(A) = (kerdq ® Bgy1)/(Imdgt1 ® Bgy1) et Hy(B) = ker §,/Imé 1 étant alors munis de
la topologie quotient, on en conclut que H,(f), qui est aussi le quotient de F,, est stricte. [

Le théoréme 7.1 de [35] nous permet d’obtenir le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.18. — Sil’espace topologique de ¥ est de type compact et si Hy(n,¥) N est
séparé, c’est aussi le cas de Hy(N,X) et ces espaces sont alors topologiquement isomorphes.
De plus, on a un isomorphisme topologique

(3.43) HY(N,%') ~ H,(N,x).

Le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 3. 15 nous permet de conclure que
si ¥ est une représentation de IV sur un espace de type compact, alors si les Hy(n, X) ou les
Hi(n,Y') sont tous séparés, on a des isomorphismes topologiques

(3.44) Hi(n,%') ~ H,(n,%)'

et ces espaces sont des espaces de Fréchet nucléaires, donc réflexifs.

4. Calculs d’extensions localement analytiques

4.1. Une conséquence de la dualité de Schneider et Teitelbaum

Dans [51], Peter Schneider et Jeremy Teitelbaum ont défini un foncteur de dualité sur
la catégorie dérivée des D(G)-modules. Dans cette partie nous utilisons ce foncteur pour
prouver la nullité de certains espaces d’extensions.

Supposons que G soit le groupe des Q,-points d’un groupe algébrique linéaire connexe
sur Q. Soient A¢ la représentation de dimension 1 de G par adjonction sur /\dim@v 8q,
dc = |Ag|etdg = Ag ® dg. Notons encore d¢ le D(G)-bimodule de dimension 1 sur
lequel D(G) agit a gauche par le caractére ¢ et trivialement a droite. De méme 9.(G),
le dual topologique de I'espace C.(G, K) des fonctions localement analytiques a support
compact est un D(G)-bimodule. Notons &' la sous-catégorie pleine de #(G) dont les objets
sont les D(G)-modules coadmissibles, et D%G (M(G)) 1a sous-catégorie pleine de D (JMU(G))
des objets dont la cohomologie est a valeurs dans 6. Dans [51], Peter Schneider et Jeremy
Teitelbaum définissent le foncteur RHom pe(4(a)) (-, Pe(G) ©x 9¢) de DY (M(G)) vers
D%G (M(@)), les morphismes étant pris pour I’action a gauche de D(G) sur D.(G) ®k v¢,
c’est un complexe de D(G)-modules pour 'action a droite de D(G) sur D.(G) ®xk d¢g. 1Is
prouvent ([51, Corollary 4.4]) que la transformation naturelle

4.1 X — RHome(m(G))(RHOInDb(m(G))(X, De(G) @k 0g), De(G) ®k 0g)
est un isomorphisme. On en conclut donc que pour deux objets X et Y de D%G (M(G)),
(42) HOIIlDb(m(G))(X, Y) =~

Hom pe ((ayy (RHom po (4(6)) (Y, De(G) ® K d6), RHom po (4y(c)) (X De(G) @K ).

Supposons désormais G réductif connexe. Ils prouvent ensuite ([51, Proposition 6.5]) que si
P est un sous-groupe parabolique de G et x un caractére localement analytique de P,

(4.3) RHom pu () (IndE(x)', De(G) @k 06) ~ IndG (x " '0p)' [~ dim P].
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Dans cette partie, nous généralisons ce calcul a I'induite parabolique d’une représentation
algébrique de dimension finie p. Une telle représentation étant en particulier continue ad-
missible, elle vérifie la condition (FIN) de [51, §6]. La proposition 6.4 de [51] implique alors

(4.4) Extp ) (D(G) ®p(p) ¢/, De(G)) = D(G) ®p(p) Extpp) (o', De(P)),
Pespace Ext py(p', De(P)) étant vu comme un D(P)-module en faisant agir D(P) a droite

sur D.(P).
Ainsi il suffit de calculer Extppy(p', De(P)).

LEMME 4.1. — Soit X un D(P)-module. Considérons 9D.(P) ®x p comme un

D(P)-bimodule, D(P) agissant trivialement a droite sur p. On a alors un isomorphisme
de D(P)-modules

4.5) Homppy (X, D.(P)) ®k p ~ Hompp)(X, D.(P) @k p).

Si X est un D(P)-module libre, le D(P)-module X ® x p’ muni de I’action diagonale est
encore libre d’aprés le lemme 3.5. Comme dans la preuve du corollaire 4.4 de [51] on montre,
en utilisant le lemme 4.1, que

(4.6) Extpp)(p's De(P)) = Extpy (K, De(P)) @K p

en tant que D(P)-modules. On obtient donc, en utilisant la proposition 3.5 et le lemme 1.4
de [51] le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.2. — On a un isomorphisme dans la catégorie D (MU(G))

(4.7)  RHompe (s (cy)(Indg(p), De(G) ®x 0¢) ~ IndZ(p’ ® p)'[— dim P).

Démonstration du lemme 4.1. — Soient (e;) une base de p et E; ; 'endomorphisme de p
envoyant e; sur e; et eg sur 0 lorsque k # j. Notons encore p 'application de D(G) dans
Endk(p) donnant I’action de D(G) sur p. Rappelons que nous avons un morphisme de
K-algebres ¢, : D(G) — D(G) ®k Endk (p) ([51, §3] Appendice). On écrit
(48) Cp()\) = Z >\i,j ®K Ei,j'

5,J
Notons aussi, pour tout p € P, p(p) = Y, ; pi,j(p)Ei ;- Les p; j sont alors des applications
localement analytiques sur P. On définit une application

(4.9) Hompp) (X, De(P)) ® p — Hompp) (X, Dc(P) @ p)
(4.10) FRuw— Z(Pi,j * F(z)) ® E; ju,
1)

ou p; ; * p désigne la distribution f — u(p; ;f). On vérifie que la fonction de droite est bien
dans Homp(p)(X, Dc(P) ® p), c’est-a-dire

(4.11) D i x VF(@) @ Eigu =2 (3 Nik(prs * F(2)) ® Bij),

Wik

pour tout z € X, A € D(P). Il suffit donc de prouver 1’égalité

(4.12) pig* ) = 3 Nik (o + 1)
k
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pour tous les couples (A, u) € D(P) x D.(P). Comme la multiplication sur D(P) est
séparément continue et que K [P] est dense dans D(P), il suffit de le prouver pour A = §,,
avecp € P. On a alors
(4.13) cp(8p) = pii(P)3, ® Ei

4,J
et pour tout f € C?*(P, K),

(4.14) (6p1)(pi,i f) = 1(pij(p-) f ()
(4.15) =pu(>_ pik(®)pri () F ()
k
= pik(P)p(pr,j * 1) (). O
k

Soient ¥ une représentation algébrique irréductible de P et p une représentation algé-
brique irréductible, de dimension finie, de G.

COROLLAIRE 4.3. — Pour tout q, on a
(4.16) Ext% (Ind$ (), p) = ExtGF ™ P46 (5 dG (' @ 0p)).
En particulier si dim G — dim P > ¢, on a
(4.17) ExtZ (Ind% (1), p) = 0.
De plus, si p et Ind%(iﬁ) ont méme caractére central x, alors

(4.18) Extf,  (IndZ(¢), p) = Extg 0 P74 E (5 ndE (4 @ 0p)).

Démonstration. — Par définition
(4.19)  Ext&(IndB(¢), p) = Ext?, o (o, IndF (4))
(4.20) = Homps (y(ay (¢, Tnd B ()’ [g])
(4.21) = Hom ps (1) (Ind 3 (¥ ® 2p)'[— dim P)[—g], p[— dim G))
= Hom s (sy(c)) (IndE (¥’ ® 0p)', pldim P — dim G + g]). O

REMARQUE 4.4. — Si p est une représentation localement algébrique de G, c’est une
conséquence de [50, théoréeme 8.12] que RHom pu(y) (0, De(G)) est concentré en degré
dim G. Ainsi la deuxiéme assertion du corollaire 4.3 reste vraie en supposant p localement
algébrique.

4.2. Cohomologie des représentations algébriques

Etudions maintenant le cas des extensions entre deux représentations algébriques de
dimension finie de G, le groupe des Q,-points d’un groupe réductif sur Q,. Si A est un poids
de G, on notera encore A la restriction de A au centre de G et Exth’ , les groupes d’extensions

q
EXtG,Mz(G)'

Soient V' et W deux représentations algébriques de dimension finie de G. Comme on a
Hom gy (W', V') = (W ®k V')€ et que le foncteur V. — W' @k V est exact et envoie
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tout D(G)-module libre sur un D(G)-module libre (lemme 3.5), on a, pour tout ¢ > 0, un
isomorphisme

(4.22) ExtL(V,W) ~ HY(G,V' @ W).
De méme, si V et W ont un méme caractére central x, on a un isomorphisme
(4.23) Ext§  (V,W) ~ H? (G, V' @k W),

G désignant le quotient de G par son centre. D’aprés (3.28), ce groupe est isomorphe a
HY(g, V' ® W), oug = [g,g| est I'algébre de Lie de G. Cette algeébre de Lie est alors semi-
simple.

PROPOSITION 4.5. — Si A et p sont deux poids dominants, on a Extg,(Fx, F,) = 0 pour
tout q, sauf si X\ = p. Auquel cas, ['algébre de cohomologie

(4.24) H*(g, Endg (Fy)) ~ H(g, K)

munie du cup-produit est isomorphe a 'algébre extérieure

(4.25) (Ae) =/ \PG@E'

sur Uespace vectoriel gradué P(g)' des éléments primitifs de g.

Démonstration. — Si A et p sont deux poids dominants différents, on sait d’apres le
théoréme d’Harish-Chandra (voir par exemple [27, 23.3]) que les caractéres infinitésimaux
X +6 €t Xuts de F et F, sont différents. La premicre assertion résulte alors du 7.4.1 de [4].
L’égalité (4.24) est conséquence du lemme de Schur : dans la décomposition de End i (F)
en somme de g-modules simples, la représentation triviale apparait avec multiplicité un. La
derniére assertion est due a Koszul et provient du corollaire 3.14. O

Les éléments primitifs de sl, ont une structure particuliérement simple : on a
dim Prim(sl,,); = 1 si ¢ est impair, compris entre 3 et 2n — 1, et 0 sinon ([3, 5.3]).

COROLLAIRE 4.6. — Si G = GL3(Qp) et si A est un poids dominant de G, alors
Exth,)\ (F\,F)) =0pourq=1,q=2etq=4. Clest un espace de dimension 1 lorsque ¢ = 0
ouq=3.

4.3. Extensions entre représentations localement algébriques

Une représentation localement algébrique du groupe G a coefficients dans K est en par-
ticulier une représentation localement analytique. Le but de cette partie est de comparer les
extensions entre représentations localement algébriques dans la catégorie des représentations
localement algébriques et dans la catégorie des représentations localement analytiques. Dans
le cas particulier ou les représentations sont lisses, on note ExtZ, les groupes d’extensions
dans la catégorie Repx (G)™ des représentations lisses et Extgo’1 les groupes d’extensions
dans la catégorie des représentations lisses a caractére central trivial. Les groupes d’exten-
sions lisses entre représentations de Steinberg généralisées sont alors déterminés dans [19,
théoréme 1.3] et [39, théoréme 1]. On note D(G)*° le quotient de D(G) par I'idéal bilatére
engendré par g. Toute représentation lisse est un D(G)*°-module.

PROPOSITION 4.7. — Soient Fy et F, deux représentations algébriques irréductibles de
dimension finie de G, W1 et Wy deux représentations lisses de G.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



80 B. SCHRAEN

1. L'espace Ext(Fx @ Wi, Fy, ® Wa) est nul si A # p.

2. Supposons W1 et Wy de caractere central trivial et posons iy le plus petit i tel
que Extioowl(Wl,Wg) # 0. Le groupe Exté \(Fx ® Wy, F\ @ W) est isomorphe a
Exti%yl(Wl, Ws) lorsque n = ig et nul pour n # ig et n < ig + 2.

Démonstration. — Si A # p, le centre de I’algébre U (g) agit sur Fy ® Wi et F,, @ Wy par
des caractéres différents, les groupes d’extensions entre ces représentations sont donc nuls.

Légalité¢ Hom(F), ® X,Y) ~ Hom(X, F, ®Y') pour tous D(G)-modules X et Y et le fait
que pour un D(G)-module projectif P, P ® Fj I'est aussi impliquent I’égalité

(4.20) EXt%(G)A (FL Wi, F\@ W) = EXt?%(G)l (W3, F\ @ F\ @ Wy).
Alors les égalités (4) de [51, p. 306-307] et (46) de [35] montrent qu’il existe une suite
spectrale

427)  Bxth g,

(W3, H(g, Endg (Fy)) ® W{) = Extg {(Fx @ Wy, F @ Wy).
Lorsque ¢ = 1 oug = 2, HY(g,V) = 0 pour tout g-module V' de dimension finie d’aprés

(3.27) et la proposition 4.5. O

COROLLAIRE 4.8. — Si I et J sont des parties de A, on a Exth)‘(FA QK vp;, Fx ®k vp,) =0
pour tout ¢ < |(I U J\(I N J)| + 2, excepté pour g = |(I U J)\(I N J)|, auquel cas I'espace
Ext'é;)\(FA QK vp;, F\ ®k vp,) = 0 est de dimension 1.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.7 et du théo-
réme 1 de [39], ou du théoréme 1.3 de [19]. O

4.4. Une suite spectrale

Dans cette partie, nous établissons 1’existence d’une suite spectrale pour calculer les
groupes d’extensions entre représentations localement analytiques, qui est 'analogue des
suites spectrales du théoréme 6.8 de [35].

Soit P un sous-groupe parabolique de G, N son radical unipotent et L = P/N. Rappe-
lons ([47, §2]) qu’une représentation lisse p de Py = PN G est dite fortement admissible, s’il
existe un entier r et une injection Py-équivariante p — C°°(Py, K)". Comme P, est com-
pact, la catégorie des représentations lisses de Py est semi-simple, et donc tout quotient de
C>(Py, K)" est fortement admissible. On en déduit que toute représentation lisse fortement
admissible p de Py posseéde une résolution a droite par des représentations isomorphes a une
somme directe finie de C*° (P, K). En passant au dual fort, ceci implique que p’ posséde une
résolution par des D (FP,)-modules libres de type fini. La résolution (x) de [51], page 307,
montre que le D(Py)-module D (P,) posséde une résolution finie par des D(P,)-modules
de type fini. Ainsi, si Y. est une résolution de p’ par des D> (P,)-modules libres de type fini,
et (X, ;); une résolution de Y; par des D(P,)-modules de type fini, le complexe total associé
au double complexe (X; ;); ; est une résolution de p’ par des D(Fy)-modules de type fini.
Cette construction, ainsi que la proposition 2.2 de [47], nous permettent de conclure que si
Poo €8t une représentation lisse irréductible de P, alors le D(P)-module p/ satisfait la condi-
tion (FIN) de [51], page 321, c’est-a-dire que le D(Py)-module p/ a une résolution par des
D(Py)-modules projectifs de type fini. Si p est une représentation localement algébrique irré-
ductible de L, on peut I’écrire pqiq ® K poo AVEC paiq algébrique irréductible de dimension finie
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et poo lisse irréductible ; le lemme 3.5 montre alors que le D(P)-module p’ vérifie la condition
(FIN). Le lemme 6.3 de [51] implique alors que

(4.28) Tor?P)(D(G),p') =0

pour tout ¢ > 1 et p représentation localement algébrique irréductible de P. On peut donc
en conclure que pour tout D(G)-module M, on a, pour tout ¢ > 0, un isomorphisme

(4.29) Ext%(a)(D(G) ®pp) P, M) ~ Ext?M(P) (p', M).

Soit x un caractere localement analytique du centre Z de G. Quitte a considérer une exten-
sion finie K’ de K, on peut trouver un caractére localement analytique ¢ de G dans (K')* tel
que x(z) = 1(z) pour tout z € Z. Le foncteur M — M ®- ¢~! induit une équivalence de

catégories entre la catégorie M(G) k- des D(G) @ k K'-modules et la catégorie M(G)y, k- des

D(G)®k K'-modules sur lesquels D(Z) @ x K’ agit par x 1. Comme EXth(E) ()@ K' ~

Ethn(E)K, (-,-) et EXt;l/L(G)X(" ) Ok K' ~ EXt;Vl(G)X,K' (+,-), on obtient un isomorphisme
(4.30) Bxt!, o (A @k ¥, B @k ) = Extly g (4,B) @k K’

pour tout couple (A4, B) d’objets de M(G), . En appliquant I'isomorphisme (4.29) au groupe
G, on en déduit que I'isomorphisme (4.29) reste valable a caractére central imposé. Si Z agit
sur p a travers le caractére y et M est un D(G)-module sur lequel D(Z) agit par x !, on a
un isomorphisme

(4.31) EXt;%(G)X (D(G) ®p(py p', M) ~ Extg%(P)X(p',M).

Considérons ¥ une représentation localement analytique de G sur un espace localement
convexe de type compact et p une représentation localement algébrique irréductible de P
ayant méme caractére central x. En appliquant la proposition 2.1, on obtient un isomor-
phisme

(4.32) Extl  (2,Ind3(p)) = Ext}  (S[p, p).

De plus, cet isomorphisme est la composée de la restriction Exth’X(E,Indg(p)) —
Ext%7x(2|p,1ndg(p)|p) et de lapplication EthP’X(Z|p,II’IdIG3(p)|p) —  Ext} (2P, p)
induite par ’application P-équivariante Indg(p) — p définie par f — f(1).

Comme p est une représentation de L, le radical unipotent N de P agit trivialement sur p.
Ainsi on a, pour tout D(G)-module M,

(4.33) Homyy(p) (o', M) = Hom 1y (¢, H*(D(N), M)).

Comme le foncteur H°(D(N), -) de JM(P) vers M(L) est adjoint & droite du foncteur exact
d’inflation de M(L) vers M (P), il transforme injectif en injectif, et on a, d’apres [54, 5.8.2],
une suite spectrale

(4.34) Ext?, (o', HI(N,M)) = Ext?}%, (o', M).

(L) M(P)

Le méme raisonnement que pour passer de (4.29) a (4.31) nous donne une suite spectrale a
caractére central imposé

(4.35) Ext?

m(L)X(plqu(Na M)) = Eti+q (p/aM)

M(P)x
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Reprenons ¥ une représentation localement analytique de G sur un espace de type com-
pact. Remarquons que le groupe N vérifie les hypothéses du théoréme 3.15. On peut donc en
conclure, puisque X est une représentation localement analytique de P sur un espace de type
compact, que si les espaces topologiques H, (N, X) sont tous séparés, alors ceux-ci sont de
types compact et leur structure de D(L)-module provient d’une action localement analytique
de L, étant donné que I'injection

(4.36) C*(L,Hy(N, %)) — £y(D(L), Hy(N, %))

est, dans ce cas, un isomorphisme ([48, théoréme 2.2]).

En combinant les isomorphismes (4.29) et (4.31) avec les suites spectrales (4.34) et (4.35),
et en utilisant le théoréme 3.15, on obtient le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.9. — Si pour tout ¢ > 0, I'espace localement convexe Hy(N,X) est séparé,
on a une suite spectrale

(4.37) EDY = Ext? (H,(N, %), p) = Ext? (2, Ind$ (p)).

Si de plus le centre Z de G agit sur ¥ et p par un caractére x, alors il agit sur Indg (p), ainsi
que sur tous les Hy(N,X) a travers x et on a une suite spectrale

(4.38) EDT = Ext]  (H,(N,%),p) = Extt4(2,IndE (p)).

La fleche d’aréte EE° — Extg (%, Ind%(p)) est en fait la composée
(4.39) Ext} (Ho(N,X),p) — Exth, (%, p) < Ext%_(%,Ind(p)),

la fleche de droite étant donnée par (4.32) et celle de gauche étant la composition de la fleche
de  restricion  Ext} (Ho(N,X),p) — Extp, (Ho(N,%),p) avec la  fleche
Extlp  (Ho(N, %), p) — Ext, (3, p) induite par 'application P-équivariante X — Ho(N, X).

Par exemple, lorsque X est une représentation localement algébrique de la forme
Yalg ® Yoo, les espaces

(440) Hq(nz ¢alg ® woo) = Hq(“a walg) ® Qboo

sont munis de la topologie localement convexe la plus fine et sont donc séparés. On en conclut
ainsi, en utilisant le théoreme 7.1 de [35] et le théoréme 3.15,

(441)  Hy(N,X) = Hy(n,Yarg) ® In(Yoo), HIN,E') = H(n,1hq5) ® In(Y0),

Jn désignant le module de Jacquet. Les modules de Jacquet Jy (¢ ) se calculent alors en
utilisant les résultats de Bernstein et Zelevinsky [1, 2.12 et 5.2].

Les Hy(n, 1q14) se déduisent alors du théoréme ci-dessous et de I'isomorphisme de dualité
(3.37).

THEOREME 4.10 (Kostant). — Soit A un poids dominant. Pour S C A, posons P = Ps.
Pour tout q > 0, on a un isomorphisme [-équivariant

(4.42)  Hy(n, Fy) =~ P Fuxs, Hin, Fy)~ &5 AS"

w,l(w):q,w-AEX;r w,l(w):q,w-)\eX;
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EXEMPLE 4.11. — Dans le cas ou G = GL3(Q)), si P désigne un sous-groupe parabo-
lique maximal, le groupe L est isomorphe a GL2(Q,) x Q.. Si po est une représentation
lisse de Ly, application du « lemme géométrique » de Bernstein et Zelevinsky donne

way O B (e el T (o)) — T (10, () ) = o = 0
T 0o g el ® pR™ — Jn, (IdF, (pe)™) — I p, (L, (p)) = 0.

Comme le foncteur Jy, est un foncteur exact sur la catégorie des représentations lisses, on

obtient les résultats suivants
(44d) In, (vp) =Indgh; (ler'e2),  Jn, (vp,) = leg 'er 'e3| @ Sta,
JNl(l) =1, JN1 (St3) = |661€1_16§| ® Sta.

On peut alors utiliser le corollaire 4.8 pour calculer les termes de la suite spectrale (4.37).
Voici quelques exemples de calculs issus de cette suite spectrale pour GL3(Qj).

dimg Exté; 5 (Fx, Ind§, (Fs .2 ® St2)) = 0

)
dimg Extg 5 (Fx, Ind§, (Fy, .52 ® St2)*?)
dimg Extg 5 (F ® vp,, Indg, (Fs,0,1)™")

(4.45) dimg Extg 5 (Fx ® vp,, Ind§, (Fs,0,2)%2) =
dimg Exté’)\(FA ®vp,, IndIGD1 (Fsyox,1 ® St2)°")
dimg Exté; 5 (Fx ® vp,, Ind§ (Fy, .52 ® St2)*?)

dimg Extg 5 (Fx ® vp,, Ind§ (Fyyspa,1))
dimg Exté; 5 (Fx ® vpy, Ind§ (Fy,s,0,2)) =

On en déduit par symétrie les mémes égalités en remplacant vp, par vp, et en échangeant les

roles de P; et P,, sq et s9, 01 €t 0.

Démonstration. — Donnons I'exemple de Ext%;,A(FA ® vpl,IndIGJ2 (Fs,-x,2 ® St2)°2). Le
théoréme 4.10 nous donne Hy(ng, Fy) = Fy 2 et Hi(ng, F)\) = Fj,.5 2. De plus, par (4.44),
ona Jy,(vp,) = |e; 2e1ea| ® Sty. Calculons a présent les termes de la suite spectrale (4.38)
(4.46)

Eg’q = Exti%)\(Hq(NQ, F ®'l}p1), F31~)\,2 ® Stg) = EXt]g’F}(\I(F)\ ®up,, Ind% (Fsl.)\’Q ®St2)).

Comme A # s; - A\,ona E§~° = 0 pour tout p > 0 d’aprés la proposition 4.7. Ainsi
Eg’l ~ Exté)A(FA ® vpl,Inng (Fsya2 ® Stg)). Comme Eg’l est I’espace des en-
domorphismes Lg-équivariants de la représentation irréductible Fs, .2 ® Stg, on a
dim Exta/\(F,\ ® Upl,Inlep2 (Fsya,2 ® Stg)) = 1. De méme on arrive a Exté,)\(FA ® vp,,
Ind%, (Fy,55-0,2 ® St2)) = 0 et ExtQ (F\ ® vp,, Ind§, (Fs,s,0,2 ® St2)) = 0. On conclut
alors en utilisant la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur Homg (F\ Q vp,, -)
a la suite exacte

(4.47) 0 — Ind, (Fs, .2 ® St2)* — Ind§, (Fs,.x2 ® St2) — IndE, (Fy, 5,02 ® Sta2) — 0,

qui n’est autre que (2.50). O
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COROLLAIRE 4.12. — Pouri € {1,2}, on a Extg y(Fx ® vp,,vi(A)) = 0.

Démonstration. — C’est une conséquence de la décomposition (2.53), du corollaire 4.8 et
de (4.45). O

4.5. Homologie unipotente des induites

Plagons-nous a présent dans le cas G = GL3(Q,) et P = P;. Soit (p, M) une représenta-
tion localement algébrique irréductible de L;. On peut donc écrire p = paig ® poo AVEC Paig
algébrique irréductible de dimension finie et po, lisse irréductible. Par abus de notation, on
note encore p 'inflation de p au moyen du morphisme P; — L;. Soit Ind,C;'1 (p) I'induite lo-
calement analytique de p de P; a G. Nous allons déterminer les espaces H,(NN;, Indg1 (p)) en
tant que représentations de L;. La stratégie que nous suivons est celle décrite dans le §8 de
[35]. 1 s’agit de filtrer de fagon P;-équivariante 1’espace Indg1 (p) selon le support. Si C est
une partie de G stable par multiplication a droite par P;, on note Indg1 (p)c le sous-espace
des fonctions a support inclus dans C.

Les ensembles W1 \W/W; et Wo\W/W; sont de cardinal 2. Fixons ¢ € {1,2} et w un
¢lément tel que W; W, # W;wWi. Alors P,wP; est un ouvert de G. Nous avons alors une
suite exacte de P;-représentations localement analytiques

(4.48) 0 — Ind, (p) pawp, — Ind§, (p) — Ind, (p)/Ind, (p) piwr, — 0.

Par la méme preuve que dans [35, lemme 8.1], on voit que le terme de gauche est un sous-
espace fermé de Indg1 (p). Ainsi il s’agit d’une suite exacte stricte d’espaces de type compact.
Le terme de gauche est la composante a support dans ’orbite ouverte et le terme de droite
les résidus a support dans I’orbite fermée.

Pour déterminer HYI(N;, Indg1 (p)'), nous calculons en fait, comme dans [35], les
D(L;)-modules HY(N;, (Ind%, (p) p,wr,)’) et HI(N;, (Ind$ (p)/Ind, (p) pwr,)’) et utili-
sons la suite exacte longue de cohomologie. Nous commengons par H?(N;, (Indg1 (p)Pwp,)’)
Il s’avére plus commode de commencer par calculer H,(N;, Indg1 (p)p,wp,) et d’utiliser le
théoréme 3.15.

4.5.1. Un résultat technique. — Nous prouvons ici que si H est un groupe de Lie locale-
ment (Q,-analytique, et H; un sous-groupe cocompact de H, le foncteur Indg1 envoie une
suite exacte stricte de représentations localement analytiques de H; sur des espaces de type
compact, sur une suite exacte stricte de représentations localement analytiques de H sur des
espaces de type compact.

LEMME 4.13. — Soit W un espace de Fréchet ; le foncteur W& i+ envoie une suite exacte
d’espaces de Fréchet sur une suite exacte d’espaces de Fréchet.

Remarquons tout de suite que d’aprés le théoréme de I'image ouverte ([45, proposition
8.6]) une telle suite exacte est stricte.

Démonstration. — Soit 0 — V3 ER Vo 4 V3 — 0 une suite exacte d’espaces de Fréchet,
avec f et g continues. C’est une suite exacte stricte. Montrons tout d’abord que la suite exacte

(4.49) 0= W ek Vi L wervs % Wek Vs —0
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est stricte. L’essentiel est de montrer que les applications id® f et id ® g sont strictes. Comme
V; et W sont des espaces de Fréchet, les topologies inductives et projectives sur W Qg V;
coincident d’apres la proposition 17.6 de [45], on peut donc au besoin considérer 'une ou
I’autre. D’apres le corollaire 17.5(4), la topologie sur induite sur W ® g ker f par la topologie
de W @k V3 est la topologie produit tensoriel. Pour conclure, il faut donc montrer que
si U — V est une application surjective ouverte entre espaces de Fréchet, I’application
W ek, U—»W®k,V eststricte. Soit en effet b une application linéaire de W ®,, V dans
un K -espace vectoriel localement convexe Y, telle que la composée b de W @ K, U versY soit
continue. Ainsi la forme bilinéaire B(z,y) = b(z ® y) est séparément continue de W x U
vers Y. En particulier, pour tout w € W, B(w,-) est une application linéaire continue de
U vers Y se factorisant par V. Comme V est muni de la topologie quotient, I’application
b(w ® -) est continue. On montre de méme que pour tout v € V, b(- ® v) est continue, ainsi
b est continue. Au final, la suite exacte (4.49) est stricte. Il se trouve alors que le foncteur
de complétion est exact sur toute suite exacte stricte de groupes topologiques métrisables
([5, 3.1 proposition 5]). O

COROLLAIRE 4.14. — Si0 — p1 — p2 — p3 — 0 est une suite exacte de représentations
localement analytiques de Hy sur des espaces de type compact, la suite

(4.50) 0 — Indj, (p1) — Indf, (p2) — Indjf, (ps) — 0

est stricte exacte.

Démonstration. — D’apreés la proposition 5.3, la remarque 5.4 et la formule (53) de [35],
on a un isomorphisme topologique (Indg1 (p:)) ~ D(H/H;)®xpl, les espaces D(H/H;)
et p; étant des espaces de Fréchet nucléaires. On conclut en utilisant le lemme 4.13. O

4.5.2. Un calcul intermédiaire. — Nous prouvons ici un résultat technique qui servira au
calcul de ’homologie de la composante a support dans I’orbite ouverte.

Soit H le groupe des Q,-points d’un groupe algébrique linéaire connexe défini sur Q.
Si N désigne son radical unipotent, on suppose que H/N est un groupe réductif déployé.
Soit L un sous-groupe de Lévi de H, c’est-a-dire un sous-groupe induisant un isomorphisme
L ~ H/N. Soit P un sous-groupe de H tel que B = P N L soit un sous-groupe parabolique
de L. Posons N’ = N N P. On peut alors choisir Ly C L un sous-groupe ouvert compact tel
que L = Ly - B.

Soit p = paig ® pso une représentation localement algébrique irréductible de P. On note
€(p) = c—IndE(p) le K-espace vectoriel des fonctions localement analytiques & support
compact modulo P de H dans K telles que f(gp) = p(p~')f(g) pour tout g € H et
p € P.1ls’agit d’un espace vectoriel localement convexe de type compact muni d’une action
localement analytique de H. Le but de cette partie est de décrire les H/N-représentations
H; (N7 g(p))

Soit A (p) = c—IndY, (p|n/) 'espace des fonctions localement analytiques & support
compact modulo N’ sur N a valeurs dans I’espace de p telles que f(nng) = p(ng')f(n).
C’est encore un espace vectoriel localement convexe de type compact muni d’une action
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localement analytique de N par translation a gauche. On le munit également de ’action de
B déduite de I’action de B sur N par conjugaison, autrement dit

(4.51) (b- £)(n) = p(b) f(b~"nb).

Posons %) = Ind% g (p). Si f est un élément de €(p), pour tout m € L, on note
»(f)(m) la fonction de N dans p définie par n — f(mn).

L’application ¢ induit un isomorphisme de H-modules de &(p) sur un sous-H-module de
Indfn pN(p). Ll est clair que pour tout m € L, ¢(f)(m) est a support compact et localement
analytique. De plussimg € PN L,

(4.52) o(f)(mmg) = (n — f(mmon) = p(mg*) f(mmonmg 1))
(4.53) = mgl - (n — f(mn)),

et donc ¢(f) € %(p)
LEMME 4.15. — L'application ¢ est un homéomorphisme L-équivariant.

Démonstration. — L’injectivité est claire, étant donné que LN = H. Pour vérifier la
continuité, il suffit de vérifier que la restriction de ¢ au sous-espace des fonctions a support
dans un compact C' modulo P est continue. Quitte a grossir un peu C, on peut supposer qu’il
est Lo-invariant. Dans ce cas, pour tout m, ¢(f)(m) est a support dans I'image de C N N.
Comme N est unipotent, on peut trouver un sous-groupe compact ouvert Ny de N contenant
C N N et stable pour 'action de Ly par conjugaison. On a alors un homéomorphisme

(4.54) e=Tndp (p)Lon, = Ind(pN9 1 (p) = Ind7° pInd}t v, (0),
ce qui permet de conclure en passant a la limite inductive. O

Cet isomorphisme nous permet de construire une application N-équivariante et B-équi-
variante

(4.55) G(p) — N (p)
définie par f — o(f)(1). On en déduit une application B-équivariante
(4.56) Hy(N, 6(p)) — He(N, N (p))-

Si l’espace topologique H,(N, A (p)) est séparé, il est de type compact, et c’est alors une
représentation localement analytique de B. On obtient alors une application L-équivariante

(4.57) 2 Hy(N, 6(p)) — Indg (Hy(N, ¥ (p)).

PROPOSITION 4.16. — Si tous les espaces Hy(N, N (p)) sont séparés, I'application i est
un isomorphisme topologique pour tout q.

Démonstration. — Soit P. une résolution fortement exacte de la représentation triviale par
des D(N)-modules topologiques de la forme D(N)® ,V ou V est un K -espace localement
convexe dénombrable muni de la topologie localement convexe la plus fine. La cohomo-
logie H, (N, (p)) est alors la cohomologie du complexe P.®p(ny, N (p). Notons dg ses
différentielles. En reprenant la preuve du théoréme 3.15, les espaces P, @ p(n),, N (p) sont de
type compact. Comme H,(N, N (p)) = kerd,/Imd, est séparé, les espaces Imd, sont fer-
més dans P,®p(n), SV (p) et sont donc de type compact. Comme une application continue
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surjective entre deux espaces de type compact est continue, on conclut que les différen-
tielles d, sont strictes. D’aprés le corollaire 4.14, le foncteur Ind’ transforme suites exactes
strictes d’espaces de type compact en suites exactes strictes d’espaces de type compact. Ainsi
Ind% (H, (N, (p)) s’identifie 2 la cohomologie du complexe Indé(P.@D(N),LW(p)). Il
reste donc a prouver que ’application Pq®D(N)7LIndLB(7V(p)) o~ Indng(Pq@)D(N),LW(p)) est
un isomorphisme topologique. En écrivant P, = D(N)®,,V et en utilisant la remarque
5.4, 'isomorphisme (54) et le lemme 2.6 de [35], il suffit de prouver que ’application

(4.58) V&k.Lo(D(L/B), N (p)) = L5(D(L/B), V&, N (p))

est un isomorphisme topologique. En écrivant V. = 5; K avec I dénombrable, cette
application devient

(4.59) P £.(D(L/B), X (p)) — Lo(D(L/B), P H (p)).
I I

Comme 9 (p) est de type compact et I dénombrable, le corollaire 8.9 de [45] implique que
cette application est un isomorphisme. C’est un isomorphisme topologique car bijection
continue entre espaces de type compact. O

Faisons désormais I’hypothése suivante : N’ est inclus dans le centre de N. Elle sera
toujours vérifiée dans nos applications ultérieures.
La suite spectrale de Hochschild-Serre ([35] théoréme 6.8) donne

(4.60) Hy(N/N', Hy(N', N (p))) = Hp1q(N, N (p)).

D’aprés notre hypothése sur N, on a des isomorphismes N-équivariants
q q

(4.61) N\ () @k N () = N (\ () Iv @ p)-

Ainsi Hy(n', N (p)) ~ N (Hg(w',p)) en tant que N-modules. Comme p = pag ® Poos
H,(W,p) ~ Hy(N', paig) ® poo en tant que N’'-modules. Ainsi, d’apres le théoréme 7.1 de
[15]3 ona Hq(N/7W(p)) = W(HQ(NI7 palg) & poo)N’

LEMME 4.17. — Si ) est une représentation lisse de N', on a N (¢Y)n+ ~ N (Pn-).

Démonstration. — Fixons s : N/N’ < N une section localement analytique de la
projection N — N/N'. L’application A (¢)) — C3*(N/N’ 1) donnée par f — fosestalors
un isomorphisme topologique N’-équivariant, en munissant le membre de droite de I’action
(n' - f)(z) = ¥(n')(f(x)). Si V est une représentation de N, notons N’(V) le sous-espace
de V engendré par les vecteurs de la forme n - v —vavecn € N',v € V. Il est clair que
N'(N(¥)) € N (N'(x)). Montrons I'inclusion réciproque. Soit f € C2*(N/N')(N'(z))).
Comme f est a support compact, et que N’ (1) est muni de la topologie localement convexe
la plus fine, il existe V' C N’(v) de dimension finie tel que, pour tout x € N/N’, f(z) € V.
Comme V' C N'(¢) et que V est de dimension finie, il existe, d’apres le lemme 8.1 de [11], un
sous-groupe compact ouvert N1 C N’ tel que || N ¥(n)vdn = 0 pour tout v € V. Ainsi on
obtient

(4.62) / (n- f)dn =0.

Ny
Toujours d’apres le lemme 8.1 de [11], ceci implique f € N'(C3*(N/N',%)), ce que 'on
voulait. O
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Au final on obtient un isomorphisme N-équivariant
(4.63) Ho(N', W (p)) = N (Hy(N', p)) = C2*(N/N', K)® e Hg(N, p),

le deuxiéme isomorphisme provenant du fait que N’ agit trivialement sur H, (N, p) et que
H,(N', p) est muni de la topologie localement convexe la plus fine. Ainsi

(4.64)  Hp(N/N',Hy(N', ¥ (p))) = Hp(N/N', CZ*(N/N', K))® « Hy(N', p| 1)
Le théoréme 6.9 de [35] implique alors Hy(N/N', C3*(N/N', K)) ~ o /n+. On obtient donc

la proposition suivante.

PROPOSITION 4.18. — On a un isomorphisme topologique L-équivariant

(4.65) Hi(N, ¥ (p)) ~ Hi_gim n/n' (W, patg|n) @k IN' (Poo) @K O/

COROLLAIRE 4.19. — Pour tout 1,
(4.66) Hi(N, 6(p)) ~ Indj (Hi—dim n/n' (W, patg|n') @k In'(Poo) @k In/n)-

De plus, H;(N, 6(p)) = 0 pour i < dim N/N' et i > dim N. Si p est de dimension finie, alors
les H;(N, X (p)) sont de dimension finie.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 4.18 et de la proposition 4.16.
L’annulation provient de (3.34). O

4.5.3. La composante a support dans I'orbite ouverte. — Si f € Indg1 () Pywp, » ON NOtE Yy (f)
l’application de P; dans M définie par ¢.,(f)(p) = f(pw).

LeEmMME 4.20. — L'application ., est un isomorphisme topologique

(4.67) Ind, (p) pwp, ~ c—Indp' oo 1 p".

Démonstration. — L’application est bien définie car

(4.68) ow(f)(pg) = f(pqw)
(4.69) flpw(w™ qu))
(4.70) P (¢~ 1) f(pw).

L’injectivité et la surjectivité proviennent de I'isomorphisme de variétés localement analy-
tiques P,wP;, ~ P;/(P; N wPyw™1). Soit C une partie fermée de P;wP; compacte modulo
P,. Lensemble C’ des p € P; tels que pw € C est compact modulo P, N wP;w ™! et ¢ in-
duit une application de I'ensemble des fonctions de Ind,c;':1 (p) Pwp, & support dans C' dans
I’ensemble des fonctions de c—IndIPDZ?mw prw—1P" @ support dans C' et cette application est

continue. Comme les topologies sur Ind,c;y1 (p) Pwp, €t c—Indi}nw prw-1P" sont les topolo-
gies limite inductive, ¢ est continue. Enfin, ¢ est bicontinue car bijection entre deux espaces

de type compact. O
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Soit A € X", un poids dominant relativement & a;, po, une représentation lisse irréduc-
tible de L, et p = F)\ 1 ® poo. Comme conséquence de la section précédente et du lemme 4.20,
on peut calculer 'homologie unipotente de Indg1 (p)pwp, =~ c—Indﬁznw Prw—1(P")-

On choisit en effet H = P;, P = P, NwPyw™!, N = N; et la représentation p* de P.

Si¢ = 1, choisissons w = s9. On a alors

)}

_ [[*00 ;_f(10
(470 P={(i50)} v ={(e;

On a donc d’apres le corollaire 4.19 et le fait que Ly N P = B,

(4.72)  Hi(Ny,Ind (Fx1 ®K poc)Pys,py) = Indg (Hi1 (0, F{2) @ Jno(p52) @ O ).

Onaalors 0y n' = €] Lesler tea| et comme n/ est de dimension 1, les seuls groupes non nuls
sont

4.73) Ho(n', F3%) = soA, Hi(w, F{%) = (sas10)€) €2

==}

et ce sont des représentations de dimension 1 de B.
Si¢ = 2, choisissons w = s1s. On a alors
(4.74) P={(3:3)}, N ={1}.

0 * *
Onady =€ Zeeo leg 2€1€5| et comme n’ est de dimension 0, le seul groupe non nul est le Hy.

(4.75) HQ(NQ,Indg1 (Fx1 ®K Poo)PysisaPr) = Ff}ls2 ® pil? ® 6626162|60_26162|.

4.54. Les composantes a support fermé. — Nous allons a présent déterminer
H,(N;, Indg1 ()%, p,)s OU IndIGD1 (p)%, p, désigne le quotient IndIGp1 (p)/Indg1 (p) p,wp, - Cette
fois-ci, il est plus simple, comme dans [35, §8], de calculer la cohomologie

H(N;, (IndZ, (0)%,p,)")-
Commengons avec le cas o ¢ = 1. On montre la proposition suivante par le méme
raisonnement que pour le théoréme 8.5 de [35].

ProPOSITION 4.21. — On a un isomorphisme L1-équivariant
(4.76) HY(Ny, (Ind, (p)%,)") = H(n1,m1(p")) @ k1o
my(p') désignant le module de Verma généralisé U(g) ®u(p,) p'. De plus on a
H(Ny, (Ind, (p)%,)) = H(m, (Indg, (0)%,)").

On peut ainsi utiliser les calculs de ’appendice 2 qui donnent la proposition suivante.

PROPOSITION 4.22. — Soit A un poids dominant relativement a la base de racines simples
A. On a des isomorphismes |y -équivariants

4.77)
HO(“laml(Fﬁ,l)) =F,®F, H'(ny,my(F, ) = Foon1®Fg g
Hl(“laml(Fig)) =F, 19 Fg 50 Hl(nlaml(Fs/2~)\,1)) =F s
H2(“1am1(F>l\,1)) = Fslzsl-)\,l HQ(nlaml(FSIQ-,\,1)) =0

Ho(nlvml(F/2sl-)\,1)) = FI

s S281-A,1

H'(ny,my(Fl,, x1)) =0

S

Hz(nlyml(FL;Q.sl-)\,l)) =0.
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COROLLAIRE 4.23. — Pour tout q¢ > 0, nous avons un isomorphisme topologique
L+-équivariant

(4.78) Hy(Ny,Ind@, (p)%,) =~ HY(Ny, (Ind§, (0)%,)") ~ H(n1,m1(p))) ® poo-

Démonstration. — L’application H9(Ny, (Indlc;’:1 (p)g)) — Hing, (Indg1 (p)3,)) est
continue et le membre de droite est, en utilisant la résolution de Chevalley-Eilenberg pour
calculer la cohomologie d’algebres de Lie, le quotient topologique d’un espace de Fréchet.
Comme d’apres les propositions 4.21 et 4.22 le membre de droite est également de dimension
finie, c’est un espace sépare. Le théoréeme 3.15 nous donne alors le premier isomorphisme,
le deuxiéme est une conséquence de la proposition 4.21. O

Nous aurons besoin, pour Hy (N2, Indgl (P)%, p, )> de quelques calculs sur les distributions
a support. Soient H et M deux sous-groupes fermés de G. Comme dans [34], corollaire 1.3.6,
on peut montrer qu’il existe un sous-groupe compact ouvert Gy de G, uniforme, tel que les
sous-groupes Hy = H N Gy et My = M N Gy soient uniformes et compatibles a Gy. Plus

précisément, il existe une base topologique (ay,...,aq) de G telle que (a1, ..., a,) soit une
base topologique de Hy, (as, ..., a:) une base topologique de My et (as, ..., a,) une base
topologique de Hy N My. Posons b; = a; — 1 et pour un multi-indice & = (ay,...,aq),

b = b7 ---bg?. Sia = (o) est multi-indice, son support Supp(«) est 'ensemble des i tels
que a; # 0. Alors D(G)) est I'ensemble des séries 3, b, ot sup,, |da|71%! < 0o pour tout
0 <7 < 1. On munit D(Gy) de la norme

S
«
Le complété de D(Gy) pour cette norme, noté D(Gy),, s’identifie donc a I’espace des séries

(4.80) > dab?,

(4.79) = sup |dg |7

T

ol |dofrl®l — 0.Sip = Y dub* onapu € D(Hp), (resp. p € D(Mp),, resp.
u € D(Hg N My),) si et seulement si d, = 0 lorsque Supp(a) ¢ {1,...,r} (resp.
Supp(e) ¢ {s,...,t}, resp. Supp(e) ¢ {s,...,7}). Notons aussi U(g, K), le complété
de U(g) ®q, K pour la norme || - ||, c’est 'adhérence dans D(Gy), de D(Go):. Fixons
% < r < 1. On sait, d’aprés Schneider et Teitelbaum, que la norme || - ||, est alors multi-
plicative. De plus, d’aprés Frommer ([24, §1.4]), il existe des entiers [; pour 1 < ¢ < d tels
que si A = {b%, o; < l;}, A est une base de D(Gy), en tant que U (g, K),-module a gauche.
SiY est Hy, My ou Hy N My, posons Ay I’ensemble des éléments de A appartenant a Y.
De méme, Ay est une base de D(Y'), en tant que U(y, K),-module a gauche. Définissons

également Ag s la partie de A constituée des b* pour lesquels a; = 0'si 4 > ¢.

PROPOSITION 4.24. — Chaque D(Gy)y,, est un U(g, K),-module libre dont une base est
donnée par Ay. L'adhérence D(Go),m,,r de D(Go)m,k, dans D(Go), est un U(g, K),
module libre a gauche dont une base est donnée par les éléments de Ay .

Démonstration. — La premiére assertion est le corollaire 1.4.1 de [34]. Jan Kohlhaase ne
traite que le cas ou le support est un sous-groupe, ¢’est pourquoi nous devons reprendre sa
démonstration dans le dernier cas. Soit D le sous-U(g, K ),.-module a gauche engendré par
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Ag . CestunU(g, K),-module de type fini, il est donc fermé dans D(Gy).,.. Il est clairement
contenu dans I'adhérence de D(Go) m, 0, - Réciproquement D contient U(g) ®q, K [HoMo]
qui est dense dans D(Go)w,m,, donc dans D(Go)m,m,,r- Ainsi D contient également
D(GO)HOMO,T' O

Notons encore | - || la norme quotient de la norme || - || ® || - || sur

D(Ho)& D(Ho) 1y a1, P(G0) Mo -

Le produit dans D(Gy), permet de définir une application continue

(4.81) tr 2 D(Ho)r ®x D(Go)mo,r = D(Go) HoMo,r-
LEMME 4.25. — L'application

(4.82) D(Ho)r @D (Ho)myrty,» P(Go)Mo,r — D(Go) HoMo,r

induite par p.,. est un isomorphisme.
Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 4.24. On a en effet

(483) D(HO)T‘ ®D(H0)HOM0,T D(GO)MO,T =

( S U(h,K)Ta) O, . UK < P U(g,K)Ta>,

aEAy aEANm

De plus, le lemme 1.2.4 de [34] montre que sid € D(Go) a pour support {1} etg € Go, 5,06,
a pour support {1}. Comme U (g, K), est 'adhérence des distributions a support dans {1}
pour la norme || - || -, on en conclut que U(g, K), est stable par I’action adjointe de K[G].
Ainsi

(4.84) P vhKne= P oUW, K),.

a€Agnm aC€CAgnm

On obtient donc un isomorphisme

(4.85) D(Ho)r @D (Ho)ryrry,» P(Go)Mo,r = @ Ka®g D(Go) my,r
a€A;

ou A, désigne I'ensemble des b € A tels que a; = 0 pour i > s. Il est alors clair par la
proposition 4.24 que le terme de droite s’envoie isomorphiquement sur D(Go) gorr,,r. O

De méme que dans [34, page 30], on voit que D(Ho)r ®p(#Ho)mynn, » P(Go) My, €t un
espace de Banach pour la norme quotient de la norme produit tensoriel, et donc que ’on a
un isomorphisme topologique

(486) D(HO)T ®D(H0)HOmMO,r D(GO)MOJ' = (D(HO)T®KD(GO)M07T)/ker M-

Le méme raisonnement que dans [34, pages 30-31] montre alors que ’on obtient un isomor-
phisme topologique

(487) D(H0)®D(H0)HOmMOD(G0)M0 - D(GO)HOMO’
COROLLAIRE 4.26. — On a un isomorphisme topologique
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Démonstration. — C’est une conséquence de I'isomorphisme (4.87), du corollaire 1.2.14
de [34] et de la formule (1.6) de [34]. O

Notons Indlc;':1 (p)%,p, le quotient de Indlci1 (p) par Indlci1 (p) Pywp, OU PowP; est 'orbite
ouverte. Le groupe P agit par translation a droite sur Cp, p, (G, p) et IndIGJ1 (p)p, p, sidentifie
au sous-espace de C'g, p (G, p) ([34, §1.2]) sur lequel P; agit a travers p. On voit donc que

(4.89) (Indp, (p)%,p,)" = D(G) PP, @D(Py),f’ = D(G)p,p,@D(Py),f'-
Ainsi, d’apres le corollaire 4.26, on a

(4.90) (Ind, (0),p,)" = [D(P2)®D(py) 1, s D(G) )@ Dy 10
D’ou

(4.91) (Ind%, (0)%,7,)" = D(P)®D(p2)py21, [P (G P, @ () ']
D’aprés la proposition 1.2.12 de [34], D(G) p, ~ D(G)1&p(p,), D(P1), donc
(4.92) D(G)p,®p(p)p’ = D(G)1&p(p), 0 ~ D(G)1 @p(py),

et c’est un espace de Fréchet nucléaire.
Précisons I’action de

(4.93) D(Py)p,np, = D(P2)1®p(p,npy), . D(P1 N Ps)
sur D(G)l OD(P); p/. Pour )\ € D(Pg)l, geEP NPetx®uE D(G)1 OD(P); p/, ona
(4.94) (A®dy) - (z®v) = (AAd(g)z) ® (gv).

Calculons H?(ns, Indlci1 (p)'p, p,) en utilisant le complexe de Chevalley-Eilenberg. 11 s’agit
de la cohomologie du complexe

(4.95) D(P2)®D(Py) iy ( N 1 @k D(G)1 @p(py), P')-

LEMME 4.27. — Soient @Q C P deux sous-groupes paraboliques de G. Le foncteur
D(P)@D(P)(‘%L' transforme toute suite exacte stricte d'espaces de Fréchet munis d'une
action séparément continue de D(P)q en une suite exacte stricte de K-espaces de Fréchet.

Démonstration. — Soit V un espace de Fréchet muni d’une action séparément continue
de D(P)g, et Gy un sous-groupe compact ouvert de G tel que G = PGy = QGy.
Comme D(P) = @yecp/p, IgD(Fo), D(P)q = Dreg/o, 0nD(P)qo, et P = QF0, le
foncteur D(P)&® D(P)q,.+ Vvérifie les conditions du lemme si et seulement si c’est le cas de
D(P0)®D(p)QO’L-. Orona
(4.96) D(Po)®p(Py)oy.V = 1im D(Po)r&p(py),.. V-

T

Or, d’apres la proposition 4.24, chaque D(P,), est un D(P)q,,~-module libre de type fini.
Si0 — V; — Vo — V3 — 0 est une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet munis d’action
séparément continue de D(P)g, on obtient des suites exactes strictes

497) 0— D(PO)T®D(PO)Q0,TV1 — D(Pg)r(g)p(po)QOmVQ — D(PO)T‘®D(P0)QOYTV3 — 0.
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En passant a la limite projective, et notant que le systéme (D(Pp),® D(Py)q,.. V1)r vérifie la
condition de Mittag-Leiffer, on obtient une suite exacte

(4.98) 0 — D(Po)®p(py)o, V1 = D(P0)®D(Py)o, Vo — D(Po)®D(py)o, Vs — 0

Comme les fleches de cette suite sont des applications continues entre espaces de Fréchet,
elles sont strictes. O

Lespace D(G)1® D(py), P estun espace de Fréchet. Comme D(Py); agit trivialement sur
0\, on a un isomorphisme topologique

(4.99) D(G)18p(py), P = (D(G)1 @D (Py), Patg) OK Poo-

L’espace D(G)1 ®p(p,), P, €st alors un espace de Fréchet et U(g) ®u(p,) oy, €N €5t Un
sous-espace dense. De plus le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 8.5 de [35]
montre que le complexe calculant la cohomologie H?(n2, U(g) ®u(p,) Py,) €st & différen-
tielles strictes d’images fermées, pour la topologie induite par la topologie de D(G)1 ®p(p,), oo "
Ainsi par [35, théoréme 7.4] le groupe topologique H(na, D(G)1 ®p(p,), Pai,) Sidentifie
au complété de H(ng, U(g) ®u(p,) Ply,) muni de la topologie métrisable induite par celle
de A"n3 ®@ K (D(G)1 ®p(p), Plyy)- Le complexe (A" 15 @k (D(G)1 ®p(py), Pary)) calculant
Hi(ng, D(G)1 ®p(py), Puy,) €st alors un complexe d’espaces de Fréchet nucléaires dont les
différentielles sont strictes. Ainsi d’apres le lemme 4.13, on a

(4.100) H(ng, D(G)1®D(P1)1pl) ~ H%(ny, D(G)1 ®p(py), Pfllg)@)Kng

En particulier cet espace est séparé, donc les différentielles du complexe /\ 15 ® (D(G)1®p(py), P)
sont d’images fermées. Comme ce sont des applications entre espaces de Fréchet, elles sont
strictes. En appliquant le lemme 4.27 a ce complexe, on obtient un isomorphisme

(4.101)  H%ny,(IndF, (0),p,)") = D(P2)®D(Py) oy, o H (2, D(G)1®p(py) u')-

Ainsi on a
(4.102)

H(ng, (Ind, (0)%,p,)") = (D(P2)®D(Py) p, 1y o H (N2, D18 D(Py), Pltg)) O K Pl

L’espace H%(ns, (Ind}q1 (p)%,p,)") est donc séparé. D’apres la remarque précédente (3.44),
C’est aussi le cas de

(4.103) Hy(ng, Indg, (p)%,p,) ~ H(n2, (Ind3, (p)$,p,)")"

Ainsi I’espace

(4.104) Hy (2, Ind%, (0)%, ), = Hy(n2, IndE, ()%, 5,) 1 TNz, (poo)
est séparé. D’aprés le corollaire 3.18, ¢’est un espace de type compact et on a
(4.105) H,y(N2,Ind, (p)3,p,)" = H(Na, (Ind, ()2, ,)"),

et donc

(4.106)  H%(N,, (Ind%, (0)%. p,)")
~ D(P2)®D(P2)Pmpz ,LHq(N27D(G)1 ®D(Py), p;lg) ®K JN2mL1('0°o)I.
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Il y a ensuite plusieurs cas a distinguer selon la nature des composantes W de
H'(ng, D(G)1 ®p(Py), Paig)-

LEMME 4.28. — Si W est une représentation algébrique de dimension finie de D(P,), et
x un caractere lisse de P, N P, alors

(4.107) D(P2)®D(Py) py iy (W @ X ™) = (D(P2)*®p(pynpyy=X 1) @ W.

Démonstration. — Dans ce cas, W est un D(P,)-module. L’application
(4.108) A®v— cew(N)(1®v),

ol ¢y est la comultiplication de D(P,) induit un isomorphisme de D(P,)® p Po)pynp, (W ® x )
sur

(4.109) (D(P2)®p(Py)pyrp, X ) Ok W
muni de la structure de D(P;)-module diagonale. Il est alors clair qu’on a un isomorphisme

(4‘110) D(P2)®D(P2)P AP X_l = D(PQ)OO®D(P10P2)°°X_1' ]
1 2

LEMME 4.29. — Supposons que W soit un complété de U(p2) @u(pynps) X~ 0l X st un
caractére de Py N Py. Alors

(4111) D(PQ)@D(pz)leP2W ~ D(PQ) ®D(P1I’1P2) X_l.

Démonstration. — L’espace W contient une droite U(p; N po)-stable. Par continuité et
densité de U(py N p2) dans D(P; N Py)q, elle est D(P; N Py);-stable, autrement dit on a
un diagramme commutatif

4.112) U(p2) ®u(pinps) X 1 —=W

i

D(P,)1 ®p(pinpy): X

La fleche verticale est continue car la topologie métrisable sur U(p2) ®u(p, np.) x ! induite
par la topologie de A7 n) ® (D(G)1®D(p)1p;lg) est donnée par la distance somme directe
selon les sous-espaces t-isotypiques. Vu que W est aussi le complété de U (p2) ®u (p, np.) x4,
on obtient une autre fléche continue j : W — D(P2)1 ®p(pinp,), X - Les applications
continues ;o et j o4 coincident avec I'identité sur des sous-espaces denses, donc sont égales a
I'identité. On utilise alors I'isomorphisme D(P2) p,np, ~ D(P,NP1)&ppap,), D(P2)1. O

On peut alors conclure en utilisant la proposition suivante, issue des calculs de ’appen-
dice 2.
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PrOPOSITION 4.30. — Soit \ un poids dominant. On a des isomorphismes \y-équivariants

HO(ng,my(F3 1)) = U(l2) ®p (=)
H'(ny, Fl, 1) = U(l2) ®p (—52- A) ® U(l2) ®u(p) (—8251 - A)
H'(ng,my(F3 1)) = U(la) @5 (—51-A) & Fy 5,00
H'(ng,my(F,, 1)) = U(l2) ®6 (—s152 - A) @ U(l2) ®ue) (—5251 - A)
(4.113) H? (ng,ml(F/\ 1)) =F1$2)\2
H?(ng,m1(Fy,.51)) =0
H°(ng,my(Fl,, 21)) = U(l2) ®6 (—s251 - A)
H' (ng,m1(Fl,,, 21)) = U(l2) ®e (—s15251 - A)
H?(ng,my(F.,, 1)) =0.

EXEMPLE 4.31. — Calculons par exemple H!(No, (Indpl()\)PZPl) ). L’espace
H'(N3,D(G)1 ®p(p,), FY 1) est un complété de H*(ny,mq(FY)), ainsi d’aprés la formule
(4.1006), les lemmes 4.28, 4.29 et la proposition 4.30,

@.114)  H'(Na,(IndE (Fx1)%,p,)") = (Fsyspr2 ® Indf2 5(1)°) @ Ind 2, (s1- ).
COROLLAIRE 4.32. — Si p est une représentation localement algébrique irréductible de L,

lespace topologique H?(No, (Indg1 (P)p,p,)") est un espace de Fréchet nucléaire et on a un
isomorphisme D(Ls)-équivariant, pour tout g > 0,

(4.115) Hy(Na, Ind%, ()%, p,) ~ H' (N2, (IndE, (0)3,p,)")'-
En particulier I'espace Hy(Na, Indlci1 (p)$,p,) est de type compact.

4.5.5. Conclusion et formulaire. — Nous pouvons a présent revenir a la représentation

COROLLAIRE 4.33. — Si p est une localement algébrique irréductible de Ly, pour tout
g > 0, l'espace Hy(N;, Indlcz':1 (p)) est un espace de type compact muni d’une représentation
localement analytique de L;. De plus, on a un isomorphisme topologique L; -équivariant

(4.116) Hy(N;,Ind§, (p))' = H*(N;, (Ind§, (p)").

Enfin, si ¢ > dim N; = 2, ces espaces sont nuls.

Démonstration. — On applique la suite exacte longue d’homologie ou cohomologie a la
suite (4.48). On applique alors le corollaire 4.19, le lemme 4.20, le corollaire 4.23, ainsi que
la proposition 4.30 et le corollaire 4.32. O

Dans le cas ou p,4 est la représentation de Ly de plus haut poids dans X 1, la représenta-
tion de L; peut se calculer explicitement. On fixe donc A un poids dominant, et nous donnons
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ci-dessous la forme des représentations H, (N, IndIGJ1 (Fya1)) pour w € {1, 2,251}
(4.117)
Ho(N1,Ind3, (Fx1 ® poo)) = (Fa1 @ Fayr1) OK oo
Hy (N1, Ind$, (Fa1 ® poo)) = Indghy (s2- A @ |€] 2| @ Tvnr, (p32))
® (Foyr1 @ Foysy0,1) OK Poo
Hy(N1,Ind§, (Fa1 ® poo)) = Ind st (8251 - A® |eg "e2] ® Innry (052)) @ Faysrat ® poo

(4.118)
Ho(N1,Ind$ (Foyr1 ® poo)) = (Fsynn ® Fiysrn1) ® poo

Hy (N, Tnd, (Fo, 01 ® poo)) = Indgl (A @ |67 2] @ v, (052)) ® Fays, x ® poo
H2(N1,Ind}G31 (Foyr1 ® poo)) = Indglm;l(318281 A® |7 ea| ® Innr, (p2))

}IO(]VhInd}G:'1 (F5251~)\,1 & poo)) = Fszsl‘)\,l KK Poo
(4.119)  Hy(N1,Ind§ (Fs,si01 ® poo)) = Indgh, (s1-A® |eg "ea| ® Innr, (p52))
Hy(Ny,Ind, (Feys, 01 ® poo)) = Indjh, (s152- A® |ey 2] ® Jnnr, (02))

Ho(N2,Indg, (Fa1 ® po)) = Ind 2 1 (A ®K Inni, (Poc))
Hy (N2, Ind, (Fx1 ® poo)) = Ind [ 5 (InrL, (Ps0))™ @ Fayspn
(4.120) ®Indg2,, (51 A®k InnL, (pso))
H3(N2,IndZ, (Fr1 ® poc)) = Faysyn2 ® |€g 2erea] ®k pL=
D Fois02® Indisz(JNﬂLl (Pso))™

Ho (N2, Ind§, (Foy01 ® o)) = Ind g, (s2 - A @k v, (poo))
® Indffm2 (5251 - A®K INAL, (Poo))
(4.121) Hi (No, Indg, (Foyx1 ® poo)) = Indg,p, (5152 - A @k InnL, (o))
@ Indézm2 (5251 - A®K INAL, (Poo))
Hy(N2, IndZ, (Fayo1 ® poo)) = Fuyr 2 ® leg “er62] @ p32™

Hy (N2, Ind, (Foyy 21 ® poo)) = Indg (5251 - A @k InniL, (Poo))
(4122)  Hy(No,IndS, (Fuya s ® poo)) = Tnd52, (515051 - A ®xc Tnez, (s0)
Hy(No,Ind, (Foys, 01 ® poo)) = Fa2 ® leg *erea| @k pi™.

De la suite exacte

(4.123) 0 — Fy — Indg (F1) — v (\) — 0,
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on déduit

(4.124) Ho(N1,vp () = Fs,on1

(4.125) Hi(Ni,v3(\) = Ind} (s2 - A ® |e1 ea]) © Fayopnn

(4.126) Hy(N1,v8 (N) = Indg! (s251 - A @ |€7 eal)

(4.127) Ho(N2, v (N)) = Indgt,(A)/Fa g

(4.128) Hy(Np, v (N) = Foyx2 @ Ind 2 (1) @ Indg2, (51 )/ Feyx2

(4.129) H3 (N3, v8' (X)) = Fy 50,2 ® |€5 2€162| @ Fiy55.0,2 ® Sto.

En utilisant ces calculs, la suite spectrale (4.38) et le théoréme 8.14 de [35], on obtient les
dimensions suivantes
(4.130)

dimg Extg 5 (v (A), IndG, (Fy,01)) =2, dimg Extg , (vE (A), Ind§, (Fs,.a,2)) = 0,
dimg Extg 5 (v (A), IndG, (Fyysy01)) = 1, dimg Extg (08 (A), Ind§, (Fs,s,-0,2)) = 0.

En utilisant les suites exactes (2.50), on peut également en déduire les groupes d’homologie
de la forme Hy(N;,Ind Pl( s5-2,1)°"). Nous aurons par exemple besoin plus tard de

(4.131)

Hy (N1, Indg, (Foy01)™) = Foyopan @ Fa®@Indghy (e te2)* @Indgh, (s152-Aep eal).

Enfin, rappelons que N désigne le radical unipotent de B. En associant le calcul précé-
dent de H, (Nl,IndIGD1 (Fuw-x1)) avec le théoreme 8.13 de [35], on peut calculer les termes
H,(N, Indp( Fyai)).

(4.132)

Ho(N,Ind§ (Fx1)) =A@ 8- A

Hy(N, Indg1 (Fx1)) = (s2- )\|€1_162|) ® (s182 - )\|61_162|) DSy - AD 5281 - ADST - AD SS9+ A

H,(N, Indg1 (Fx1)) = (s251 - M€ tea|) @ (s15251 - Ae] Mea|) ® 5251 - A D (5152 - Mg Lea)
@ 5189 - )\|eo_26162| D 5189 A D 8518289 - A

H;3(N, Indg1 (Fx1)) = (s18281 - )\|61_1€2|) @ 518957 - )\|6526162| @ 5158251 - A

(4.133)

Ho(N,Indg (Fs,x1)) = 82 - A @ 5281 - A
Hi(N,Indg (Fs;01)) = (Mg tea]) @ (52 - M€y teal) @ 8251 - A @ 5180 - A D 518251 - A

Hy(N,Ind$, (Fiyx1)) = (515281 - Aley "ea]) @ (51 - Aleg "e2]) @ (s1- Mg *er€a]) @ s1s080 - A

Hy(N,Ind, (Fi,.01)) = (5281 - Aleg ereal)
Ho(N,Ind§, (Fsys,0,1)) = 8251+ A

@134 Hi(N,Indg (Fs,s,0,1)) = (51 M€ ea]) @ s15251 - A

Hy(N,Ind§, (Foysy0,1)) = (515251 - A ® €] ') @ (Mg *ereal)
Hy(N,Indg, (Fyys,0,1)) = (52 - Aleg Zereal).-
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5. Construction de représentations localement analytiques

Dans cette partie, nous utilisons les résultats précédents pour construire des extensions
entre les représentations localement analytiques de Steinberg généralisées de GL3(Q,). On
fixe A un poids dominant de G.

5.1. Cohomologie de v ()

Dans cette partie, P; désigne un des deux sous-groupes paraboliques P; ou Ps.

PROPOSITION 5.1. — L'application quotient Indgi()\) — vE(A) induit un isomorphisme

(5.1) Extg , (Fx, Indg, (X)) = Extg y (Fa, v (\).

Démonstration. — En effet, on a d’apres le corollaire 4.6
(5.2) Extg\(Fx, F) = Extg \(F, Fx) = 0
et on écrit la suite exacte longue associée a
(5.3) 0 — Fy — IndZ (\) — v&(\) — 0. O
D’aprés le théoréme 4.10, pour tout p > 1, les L;-modules H,(N;, F ;) et F ; sont non
isomorphes. Donc la suite spectrale (4.38) ainsi que la proposition 4.5 montrent que
(5.4) Extf \(Fx,Ind3, (\)) ~ Ext! | (Fxi, Fx)-
Par ailleurs la proposition 4.5 donne un isomorphisme
(5.5 Ext] 5 (Fxi Fai) =~ HIY(L;,1).
On obtient donc un isomorphisme
(5.6) Ext?, | (Fx,Ind3, (\)) ~ H(L;, 1).
Les espaces H(L;,1) se calculent alors en utilisant le corollaire 3.14. En particulier,
H(L;,1) ~ A’Hom(L;, K), pour 0 < ¢q < 2. Lespace Extg \(Fx, v ()\)) est donc

un K-espace vectoriel de dimension 2 dont une base est formée par les morphismes de
L; ~ GL2(Q,) dans K, cp, et cp, ya1 définis par

(5.7) cp, (p) = log(det;(p)), cp; vai(p) = val(deti(p)),

avec det; = € "e; 'e3, deta = €5 2erex et p € L;. L'inclusion T C L, induit une fléche de
restrictionres : H'(L;,1) — H*(T,1). On note sh; lacomposée de cette fléche de restriction
avec 'isomorphisme (5.6). La fléche sh; permet ainsi de voir Exta A(Fx; vE (X)) comme un
sous-espace de H (T, 1).

ProPOSITION 5.2. — L'application Extéw)\(FA,Indgi N) — Extéyl\(F,\,v?;?()\)) prove-
nant de Uapplication quotient IndIG;i (A) — vy (A) est un isomorphisme.
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Démonstration. — On sait déja, par la proposition 4.5, que Extza A(Fy, Fy) = 0. 1l suffit
donc de prouver que la fleche

(5.8) Ext, \(Fy, F) — Extd ,(F», Ind% (V)
est injective. Or elle s’insére dans un diagramme commutatif
Exty \(Fx, F\) —— Ext}, \(Fy,Indg (1))
lz (5.4)lz
(5.9) H3G,1) — H3(L;,1)
| i
H3(sl3, K) —2— H3(sly, K).

La fléche verticale en bas a gauche provient du théoréme de Casselman et Wigner (3.28)
puisque le groupe G est le groupe des Q,-points d’un groupe semi-simple. La fléche verticale
de droite dans le carré du bas provient du corollaire 3.14 appliqué au groupe L; ~ GL2(Q,).
Le carré du bas est commutatif par fonctorialité des fléches de restriction. La fleche horizon-
tale du bas est alors un isomorphisme d’apres I’exemple 3.13. O

COROLLAIRE 5.3. — L'espace Exté’A(F,\, vpl(N)) est de dimension 1, isomorphe a
H?(L;,1), dont une base est cp, A cp, val.

Remarquons au passage que, d’apreés le corollaire 3.14 et la structure des éléments primi-
tifs de sl,,, ona H*(G,1) = 0, et donc

(5.10) Ext, ,(Fx,v3'(\)) = 0.

5.2. Cohomologie de ()

Pour calculer la cohomologie de la représentation £(A) = v%'(A), nous allons utili-
ser une résolution par des induites paraboliques. Soit « I'injection diagonale de F) dans
Indg1 A @ Indg,_,()\) et B l'application de Ind}C;'1 A @ Ind%()\) dans Ind$(\) définie par
Bf9)=1f-g

PROPOSITION 5.4. — Le complexe
o G G B G
(5.11) 0 — F\ — IndZ (A\) ® Ind3,(A) — Indg(A) — E(A) — 0
est exact.
Démonstration. — La surjectivité de § vient de la définition de X (), l'injectivité de o a
déja été vue au lemme 2.13. Il reste juste a prouver que le noyau de 3 est exactement I'image

de a. Ceci est une conséquence immeédiate de la description des composantes irréductibles
des Ind% (M) donnée en (2.50). O
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Ainsi la cohomologie de () s’identifie a I'hypercohomologie du complexe
(5.12) Co(N) = [Fy % Tnd$, (A) & Tnd$, () 2 md§(N),

Indg(A) étant placé en degré 0. Pour calculer cette hypercohomologie, nous considérons,
pour tout p > 0, la résolution (25) de [35] qui est (C**(G7T1, C,(N)))g>0. Comme cette
résolution est fonctorielle, nous obtenons des applications G-équivariantes continues

(5.13) Co(GITL Oy (N)) — C*™ (G, Oyt (M),

de sorte que I'on obtient un double complexe (CP7(X)) ou CP4(X) = C*(GITL,C_,(N)).
Lespace Extg 5 (Fx, X())) est alors le n-iéme espace de cohomologie du complexe total
associé¢ a (Homg (Fy, CP9(N)).

On obtient une suite spectrale incluse dans le deuxiéme cadran
(5.14) EPU(N) = Ext, , (Fx, C_p(N) = Ext% (Fy, S(V).

Les composantes de cette suite spectrale se calculent facilement en utilisant (4.38). Pour
tout sous-groupe parabolique P de radical unipotent Np, les représentations H,(Np, F))
sont données par le théoreme 4.10. En particulier H,(Np, F) n’a pas de facteur de Jordan-
Holder isomorphe & F) p pour ¢ > 1 et Ho(Np,F\) ~ F) p. Ainsi la fléche d’aréte
EJ? — Extg \(Fy, Ind%())) est un isomorphisme et donne

(5.15)

EthG7>\(F,\, Indg()\)) ~ EXt%P)\(HO(No, F)\), F)\)p) = EXt%P7/\(F>\7P, F/\,P) ~ Hq(ﬁ, 1)

Si P est un sous-groupe parabolique de G contenant B, on a un isomorphisme G-équivariant
(5.16) C* (@ Ind$ (1)) @k Fy ~ C*(G4+, Ind%(1) @ Fy)

qui permet de définir un morphisme

(5.17) Homg(1,CP9(1)) — Homg(Fy, C*™ (G, Ind$ (Fy)))

commutant aux différentielles. La composition de cette application avec I’application (2.67)
produit un morphisme de complexes doubles

(5.18) (CP1(1)%) — (Homg(Fy, CP(N\)))

induisant un morphisme H"(G,St5") — Extg y(F,E())). Or, pour tout ¢ > 0, expli-
citation (4.39) du morphisme d’aréte de la suite spectrale (4.38) montre que le diagramme
suivant est commutatif

(5.19) EP(0) EP'(\)
: :
Dsca,isj=p HY(Ls, K) —— Dsca,si=—p H(Ls, K).

Ceci prouve que toutes ces suites spectrales, pour A variant parmi les poids dominants, sont
isomorphes a la suite spectrale obtenue a partir de C,(0) que nous noterons désormais C,.
Nous obtenons ainsi des isomorphismes

(5.20) ox : HY(G,St3") ~ Extl, , (Fy, Z(\).
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Déterminons maintenant les différentielles do dans la suite spectrale (5.14). Pour chaque
inclusion P C @ de paraboliques, la décomposition (4.39) montre que le diagramme suivant
est commutatif

H9(G,Ind3(1)) —— H9(G,Ind$(1))
(5.21) lz lz
Hi(Lg,1) —=— HY(Lp,1).
LEMME 5.5. — Les lignes Ey° et E;"' sont exactes.

Démonstration. — Notons res; I’application de Hom(L;, K) dans Hom(T', K) obtenue
par composition avec I'inclusion T' C L;. La ligne E'l’0 est
(5.22) 1-101—1.
De méme la ligne E;' est isomorphe a
(5.23) 0 — Hom(Z1, K) & Hom(Ls, K) =22%2, Hom(T, K)
qui est exacte car T est le produit des centres de L; et L. O

Les espaces E.? sont particuliérement simples. D’aprés le corollaire 3.11, on a des iso-
morphismes

q
(5.24) EY? = HY(T,1) ~ /\ Hom(T,1).

1129 —2
€] €5), Calog = logyo(ey “€1€2) et

C2,val = valo (eg 2¢; €2). Ces quatre éléments forment une base de Hom(T', K). Remarquons
que ¢;log €t Cival S€ prolongent au groupe L; et engendrent donc I'image de la fleche de
restriction

(5.25) HY(L;,1) — HY(T,1).

Posons ¢; 10g = loggo(ey e €2), cival = val o (€

De plus c; 1o €t cj va1 sont les images par cette fleche de cp, et cp, va1, définis dans la section
précédente. On en conclut immédiatement que la fieche d; 12 est injective d’image engendrée
par cilog A Cival €t €210g /A C2,val. Ainsi Eg’Z est de dimension 4 et s’identifie au quotient
de /\2 Hom(T, K) par I’espace engendré par ces deux éléments. On en conclut au passage
que E; '? = 0. Le corollaire 4.6 nous montre que E; >*> = E;>* = 0. Enfin, d’aprés le
corollaire 3.14, les espaces H*(G, 1) et H3(L;, 1) sont de dimension 1. Comme la restriction
de G a L; est injective, on obtient Ey 23 = 0et dimg Ey L3 — 1. En comparant tous ces
résultats on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 5.6. — Les espaces Hom(Fy,3(\)) et ExtaA(F,\,Z()\)) sont nuls et
Ext2G),\(F>\, 3(N)) est de dimension 5.

Il s’agit maintenant de décrire les éléments de Exté, A (Fx, 2(X)). Le sous-espace corres-
pondant a Eg 2 est de dimension 4 et peut étre décrit de fagon élémentaire en termes de cup-
produits par (5.24). On obtient ainsi une application

(5.26) Kkt HY(T,1) ~ EY"* - Ey? < Extg \(Fx, Z(V)).
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Le noyau de « a pour base les cocycles ¢1 105 A €1,val €t C2.10g A C2,val €t les éléments

(527) R(Cl,val A c2,va1)7 N(cl,log A CZ,log)7 H(Cl,log A cZ,val)a H(Cl,val A C2,10g)

forment une base de Eg 2 Par exemple, 'élément c; ya1 A c2 va1 provient d’une extension dans
la catégorie des représentations localement algébriques.

PROPOSITION 5.7. — La classe c1 va1 N C2 val engendre l'image de I'application
(5.28) Extg 5 (Fy, Fx ® St3) — Extg \(Fx, £(\)).

Démonstration. — D’apres le théoréme 1 de [39] (voir aussi le théoréme 1.3 de [19])
Papplication quotient Ind%(1)> — St induit un isomorphisme Ex‘% (1 Ind$(1)>°) ~
Ext%’oo(l, St3). Ainsi, d’apres la proposition 4.7, on a un isomorphisme
(5.29) Extg \(Fy, Fx ®x Ind (1)) ~ Extg ,(Fy, Fx ® St).

Par ailleurs le corollaire 10 de [39] et la proposition 4.7 nous donnent un isomorphisme
2 G oo 2 2l
(5.30) Extg \(Fx, F) ® Ind§(1)*) ~ /" Hom (T, K).

On obtient alors un diagramme commutatif
(5.31) O
Extg \(Fx, FA ® Stg) «—— Extg \(Fx, Fx ® Ind3(1)*) —— A’ Homoo (T, K)

! ! !

Exty \(Fy,2(\) —— ExtZ ,(Fx, Ind§ (X)) ——— A?Hom(T, K).

Notons W () le sous-espace Indg1 (N + Indg2 (A) de Ind§()\). Le morceau E; " s’iden-
tifie a Ext?é,,\(FA, W (X)) et application Exté’,\(F,\, $(\)) — E; " est alors application
bord obtenue a partir de la suite exacte
(5.32) 0— W(\) - Ind%(\) — Z(\) — 0.

Son noyau est I'image de .

5.3. Cohomologie et dilogarithme
Soit W = W(0), St3" = 3(0). Nous allons montrer comment le dilogarithme p-adique
permet de décrire des éléments de H3(G, W) et de les relever en des éléments de H?(G, St3").

Notons 9 I'espace vectoriel des applications mesurables D de P!(Q,) dans K vérifiant
I’équation fonctionnelle

(5.33) D(my)—D(m)—D(y)—i—D(yi_;)—D(a:i:ig=0

Soit li5 la fonction dilogarithme Q,\{0,1} — Q,, construite par Robert Coleman dans [13].
Cette fonction dépend du choix d’une détermination du logarithme p-adique, c’est-a-dire de
la valeur de log(p). En choisissant la détermination log(p) = a, on pose

(5.34) Da(2) = lis(2) + %loga(z) log, (1 — ).
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La détermination que nous utiliserons le plus souvent est a = 0; pour alléger les indices, on
note donc D = Dy. On vérifie alors que

(5.35) D,—D= gd
ou d est définie sur Q,\{0} par
(5.36) d(z) = log(1 — z)val(z) — log(z)val(1 — 2),

et cette fois-ci, d ne dépend pas du choix d’une branche du logarithme. Les fonctions D et d
sont deux éléments de 8. Nous montrons en appendice que 9 est un K-espace vectoriel de
dimension 2 ayant pour base (D, d). Nous y construisons également un isomorphisme

(5.37) 0: B H*(PGLy(Qy), St3"),

que nous allons a présent utiliser. Le centre de GL2(Q,) agit trivialement sur St5", on a donc
une injection

(5.38) H?*(PGL2(Q,), St3") — H?(GLy(Q,), St3™).

Notons 6 la composée de 6 avec cette injection.
En quotientant la suite exacte

(5.39) 0— W — Ind§(1) — St3® — 0
par Indlc;':1 (1), on obtient une suite exacte

(5.40) 0 — v — Ind§ (St3") — St3" — 0.
D’aprés (5.10), H*(G,v3!) = 0. On obtient donc une surjection
(5.41) H*(G,Ind§ (St3™)) — H*(G,St3").

Comme H;(Ny,1) et Hy(Ny,1) sont, d’apres le théoréme 4.10, des représentations sur les-
quelles le centre de L; agit non trivialement, la suite spectrale (4.38) prend ici la forme d’un
isomorphisme de Shapiro

(5.42) H?(G,Indg, (St5")) = H?(L1,St5") = H?(GL2(Qy), St3™).

En composant I'inverse de cet isomorphisme avec I'isomorphisme 6 de 'appendice, et avec
(5.41), on obtient une fléche

(5.43) 12 B— H*(G,St3™).

De méme en changeant P, par P, dans (5.41), on obtient une fléche 5 : B — H?(G, St3").
LEMME 5.8. — Il existe a € K non nul tel que

(5.44) t1(d) = t2(d) = a(e1,10g A C2,val + C2,10g A €1 ,val)-
Démonstration. — On sait d’apres ’appendice 1 que 6(d) appartient au noyau de

(5.45) H?(PGLy(Qp), St3") — H*(PGL2(Qy), 1).

Notons By le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de GL3(Q)p) et Ty le

sous-groupe des matrices diagonales. L’élément 6(d) est alors I'image d’un élément de
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H?(PGL2(Q,), Indg?((@p) (1)). En utilisant le théoreme 8.13 de [35], on obtient un isomor-
phisme
(5.46) H?(PGLy(Q,), 1ndS¥ (%) (1)) ~ B2(T5,1) ~ \” Hom(T5, K).

2
Il s’agit d’un espace de dimension 1 engendré par (log, o€) A (val o €) ou € est le morphisme
de T, dans K * défini par (¢ %) — a~'d. Ainsiil existe o/ € K* tel que 6(d) = o’ (log, o€) A
(val o €). On remarque alors que, via I'isomorphisme L; ~ GL3(Q,), € correspond & € les.
Ainsi I'image de d par ¢, est o/ (logg oey 'e1) A (valoey te; ) pour un certain o/ € K*. Comme
pour f morphisme de Q,; dans le groupe additif de K, on a

_ 1. 2
(5.47) fol(eglter) = _gf(e0 Yerted) + gf(eo 2e1€),
on en déduit

4 1 2
(5.48) u(d) =o' gC2log A €2 val + gClilog A €1 ,val — §(Cl,log A €2 val + €2,10g N\ C1 val) | -

Comme les deux premiers termes du membre de droite sont annulés par «, on a le résultat
avec @ = —%o/ . On raisonne de la méme fagon pour ¢ en remarquant que to(d) =
o (logy o€y tex) A (val o €] tep). O

LEMME 5.9. — L'image de 1;(D) par H?(G,St3") — H3(G,W) est non nulle. De plus
t1(D) et 12(D) ont méme image dans H3(G, W).

Démonstration. — Cela résulte du diagramme commutatif suivant

(5.49) 0 —— Ind (1) — Ind§(1) — Ind§ (St3") —=0

| |

0 w Ind%(1) Sta" 0

qui donne
H?(GL2(Qp), St3") —— H*(GL2(Qp), 1)

(5.42)Tl TZ

(5.50) H?(G,Ind§ (St3")) —— H3(G,Ind§ (1))

| |
H?(G,St§") —  H3(G,W).
Le carré du haut est commutatif car les fléches verticales sont constituées de restrictions, qui

commutent aux opérateurs de bord. L'image de D par la fléche horizontale du haut est non
nulle d’aprés (7.15) et la proposition 7.5. De plus, la composée

(5.51) H3(G,1) — H3(G,Ind§, (1)) — H3(GL2(Qp), 1)
est 'application de restriction de G & GL3(Q),) via le plongement
(5.52) GL2(Q,) = L; — G.

Comme le centre de GL2(Q,) estisomorphe a Qf et que dim Hom(Q,', K') < 2, ona, d’apres
le corollaire 3.14, H3(GL2(Qp),1) ~ H3(slz,1). De méme, on a H3(G,1) ~ H3(sl3,1).
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En utilisant ces isomorphismes, la fléche (5.51) devient la fleche 7] de 'exemple 3.13. Cet
exemple montre alors que la composée (5.51) est indépendante de i € {1,2}. Autrement dit,
dans le diagramme commutatif suivant

(5.53) H?(GL2(Qp), 1)

]
H3(G7 1) — H3(Ga Indlcjl(l))
\ 1/2
H3 G, W)

—

Pisomorphisme entre H*(G, K)) et H*(GL2(Qp), K) est indépendant de i. Notons ¢;(D)
I'image inverse dE\G(/D) par | (5.42). En comparant au diagramme commutatif (5.50), on voit
que I'image de (11(D), t2(D)) dans H3(G, Ind%, (1) ® Ind$ (1)) appartient a I'image de
(5.54) H3(G,K) — H*(G,Indg (1) ® Ind§, (1)),

obtenue par inclusion diagonale, donc ¢; (D) — to(D) est nul dans H3(G, W). O

COROLLAIRE 5.10. — Les application v; sont injectives.

On pose alors

1
(5.55) co = a_lLl(D) — 501,10g A €2.10g

ou « est choisi comme dans le lemme 5.8. D’aprés le lemme 5.9, ¢y n’appartient pas a I'image
de k. On obtient donc

(5.56) H?(G,St3") = Im(x) @ Kco
= Kcl,val A C2 val 2] Kcl,log A C2 val @ KC2,log A C1,val S2) Kcl,log A C2 log ® Kcg.

Comme le morphisme ¢, entre H2(G, St3") et Exté, A (Fx, (X)) provient d’un morphisme
de suites spectrales et x de morphismes d’arétes dans ces suites spectrales, on a k = @y o K.
On note également ¢y I’élément de ExtQG,,\(F,\, (X)), image de ¢y par ¢y. On a également
une décomposition

(5.57) Extg 5 (Fy,2(\) = Im(k) ® Kco
= Kcl,val A C2 val @ Kcl,log A C2,val D KCQ,log A C1,val S Kcl,log A C2 log 5] KCO-

5.4. Extensions entre $:()) et les v ())

La nullité des espaces Exté;’ A(Fy, Z(A)) et Homg (Fy, 2()N))) (proposition 5.6) montre
que I’on a des isomorphismes

(5.58) Extg , (V3 (A), B(N)) = Extg , (Indg (A), (V).

On peut alors utiliser la résolution (5.11) de X () pour calculer ces groupes. On applique le
foncteur Homg (v} (M), -) pour obtenir une suite spectrale

(5.59) EPT = Extf, , (Ind§, (A), C_p())) = Ext%(Indg, (1), B(N)).
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Par dualité de Schneider et Teitelbaum, on peut éliminer immédiatement les termes
(5.60) Extf ,(IndF, (\), Fx).

En effet d’aprés le corollaire 4.3, on a un isomorphisme

(5.61) Ext ,(Indg, (\), Fx) = Ext% %, (F},Ind%, (F} , ® 9p,)).

Or, pour tout g, les L;-représentations Hy(N;, F}) et F ; ® 0p, ont des caractéres centraux
différents : le premier est algébrique et le second a une composante lisse non triviale. Ainsi
l’application de la suite spectrale (4.38) donne le résultat.

De plus, les formules (4.132) montrent que le seul H, (N, Ind% ()\)) ayant une composante
A-isotypique non triviale est le Hy, et cette composante est de dimension 1. Ainsi la suite
spectrale (4.38) nous donne

(5.62) Ext% , (IndF, (\),Ind§(\)) ~ HY(T, 1)

(5.63) Ext? ,(IndF, (\),Ind%, (\)) ~ H(L;, 1).

Les formules (4.120) et la suite spectrale (4.38) donnent de méme, pour tout g,
(5.64) Ext?, , (Indg, (), Ind, (\)) ~ Ext}_,(Indf*()), Fx2) = 0.
Ainsi

(5.65) Extg , (Indg, (A),Ind§, (V) = Ext , (Indg, (1), IndZ, (X)) = 0.
De méme

(5.66) Extg ,(Indg, (A),Indg, (V) = Ext , (Indg, (A), IndZ, (X)) = 0.

Au final, on obtient

ProrosITION 5.11. — L'espace Exté’A(v%‘;()\), 2(X)) est de dimension 2 pour i € {1,2}.
De plus, l'inclusion F\ @k vp, — v'j‘{_‘()\) induit un isomorphisme
(5.67) Extg (03 (V), Z(A)) = Extg \(Fx ®x vp, S(N)).

Démonstration. — Dans la suite spectrale (5.59), la ligne d’ordonnée q est de la forme

e
(5.68) HYL;, K) 2 HY(T, K)

et cette fleche est une fleche de restriction. Ainsi, d’aprés le corollaire 3.14, HY(H,K) ~
A?Hom(H, K) pour g € {0,1,2} et H € {L;,T}. Le morphisme d; "¢ est donc injectif pour
g < 2eton obtient Exté’/\(lndg1 (A),2(\) ~ EY'. Comme Hom(L;, K) est de dimension 2,
engendré par ¢; jog €t ¢; val €t que Hom(T', K) est de dimension 4 engendré par ci jog, €1 vals
C2,log €t Caval, I'espace Exta /\(Indgl()\), (X)) est de dimension 2. On conclut alors avec
I'isomorphisme (5.58). Le méme raisonnement en remplagant v3!(A) par F) ® vp, donne
I'isomorphisme (5.67). O

En fait, nous obtenons plus que cela, il y a une suite d’isomorphismes

(5.69) Extg (v (A), £(V) & Extg 5 (Indg, (1), £(V))
« Extg , (Indg, (V),Indg () = HY(T, 1),
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ce qui donne une présentation
(5.70) shy : HY(T,1) —» Extg , (vi (M), Z(N))

dont I'image est engendrée par les cocycles ¢z 105 €t 2 val.

Les mémes résultats sont valables en remplagant P; par P,. On obtient une application
(5.71) shy : H'(T,1) — Extg , (vi (M), Z(N))
dont I'image est engendrée par ¢; 1og €t C1,val-

DEFINITION 5.12. — Si £ et ' sont deux éléments de K, on note X(\, £, £') I'unique
représentation localement analytique de G s’insérant dans une suite exacte
(5.72) 0—-3S\) =S\, 2, 2) = v (\) @vE(N) =0,
dont la classe dans EXté,A(”?D?()‘) ® v (A), X(A)) correspond au couple (c2,10¢ + £ Caval,

€1,log + £¢1,va1) par la proposition 3.2.

Remarquons que, comme les représentations % () et vy'(A) sont fortement admissibles,
toute extension comme ci-dessus est également fortement admissible.

REMARQUE 5.13. — L’inclusion F ® Stz — () induit une injection
(5.73) Extg 5 (Fx ® vp,, F ® St3) — Extg \ (Fx ® vp,, B(N)),

car d’aprés (2.52), on a Homg(F) ® vp,, L(A)/(Fx ® Stz)) = 0. Le membre de gauche
est de dimension 1 d’aprés le corollaire 4.8. L'image de cette injection est engendrée par
Shi(C3—i,va1)-

REMARQUE 5.14. — Comme dans [7, §2], on peut construire explicitement £(\, £, #') de
la fagon suivante. On note o (¥, ') la K-représentation de dimension 3 de B

a * % 1 logy(a=2bc) logp(a™tb~1c?)
(5.74) 0bx | — | 0 1 0
00c 0 0

On forme P'induite Ind§ (A ® o(#, #')). L'unique injection de la représentation triviale dans
o(#,#") induit une injection Ind$(\) — Ind§(A ® o(£,#")) et donc une injection de
Ind,c;'1 A+ IndIC;Y2 (A). Si @ désigne le quotient par ce sous-espace, on a alors une surjection

(5.75) Q — Ind§ (V)%

Onnote £(\, £, #') I'image réciproque de Indg1 N e Ind}Gp2 (M) dans @, on obtient donc une
extension

(5.76) 0—2(\) — =\, 2, 7) — Ind§ (A) ® Ind§, (\) — 0.

Comme Exta A (Fy, Ei()\)) = 0, I'injection de F? dans Indg1 G IndIGD2 (M) se releve en une
injection de F dans 2(), #, ') et on a un isomorphisme

(5.77) S\, 2, L) F2 =S\ 2, 7).
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5.5. Construction du complexe

On peut désormais déterminer les groupes d’extensions Exté’/\(FA,E(/\,Z’, £)) et
Extg 5 (Fy, S\, 2, £)).

Notons d » I'application
ot
(5.78) Extg \ (Fx, v (V) @ vE (V) —— ExtZ 5 (F, Z()))
obtenue a partir de la suite exacte

(5.79) 0—Z(\) - Z\, 2, 2) — o8\ @vE(A) — 0.

D’apres (3.2), les espaces Extg%( O (+,-) peuvent se réinterpréter en termes de groupes de
morphismes dans la catégorie dérivée D?(J1(G)y). On a en particulier

(5.80) Ext @), (E(A), v (X)) = Hompes (g, ) (E(A), v (V)'[1])
(5.81) EXt%(G)A(U%{-I()\)/’ Fy) ~ Homps gy, (vVE (V) [1], FA[2])-

La composition dans la catégorie D°(U(G),) permet de définir une application bilinéaire
(5.82)  Extlyq), (BN, v (A)) x Extygy, (0B (N, Fi) = Exthyq), (SN, F3).

La proposition ci-dessous est un moyen commode de calculer cette composition.

PROPOSITION 5.15. — Le diagramme suivant est commutatif.

(5.83)
Extlyq), 0B (N, F}) — Ext}, ), (S(\)', F})

. - 4
T

HYT,1) H*(T,1),

lapplication du bas étant le cup-produit.
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Démonstration. — Nous avons en réalité un gros diagramme commutatif
(5.84)

X
Extly), (SO, v (1)) Extyy gy, (08 (), Fy) —— Ext%yq), (SN, F3)
? 13
Extl Y(\),ndS (\)) °  Ext! Ind§ ()Y, F! Ext? Y\, F!
Xt c), (E(A)'s Indp, (A)') Xt (), (Indg, (A)', FY) Xtua), (E(N) FY)

Extly ), (Ind$ (N, Ind§, (\)) Extly ), (Inggl (N, F}) — Ext%q), (Ind$§ (N, FY)

Extj ), IdF(A), Ind§ (X)) Extjy g, IdG (A, F{) —— Bxt} g, (IndF(A)', F})

(@) (e (9)

Extj, ), (Ind§())’, Ind§ (X)) Ext gy, (Ind (A, F{) — Ext?, ), (IndF(\)', F})

(® (h)

Extlyp), (-, IndF(\)") Extjy gy, (Ind§ (N, F{) —— Ext% ), (—A, F})

(c) J/(f)

Ext}y gy, (=X, —}) Extly gy, (—\, F}) ———— Ext% g, (=), F})

(d) 11 2

X
Extlyer), (=X, —A) Extjy gy, (—A, =A) ———— Bxt%7), (=1, =)

Le diagramme commute car toutes les applications sont fonctorielles. De plus les composées
des fléches (a) et (b), ainsi que (e) et (f) et (g) et (k) sont des isomorphismes d’apres (4.31).
La composée des fléches (d) et (c¢) est un isomorphisme d’apres (5.15). En composant toutes
les fléches colonne par colonne dans le bon sens, on obtient exactement s~hi, sh; et x.

Soit donc (a, B) € Exty(py, (—A, —A) X Extly iy, (—A, —A). D’aprés (4.23) et le corollaire
3.11, on a des isomorphismes

(5.85) Extyy ) (—A —A) = H'(T, 1) ~ Hom(T, K) ;

un calcul direct montre que la composition de « et 3 dans Extng) (=X, =) est exactement
a A B dans

— 2 —
(5.86) Ext?yry, (—A, —A) ~ H*(T,1) ~ /\" Hom(T, K).

En effet, si « est un morphisme localement analytique de T dans K, la classe d’exten-
sion associée est une représentation V de T' qui, dans une certaine base, est donnée par la
matrice (§ ). La suite exacte

(5.87) 0—-1—-V—->1—-0
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donne lieu a une application de bord § : H'(T,1) — H?(T,1). Si 8 est un morphisme de
T dans K, 6(3) est la classe de H?(T, 1) dont un représentant est (g, h) — a(g)B3(h), c’est-
a-dire le cup-produit a U . Par ailleurs 'application bord ¢ est exactement la composition
avec o : 1 — 1[1] dans D*(u(T)). O

COROLLAIRE 5.16. — L'application 6 4 envoie (c,c’) sur
(588) (CQ,log + flc2,val) Nec+ (Cl,log + fcl,val) A C/

En particulier, son image est incluse dans 'image de k.

Démonstration. — L application y » est

(5.89) Hom pb gy, (v (N) @ v (A))[1], Fy) — Hompe ),y (2(A)', FX[2])

obtenue par composition avec (c2 10g + L2 val, C1,l0g + f’cl,val), il suffit alors d’appliquer la
proposition 5.15. O

COROLLAIRE 5.17. — Ona
(5.90) dimg Extg \(Fx, 2(A, 2, 2)) = Let dimg Exty ,(Fx, S\, 2, £)) =

L'espace Exté,/\(F,\, Y\, £, L") est le sous-espace de dimension 1 de Extév/\(F,\, v (A) ©
v (X)) engendré par la classe (c1 105 + L1 val, C2,l0g + £'ea ) et Exté/\(F,\, Y\ 2, 20)
a pour base les images des classes ci ya1 N C2.val €2 Co, ¢ étant défini en (5.55).

Démonstration. — La suite exacte (5.72) donne lieu a une suite exacte longue
(5.91)
0 = Extly o (F, v () @ v (V) —2 Bt (B, (V) — Ext 5 (F, 50\, 2, 2))
— Bxt?, y (Fx, v (\) @ v (A) 2> Extd, , (Fa, S(V).

Le 0 de gauche provient de la proposition 5.6. Rappelons que 1’espace Exté, A(EN,E(N) a
une base constituée des éléments ci 10g A €2,10g> Ci,log N C2,val, Clval A €2 logs Clval A €2 val
et cg. D’apres le corollaire 5.16, le noyau de 6, » est constitué des multiples du couple
(€1,10g + £C1 val,s €2,10g + f’cz,val). Ainsi Exth’A (Fx,2(\, 2, ")) est de dimension 1. L’image
de dp 4 est donc de dimension 3. Il suffit donc de prouver que la fleche ¢’ est injective. Pour ce
faire notons x’ I'application H3(T, K) — Ext?’G, A (Fx, (X)) provenant de (5.24). On prouve
comme précédemment que I’on a un diagramme commutatif

(5.92)

Extyy g, (E(A), v (A)) g Ext%q), (V8 (A), F}) — Extyq),

| o

H\(T,1) H2(T, 1)

(), FY)

I’application du bas étant le cup-produit. Ainsi I’application §’ est donnée par

(593) (C, C/) = (02,10g + flC?,val) Nec+ (Cl,log + fcl,val) A C/-
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Or d’aprés le corollaire 5.3, une base de Exté/\(FA,v?{(}\) ® v (A)) est donnée par
cp, N\ cp, val €t cp, A Cp, val. Leurs images par ¢’ sont
(5.94)

/ /
C1,log N C1,val A C2log + £ Cllog A CLval AC2vals  €2,1og A C2,val ACLlog + £ €2,10g A C2,val AC1 val

et sont linéairement indépendantes dans H*(T, K). Mais cette fois-ci, on sait que dans la
suite spectrale (5.14), E;>* = 0et d;"® = 0, I'application ' est injective, donc &' I'est
¢galement. O

REMARQUE 5.18. — Ce corollaire peut se reformuler de la fagon suivante : ’espace

Exté,,\(FA, B\, L, L)) est le quotient de Exté,,\(FA, 3())) par les relations

/
C1,log A C2log — ff C1,val A C2 val,
(595) C1,log A C2 val + fcl,val A C2 val,

/
C1,val A C2 log +27 C1,val A C2 val-

Par (3.12), pour tout sous-groupe parabolique P, on a des isomorphismes
(5.96) Entl, 5 (Fx,IndE (X)) ~ Extf, , (Fx,IndF ().
Ainsi on obtient un isomorphisme
(5.97) St \(Fr, (N, £, 2)) = Extg \(F, B(), 2, £)),

et on peut appliquer la proposition 3.2 pour construire un objet de la catégorie D®(M.(G)5).

Soit @ un polyndme de deux variables de degré inférieur ou égal a 2 a coefficients dans K.

gorie D(M.(G),) obtenu a partir du cocycle ¢ + (£ — Q(L, L ))c1val A Canal €
Exté,/\(FA, Y(\, £, ")) au moyen de la proposition 3.2.

DEFINITION 5.19. — Soit £ € K?; on note (A, £)g l'unique objet de la caté-

A priori, (X, £) estun complexe de D(G)-modules, mais d’apres la remarque 2.17 de [35],
la représentation (), £, £) a une résolution injective I' par des représentations localement
analytiques et on peut utiliser cette résolution et représenter (A, £) par un complexe de
représentations localement analytiques. Comme de plus,

(5.98) Entg 5 (Fx, S\, £, 2)) = Extly o), (B, £, 2, FY),

le complexe de D(G)-module %(\, £)g, s'insére dans un triangle distingué de DP(M(G)>)
(5.99) F{ =S\, L) — S\, 2,2)[-1] —

tel que 'application du foncteur Hom(-, F}) induise un morphisme

(5.100) Endg (F}) — Homps )y (SN, 2, 2') [-2], FY)

envoyant ’identité sur le cocycle

(5.101) co+ (L' —Q(L, £))e1val A Caval-
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REMARQUE 5.20. — Le polyndme @ est la pour faire le lien avec les constructions géo-
métriques du chapitre suivant. Il existe cependant un choix de @ pour lequel le complexe
2(A, £) a un comportement paralléle a celui de la représentation V' (h, £) de 'introduction
(ici (Mo, A\1,A2) = (ha — 2,h1 — 1, hg)). Il s’agit, ce n’est pas un hasard, du choix @ = 0.
Supposons en effet que @ = 0.

(1) Le foncteur D}, dépend du choix d’une branche du logarithme p-adique pour
construire un plongement By, — Bgg. Si D(h, £) est le module filtré associ¢ a V (h, £)
en choisissant log(p) = 0, le module filtré associé¢ a V' (h, £) en choisissant log(p) = a
est D(h, Z) avec Z =(L+4a, L +a, 2" +a? + La?). En remplacant alors log, par
log, dans la construction de X (), £), c’est-a-dire en faisant ¢; 1og > Cilog + AC; val
et D — D + &d, on obtient un complexe isomorphe a Z()\,Z). En effet, on voit par
exemple que ¢ doit étre remplacé par

1
a a 1
2
(5.102) co + a—z u(d) — §(cl,log A €2.val + €1 val A C2,log) — ia C1,val N\ C2,val
a2
= Co — a(cl,val A CQ,log) - Ecl,val A C2 val-

Or comme ¢ 1og = —(a + £')cg a1 dans Exté’/\(FA, Y\, £+ a, L + a)), extension
correspond au parametre cy + (f" +a? + %az)cl,val A €2 val.
(i1)) Considérons les représentations galoisiennes

(5.103) D:,(V(h, 2)*(2)) = D5(V(h, 2)),

avec h = (2 — ho,2 — hy,2 — hy) etz = (£, 2, 2L — £"). Du coté localement
analytique, soit ¢ I'isomorphisme extérieur de G défini par ¢(g) = (¢~ !)*. Il induit une
involution ¢ de D(G) et le foncteur M +— D(G) ®,(p(@)) M est un isomorphisme de
la catégorie M(G)y sur MU(G)5, ou X = (=A2, —A1, —Ag). Il induit un isomorphisme
de la catégorie D*(M(G),) sur la catégorie D®(M(G)5) et I'image de £(X, £)’ par ce
foncteur est justement E(S\,Z)' . La raison est que ce foncteur envoie $()) sur S(),
v?;‘;()\) sur vj‘;;(j\), échange c¢1 1og €t €2, 10g, C1,val €t C2 val €t €0VOIe 1 (D) sur t2(D), donc
Co SUT Co+C1,10g AC2,10g €1 C1,10g A C2,10g = ff,cl,val/\clval dans EXt%;’A(FA, 2()\, P, f))
Ainsi il serait fort tentant de choisir ¢ = 0, mais nous ne savons pas montrer que ce choix
convient pour les résultats du chapitre suivant, ou nous devrons faire un choix de @ qui
dépend de I’espace de Drinfel’d. 11 est cependant possible que ces deux choix coincident.

6. Le complexe de de Rham de I’espace de Drinfel’d

Ce dernier chapitre est consacré au lien entre le (¢, N)-module filtré D(h, ¥) et le com-
plexe de D(G)-modules X(X, £)’ a travers I’espace de Drinfel’d .

Soit # I’ensemble des hyperplans de ]P’ép définis sur Q, et X(C,) = P*(Cp)\ U H(Cp).

HedH

11 s’agit des C,-points d’un espace rigide Qy-analytique %, de Stein ([46, §1]). L’espace
IP’?QP est un espace homogene pour le groupe algébrique GL3; fixons un isomorphisme
P2 ~ GL3/ P», ce qui munit P?(C,) d’une action de G = GL3(Q,) stabilisant X. Soit p une
K -représentation de dimension finie de G. Pour tout faisceau G-équivariant & en K -espaces
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vectoriels sur X, on définit le faisceau G-équivariant ¥ @ p, produit tensoriel de & et du
faisceau constant p. Pour tout ouvert admissible U de P2, on a

(6.1) (7 @K p)(g~'U) S (T @k p)(U)
(6.2) VRW I gv ® guw.

On appelle alors complexe de de Rham a coefficients dans p le complexe d’hypercohomologie
de Q ® x p. Comme I’espace X est de Stein, ce complexe est en réalité le complexe des sections
globales. Nous fixons désormais un poids dominant A et définissons RI'yr(\) comme étant
le complexe de de Rham de X a coefficients dans F. Autrement dit

(6.3) RL4r(N) = [0(X) — Q1 (X) — Q*(X)] @K F}.

On note HY () son i-iéme groupe de cohomologie. D’aprés les résultats de Peter Schneider
et Ulrich Stuhler ([46] §3 théoréme et §4 lemme 1), on a des isomorphismes de D(G)-modules

64)  HWpN=F  HpW=Fexv  Ha))=F o

Le complexe RT4r(%) est donc un objet de la catégorie D®(M(G)y), ot M(G)x est la
catégorie des D(G)-modules sur lesquels D(Z) agit par multiplication par le méme caractére
que sur FY, Z étant le centre de G.

6.1. Scindage du complexe RT ;z())

Le but de cette partie est de prouver que le complexe RT3z () est scindé dans la caté-
gorie D(U(G)y). Lidée est d’utiliser le corollaire A.1.3 de [19] et de calculer les groupes
Ext’/f%(G)A (Hip(N), HéR(A)) pour j = i — k + 1. Ce calcul a été fait dans la catégorie des
représentations lisses de G par Jean-Frangois Dat et Sascha Orlik. Il s’étend a la catégorie
des représentations localement analytiques grace a la proposition 4.7.

THEOREME 6.1. — Le complexe RTgr(\) est scindé dans la catégorie Db(My(G)y),
¢’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme
2 .
(6.5) RTar(%) = D Hip(X) ® F5)[~i]
i=0
induisant lidentité sur la cohomologie.

Démonstration. — La catégorie D*(JU(G),) est la catégorie dérivée d’une catégorie abé-
lienne, ¢’est une catégorie triangulée munie d’une ¢-structure. De plus, les calculs de Jean-
Frangois Dat et Sascha Orlik ([19, Théoréme 1.3] ou [39, Théoréme 1]) montrent que, dans
la catégorie abélienne des représentations lisses de G,

(6.6) Ext'y, gy (Hin (), Hip(%)) = 0

saufsi k = i — j. La proposition 4.7 montre alors que Extﬁd(g)A (Hip(N), HgR(A)) = 0 pour
k =i —j+ 1. Au vu du corollaire A.1.3 de [19], le complexe RT3z (A) est scindé dans la
catégorie D?(M(G)y). O

Bien entendu un tel isomorphisme n’est pas unique, mais une fois que I'on connait ce
théoreme, il est facile d’en déduire la structure de I'algebre End po (¢, ) (RTar())) et donc
tous les scindages.
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COROLLAIRE 6.2. — L'algébre End ps (g, )(RTar(N)) est isomorphe a l'algébre des
matrices triangulaires supérieures dans Ms(K). En particulier, I'espace des scindages est
un espace homogéne principal sous le groupe N* C GL3(Qp) des matrices unipotentes
supérieures.

Démonstration. — On a un isomorphisme d’algébres

(6.7) Endps (@), (RTar(\)) = End (@ Hip(N) [—i]) .

C’est-a-dire

(6.8) End pe (u(c), ) (RTar(N) = @ Bxtly ) (HIp(N), Hig(M)-
1<j

D’apreés la proposition 4.7, on a des isomorphismes

(6.9) Bxt gy, (Hin(N), Hin(V) = Bxt) L (Hin(X), Hin(40).

Ces isomorphismes sont compatibles aux compositions dans les catégories D®(U(G),) et
DP(M(G)*) car ils proviennent du foncteur de /#(G)> dans JU(G) obtenu par composi-
tion de I'inclusion de M(G)> dans M(G)y et de M +— F; ®x M. Finalement le théoréme
1.3 de [19] nous donne le résultat. O

6.2. Séries discrétes holomorphes

Dans [44], Peter Schneider définit des représentations de G, appelées séries discrétes holo-
morphes, permettant de simplifier le complexe RT3z (%X). Nous rappelons ici leur définition
et calculons leur cohomologie sous certains sous-groupes unipotents de G.

Soit p une représentation Q,-algébrique irréductible de P». Elle donne lieu a4 un faisceau
G-équivariant &, sur ]P’ép = G/ P,, en posant, pour tout ouvert admissible U de P2, U son
image réciproque dans G et

(6.10) F,(U) ={f € CT9(T,p), Vpe Py, f(-p) = plp~")f},

ou C"9(U, p) désigne ’espace des fonctions rigides analytiques de U dans p. L’action de G
est donnée par la translation a gauche. La série discréte holomorphe associée a p est I’espace
des sections de &, au-dessus de X que 'on note D, = & ,(X). Munie de I’action de G, c’est
une représentation séparément continue de D(G) sur un espace de Fréchet nucléaire (voir
[40, §1] et [49, §1 et 2]). Si u désigne le plus haut poids de p, ce qui implique 4 € X7, on
note D, la représentation D,, et on I'appelle série discréte holomorphe. On a une injection
N; — P? donnée par u — uwyP,. L'image U de cette injection étant le complémentaire
d’une droite rationnelle, elle contient I’espace . Or, sur U, le faisceau &, est constant, ainsi
ses sections s’identifient aux fonctions de U dans I’espace de p. L’espace D,, s’identifie donc
a I'espace des fonctions rigides analytiques de X dans p. Pour z € %X, posons u(z) € N1(C,)
tel que z = u(z)woP. L’action de G est alors donnée par la formule suivante.

(6.11) (9- F)(z) = (g, 2)(f(g™"2)),

avec j(g,2) = p(wy 'u(z) " gu(g™" 2)wo).
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Supposons que A soit un poids dominant. Dans [44, §3], Peter Schneider définit trois poids
(A(0), A(1),A(2)) a partir de A, des différentielles d; : Dy(;) — Da(i+1)» ainsi qu'un quasi-
isomorphisme de complexes de G-représentations

do d
(612) RFdR()\) ~ [D)\(O) — D)\(l) — D)\(z)].
Les poids A(7) sont donnés par les formules
(6.13) A(0) = —woA, A1) = s1- (A(0)), A(2) = s152 - (A(0)).

En particulier la cohomologie du complexe de droite dans (6.12) est H} (X)) = Hjr(X)®F}.

La N;i-cohomologie de D,, est particuliérement agréable a calculer et nous sera trés utile
par la suite.

PROPOSITION 6.3. — On a un isomorphisme L,-équivariant

(6.14) H'(N1,Dyy) = H (N1, Hyp (X)) ® Feysyp1-

Remarquons que les représentations H°(Ny, H:,(%X)) sont faciles a calculer car ce sont
les duales des modules de Jacquet des représentations (H:p(%X))’; on peut alors utiliser
(4.44).

Démonstration. — La formule (6.11) montre que, pour g € Ny, (g - f)(z) = f(g7'z), et
pour g € Lu. (g- f) = p" (9)(f(g~*"))- Ainsi D, |p, = O(%) ®x (F.2)"® (rappelons que
woLjwy 1 = L,). Or la cohomologie d’algébres de Lie de n; a valeurs dans BD(X) se calcule
a partir du complexe de Chevalley-Eilenberg

(6.15) 0(%) — () @ O(X) — N\ (m) @k O(X).

D’aprés [44, §3, page 19], on a des isomorphismes P;-équivariants Q°(%) ~ /\(nl)’ Rk O(X).
Il est immédiat de voir que ces isomorphismes sont continus entre espaces de Fréchet, donc
ce sont des isomorphismes topologiques. Ainsi le complexe (6.15) est quasi-isomorphe
topologiquement et de fagon P;-équivariante au complexe de de Rham

(6.16) O(X) — Q1(X) — Q*(X).

On a donc un isomorphisme topologique Pj-équivariant H'(ny, O(X)) ~ Hin(X) qui
donne un isomorphisme topologique L;-équivariant

(6.17) H'(n,Dy,) = Hip(X) @k (Fu2)".

En particulier, cette cohomologie est séparée. Ainsi d’aprés (3.44), on en conclut que
H;(ny, D;,) estisomorphe & la représentation localement algébrique ((F, 2)"° @k Hj(X))'.
On conclut alors par le théoreme 7.1 de [35] et notre théoreme 3.15. De plus, comme repré-

sentation de L1, le plus haut poids de F;’f% est sg51u, donc F:j% =Fo,6.p- O
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6.3. Caracteéres infinitésimaux des séries discrétes

Pour la suite il est utile de voir que les D(G)-modules D,, ont un caractere infinitésimal.
LEMME 6.4. — Le centre 3(g) de U(g) agit sur D,, par le caractére x,+s, défini en 2.6.

Démonstration. — Soit p la représentation algébrique de Ly de plus haut poids u. En fait,
U(g) agit directement sur le faisceau & ,. Comme 3(g) commute a I’action de GL3(C,), il
suffit de vérifier que 3(g) agit par multiplication par x s sur la fibre de &, en 1. On raisonne
alors exactement comme pour la preuve de [33, proposition 8.22]. O

COROLLAIRE 6.5. — Si ) est un caractere localement algébrique de T, alors si Indg(w) et
(D))" ont un sous-quotient en commun, ) est de la forme (w - X\)boo pour un w € W et 1o
lisse.

Démonstration. — Posons 1) = pi). Les représentations D) ;) et (Ind%(v))’ doivent
avoir méme caractere infinitésimal. Ces caractéres sont x x(s)+s5 €t X—(u+s)- IIs sont égaux si
et seulement si il existe w € W tel que A(3) + § = w(—p — §). Comme A(7) est de la forme
w'(—woA+8) —§ = —w'wy(A+ ) — § pour unw’ € W, on doit avoir u = w=w'wg-A. O

Dans le méme esprit que le lemme 2.23, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 6.6. — Soit A un poids dominant ; il existe une application G-équivariante continue
surjective F{ @ Q*(X) — Dy (2), telle que, sur tout sous-quotient du noyau, le centre 3(g)
n'agisse pas selon x__s.

Démonstration. — Nous reprenons la construction de [44, §3]. La proposition 1 de [44,
§3] montre que Q2(X) est isomorphe a D2y avec 0(2) = s182 - 0. Le lemme 5 de [44,
§3] montre alors que F} ®x Q*(X) ~ D F{|p,@0(2)- Le lemme 7 de [44, §3] montre qu’il
existe une filtration P;-équivariante sur F dont le sommet est isomorphe a F_ ,,.,0()» €t
que cette représentation a multiplicité 1. On obtient ainsi un morphisme surjectif F} ®
Q2(X) — Dy (2y. Pour I'assertion sur le noyau, on remarque que le noyau posséde une
filtration G-équivariante dont les gradués sont isomorphes a des sommes directes d’espaces
de la forme D, 4oc2) ou p est un poids dominant relativement a oy et apparaissant dans
F_yox. Siun tel Dy, 2y @ x—x—s pour caractere infinitésimal, on a d’apres le lemme 6.4
I'existence de w € W tel que p + 0(2) + 0 = w(—A — J), cest-a-dire p + s1520 =
wwo(—woA+4), et donc —woA = (wow~ts182)-(s2511). Mais comme d’aprés la proposition
21.3 de [27], on a (wow ™) < —wpA, on doit avoir (wow~1s1s2) - 0 > 0, ce qui implique
wow 1818y = 1 et w = 55 et au final p = —s3s3wp. O
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6.4. La structure des séries discrétes holomorphes, d’aprés Orlik

Dans [40], Sascha Orlik construit une filtration décroissante G-équivariante sur les
représentations D, et décrit les duaux des gradués de cette filtration en termes de sous-
représentations de séries principales localement analytiques. Rappelons briévement ses
résultats dans le cas de GL3(Q,). Soit 4 € X .

THEOREME 6.7 (Orlik). — 1l existe sur D,, une filtration décroissante D(G)-équivariante
(6.18) D, =Fil’D, D Fil'D, > Fi’'D, = H°(P?,7,),
et des suite exactes pour j € {0,1},
(6.19) 0— H* (P}, T,) ®@vgq, — g’ (Dy) — IndG, (U;)% — 0,
ou U; est une représentation localement algébrique M;®Sto_j de Py_j, a; un sous-U (g)-module

de mg_j(M]’-) et QO = B, Ql = Pl.

REMARQUE 6.8. — Tl existe au plus un j € {0, 1,2} tel que Hj(]P’ép, T ) # 0. Cet espace
est non nul pour 'unique j pour lequel il existe w € W de longueur j tel que w - p soit
dominant. Dans ce cas H’ (Pép, ) est une représentation algébrique de dimension finie
isomorphe a F,.,,.

Sascha Orlik précise la nature de M. Il définit un ensemble ¢); , de poids dominants pour
L; et montre que la restriction de M; a Lo_; est quotient de

(6.20) P F.j
VEY2_j .
Dans la formulation du théoréme 2 de [40], il n’est pas clair que ce soit la restriction & La_;
que I'on considére. Cependant, c’est indispensable, car il n’est pas toujours possible de choisir
pour M; une représentation semi-simple de P,_;.
Nous pouvons a présent formuler une 1égére amélioration du théoréme 2 de [40].

PROPOSITION 6.9. — Dans le cas ou g € {A(0), \(1),A(2)}. La restriction a Lo_; de la
représentation M J’ est un quotient de

(6.21) D R,
1/61[);7],,”
ou 1/);—j,u = ¢27j,u N {'U) N )\, w e W}

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 6.5 puisque, dans ce
cas, toutes les induites Indg,_,fj (U;) doivent avoir le méme caractére central. O

Explicitons tout ceci dans le cas ou p est un des A(¢) associé a A, poids dominant. Repre-
nons les notations de I'introduction de [40]. On a alors

1) = A1), p2,x0) = 8251+ A(0) = s2.- A(1)
(6.22) B = A1), p2aa) = A(2)
p1a@) = A(2), p2a@) = 52 A0).
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Posons A = (Ao, A1, A2) ; on en déduit
Vi) ={(o =k =L, +14+E)[0< k< Ao+ 1- A}
Yo = {(A2 =2, 0+ 1,A1 + 1)}
Y1) = Y1,0(0)

(6.23)
Pax1) = Y2,x(2)
Vi) = {1 =LA —1—=k X +Ek)|0< k< Ao — A2}
Yare) = {(A1— 1, A0+ 1,X2)}.
Ona
(6.24) {w- A, weW}l={\ (A —1,X+1A),
Moy, A2 =L A1 +1),(M — 1, A2 — 1, + 2),
A2 — 2,20+ 1,A +1), (A2 — 2,1, M0+ 2)},
et donc
Vi = {00 he = LA +1), (A — Lo — 1, Ao +2)}
625 Psa) = {2 = 2,00+ LA+ 1)}
wix(z) ={(M—1L,x—-1X+2)}
Yoz = 11— 1, A0 +1,A2)}

PROPOSITION 6.10. — Pour Dy(2), a1 = 0 et ag est le sous-U(g)-module 03 de ma(—s1-\)
défini dans la section 2.5. De plus (Stz ® F))" est l'unique quotient simple de Dy et
(Indg1 (Fsys,-a,1))" est son socle. Ainsi, D) est un D(G)-module de longueur 3, dont les
composantes de Jordan-Hélder sont, du socle au quotient simple

(6.26) (Ind§, (Fsysy0,1))s  (Ind@, (Fi,n2 ® St2)°2),  (F\ ® St3)'.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que I'unique j tel que H? (IP’ép, Fa@) #0
est j = 2. Le fait que a; = 0 vient de ce que my (Fy,, , ;) estirréductible. Remarquons que,
comme ag est contenu dans mg(Fs’l,)‘Q) qui est de longueur 2, on a soit ag = 0, soit ag = 05.
Supposons ay = 0, alors d’apres la décomposition du théoréme 6.7, la représentation
Indg2 (Fs,.x,2®Sta)’ est un sous-objet de gr’(Dy(2)). Alors la suite exacte (4.47) montre que
Ind§, (F,s,-0,2 ® St2)’ est un sous-objet de gr’(Dy2)). La représentation Ind, (Fy,s, 1,2 ® St2)’
est en fait un sous-objet de D). En effet, Fﬂl(D/\(z)) = (Indlc_if1 (Fsys,-2,1)) et d’aprés les
formules (4.122) et la suite spectrale (4.38), on a

(6.27) Extg , (Indg, (Fiys,.2,1), IndG, (Fyys,.0,2 ® St2)) = 0.
D’apres (4.122), il existe une application surjective P;-équivariante
(6.28) Ind§, (Fs,s,x ® St2) = Indjh; (s152 - Al€g 'e)).

Comme d’apreés la proposition 6.3 on a H°(Vy, Dy2)) = Foysi02)1 = F on aboutit

S281-A,1°
a une contradiction, et donc ag = 0,. -
Montrons a présent les assertions sur le socle et les quotients simples. D’aprés (4.41),
ona HO(Ny, (Fx ® St3)’) = F5, ® Jn,(Sts)" qui ne s’injecte pas dans H°(Ny, Dy(3)).
Ainsi (F\ ® St3)’ ne peut étre un sous-objet de Dy (2). De méme, par (4.120), on obtient
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HO(Ny, (IndIC_lf2 (Ste ® Fi,.2,2)%2)") = (Indpnr, (51 - A ® |eg “e1]))’, qui ne s’injecte pas dans
HO(Ny, Dy (2)). De plus, si (St3 ® F)' n’était pas le seul quotient simple de D} 5), ce dernier
contiendrait un sous-espace, extension non triviale de (F ® i St3)" par (Indg2 (Fsysy2,1)) s
mais le corollaire 4.3 montre que

(6.29) Extly @), (Fx ®x St3)’, (Ind§, (Fs,s,0,1))") = 0.
@)

L’assertion sur la longueur provient alors des résultats d’irréductibilité du chapitre 2. O

COROLLAIRE 6.11. — [l existe une injection G-équivariante de Di\(z) dans (). De plus,
(630) EIldG (D)\(g)) = K.

Démonstration. — La seconde assertion est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 6.10. Démontrons la premiére. Nous allons tout d’abord prouver ce résultat dans le
casou A = 0. On a alors £(0) ~ St3" et Dy2) ~ Q*(%X). Comme me I’a signalé¢ Chris-
tophe Breuil, c’est alors une conséquence de résultats d’Adrian Iovita et Michael SpieB3.
Ils construisent dans [29], un sous-espace Q. , de Q*(X), G-stable, et constitué de formes
différentielles logarithmiques ([29, Définition 4.6]), et ils montrent que I'image de cet espace
par 'application Q2(X) — H2,(X) est dense. Comme d’aprés la proposition 6.10, H25(X)
est I'unique quotient simple de Q?(X), I'espace Qf, , est dense dans Q*(X). Notons Stj
la représentation de Steinberg continue, c’est-a-dire le quotient de ’espace de Banach des
fonctions continues sur G/B par ’espace engendré par les fonctions provenant de G/P; ou
de G/ P, muni de I’action par translation a gauche. On observe alors que, d’aprées le lemme 1
du §4 de [46] et 1a remarque sous la définition 4.6 de [29], Qfogb est le dual topologique de la
représentation de Steinberg continue, c’est donc un K [[Gy|]-module de type fini. On obtient

donc une injection continue d’image dense
(6.31) (St5) — Q2(X).

D’apres le théoréme 7.1 de [50], on a (St3")" ~ D(Go) ®k{a,)) (St3)’. On obtient donc une
fleche D(G)-équivariante (St3")" — Q2(%X). Comme il s’agit d’une application entre deux
D(G)-modules coadmissibles, le corollaire 4(i%) et le lemme 3.6 de [50] montrent que son
image est fermée. Puisque cette image contient déja un sous-espace dense, I’application est
surjective.

Passons maintenant au cas ou A est un poids dominant quelconque. Le cas précédent nous
donne une surjection

(6.32) F} @ (St3") — F5 @ Q*(X).

On utilise alors les lemmes 2.23 et 6.6 et le fait que 3(g) agit par x_x_s sur X(A)" et Dy(q)

pour conclure. O
REMARQUE 6.12. — (i) IIfaut voir ce résultat X(\)" — Dy 2y comme un analogue pour

GL3(Q,) de la dualité de Morita O(k) ~ X(k)" ([7, §3.1]). On fixe désormais i une

injection de Di\(z) dans Z()).

(i) Remarquons que dans (6.32), le noyau de la composée
(6.33) F\ @k Q*(X) — F\ @ St§" — Z(\)
est un supplémentaire de D), . Ainsi Dy (o) est facteur direct de F @k Q4(%).
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Les mémes raisonnements que pour la proposition 6.10 donnent le résultat suivant pour
D)\(O).

PROPOSITION 6.13. — Les composantes de Jordan-Hélder de D y oy sont
(6.34) F}, (Ind% (Fy01)®), (Ind§, (Fospn2 ® Sta)).

De plus (Indg2 (Fsys5-0,2 ® St2))" est le seul quotient simple de Dy gy et F est son socle.
PROPOSITION 6.14. — IIn’y a pas de morphismes D(G)-équivariant de D 1y dans Hj ().

Démonstration. — Par irréductibilité de H},()), un tel morphisme non nul est surjectif.
Ainsi il induirait une surjection D(L;)-équivariante

(6.35) H?(Ny, D)) — H*(Ny, Hjp(N)).

Or on peut calculer le premier D(L;)-module en utilisant la proposition 6.3 et le second par
(4.41). On obtient alors une fléche

(6.36) In, (vB) ® Foysiny2 = JIny (vp) © H' (n1, Fy)

qui ne peut qu’étre nulle par (4.44). O

Comme la cohomologie du complexe [Dyy — Dxa) — Da(z)] est Hjp()), on déduit
des décompositions de Dy g et Dy(2) en composantes de Jordan-Holder, les composantes
de Jordan-Holder de Dy(;). Pour résumer, les espaces D;\(i) sont munis d’une filtration
croissante dont les gradués sont isomorphes aux représentations localement analytiques
suivantes, ou ’on désigne par A —— B une extension non scindée de B par A.

D}y = Ind, (Fy,s,02 ® St2) Indg, (Fi,.01)% F\

D} ;) = Indf, (Fy, .52 ® St2)® Indp, (Fs,s,-2,1) © FX ® vp,
(6.37)

Indg2 (FSISZ.A,Q ® Stg)

Ind§, (Fs,01)%

D)o = Fr®Sts Ind%, (Fys,.x2 ® Sta)®2 Ind%, (Fsys,0,1)
En fait, la filtration dans le théoréme d’Orlik est de telle sorte que ’on peut encore écrire

Di\(n de la fagon suivante

(6.38)  Indg, (Fi,.r2 ® Sta) Indp, (Fiys,0) ® Fx ® vp, —— Ind%, (Foy 1) ;

le terme de gauche s’insére dans une suite exacte

(6.39) 0 — Indf, (Fs,.x 2 ® St2)°? — Indf, (Fs,.x 2 ® Sta) — IndF, (Fi, 0,2 ® Sta) — 0.
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6.5. Filtration et extensions

Cette partie plutot technique a pour but de transformer les informations sur les extensions
dans la série discréte holomorphe en résultats portant sur les morphismes entre complexes
dans la catégorie dérivée D®(JMU(G)y).

Le théoréme 6.1 nous permet de choisir s un isomorphisme entre R[';z () et le complexe
scindé de cohomologie associé. Notons s; la composition de s et de la projection

(6.40) P HirW[=i] =5 Hig(N)[-i].

L’isomorphisme (6.12) composé avec la fleche naturelle Dy(g)[—2] — [Dy0) — D) — Da2)]
nous donne une fleche

(6.41) iz : Dy2)[=2] = RTar(A).

L’application sq o i3 est donc un élément de

(6.42) Homps (r(a) ) (D) =21, Hig (V) = Exty), (Da)s F2)-

Nous avons besoin de savoir quelle est son image dans Ext?u(g) L (B(X)', F) aprés composi-
tion avec la surjection X())" — Dy (g).

Avant cela, nous avons besoin d’un résultat technique.
LEMME 6.15. — Lapplication D(G)-équivariante Dy2)[—2] — RTqr(\) induit un
isomorphisme
(6.43) Endpe ey, (RTar(A)) = Hompo ),y (Dacz) [~2], RTar(N))-
De méme lapplication D(G)-équivariante
(6.44) [0 = Dyny — Dx2)] — RTar(N)
induit un isomorphisme

(6.45)  Endpsaa),)(RTar(N)) =~ Homps(gc)), ([0 = Dxay — Da)ls RTar(MN))-

Démonstration. — D’apres le corollaire 6.2, le membre de gauche est de dimension 6. De la
proposition 6.10, on tire
(6.46) dimg Homp(g)(Dy2), Hir(N)) = 1.
De plus d’aprées I'exemple 4.11 et la proposition 6.10,
(6.47) EXté,)\(D)\(Z)vHéR()‘)) <2
Extg s (Daz2), Hir(A)) < 3.

Ainsi il suffit de prouver que la fleche de I’énoncé est injective. Pour cela, remarquons que
RT'4r()) s’insére dans un triangle exact

(648) D)‘(Q) [—2] — RFdR(A) — [DA(O) — D)\(l)] —
et il suffit donc de prouver que

(649) Homg([D,\(O) — D)\(l)]a RFdR()\)) = 0,
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ce qui est encore équivalent aux trois égalités

(6.50) Homg (D), Hig(A) =0
(6.51) Homg (Do), F}) = 0
(6.52) Extyg), (Daqy, F3) = 0.

Les deux premieres égalités découlent de la proposition 6.13 et de la proposition 6.14,
Prouvons la troisiéme.
Supposons qu’il existe une extension non triviale

(6.53) 0 — HIz(X\) = E — Dyq) — 0.

Nous allons commencer par prouver que I'injection P;-équivariante H°(Ny, D A1) = Daay
se reléve en une injection P;-équivariante HO(N, Dy)) — E.

Soit p la représentation algébrique irréductible de L, de plus haut poids A\(1). Nous avons
identifié Dy ;) avec I'espace des fonctions rigides analytiques f : ¥ — p muni de I'action
donnée par (6.11). L’espace X est inclus dans I'ouvert affine U de I%p définien 6.2, U(C,) est
image de N1(C,p)wo P, dans P(C,). Soit M C D)1y le sous-espace constitué des fonctions
f: X — pquisont des polynéomes sur U ~ A?@p. 11 s’agit de I’espace des sections algébriques
du faisceau &, au-dessus de U. Ce sous-espace est donc stable pour I’action de U(g) et,
puisque U est stable par P;, de P;. Remarquons que le sous-espace des fonctions constantes
est stable par P et isomorphe & Fy (1 1. Ainsi HO(ny, Dy(1)) = H(ny, M). Soit M I'image
réciproque de M dans E. Nous montrons dans I’appendice 3 que M ~ M & HY-(N), ce qui
donne une injection U (g)-équivariante de M dans E, donc une injection p;-équivariante de
HO(ny, Dy 1)) dans E. Comme Fy(); =~ Fs’2,)\y1, on obtient une application non triviale
D(G) ®p(p,y F.,, — E.Comme H°(Ni, (Indg1 (Fs,s,-1))"), donné par (4.119), n’est
pas inclus dans HY(Ny, E), la restriction de cette injection a (Indg1 (Fsys,-x)) est nulle, on
obtient donc une injection

(6.54) j: (Ind§ (Fs,01)™) — E.

Notons F; le quotient de E par ce sous-espace, qui est donc une extension non triviale entre
D,\(l)/(IndIGD1 (Fs,A1)°) et HI5(N). Utilisons la suite exacte

(6.55) 0 — (Ind, (Fi,;0,1)°*) — Dy — Daqry/(Ind@, (Fsyox1)™) — 0
pour déterminer H%(N1, Dy(1y/(Ind$, (Fs,.»,1)')’). On a déja

(6.56) HO(Ny, (Ind§, (Fsy01)%)) ~ H°(N1, Day).-
Rappelons de plus que par (4.131)),
(6.57) H'(Ny, (Ind$, (Fayox1)™)') = Flyg01 ® -+

Comme H'(Ny, Dy(y)) est le dual d’une représentation localement algébrique irréductible
non isomorphe & F;,, .51, on a une injection

(6.58) / < H°(N1, Dy1y/(Ind§, (Fioyx,1)™)').

5251->\,1

Comme de plus H(Ny, Fy) ~ F;Q' »» On a nécessairement une injection P;-équivariante

F} . . — Ei, et donc une injection D(G)-équivariante
(6.59) (Ind, (Feys,-51)) < En,
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par irréductibilité de (Ind%, (Fi,s,.1,1))". Notons alors E le quotient de Ey par (Ind, (Fiys,.0,1))'-
C’est une extension non triviale de la forme

(6.60) F} —— F} ® vjp, —— Ind§, (Fs,.x,2 ® Sta)'.

Nous allons aboutir a une contradiction. Tout d’abord, F§ ® vp ne peut €tre un sous-objet
de E; car d’aprés (4.45), Exta/\(F,\, Indg2 (Fs,.2,2®85t2)) = 0. Le D(G)-module E; contient
donc un sous-module M’, extension non scindée de la forme

(6.61) 0— Fy = M — F\®uvp — 0.

D’apres le corollaire 4.8, Exta A(Fx, Fx ®k vp,) est de dimension 1. Il existe donc une
unique extension non scindée de la forme (6.61). Ainsi M est isomorphe a la représenta-
tion localement algébrique F ® Ind§2(|eg%1e2|)°°. Ainsi d’aprés (4.41), HI(Ng, M') =
Hi(ng, F}) ® Jn, (Indg2(|6526162|)°°)'. Or les suites exactes (4.43) montrent que
JIN, (Indg2(|e(§26152|)°°) o~ Indé’ghﬂel—leﬂ)o" @ |eg 2e1€2|. En utilisant la suite spectrale
(4.38), on obtient

(6.62) Extg (M, Ind, (Fy, .52 ® Sta)) = 0.

Ainsi By = M’ & Ind,c;v2 (Fs;.n2 ® Sta)’. Mais ceci implique qu’il existe une application
D(G)-équivariante non triviale de E5 vers Hjp(\) = F} ® vp,, donc une application non
triviale Dy(1y — Hjg()), contredisant la proposition 6.14.

Enfin, pour prouver la derniére assertion, on utilise le triangle distingué

(6.63) Di2)[=2] = [0 = Dy — Da,] = Daq)[=1] —,

elle est donc équivalente a

(664) Home(m(G)A)(D)\(l)[_]-]aRPdR()\)) = 0,

ce qui est conséquence de (6.50) et (6.52). O

REMARQUE 6.16. — Une conséquence de ce lemme est que les inégalités (6.47) sont en
fait des égalités.

On sait maintenant que la dimension de Extﬁn(g)A (D), HJr(N)) = Exté)/\(F,\, Di\@))
est 3. Pour la suite, nous avons besoin d’en savoir plus sur I'image de cet espace dans
Exté)A(FA, 3()A)) via le plongement Di\(z) — X(\). Remarquons déja que, pour toute
composante M de X()), Exté’ A\ (Fx, M) = 0, donc cette application est injective.

LEMME 6.17. — L'image de Exté)\(F,\, D) (y)) dans Extév/\(FA, ¥(X)) n'est pas contenue
dans Im(k).

Démonstration. — Montrons tout d’abord le cas ou A = 0 et £(0) = St3". Soit ¢ I'auto-
morphisme de G défini par g — (g7 1)*. Si (3, p) est une représentation localement analy-
tique de G, on définit la représentation +(3) comme étant g — p(¢(g)). Dire qu’un cocycle
de H?(G, Sts") appartient a Im(k), c’est dire qu’il est dans 'image de H2(G,Ind$ (1)) —
H?(G, Sta™). Comme ¢(Ind$ (1)) ~ Ind§ (1) et .(Sta™) ~ St3®, on voit que si H2(G, Q2(%)")
est contenu dans Im(k), c’est aussi le cas H2(G, 1(22(%X)")). Dans la décomposition (2.52),
on voit que

(6.65) Q2(X) + (Q*(X)") = Fily(St3™).
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Supposons H?(G,Q*(X)') C Im(k), on a alors
(6.66) H?(G,Fil(St3™)) C Im(x).
Or un calcul montre que H2(G, M) = 0 pour tout M composant de St5"/(Q%(X)’ +
L(Q2(X)")). Ceci implique H?(G, St3") C Im(k), ce qui est absurde.
Pour A un poids dominant, on utilise le diagramme commutatif suivant

(6.67) ExtZ(1, Q*(%)") — = Ext2(1,5t5")

| |

Extg 5 (Fx, Fx ® Q3(X)) — Ext , (Fy, F) ® St3")

| |

Extg \(Fy, D} ) ——— Extg ,(Fx, S())).

Les fleches verticales du carré du haut proviennent du foncteur exact ¥ — F) ® X et celles
du bas proviennent de (6.32) et du lemme 2.23. Le carré du bas est alors commutatif par
définition de 7. La composée des deux fléches verticales de droite est . Comme gy ok = K,
on déduit le cas général du cas A = 0. O

LEMME 6.18. — Notons FillD/\(Q) le sous-objet de Dy 2y donné par le théoréme 6.7. L'image
de Exté)\(F,\, (DA(Q)/FillDA(Q))’) dans Exté/\(F)\, Y(X)) est le sous-espace engendré par

C1,val A C2 val et C1,val A C2 log-

Démonstration. — La proposition 5.15 et (5.67) montrent que les cocycles ¢1 val A €2 10g €t
C1,val A C2,va1 cOrrespondent, par Yonéda, a des extensions de la forme

(6.68) 0—-XA\)—>A—>B—F\,—0
avee
(6.69) 0->X\)—=A—vp @ F\—0,

il suffit donc de prouver que
(6.70) Exté \(Fx ® vp,, (Dag@)/Fil' Dy())') = Extg 5 (Fa ® vp,, £(X)).

Comme Hip(\) ~ F\ @k vp, et (FillD,\(Q))’ ~ Indg1 (Fsys5-1,1), Cest une conséquence de
la remarque 6.16 et de 'exemple 4.45 qui donnent

(6.71)  dimg Ext'(Dy2), Hig(\) = 2, Extg ,(Fx ® vp,,Indg, (Fs,s,0,1)) = 0. 0O

On peut a présent comprendre un peu mieux le rapport entre la filtration du complexe
RT3z (A) et 'isomorphisme s. L’espace

(6.72)  Homps(sc),)(RTar(A), Hip(N)) =
End (c), (Hir(N) ® Extiyq), (Hir(A), Hir(N) ® Exthyq), (Hir(\), Hir(V))
est de dimension 3. D’aprés le corollaire 4.8, on a

(6.73) dimg Extly gy, (Hir(\), Hg(A) = dimg Extg \(Fx, F ® vp,) = 1.
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Soit donc N une fléche non nulle dans la catégorie D*(JU(G)y)
(6.74) Hip(N[=1] — Hgr(N),

alors, d’apres le lemme 6.15,
(6.75)
Hom ps (G ) (Da@) [=2], RTar(N)) = Kia @ N(Hompe (g, ) (Dacz) [—2], Hig(A)[-1])).

Comme
(6.76) Extjyc), (Da), Hip(N) = Bxtly g, (Dae)/Fil' Day, Hig (M),

la preuve du lemme 6.18 montre que I'image de N (Hom ps ((a), ) (Dac2) [—2], Hir (M) [—1]))
dans ExtQG,A(F,\, (X)) est contenue dans I'image de «. Ainsi d’aprés le lemme 6.17, I’élément
S0 © @9 n'appartient pas a Im(x). Dans la décomposition (5.57), on a

(6.77) sgoiz = acy + Bealog A C1,log T YC1,log A C2,val + 0C1,val A €2 10g + €C2 val A €1 val
avec o # 0. De méme, on montre que s; 0 i1 € Ex@%(c)k(E(}\)’, (Fx ® vp,)") s’écrit
(6.78) 81 0142 = TC2,log + tC2 val

avec r # 0.

Notons enfin Dg(l) le noyau de la différentielle de D1y dans D). On a
(6.79) dimg Hom ps (), ) (D3 1y [=1], RTar(N)) = 3.

En effet, comme le complexe RT';z()\) est scindé, on a
(6.80)

Hom pe (@), ) (DX (1)[=1]; RLar (X)) = Hompe (), ) (DX 1) [= 1], Har(N) @ Higp(N)).-
La décomposition (6.37) montre que dimg HomK(Dg(l), Hij,(\))=1 et
Hom (D3 1), Hiz(})) = 0. De plus on a, d’aprés (4.45), dimg Extly ), (D3 1), Hir(A)) < 2.
En appliquant le foncteur Hom ps 44y, (+, RTar (X)) au triangle distingué
(6.81) D3 1y[=1] = [0 = Dty = Dagz)] = Hip(N[-2] =,
et en utilisant le lemme 6.15 ainsi que le fait que Hom pe gy, ) (Hgr (M) [—2], RTar(X)) est
de dimension 3, on obtient I'inégalité inverse
(682) dlmK Home(ﬂ/l(G)A) (D?\(l) [— 1], RFdR()\)) > 3.

D’apres (6.37), espace D?\(l) est une extension non scindée de (Ind}C:':2 (Fs 550,2 ® St2))
par v (A)’ et comme 'utilisation habituelle de la suite spectrale (4.38) nous donne
(6.83) Extg \(Fx,Ind, (Fu, 5,02 ® Sta)) = Exty ,(Fx,Ind%, (Fyys,.0,2 ®k St2)) =0,
ona
(6.84) Exty gy, (D), Hir(V)) = Extlyq), (0B (A)', Hiz(V))-

Soit i, 'application naturelle Dg(l)[—l] — [0 — Dyay — Dx@)] — RT4r()). Par (6.84),
on voit I’application sy o 4; comme un élément de
(6.85) Exty ), (VB (), Hir(A)) = Extg 5 (Fx, vp; (V)

et on écrit sg © i1 = UCT log + VC1 val.
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LEMME 6.19. — Dans la décomposition sg 0 i1 = ucy 1og + VC1 val, OB a u 7 0.

Démonstration. — Soit N € Extyy g, (Hiz(A), HJz()) un élément non nul. L'égalité
dans (6.82) montre que I’application
(6.86)
Hompe (a(c),) (Hir(A) © Hir(A)[=1], RTar(X)) — Hompuaa),) (D3 1y [~ 1), RTar(N))
obtenue par composition avec s oy est un isomorphisme. Comme N et idgo(y) forment une
base de 'espace des morphismes, dans la catégorie D°(JU(G),), de Hip(M\)[—1] & HI5(N)
vers HY =(A), les éléments s 04y et N os; oiq sont linéairement indépendants. Comme s; 04y
est juste I'application quotient D1y — Hjz(\), I'élément N o s1 o iy engendre I'image de

(6.87) EXt;/l(G)A (HéR(A)a HgR()\)) - EXtE/z(G)A (Dgu), HSR()‘))'

Comme H},()\)' ~ F)\®k vp,, laremarque 5.13 montre que cette image est aussi engendrée
par ¢ vai. Ceci implique bien u # 0. O

6.6. Réalisation de X()\, ) dans la cohomologie

Nous allons a présent munir le complexe RT'3z()\) d’endomorphismes ¢ et N dans la
catégorie D°(M(G),). Comme nous I’avons expliqué dans I'introduction, cette construction
est motivée par des considérations géométriques. Fixons donc s un isomorphisme entre
RT4r()) et le complexe scindé @ HYp(X)[—4]. On utilise les éléments

(6.88) c1val € BExtyy gy, (Hip(N), Hig(N)),
(6.89) Ca,val € Extyy gy, (Hip(N), Hip(N)),
(6.90) C2,val N\ C1,val € EX@M(G)A (Hir(\), Hir(N)

pour définir des bases de ces trois espaces de dimension 1. On définit ’'endomorphisme N de
P H};r(X)[—*] comme étant (1, 1,0) dans cette base. C’est un élément de
(6.91)

Extly g, (Hig(A), HJg(X) X Extyy ), (Hip(X), Hig(A) X Exthy ), (Hig(X), Hz(A))

C Endpe(a(a),) (RTar(A))-

Comme conséquence de la proposition 5.15, ona N2 = (0,0, 1).

On définit 'endomorphisme ¢ de @; H 5 (\)[—i] comme étant

EYI

(6.92) e=p5 "(Idgo + pldgi 1] + p*Idpr2_g)),

ou |[A| = Ag + A1 + A2. L’isomorphisme s permet de transporter ¢ et N sur RT'4z(\) en
posant ¢, = s loposet N, = s ! oypos. Larelation Nyo, = pp,N, est alors immédiate.

Enfin nous munissons le complexe RI'3z(A) de la filtration de Schneider (voir [26] §1 for-
mule (14)). D’apres [26, (18)], on a

Fil*2 ™Y (RT4r(\)) ~ Fil*?*(RT4g()\)) = RTar(N)
(6.93) Fil** ™ (RT4r(\)) = - - ~ FiIM M (RTr(N) ~ [0 — Dy — Da)]
FilM*?(RT4p(N)) = -+ = FilT*(RT4r(N)) = Dy(9)[—2]

Fil**3(RTyr(\)) = --- = 0.

Nous pouvons a présent définir le foncteur D, » de la fagon suivante.
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DEFINITION 6.20. — Si C est un objet de D*(JU(G),), on pose
(6.94) Di(C) = Homp(scy,) (C, RTar(N)).
On le munit des endomorphismes ¢, . et N, , définis par
(6.95) @s(f) =wsof, Neu(f) =Nsof,
ainsi que de la filtration
(6.96) Fil'(Dx(C)) = Im(Homp, (s(c),) (C, Fil'(RTar(A))) — DA(C)).

C’est donc un (¢, N)-module filtré que 'on note D, (X).

Remarquons tout de suite que, d’apres (6.93),

Fil*? (D, A(C)) = D, A(C)
F1l’\2“(DS7A(C)) = ... = FilM (D, (0))

(697) FilMT2(D, A(C)) = --- = Fil*™™2(D, ,(C))
Fil**3(D, ,(C)) =

et que, sous les notations de I'introduction, A\g = hy — 2, A\; = h; — 1, A3 = hg.

Nous pouvons a présent calculer quelques images par ce foncteur, ce qui nous ménera a
la preuve du théoréme 1.2.

PROPOSITION 6.21. — Le (¢, N)-module filtré D 5 (5()\)'[—2]) est de la forme suivante

AV [-2]) = Keo ® Ke® @ Key™

(698) dilo log-lo: log-val val-lo 1-val
®Key ® @ Keg® @ Keg®™ @ Key" " @ Keg® ™™,
N(es) = ey?,
ples) =p 5 Hles, AL
. 43 N(ei®) = eg* ™,
(6.99) <P(e1) = p|/\|3+3 €1, N(elog) elog-val
p(ed) =p 3 e, ; ¢
N(ey) =0,

(6.100) Fil'(Dy x(2(N)'[-2]))

Do A(E(N)[-2])  sii < A,

K(ez + Telog + teval + aegilog + ﬂelog—log ,ye(\)ral—log _ 56100g—va1 + 66‘63‘1'\’3’1)

® K(el g + uelog log + U@lOg val) ® K( val + uegal—log + 'Uegal_val)

= s1>\2+1<z<)\1+1,

K(Cg + 7’61 og + t@val + aegilog + ﬂeloog—log _ Pyegal—log . 66100g—va1 + eegal.val)
AS‘Z)\1+2SZS>\0+2,

0 sii> Ao+ 3.

\
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Démonstration. — C’est une conséquence des propositions 5.11 et 5.6. On choisit pour

ez la fléche duale de Pinclusion F ® Stz — X(\), e] = s~hl(02,?), avec 7 € {log,val},

eg’? = co4 A c17 avec § et 7 dans {log, val} et eg“"g = ¢p. La formule pour I’action de ¢

est une conséquence immédiate de la définition de ¢ sur RT3z (\) et I’action de N est alors
une conséquence du calcul de la proposition 5.15. D’aprés le corollaire 6.11, la dimension de
Hom 7y, (E(X)’, Dx(2)) est 1 et la forme du Fil**2 est conséquence de (6.77) et (6.78). 11
reste & déterminer le Fil* T, Les applications i et 4; se factorisent toutes deux a travers

(6.101) FiM T (RT4r (X)) = [0 = Daq) = Daw)l;
on obtient donc une application
(6.102)  (iz,s,i1,4) : Homuyyc), (B(V)[-2], Dagz)) @ Bxtiya, (B(V)', Diy)
— Hompu (), (B(N)[-2], FilM TH(RT g (N))).
En appliquant le foncteur Hom po (4(y, (X(A)'[—2], -) au triangle distingué
(6.103) D3 1y[=1] = FiIM M R (N) — Hip(V)[-2] —,
on obtient une suite exacte
(6.104)
0 — Homps (s, (B(A)[-2], D3 1y [—1]) L Hom pe(s1(cy, (S(N)'[<2], FiIM * (RTar())))
= Homps (), (SN [-2), Hir(A)[-2]).
De plus la composition Dyg[—2] — FilM T (R4 (N)) — H2,()\)[—2] coincide avec

I'application quotient Dy 2y — H?2,(\) décalée par —2. Ainsi la composée g o iy . ci-dessous
est bijective d’apres le corollaire 6.11.

(6.105)
Hot ps (1(@)) (V) [~2], Dagz)[~2]) == Homps sy(ay, ) (SN [-2], i T (RTr (M)
= Homps (g, ) (E(V)'[-2], Hip(M)[-2])-
Comme d’apres (6.37) et (2.52), le socle de D)y, n’apparait pas dans X(\)’, on a
(6 106) Home(ﬂ/l(G),\) (Z()\),[—Q], D)\(l) [—2]) = 0.
En appliquant le foncteur Hom pe 4y, (X(A)'[—2], ) au triangle distingué,
(6.107) Di(2)[~2] = FilM T (RT g (N)) — Dyy[—1] —,

on en déduit que g , est injective, et donc que son image est en somme directe avec celle
de i1 .. Autrement dit, 'application (6.102) est bijective. L’image de i, s’envoie dans
Fil™ ™ D, \(Z(\)'[2]) et a déja été déterminée. 11 suffit donc de déterminer I'image de
Im(%1 ) dans Dy 5 (X(A)'[—2]). Pour cela, on utilise la suite exacte

(6.108) 0= v (\) = DY gy = Ind§, (Fi,ep02 ® Sta) — 0

provenant de (6.37). On peut alors montrer, en utilisant les techniques de la section 5.2, que
Extg,,\(lndlci2 (Fsys5-0,2 ®St2),X(A)) = 0. Ainsi le terme Ex‘c;ﬂg)A (=, Dg(l)) s’identifie
a Exth(g)X (), vB (A)') et on utilise le calcul de la proposition 5.15 et le lemme 6.19 pour
conclure. O
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Le méme raisonnement, mais en plus simple prouve la proposition suivante.

PROPOSITION 6.22. — Le (¢, N)-module filtré D, x (v ()\)'[~1]) est de la forme

(6.109) Doa(E (V[-1) = Key & Kel® & Key
[A]+3
(6.110) plez) =p 5 e, N(e1) = e,
‘ (p(eg) = pm%_leg, N(eg) -0,

D, A(vE (V) [-1]) sit < g,
(6.111)  Fil'(Ds x(vE (N [-1])) = { K(ey + uel® + veft) sidg+1<i< A +1,
0 Sit> A+ 2.
Les (¢, N)-modules filtrés D, x(vEr(A\)'[=1]) et D A(FY) sont respectivement 1(\2) & 1(X2)

1+3

et 1(Az2), ou 1(A2) est le (o, N)-module tel que ¢ = pMT Yid, N = 0 et Fil'(1(\2)) = 1(\2)
si et seulement si i < Ao, et 0 sinon.

Démonstration. — On a

(6.112)  Hompe(aya),) (Ve (A)'[=1], RTar(N)) =
Homg (v8) (\)', vp, ® F}) ® Extyy g, (vF; (A)', F})-

On choisit alors pour e; I'application duale de I'inclusion de Fx ® vp, dans vp!(}), et

log __ val __
€y~ = CpPilog> €0 = CPy,val-
Comme Homg (F)\ ® vp,, v (A)) = 0,0na
(6.113) Hom pe (), (VB (V) [=1], Fy) = Extlyq), (0B (V) F3).- 0

Nous pouvons a présent choisir un isomorphisme s convenable. Si A est un automor-
phisme de RI'3r(\), en composant a droite avec A, on obtient un morphisme de foncteurs
A, de D vers Dy, 41 5. Soit p; la projection de @7_o HYp(\)[—4] sur Hp(\)[—4]. D’aprés
le corollaire 6.2, tout automorphisme de RI';z(\) est de la forme

2

(6.114) A=s"'o (Z aipi + b1,2p1 0 N 0 pa + bo,1pg © N 0 p1 + b 2poN’p2) o s,
i=0
avec a; # 0 pour 0 < 4 < 2. On a alors
A, (e2) = ageq + 1)1,26‘1’al + bo,QGHal_va17
A (€%) = a1elE 4 by el
.11 )
A.(e)) = age}.

Ainsi, quitte & remplacer s par so A~! pour un A bien choisi, on peut supposert =v =€ =0

etr = u = —1 dans les propositions 6.21 et 6.22. Nous fixons donc désormais s de cette
forme, et nous posons
(6.116) Q=o' (BXY +vX +6Y),

les paramétres «, 3, vy, ¢ étant ceux de (6.77).
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D’aprés la proposition 5.11, 'espace Ext}%(G)A(E(A)’, vl (A)’) est de dimension 2 et a
pour base (shy (¢a 10g), shi(ca.va1)). Soit # € {log, val}. La fleche shy (cz ) de B(\)'[—2] vers
v3! (A)'[~1] induit une application
(6.117) shy(cap)* : Dy (v (N)'[=1]) = Dy A(Z(N)'[-2]).

La proposition 5.15 montre alors que shy (cz,4)*(e1) = eg et shy(co4)*(e}) = eh "

De méme, D, » (v (A)[—1]) est engendré par des éléments er® et ey?, et
(6.118) sha(c1y) € Extly iy, (SN, vE(A))
donne une application
(6.119) shy(c1 ) D, (05 (N)'[-1]) = Do A (B(N)'[-2])
telle que shy (¢ 4)*(ed) = —ef~
Nous pouvons a présent démontrer le théoréme principal.

THEOREME 6.23. — Avec le choix de Q fait en (6.1106) et I'isomorphisme s que nous avons
fixé, pour tout £ € K3, les (¢, N)-modules filtrés suivants sont isomorphes

(6.120) DA (2(, £)g[-1]) = D(h, 2).

Démonstration. — Posons ¢y p = cCilog + LC1val €t Copr = C2l10g + f’czval. Le
D(G)-module $()\, £, £)’ s’insére, par définition, dans un triangle distingué

6.121) (VBN @vE(N))[-2] = Z(\, 2, 2 [-2] = 2(\)'[-2]

(shi(cg, pr),sha(ca,p))
R B (V) @ v (V))[-1).

On en déduit une suite exacte de K -espaces vectoriels

(shi(cq, pr),sha(c1,2))” ,

(6.122) Do (vp () [-1]) © Da (v, (V) [-1]) ACENT=2])
= Daa(S( £2)) = Daa (0B (V' [-2]) © D x (03 (V)'[-2)) 2> DA (SO [-3)).

Montrons que la fleche §’ est injective. D’apreés le corollaire 4.12, on a déja
(6.123) Do\ (v3 (N)'[-2], RTar(N)) = Extyq), (VB (V) F).

Ainsi, 'application ¢’ est application ¢’ de la suite exacte longue (5.91), elle est donc injec-
tive. On en déduit une suite exacte

(shi (g, ¢r),sha(er, )"

(6.124) Dy x(vp (A)[-1]) ® Dsa (v, () [-1]) D A(Z(N)'[-2])

= Ds A (2N, 2)) = 0.
On voit alors que le module filtré D, \(Z(), £, £')[-2]) est le conoyau de la fléche
(shi(cg,#),sha(cq,»))* dans la catégorie (non abélienne) des modules filtrés. Les calculs
précédents montrent alors que le (p, N)-module filtré D, »(Z(\, £, £')'[~2]) est de la
forme

(6.125) Dox(ZON, 2,2 [-2)) = Key @ Key ® Ke§ ' @ Ke,
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IAL+S |

plea) =p 5 Tley, N(ez) = e,

IA|+3
(6.126) oler) =p e, N(e1) = eo,
p(ed) =p 5 e, N(ed) =0,

(6.127) Fil’(D,A(Z(\, 2, £)[-2]))

Dy A(Z(N)[-2]) sii< g,
Fil®™2(D, \(Z(\, 2, 27 [-2]) ® K (e1 + Leg) sidg+2<i <A\ +1,
K(es+ Le1 + eyt + (BLL +7L 4 6L )eq) sid+2<i<A+2,
0 sii> )Xo+ 3.

Alors le triangle distingué (5.99) donne une suite exacte
(6.128)
Doa(F}) 5 Do (B 2, £)[-2]) = Do (B, 2)'[-1]) = Bxthy, (F3, F3) = 0.

De plus, par définition de X(A,¥), lapplication ¢ envoie exactement l'identité sur
edlo8 _ (" —Q(£, #£"))eo dans D, x(Z(X, £, £)[-2]). On obtient au final un isomorphisme
de (¢, N)-modules filtrés

(6.129) D x(\, 2) ~ D(h, %),

ce qui prouve le théoréme 1.2. O

REMARQUE 6.24. — Dans le cas ou A est le poids (0, 0, 0), on remarque que le (¢, N)-mo-
dule filtré D, »((St53")'[—2]) est admissible. Autrement dit, il existe une représentation galoi-
sienne V' de dimension 8 telle que D%, (V) ~ D, »((St5")'[—2]). Cette représentation galoi-
sienne est telle que toutes les représentations V' (h, £), pour b = (0,1,2) et £ variant dans
K3, apparaissent comme sous-objets de cette représentation. Dans le cas de poids de Hodge-
Tate quelconques, toutes les représentations galoisiennes V' (h, ¥) ne peuvent étre sous-objets
d’une méme représentation galoisienne de dimension finie, mais leurs (p, N)-modules fil-
trés associés sont tous quotients d’'un méme (¢, N)-module filtré (non nécessairement ad-
missible), il s’agit de D; (Z(A\)'[—2]).

7. Appendices

7.1. Appendice 1 : dilogarithme pour PGL2(Q,)

Soit G = PGL2(Q,). Dans cet appendice, nous notons B le sous-groupe des matrices tri-
angulaires inférieures de G et T le sous-groupe des matrices diagonales. On note w la matrice
(98). Rappelons que le groupe G opére de fagon continue sur la droite projective P*(Q,)
par (‘g g) sz = %j;db. Trouver un cocycle explicite de H?(G, K) revient a trouver une fonc-
tion continue ¢ de G* dans K, G-invariante par translation a gauche et vérifiant une certaine
équation fonctionnelle. Cette équation fonctionnelle est liée a I’équation fonctionnelle du di-
logarithme p-adique. Notons [z, 1, 2, T3] = % le birapport de 4 points de

PY(Qy)- Si (g0, 91, g2, 93) € G*, on aimerait définir

(71) 0(90791792793) = dllOg([Qo $ 00,091 - 00,92 - 00,33 - OO])
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11 s’agit bien d’une 3-cochaine, mais elle n’est bien définie que sur un ouvert dense de G*. Ce-
pendant nous pouvons voir cet élément comme une 3-cochaine mesurable G-invariante de G,
c’est pourquoi nous avons besoin de comparer H?(G, St5") avec un groupe de cohomologie
mesurable.

Le groupe G est localement compact. Si A est un K-espace de Fréchet muni d’une ac-
tion continue de G, Calvin Moore ([38]) définit des groupes de cohomologie mesurable
H (G, A) vérifiant les propriétés classiques (voir [38], §4). Il montre que cette cohomo-
logie vérifie un lemme de Shapiro et il a été prouvé par Wigner ([38, §7, (2)]) que si A est
une représentation continue de dimension finie de G, alors H_.(G, A) coincide avec la
cohomologie continue de A. De plus, si A est une représentation algébrique de dimension
finie, ce groupe de cohomologie coincide encore avec le groupe de cohomologie localement
analytique par les théorémes 1 et 3 de [12]. Soit I§(K) I’espace des fonctions mesurables de
G dans K, invariantes a droite par B; on pose Sty = I$(K)/K. On a alors une inclusion
md$(K) — IS(K) qui induit une inclusion St3" < St,.

PROPOSITION 7.1. — L'inclusion St5™ — Sty induit un isomorphisme
(7.2) H?(G,St) = Hy,o(G,Sta).

Démonstration. — La cohomologie H?(G, St3") est calculée par un complexe de co-
chaines localement analytiques. Une cochaine localement analytique est en particulier
mesurable. On a donc bien une application entre ces deux espaces de cohomologie. On a
alors deux suites exactes de la forme

(7.3) 0 —— H2(G,Ind$%(K)) — H2(G, St) H3(G, K)

T

(G, I§(K)) — H},.o(G,St2) —— H}, (G, K) —0.

mes

0—— nges

Les deux termes extrémes sont isomorphes grace aux lemmes de Shapiro et par comparaison
avec la cohomologie continue en dimension finie. On a donc un isomorphisme au milieu. [

Ainsi, nous travaillons désormais uniquement avec la cohomologie mesurable et notons
H?alaplacede HZ ..

Nous allons maintenant utiliser une technique due a Bloch dans le cas archimédien ([2])
pour prouver que H?(G, Stz) s’identifie a un espace de fonctions mesurables sur P!(Q,)*
vérifiant une certaine équation fonctionnelle.

Tout d’abord, nous allons prouver un analogue p-adique d’un théoréme de Bloch.

On note /i la fonction dilogarithme Q,\{0,1} — @Q, construite par Robert Coleman
dans[13]. Cette fonction dépend du choix d’une détermination du logarithme p-adique, c’est-
a-dire la valeur de log(p). Robert Coleman définit alors le dilogarithme modifié

(7.4) D(z) =lis(2) + %log(z) log(1 — 2),
prouve I’équation fonctionnelle pour tout (z,y) € (C,\{0,1})?,
11—z 1-—
(7.5 D(ey) = D) = Dly) + Dlyy— ) = Dlag—) =0,
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et montre que D se prolonge par continuité en une fonction P*(Q,) — @, si I'on pose
D(0) = D(1) = D(o0) =0.

Comme dans le cas archimédien, I’équation fonctionnelle du dilogarithme a une interpré-
tation en termes de cocyles pour le groupe G. L’application

(90791792ag3) = D([go + 00, g1 - 00, g200,4g3 - OO])

est un 3-cocycle mesurable et borné sur le groupe G a valeurs dans Q. Si on remplace
Qp par C, et D par le dilogarithme de Bloch-Wigner, un théoreme de Bloch affirme que
toutes les fonctions mesurables vérifiant I’équation fonctionnelle (7.5) sont les multiples du
dilogarithme de Bloch-Wigner. Dans le cas p-adique, la situation n’est plus exactement la
méme car, en choisissant une autre branche du logarithme p-adique, on obtient une fonction
dilogarithme vérifiant la méme équation. Cette nouvelle fonction est en fait égale a

Dy(z) = D(z) + %f[val(z) log(1 — 2z) — val(1 — z) log(2)],

le dernier terme ne dépendant évidemment pas de la branche choisie dans le logarithme.
Notons d(z) = 1[val(z)log(1 — z) — val(1 — z) log(z)]. La fonction d est aussi une fonction
mesurable et bornée vérifiant (7.5). L’analogue p-adique du théoréme de Bloch est que ce
sont les seules.

THEOREME 7.2. — Si f : P1(Q,) — K est mesurable et vérifie (7.5), alors il existe \ et 1
dans Qy, tels que f = AD + pd.

La preuve de Bloch dans le cas archimédien s’adapte sans probléme au cadre p-adique.
Comme nous n’avons pas trouvé de trace de cette adaptation dans la littérature, nous la
reproduisons ici.

Soit i > 0 et C? I'espace des applications mesurables de P*(Q,)**! dans K muni de
I’action naturelle de G. On définit d; : C* — C**! par

7
di(f) (o, ... ) = Y (=1 f(zo, ..., %j,...,23),
j=0
elle est G-équivariante. Calvin Moore définit sur ces espaces une topologie métrisable qui en
font des espaces complets, munis d’une action continue de G. Le complexe C" est une réso-
lution de la représentation triviale de G, et ’hypercohomologie du foncteur des G-invariants
appliqué a C" donne la cohomologie mesurable. On a donc une suite spectrale

(7.6) EY? = HY(G,CP) = H*TI(G, K).

LEMME 7.3. — On a des isomorphismes
(7.7) a,: HI(G,C°) ~ HY(B,K) et 3, : HY(G,C") ~ HI(T, K).
De plus H1(G, C?) est nul sauf lorsque q = 0 auquel cas il est de dimension 1.

Démonstration. — Lespace P1(Q,) est isomorphe & G/B comme espace homogéne,
on a donc un isomorphisme C° = I§(K). D’apres le lemme de Shapiro de Moore [38,
théoréme 6], on a un isomorphisme H(G,C°%) ~ HY(B,K). Pour C!, on peut remar-
quer que le complémentaire de la diagonale de P*(Q,)? est dense et isomorphe a I'espace
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homogéne G/T, et on conclut de la méme fagon. Enfin, pour C? on considére 'ouvert dense
des triplets de points deux a deux distincts, isomorphe a G. O

LEMME 7.4. — Lapplication dy? : HY(G,C°) — H(G,C") est nulle si q est pair et égale
a deux fois la restriction si q est impair.

Démonstration. — Rappelons que ev, désigne I’évaluation en un point z. Notons res?
I’application de HY(B, K) dans H%(T, K) provenant de I'inclusion " — B. Soit zg le point
de P}(Q,) fixé par B. Sic € HY(G,C"), I'image de ¢ dans HY(B, K) est evy,(c|ga+1).
De méme I'image de ¢ € HY(G,C") dans HY(T, K) est ev(y,,wag)(¢|Ta+1). Notons p; et
p2 la premiére et la deuxiéme projection de P1(Q,)? sur P1(Q,), di(c) = cop; — c o pa.
Ainsi la fleche HY(B,K) — HY(T, K) induite par d; est ¢ — resZ(c) — w(resB(c)). Or
HY(T,K) = AHYT,K) par le corollaire 3.11, et I'action de w sur H'(T, K) est la
multiplication par —1. Le résultat s’en déduit. O

Démonstration du théoréme 7.2. — Notons Z* C C" le noyau de d;. Remarquons tout
d’abord que si f est une fonction comme dans I’énoncé du théoréme, alors la fonction

(78) (gOaglvg27g3) = f([g() $ 00,091 00,92 - 00, g3 - OO])

est dans H°(G, Z3). Nous allons en fait prouver que dim H°(G, Z3) = 2, ce qui implique le
théoréme. Utilisons la suite spectrale (7.6) ainsi que le fait que H4(G, K) = 0 pour ¢ € {1, 2}
et dimg H3(G, K) = 1 (d’aprés le corollaire 3.14). Des lemmes précédents, on déduit que
Ey' = Ey' = E2' = 0. Comme H'(G,K) = 0, et dimE?° = 1, la fleche d}°
est nécessairement un isomorphisme de E,° sur EZ° et donc E;° = E2° = 0. Comme
dim EY? = 1,d?? = 0 et H2(G, K) = 0, la fleche d3” de H2(G,C°) dans HO(G, C?) est
une injection. Ainsi dim H°(G, Z3) — 1 < dim H3(G, K) = 1. Comme de plus les fonctions
D et d sont déja dans H(G, Z3) on a dim H°(G, Z3) > 2. On peut donc bien en conclure

(7.9) H°(G,Z%) = KD & Kd. O

PROPOSITION 7.5. — Le noyau de l'application H°(G, Z3) — H3(G, K) est engendré
par d. De facon équivalente, d appartient a l'image de dg’Q.

Démonstration. — Pour 1, 2, 3 dans Q, deux a deux distincts, posons

(7.10)  b(z1, w2, x3) = —logy (23 — z1)val(ws — x2) + logy (w3 — x1)val(zz — 1)
+ logy(z3 — zo)val(zs — z1) — logy (3 — z2)val(ze — 21)

—logy(z2 — z1)val(zs — x1) + logy(z2 — z1)val(zs — x2)

Alors, si zg, T1, T2, T3 sont quatre points de Q, = P'(Q,)\{oo} deux a deux distincts, on
vérifie que

(7.11)  d([xo, z1, T2, 23]) = b(w1, T2, %3) — b(wo, T2, T3) + b(T0, T1,73) — b(T0, T1, T2)-
On définit B € C?(G, K) en posant B(go, g1, g2) = b(go - 00, g1 - 00, g2 - 00) presque partout,
on voit alors que I'image de d dans H3(G, K) est d2(B), donc nulle. O
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Les inclusions
(7.12) Co3>C5 == C

induisent des morphismes de suites spectrales d’hypercohomologie. Comme de plus
HY(G,Cs,;) = H"YG,Z;) ou Z; = kerd,, la flecche H°(G,C%) — H?(G,K) se fac-
torise de la fagon suivante

(7.13) HY(G, 2%) % H'(G, Z2) © HX(G, Z1) * H'(G, K).
L’application § est a chaque fois le bord provenant de la suite exacte

(7.14) 0—2Z; —C'— Zi1 — 0.

Comme H'(G,C?) = 0, la premiére fléche & est un isomorphisme. De plus, comme
HY(G,C%) ~ HYG,CY) et que HY(G,C% =~ HY(G,C'), on voit que la fleche
HY(G,Z') — HY(G,C?) est un isomorphisme et donc que § : HY(G,Z?) — H?*(G,Z"')
est injective. Comme ces espaces ont méme dimension, c’est une bijection.

Comme Z; = Sty, on obtient finalement un isomorphisme naturel
(7.15) H°(G, Z?) ~ H*(G, Sty)

qui permet de définir, pour tout ¥ € K, une classe de cohomologie dont I'image est non
triviale dans H3(G, K) en choisissant D + #d. De plus, la différence de deux telles classes
appartient toujours & H?(G, I§(K)) puisque I§(K) ~ C°.

Finalement, en utilisant la proposition 7.1, on obtient un isomorphisme
(7.16) 0: B=HG,2Z% ~ H*G,Sty) ~ H*(G,St3™).
De plus le noyau de H?(G, St3") — H?(G, K) est engendré par 6(d).

7.2. Appendice 2 : cohomologie d’algébres de Lie

Soit A = (Ao, A1, A2) un poids dominant de sl3, relativement a —A. Autrement dit, on
aX < A1 < )Xo Rappelons que siw € W, onposew * A = w(A — J) + § avec
6 = (1,0,—1). Si p est un poids de sl3, on note L(u) le sl3-module simple de plus haut
poids p, pour 'ordre déterminé par —A. On note également L;(u) le [;-module simple de
plus haut poids . Si  est dominant relativement a —a;, alors L; (1) est de dimension finie,
et on pose m; (1) = U(g) ®u(p,) (Li()). On note W C W un systéme de représentants de
longueur minimale de W;\W. D’aprés [28, §9.4], w x A est dominant relativement a —c; si et
seulement siw € W, Ici, W! = {1, 89,5251} et W2 = {1,51,5152}. Le but de cette section
est de déterminer les [;-modules H?(n;, m; (w*\)) pour w € W1. Le résultat est contenu dans
les deux propositions 4.22 et 4.30. Il est certainement bien connu, mais je n’ai pas trouvé de
référence.

Commengons par le cas ou s = 1. Soit p un [;-module de dimension finie. Les espaces
de cohomologie H*(ny, my(p)) sont les espaces de cohomologie du complexe de Chevalley-
Eilenberg

d° dt
— 02,

(7.17) c? =t
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ot O = Homg (A" ny, U(9)®u(p,)p)- Notons (u3 o, u3 ;) la base duale de la base (u2,0, uz,1)
définie dans les notations. Les fléches d° et d* sont alors
d’(m) = Uz,0m & “;,0 +ug1m® U;,1

(7.18) i . .
d'(m, ® U3 0+ me ®@uj ) = (u2,0ma — uz1m1) ® (uz2,0 Aug1)”

L’algebre [; agit sur C? par
(7.19) r(mu) = (zm) @w + m ® (ad(z)w).

Les fleches d* sont alors [;-équivariantes pour cette action.

D’apreés le théoréme 9.4(a) de [28], les [-modules C* sont des sommes directes de [;-mo-
dules de dimension finie, ainsi leur restriction au tore t est semi-simple, et leur classe d’iso-
morphisme en tant que [;-module est déterminée par leur caractére ch(C?). Il en est donc de
méme des [;-modules H(ny, my(p)).

PROPOSITION 7.6. — Pour toute représentation de dimension finie p de |y, on a

(7.20) Z ) ch(H? (ny, my(p))) = ch(p).

Démonstration. — En tant que complexe de t-représentations, on a

(7.21) Clp)~p[Un) U@ onf - Un)® /\n1

Or la résolution de Chevalley-Eilenberg

(7.22) n) = /\n QUMW) - nf @UmT) - Un)]

est une résolution du nj -module trivial. Comme elle est t-équivariante, on a I’égalité

2

(7.23) ch(1) = (-1)'ch(U(n}) ® A'n})

i=0
d’ou le résultat en utilisant
2 2

(7.24) D (=1)7eh(CY) = Y (=1)"ch(H' (n1, m1(p)))- m

i=0 i=0
L’intérét de ce résultat est qu’il suffit, pour connaitre H!(ny,m;(p)), de connaitre H° et
H?, donc de calculer un noyau et un quotient.
Supposons que p = Ly (u) avec u = (o, p1, 12) dominant relativement & —a;. On a alors

H1—Ho

(7.25) Li(w) = P Ko,
k=0
vy, désignant un vecteur de poids p+kai. On a alors ug 1V, = Vg1 €t u1,0U% = vi—1. Posons

alors, pour (n,m) € N2et0 < k < fi1— 10, Un,m b = U ou"y @Vy_ka, - Les vecteurs (v m, k)
forment une base de mq ().
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Un calcul explicite donne alors
(7.26) U2,0 - Vnymk = —MUnm—1,k—1 — (M +n — 14 po — pio + E)Vn_1,m
(7.27) U21  Unomk = —MWUn—1mk+1 — MM +m — 14 g1 — pi2 — K)Vnm—1,k-
Si on pose deg(vp m k) = n + m, les fléches d° sont de degré —1, il suffit donc de calculer

leur noyau et conoyau sur les sous-espaces de degré fixé. Notons m; (p), le sous-espace de
degré r.

LEMME 7.7. — Sip = sp81 * A, la fleche d* est surjective.

Démonstration. — L’égalité  p = sgs; x A implique  ps < pg. Si on  pose
deg(vn,mk) = n + m, les formules (7.26) montrent que les fléches d* sont de degré —1.
Notons my (L1 ()), le sous-espace de degré r. Considérons us g : mq(p), — mq(p)r_1.
Elle respecte la filtration Fil;m; (p), = k<i KVn,m k- De plus, au niveau des gradués, on a
U2,0Un,mk = —N(r — 14 po — po + k)vn—1,m k. Donc us o est surjective. D’apres (7.18), ceci
prouve que d* est surjective. O

PROPOSITION 7.8. — Soit A\ un poids dominant relativement a la base de racines
simples —A. On a des isomorphismes | -équivariants
H%ny,my(\) = Li(\) @ Li(s2 % \)
H'(ny,my(\)) = Li(s2 % \) @ L1 (s251 % \)
H?(ny,m1(XN)) = Li(s281 % A)
H(ny,my(sa % \)) = Li(sa % \) @ Lq(s251 * \)
(7.28) H'(ny, my(so % A Ly(s281 % A\)
H?(ny,my(sg % X\ 0
Li(sg81 % \)

)
)
)
)

(nl,m1(3231 * A\
Hl(t‘ll,ml(Sle * )\)
(

)
) =
)
)
)
)
)=0
H? ny,my(s281 x A)) = 0.

Démonstration. — Tout d’abord, on a des suites exactes
0— L(sg *A) > my(\) — L(A) =0

7.29
( ) O—>m1(3231*)\)—>m1(sl*)\)—>L(52*)\)—>O7

et L(sas1 * ) = my(sas1 * A) est simple. On connait la cohomologie de L()\), il s’agit
du théoreme 4.10. Pour tout poids p dominant relativement & —«;, on a une injection
p1-équivariante L1(u) — my(u). Le module de plus haut poids L(u) étant un quotient de
my (), la composée

(7.30) Li(p) — ma(p) - L(p)

reste injective. Montrons que H®(ny, L()) = Li(u). Comme H(ny, L(1)) est somme
directe de [;-modules de dimension finie, c’est un [;-module simple si et seulement si
H(nN 1y, H(ny, L(p)) = H(n, L(p)) est de dimension 1. C’est une conséquence du §1.3
et du théoréme 6.15(b) de [28], ainsi H%(nq, L(p)) = L1 (p).
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On en déduit des suites exactes
0 — H°ny,L(sy * \)) — H(ny,my(\)) — H(ny, L()\)) — 0

(7.31) 0 0 0
0— H"(ny, L(sas1 x X)) — H°(ny,my(s2x ) — H (ny, L(s2 x X)) — 0.

D’aprés le lemme 7.7, on a
(732) H2('ﬂ1, m1(3231 * )\)) = 0.

On déduit alors de la proposition 7.6 que H* (nq, m;(s2s1 * A)) est nul. On obtient donc des
isomorphismes H%(ny, my(s2 * A)) ~ H9%(ny, L(sy x X)) pour ¢ € {1,2}. Montrons que
H?(ny, L(s2 * A)) = 0. C’est une somme directe de U(l;)-modules simples de dimension
finie, il est donc uniquement déterminé par les t-modules H'(n/n;, H?(ny, m;(s2 * \))). Par
la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie d’algebres de Lie, il s’agit aussi
de H3(n, L(s9 * \)). Or les théorémes 6.15(b) et 6.11 de [28] impliquent que

(7.33) H3(n,L(sa % \)), =

pour tout poids u. Ainsi H2(ny, L(sy * A)) = 0. On en déduit H%(n;,my(s2 * A)) = O et
H?(ny,my(N\)) = H?(ny, L(\)), qui se déduit du théoréme 4.10. Tout le reste se déduit des
suites exactes longues associées a (7.29), du théoréme 4.10 et de la proposition 7.6. O

Considérons a présent les [r-modules H?(ng, my(w * A)). Il s’agit cette fois-ci des espaces
de cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg
(7.34) o Lo L, e
ot C* = Homg (A" ng, U(g) ®u(p,)p)- Notons (u] o, u3 () la base duale de la base (1,0, u2,0)
définie dans les notations. Les fleches d° et d* sont alors

do(m) = U1 ,0m ® u“{ﬁo + ug,0m ® u;,(,

(7.35) L . . .
d (m1 ® Uy 0 +mo ® Ugyo) = (ul,OmQ - u?,Oml) ® (ULO A u270) :

A présent, pour p une représentation de [; de dimension finie, les I;-modules m; (p) ne
sont plus nécessairement semi-simples. Néanmoins, ce sont toujours des sommes directes

de caractéres de t, avec multiplicités finies. Les caractéres des C* et des H'(np, my(p)) ont
toujours un sens.

PROPOSITION 7.9. — Soit p une représentation de dimension finie de l; de plus haut poids \.
Alors
2

(7.36) > (=1)ch(H7 (nz, m1(p))) = (A — s1 % A)ch(U (nf N 1p)).

J=0

Démonstration. — Comme précédemment, il faut déterminer la somme alternée des ca-
ractéres du complexe

(7.37) AMnfeoUmn)ep—nf@Un ) ®@p—UnT)ep.

En utilisant la décomposition t-équivariante U (n]") ~ U(Kug 2) ® U(n] Nl), on remarque
que le caractére recherché est ch(p)ch(U(Kwug,1)) " ch(U(Ku1,2)), c’est-a-dire

(7.38) ch(p@ U(n Nlz)) —ch(p@ UM Nl) ®up1) = (A —s1* N)ch(Un] Nlp)). O
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Supposons que p = Ly (u) avec u = (o, g1, o) dominant relativement a —a; . Reprenons
(Un,m,k) la base de m; (i) considérée précédemment.

Un calcul explicite donne alors

(7.39) U1,0 * Un,m,k = Un,m,k—1 T MUn—1,m+1,k

(740) U2,0 " Un,m,k = —MUn,m—-1,k—1 — n(n +m—-1+ o — M2 + k)vn—l,m,k~
Remarquons déja que ’on a une injection lo-€quivariante
(7.41) U(l2) ®u @) 1 C H(ng,my (1))

pour tout u, poids dominant relativement a —a;. L’intersection de I'image de ce morphisme
avec my (p1) est engendrée par le vecteur vg .. De plus, on a vu dans la preuve du lemme 7.7
que, sipg = sgsyxA,onar—1+4+pug—ps+k #Opourtout0 < k < pg — pgetr > 0. Ainsi
ug,o induit une surjection my(sgs1 * A), — my(s281 * A),—_1 et le noyau de la restriction
de ugp & my(s28; * A) est de dimension 1. Ainsi H2(ng, m;(s2s1 * A)) = 0. Dans le cas
général, r — 14 po — po + k =0sik = po — pe — (r — 1). Ainsi, pour r assez grand, us g
est une application surjective de my (1), sur my (11),—1. Donc H?(ng, m1(u)) est toujours de
dimension finie.

PRrROPOSITION 7.10. — Soit A un poids dominant (pour —A). On a des isomorphismes
lo-équivariants

H(ng,m1 (M) = U(l2) ®us) A
H'(nz,m1(\) = U(l2) ®up) (51 % A) ® La(s182 % \)
H?(ng,my()\)) = La(s182 % \)
H®(ng,my(s2% A)) = U(l2) ®pp) (s2 % A) ® U(l2) ®p(p) (5251 % A)
(7.42) H'(ng,myi(s2 % X)) = U(lz) ®up) (5152 * A) & U(l2) ®u(p) (5251 * A)
H?(ny, mi(s3%\)) =0
H°(ng,my(s251 * X)) = U(lz) ®p(p) (5251 % A)
H'(ny, mi(s251 % \)) = U(lp) Qu(p) (515251 * A)
H?(ng,my(s951 % \)) = 0.

Démonstration. — Les suites exactes (7.29) montrent alors que 'on a une injection
U(l2)®u ey — H°(ng, L(i)) pour o = so A ou p = szs1 % . Cette injection est un isomor-
phisme. En effet, soit Q le quotient de H°(nz, L()) par U (I2) ®y (p) 1. Comme H°(n, L(1))
est de dimension 1, on a une injection H(nNly, Q) — H'(nNly, U(l2) ®y(p) 1) et ce dernier
est nul d’apres les théorémes 6.15(b) et 6.11 de [28]. Ainsi @ = 0. Nous avons donc déja que
HO(ng, my(s251 % X)) = U(l2) ®u(p) (s251 * A). Comme de plus H?(ng, my(s251 * \)) = 0,
on déduit H*(ny, my(s251 * A)) de la proposition 7.9.

Comme H®(ny, L(X)) = La(A) d’aprés le théoréme 4.10, 'injection de U (Iz) ®y(p) A dans
H°(ny,m;()\)) est unisomorphisme. De plus I'injection de my (s251 %)) dans my (sg*\) induit
une injection de U (I2) @y (p) (5251 % A) dans HO (ny, mq (s2%\)). Comme U (I2) @y (p) (s251 % A)
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et U(l2) ®up) (s2 * A) sont deux U(lz)-modules simples non isomorphes, on a, a semi-
simplification pres,

(7.43) H°(ng,my(s2 % X)) = U(l2) ®ue) (52 A) @ U(l2) ®u(p) (251 % A).

Comme H?(ng,L(sys1%))) =0, on a un isomorphisme H?(ngy,my(sz*)\)) =~
H?(ny, L(sz * A\)). L'espace H%(ny, my (s * \)) étant de dimension finie, ¢’est une somme
directe de U(ly)-modules simples. Il est donc uniquement déterminé par les t-modules
H'(n/ny, H%(ny,my(s2 * A))). Par la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la coho-
mologie d’algébres de Lie, il s’agit aussi de H3(n, L(sy * A)). Or on a déja vu, (7.33), que
H3(n,L(s2 * \)) = 0. Ainsi H?(ny, L(s2 * \)) = 0. La proposition 7.9 nous permet alors
de déterminer H!(ng, my(s2 * A)), et donc H?(ng, L(s2 * A)). Les suites exactes (7.29) et le
théoréme 4.10 nous permettent alors de déterminer H?(ng, mq()) pour ¢ € {1,2}. O

Reprenons les notations du corps de I’article, ¢’est-a-dire A un poids dominant pour A.
Dans ce cas —\ est dominant pour —A, et pour w € W,ona —(w - \) = w * (=), donc
Fo = L(w* (=\) et Fy  ; =~ Lij(w * (=A)). On peut donc reformuler les résultats de cet
appendice sous la forme suivante, qui est celle sous laquelle ils sont utilisés dans le corps de

I’article.

ProproSITION 7.11. — Soit A un poids dominant relativement a la base de racines simples A.
On a des isomorphismes [y -équivariants

(7.44)
Ho(nlaml(F)l\,l)) =F,0F, HO(“lyml(Fsl2->\)) =F. 1D F.,. a1
Hl(nl,ml(F/( 1) = Féz A1 D F5251~/\,1 Hl(“laml(Féz.A,1)) = Fs/251~)\,1
HQ(nhml(F)\ 1)) 5231)\1 H2(n1vm1(Fsl2-)\,1)):0

H (nlvml(Fszsl A, 1)) = Fslzsl'k,l
H'(ny,m(Fyy,01)) =0

S

Hz(nlyml(F32sl A, 1)) = 0.

PROPOSITION 7.12. — Soit \ un poids dominant. On a des isomorphismes ly-équivariants
H®(ng, my(FY 1)) = U(l2) ®u(p) (=)
H'(ng,my (Fy)) = U(ls) @ue) (—51-A) @ Fy 4,50
H?(ng, mq (FY ;)

F8152 A,2
U(l2) ®ue) (=52 A) ® U(l2) ®y(e) (—s251 - A)
U([Q) ®U(b) ( S§189 - )\) @ U([Q) ®U(b) (—8251 . )\)

(n27m1( sz)\l)

(7.45) H'(ng, my (F! 53 A1)
H?(ng,my(F, 5 ;)

)

I
o

H (n27m1( 8981 - )\1
H (n27m1( 5251)\1)

H (n27m1( 8281)\1)

U(l2) ®u(e) (—s251 - A)
U(l2) ®up) (—s18251 - A)
0.

) =
)
)
)
)
)
)
)
)
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7.3. Appendice 3

Le but de cet appendice est de prouver un résultat technique utilis¢ dans la preuve du
lemme 6.15. Soit A un poids dominant de GL3 g, et A(1) = s1 - (—woA). Le poids A(1)
est alors dominant relativement a as. On peut donc parler de p la représentation algé-
brique irréductible de P, de plus haut poids A(1). Notons &, le faisceau G-équivariant sur
I%p ~ (G/P, défini dans la section 6.2. On note U l'ouvert affine NywoPs/P; de Pép.
L’espace des sections algébriques de &, au-dessus de U est un K-espace vectoriel M muni
d’actions compatibles de U(g) et P;. Il est isomorphe a K[U] ® k¢ p*° en tant que P;-mo-
dule. Notre but est de montrer qu’il n’existe pas d’extension de U(g)-modules de M par le
U (g)-module de dimension finie F_, .

On fixe un isomorphisme

(7.46)

Les actions de N; et de L; sur M sont alors, dans ces coordonnées
(070) - f(@y) = fz+a,y+1),
M et~ 1 _
(6 aertan) - F@y) = p (47,00 0)) (F((w,y)M " det(M)?)).

Soit OF" la catégorie des U (g)-modules de type fini, dont la restriction a U (I;) est somme
directe de U (I;)-modules simples de dimension finie, apparaissant avec multiplicité finie, et
dont tout vecteur est n -fini. Tout d’abord le U (g)-module M est un objet de ©°*. La formule
(7.47) montre que ny agit par dérivations sur M et donc que pour toutm € M, U(ny)m estde
dimension finie. De plus, I’action de P; est algébrique sur M, donc I’action de L, aussi. Ainsi
M est une somme directe de représentations algébriques irréductibles de dimension finie de
U(11). Enfin, le fait que M soit un U(g)-module de type fini est une conséquence de la suite
exacte 1.8 et du lemme 1.2.1 de [40]. Le module M est un objet de la catégorie ©F*, donc aussi
de la catégorie @). Supposons a présent que I’on ait une suite exacte de U (g)-modules

(7.48) 0— F_yor = M — M — 0.

(7.47)

Comme F_,, est de dimension finie, c’est un objet de la catégorie 0, et il en est de méme
de M. Nous allons prouver que Ext%)(M, F_,,x) =0, etdonc que M~M® F_,,x entant
que U(g)-modules. Encore une fois, il est plus agréable de renverser 1’ordre sur les racines, et
de considérer —A comme base de racines positives. Reprenons les notations de I’appendice 2
et notons L(x) le U(g)-module simple de plus haut poids p. On a ainsi, F_,,n = L(—\).
Remarquons que le sous-espace des fonctions constantes est stable par P; et isomorphe
a Fy,5,31),1 = L1(s2 % (—A)). L’inclusion p;-équivariante de L1 (s2 * (—A)) dans M induit
une application non triviale
(7.49) my(s2 * (=) — M.
Cette application n’est pas injective. Dans le cas contraire, on aurait une injection
H%(ny,my(sz * (—A)) — H°(ny, Dyg)). Cest impossible d’aprés les propositions 7.8
et 6.3. Comme le U(g)-module m;(sg * (—A)) est de longueur 2 d’aprés la décomposi-
tion 2.46, 'image de I'application (7.49) est donc le module de plus haut poids L(sg * (—A)).
De plus, comme pour tout poids u de t, la composante u-isotypique de M a méme dimension
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que celle de mq(s2 * (—))), cette inclusion est stricte. Soit (-)V le foncteur de dualité défini
sur la catégorie ©F' (§3 et proposition 9.3(b) de [28]). D’aprés le théoréme 3.2 de [28], le
foncteur () est exact et L(sy * (—A))Y =~ L(sz * (—))). On obtient donc une surjection
MY — L(sg x (=))). Comme H(ny, M) est un U(p;)-module simple, M est indécom-
posable, et donc en désignant par P(A(1)) I'enveloppe projective de L(sy * (—A)) dans la
catégorie ©°', on a une surjection P(sy % (—A)) — M. En appliquant le théoréme 9.8 de
[28] & P(sq * (—))), on obtient une suite exacte

(7.50) 0= my(=A) = Psz * (—X)) = my(s2 % (~1)) — 0.

A présent, comme MV ne contient pas le poids —\, Homy gy (mi (=), M) = 0, donc
I’application (7.50) se factorise a travers my (so*(—A)). Comme 'inclusion L(sa*(—X)) — M
est stricte, 'application (7.50) se factorise en un isomorphisme m;(sg * (—A)) ~ MV. On
a également, d’apres le théoréme 3.3 de [28], que le U(g)-module L(—A\) est isomorphe a
son dual dans la catégorie ©°'. Comme ©°' est une sous-catégorie de ), pour prouver que
Extgp, (M, L(—X)) = 0, il suffit de prouver Extp(L(—A), m1(s2 * (—A)) = 0. D’apres le
théoreme 9.4(b) de [28], on a une suite exacte

(7.51) 0 — m(s182 % (=A)) — m(s2 * (=) — my(s2 * (=A)) — 0.
D’aprés le théoréme 6.2 de [28], on a une résolution de L(—\) de la forme
(7.52) i DA oo 5 DY = Dyt — L(=)) — 0
ou D;* est une somme directe de modules de Verma m(w * (—\)) avec w de longueur m.
D’apreés le théoréme 6.5(b) de [28], on a
Ext?(D;*, m(sy * (—X))) = Ext?(Dg*, m(s1s2 % (=) =0

pour g égal a 0 et ou 1, ce qui permet de conclure.
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