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TRANSFORMEE DE RADON SEMI-GLOBALE

PAR MEHDI BENCHOUFI

REsuME. — Dans cet article, nous nous proposons d’étudier le noyau, I’image et une
éventuelle formule d’inversion de la transformation de Radon réelle dans les domaines
linéairement concaves. Nous rappelons que, dans R?, on sait reconstruire une fonction
4 partir de sa transformation de Radon lorsque celle-ci est connue le long de toutes
les droites de ’espace. Notre propos sera, en quelque sorte, d’établir une version semi-
globale de ce résultat. Nous verrons ainsi que, modulo un noyau que nous préciserons,
constitué de sauts de fonctions holomorphes, chacune définie sur un « wedge » et
vérifiant dans leurs domaines respectifs une majoration en @(#) lorsque |z| tend
vers l'infini, une formule d’inversion est accessible dés lors que la transformation de
Radon n’est connue qu’au voisinage d’une droite.

ABSTRACT (Semi-global Radon Transformation). — In this article, we mean to study
the kernel, the image and a possible inversion formula for the real Radon transform
in linearly concave domains. We recall that, in R?, we know how to reconstruct a
function from its Radon transform when the latest is known all along every lines of the
space. Our purpose will be somehow to establish a semi-global analogue of this result.
In this way, we will see that, modulo a kernel we will precise, consisting of jumps of
holomorphic functions, each of which is defined upon a “wedge” and submitted to an
estimation in Q(ﬁ) when |z| tends to infinity, an inversion formula is reachable as

soon as the Radon transform is known in the neighbourhood of a line.
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146 M. BENCHOUFI

1. Introduction
Commengons par définir la transformation de Radon réelle.

DEFINITION 1.1 (Funk [3], Radon [12]). — On représente un hyperplan dans
R™ par I’équation : {x € R" | (§,z) =t} ou e S 1 ={0cR"||0] =1} et
t € R. Pour toute fonction f, de R™ dans R, intégrable sur tous les hyperplans
de R™, et pour tous (6,t) € S"~! x R, on définit la transformation de Radon
réelle (Rf)r(0,t) par la formule suivante :

(Rf)r(6,t) = / f(@)0.dz|dziAdxo A - A dxy,
(0,z)=t
Ici 0.dz = Y i 0;dx; et 0.dx]dziAdza A --- A dx, désigne la forme w telle
que O.dx Aw = dxiAdxo A -+ ANdz,.

Dans cet article, on considérera la restriction de cette transformation a un
domaine linéairement concave, c’est-ad-dire une réunion d’hyperplans de R™.
Dans un esprit assez proche, on peut définir la transformation de Radon com-
plexe. C’est ce qui améne & la définition suivante :

DEFINITION 1.2 (Martineau [11], Gindikin,Henkin [5] : Transformation de Ra-
don complexe)

Soit K un compact linéairement convexe dans CP" et Q@ = CP"\K, f €
Gron—1(82), telle que O0f = 0. Alors on définit la transformation de Radon
complexe de f par la formule suivante :

1 = 0-20 *
(Do) = 5 | 0GERIALEC K
Ici K* désigne 'ensemble des éléments de CP™ tels que {z € CP" | (£, 2) =
&ozo+- - +&nzn =0} C CP™M\K, avec £ = (&9,&1,...,&n) et 2 = (20,21, -+, 2n)-
Et G, n—1(0) désigne lespace des (n,n — 1)-formes continues sur .

Soit Q un domaine de R™, et 2* son domaine dual, i.e. ’ensemble des hy-
perplans contenus dans €. On dira que 2 est un domaine linéairement concave
si par chacun de ses points passe un hyperplan contenu dans 2. On dira que
Q est un domaine fortement linéairement concave si par chacun de ses points
passe un hyperplan contenu dans {2 et s’il existe une détermination €' de ces
hyperplans par les points de €.

Un probléme qui se pose alors naturellement est celui de la reconstitution
de la fonction f & partir de sa transformée de Radon réelle. Pour ce qui est du
cas global, i.e. du cas ou la transformée de Radon est connue le long de tous les
hyperplans de ’espace R™, les résultats sur l'injectivité et la surjectivité relatifs
4 des espaces de départ et d’arrivée bien précis ont été obtenus successivement
par Radon [12], John [9] et par Gelfand, Graev, Vilenkin [4], Helgason [6],. . ..
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TRANSFORMEE DE RADON SEMI-GLOBALE 147

Ainsi, lorsque la transformation de Radon d’une fonction est connue le long
de I'ensemble des hyperplans de 1’espace R"™, il est possible de reconstituer la
valeur de cette méme fonction en chaque point via une formule découverte par
Radon [12], qu’il est convenu d’appeler formule explicite d’inversion de Radon.
On peut, aprés cela, se poser la question plus générale de 'existence d’une
formule d’inversion dés lors que la transformation de Radon d’une fonction est
seulement connue le long d’hyperplans contenus dans un domaine linéairement
concave de ’espace R™.

Dans le cas complexe, et plus précisément, dans les domaines fortement
linéairement concaves de CP", le résultat suivant a été établi :

THEOREME 1.3 (Gindikin, Henkin [5]; Henkin, Polyakov [8])

Soit D un domaine fortement linéairement concave de CP"™. Pour toute
forme f, O-fermée, appartenant a i?é’n_l(D), espace des (0,n — 1)-formes de
classe € sur D, il existe des opérateurs explicites = et H, qui permettent la
représentation suivante :

f=E((Rf)c) +0Hf

(La définition de la concavité forte pour les domaines complexes est exacte-
ment similaire & celle des domaines réelles; il suffit de remplacer « hyperplan
réel » par « hyperplan complexe »). C’est dans cet esprit qu’'Henkin [7](Theo.5),
a annoncé la possibilité de déduire de la formule précédente un résultat sem-
blable pour la transformation de Radon réelle.

A présent, quelques notations et hypothéses utiles pour la suite du texte.

Dans cet article, nous n’envisagerons que le cas n = 2.

Désignons d’abord par 2 un domaine fortement linéairement concave de
R?, distinct de R?, et par Q* I’ensemble des droites, paramétrées par un sous-
ensemble de S* xR, contenues dans 2. Un élément (0, t) de S* xR paramétrisera
la droite {(z1, 7o) € R%|t+60;21+0s22 = 0}. Nous noterons 7(2*), la projection
de Q* sur S'. De maniére plus uniforme, nous pourrions choisir de présenter
Q, comme le complémentaire d’un compact convexe non vide de RP?.

Par ailleurs, dans notre article, nous serons amené & utiliser un ensemble
Qc, construit en complexifiant chacune des droites contenues dans €2, tel que
Q C Q¢ C CP% Nous noterons alors 4 les deux composantes connexes de
Qc \ Q.

Nous noterons ™™ (R2%,C), n, m € N, la classe des fonctions f de R? a
valeurs dans C, appartenant & " (R2,C), telles que

k
sup (1 + |z])™|———
zeRZ( =1 |8m118x§

k=0,1,...,m;i+j=k.

f(@)] < oo.
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148 M. BENCHOUFI

Le plan de Henkin [7] consisterait & montrer que, pour un domaine € linéai-
rement concave de R?, et pour une fonction f, il existe un opérateur Bg, &
valeur dans ’espace des fonctions continues de {2 dans C et des opérateurs K.
a valeurs dans ’espace des fonctions holomorphes dans 4, vérifiant dans leurs
domaines respectifs une majoration en @(#) lorsque |z| tend vers l'infini, qui
permettent la décomposition

f=B((Rf)r) + K. f+K_f.

Le but de cet article n’est pas seulement de démontrer ’existence de tels
opérateurs mais d’en donner des formules explicites. Les formules que nous
nous proposons d’exhiber peuvent recevoir des applications en tomographie.

Nous nous proposons donc d’étudier la transformation de Radon réelle dans
des domaines linéairement concaves. Plus précisément, on cherche d’abord &
obtenir une caractérisation de son noyau. On montrera que ce dernier consiste
en des sauts de fonctions holomorphes, définies sur des « wedge » que nous pré-
ciserons par la suite et vérifiant dans leurs domaines respectifs une majoration
en Q(#) lorsque |z| tend vers I'infini. Ceci nous aménera au résultat annoncé
par Henkin dans [7] :

THEOREME 1.4. — Soit f appartenant ¢ 6" (R2,C) et intégrable sur les droites
de Q*. On suppose que la transformation de Radon réelle s’annule sur l’en-
semble des droites d’un domaine fortement linéairement concave Q. Alors f
se décompose en la différence de 2 fonctions holomorphes définies respective-
ment dans les domaines Q4, et vérifiant dans leurs domaines respectifs une
magoration du type fi(z) = @(#) lorsque |z| tend vers Vinfini. On a
f£(2) =

1 S(¢)
- FR(E)) det(I(2), 7ormmrm

210 J(9(2),6-2)=0,9(&)=0(2)* T(3(), R(E) — 2)
pour z € Q4.

)(3(2)d€) |w(€))

Ici w désigne la 2-forme w(§) = d&; A d€s et ¥ est une application continue,
dite section de Leray, du domaine Q¢ dans S', que nous construirons dans
la partie 2. On note (9(2),& — z) = ¥1(2)(&1 — z1) + Y2(2) (&2 — 22). Nous
noterons ¥(z)* I'élément (—95(z),91(z)). Nous verrons que ¥ sera choisie de
maniére particuliére : le domaine d’intégration {¢ € C2|(9(z),£—2z) = 0,3(¢) =
%} sera alors constitué d’une droite réelle « pointée » en un élément du
plan imaginaire.

C’est au cours de la démonstration de ce théoréme que nous démontrerons la
proposition fondamentale suivante, qui rapporte le d de f4 et la transformation
de Radon de f.
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TRANSFORMEE DE RADON SEMI-GLOBALE 149

PROPOSITION 1.5. — Nous avons, pour z € Q.+, l'identité suivante

(91(2)0;, + 92(2)0:,) f ()
0 0

21)

CS(2

i
(
ot |3(2)| désigne (3(21)% + S(22)?)=.

Le théoréme 1.4. peut étre vu comme une précision du théoréme de régu-
larité micro-locale de Boman [1]. Ce dernier utilise essentiellement des outils
micro-locaux, & savoir un théoréme de régularité micro-locale des solutions de
Péquation R(f)r = 0.

Par ailleurs, nous établirons une caractérisation de 'image de la transfor-
mation de Radon :

THEOREME 1.6. — Soit g € 2?3’2(@*,C), telle que g wvérifie g(0,t) =
g(—0,—t), alors il existe f € ©'(Q,C), intégrable sur toutes les droites
de Q*, telle que (Rf)r = g.

o §>%(Q*,C) désigne les fonctions de §°(Q*,C), et vérifiant, uniformément
par rapport & 6 € 7(Q*) et pour i +j = 0,1,2,3, jgi %g(é’,t) = @(t%) quand
t tend vers I'infini. Ici Q* désigne la fermeture de Q*. La version globale de ce

résultat, & savoir le cas oit Q = R?, est due a4 Radon [12].

Enfin, nous verrons dans la démonstration du théoréme qui suit, qu’étant
donnée la transformation de Radon d’une fonction f dans un domaine forte-
ment linéairement concave (2, ’on peut construire m correspondant & une
extension & S x R de R(f)r définie sur Q*. La construction de cette extension
sera explicitement présenté dans la démonstration du théoréme qui suit. On a
le théoréme suivant :

THEOREME 1.7. — Soit f une fonction appartenant €§(R27C). On ne sup-
pose plus que la transformation de Radon réelle s’annule dans le domaine for-
tement linéairement concave Q). Alors f s’écrit comme la somme

f=BRflr+ K f+K_f.

K, f+ K_f est la somme de fonctions respectivement holomorphes dans les
domaines Q4 et Q_, et vérifiant dans leurs domaines respectifs une majoration
du type K4 f(2) = @(#) lorsque |z| tend vers Uinfini. La somme K f+ K_f
est entendu au sens ow, si x est un élément de ), et si l’on se donne deux suites
quelconques d’éléments (z)4 de Q4 et (z)— de Q_ convergeant toutes deux vers
z, alors Ky f(x) + K_f(x) désigne lim(,y, o (K4 f(z4) + K_f(z-)).
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150 M. BENCHOUFI

Plus précisément, pour x € 2,

1 R(fr(6,t)
BED = G [ o = ) 07 O

ot w’(H) = 92d91 — 61d02, et

1
K:I:f(z) = —c
270 J (9(2),6—2)=0,3(&)=0(2) L

mm»&wmm@mwwﬁgﬁ%ywmmm>

De plus, la transformation de Radon R(K,f+ K_f)r s’annule.

Nous remarquons que, lorsque = R2, cette formule nous donne bien la
formule classique d’inversion de Radon globale [12].

2. Noyau de la transformation de Radon dans les
domaines linéairement concaves de R?

2.1. Application de la formule de Sohotski-Plemelj. — Pour z = (z1,2z2) € Q, on
note

Q; = {(G,t) (S Q*|{y S R2|t + (91y1 + 62y2 = 0} C Q,t + 91$1 =+ 62%2 = 0}
Pratiquement, pour chaque z, on associe le paramétrage de ’ensemble des
droites passant par x et incluses dans 2.

On note Q¢ = Ugg,p)en+{z € C2%t + 0,21 + 6220 = 0}. Nous noterons alors
Q4 les deux composantes connexes de Q¢ \ Q.

A tout élément z = (z1,22) de Q¢ \ ©, on associe ’élément ¥(z) =
(91(2),92(2)) de St ( I%%((zj))l , —%), coeflicient directeur de la droite complexe

passant par (z1, 22) et par (R(z1), R(22)). La droite, {¢ € C2|(9(z),& — 2) = 0},
est ainsi entiérement contenue dans Q¢.

Q) étant fortement linéairement concave, on a aussi supposé qu’il existait une
application paramétrant de maniére &' les droites de par les points de Q.
On note aussi ¥ ’application ©" de Q dans Q* telle que tout élément x de
appartient & son image dans Q* par ¥ (image paramétrée par un élément de
S1 noté encore J(z)).

Pour une fonction h de R, intégrable & valeurs complexes, la formule de
Plemelj -Sohotski donne, pour x € R :

W =l [ gy L[ Mg,

=021 J cr Y — T + 1€ 27% Jyer Y — T — 1€
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TRANSFORMEE DE RADON SEMI-GLOBALE 151

Cette formule est ’application de la formule de Cauchy & une variable, quand
on a plongé naturellement R dans C.

Soit f une fonction appartenant a &' (R2,C) et intégrable sur les droites
de Q*. Soit z € . En appliquant cette formule selon chacune des droites
réelles R({¢ € C?|(¥(x),& — z) = 0}) plongées dans la droite complexe {¢ €
C2|(9(x),€ — z) = 0}. On obtient alors :

1 fRE)

)@= g%(% (9(z),E—x)=0,3(£)=0 (I(x)L, R(&) — z) +ie (F(z)d§)Jw(§)
N f(R()) .
270 J (9 () 6 ) =0,3(€)=0 (I(z) L, R(€) — x) —ie (I (z)d€)Jw(E))

En effet, ceci représente exactement la formule de Plemelj -Sohotski. Il suffit
de faire le changement de variable &) := (9(x)*, & — x) et & = (¥(x),& — z).
Ici, ¥(x)* désigne I'orthogonal de 9¥(z).

Nous allons transformer cette expression pour rendre sa manipulation plus
commode, comme nous le verrons dans la partie 2.2.

En effet, si 'on désigne par f les fonctions définies sur Q21 telles que, pour
z€Qy

FIR) det(0(2), 15727 308~ (e}~ 7@ 5 ()

alors, la formule (2) s’écrit, pour z € Q :
(@) = lim (fy(z +ied(x)") — fo(o — icd(x)™)

2.2. Ou I’on fait apparaitre la transformation de Radon de f dans le « 0 » de f...

Soit f une fonction (e (R%,C), on suppose que la transformation de Radon
réelle s’annule sur les droites d’'un domaine fortement linéairement concave 2.
Un changement de variable nous permet d’écrire que, pour z € Q4 :

_ F(R(z1) +91(2) s, R(22) + 92(2)1s)
fe(e) = /seR s i{9(2) L, 3(2)) s

Nous noterons dans la suite f() ou 9;f(), i = 1,2, les éléments f(R(z1) +
91(2) L8, R(22) + 92(2)Ls) ou 9;f(R(21) + 91(2) s, R(22) + 92(2)Ls).

PROPOSITION 2.1. — Nous avons l’identité suivante
(191(’2)521 + 192(2)522)fi(z) =

i 9 + 192(2)?}?(822)) /SE]R FR(21) + 91(2) s, R(22) + V2(2)Fs)ds

RO
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152 M. BENCHOUFI

Démonstration. — En effet,
3)
(191( )62’1 +192(Z) Z2)f:|:(z)

(4) P1(2)(1+ azlﬂlizi?z?l{() i(ﬁ;lewz%sazfo i

(5) + / 92(2)0z,91(2) sasui(z&zz;(z,)cg(;ézzﬂz(z)%)azf() i
(6) + / wl(z><<a(z;zj<;>;() )l(ﬂ:)é);(z)ﬂf() s

I

On remplace dans les deux premiéres intégrales la variable s par s —
i{(9(2)*, ¥(2)) +i(9(2)*, 3(2)). On obtient alors que :

(1) +() =
®
(91210, 01 (2) + 0a(2)0, 03220110 + (91 (2 Dala)* + D2()09a(2) 0 (s

seR

9) _ _

+/ (91(2) (1 + 30z, 91 (2)* (9(2)+, (2)) + (Z)azZﬂl(Z)LW(Z)L»%‘(Z)>)31f()ds
seR s —i(0(2)*, 3(2))

(10)

+/ (#01(2)92, 92 (2) - (9(2) ", 3(2)) + 92(2) (1 + 802, 92(2) - (9(2)7, SN0 (),
seR s —i(0(2)+,9(2))

Par ailleurs, en utilisant le fait que (9(z), 9(2)%) = 0, et le fait que, puisqu’on
a l'égalite, I(21)02(2) = I(22)091(2)*, on obtient en différentiant,
(0:,9(2)F,3(2)) = (9,9(2) 1, S(2)) = 0,
On obtient ainsi que :
(6)+ (7)=0.
On a aussi,

91(2)(1 +10:,01(2) 1 (9(2) ", 3(2))) + 2(2)0:,91(2) - (9(2)F, S(2)) = 0.

En effet, par un calcul élémentaire, le terme ci-dessus, en remplagant

(91(2)+,92(2)1) = (=92(2),91(2)) par (%, %), s’annule bien.

Ainsi dans la somme (9) + (10), le facteur de 9, f s’annule et de la méme
maniére celui de Os f.
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TRANSFORMEE DE RADON SEMI-GLOBALE 153

On peut donc conclure que :
(91(2)0z, +92(2)8:,) fa(2) =
(11)
/ (012005 01()" 4 92(2)0:,1(2) )01 () + (91(2)5,P2(z) + ()0, 92(2) )0 ()ds

Or, on déduit des relations S(z1)92(2)t = S(22)91(2)1 et (91(2)1)? +
(¥2(2)")? =1, que

2)0 1zJ‘ 227z21ZJ_:’L' =1
De méme,
2)0 2)t 2)0 2)t = —iﬂl(z)J— —iﬁ2(z)

ou l'on a noté par |3(2)], (S(z1)? + $(22)2)2
On en déduit que :

i
11) = ——
(11) 50 /SeRﬁl(z)alf()+192(Z)32f()d3
Or ce dernier terme n’est rien d’autre que :

) 0 0 1 1
B (91(2) Rer) + 92(2) ") ) /SER FR(z1) +91(2) "5, R(22) + 92(2)"s)ds
O

La transformation de Radon s’annulant, ce dernier terme s’annule. On en
déduit que :
(01(2)0z, + U2(2)0z,) f(2) = 0

A présent, si I'on reprend la formule de Plemelj -Sohotsky (1), on voit que
h se décompose en la différence de deux fonctions respectivement holomorphes
sur le demi-plan des parties imaginaires positives (resp. négatives) de la « droite
complexe » C, (on remplace simplement z par z).

L’équation (2) montre que f se décompose sur la droite complexe (¢(x), £ —
z) = 0, en la différence de deux fonctions holomorphes relativement & la variable
complexe Z = (¥(z), z). De méme, pour fi, on exprime cette derniére fonction
selon une représentation de Cauchy pour la variable complexe Z = (9(z), z). Si
bien que l'on peut immédiatement conclure que (—95(2)9,, + 91(2)0.,) f+(2)
s’annule.

On en déduit donc que 0f+ = 0 sur respectivement €. .

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme :
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154 M. BENCHOUFI

Démonstration du théoréme 1.4. — Nous venons de déduire de ’annulation de
la transformation de Radon de f que, df+ = 0.

De plus, fi vérifie une estimation en Q(%) En effet, en développant 'ex-
pression, on a :

1= [ FIR(E)). det(3(6), 1)
(9(2) 6= 2)=0,3(6)=(=9(2),01 (2)) —V2(2)(R(€1) = 21) + V1 (2) (R(E2) — 22)

B(2)d¢ |w(§).

On développe en série dans ’expression ci-dessus le noyau
1
—92(2)(R(&1) — 21) + D1(2)(R(&2) — 22)

On pose X = —92(2)R(&1) + 91 (2)R(&2), Z := V2(2) 21 — 91(2)22. Et le terme

) 3 7
en Z’ n’est rien d’autre que

/ FORENI(E)dE wl€). det(97 (2), 9(2)).
(9(2),6—2)=0,3(£§)=(—V2(2),91(2))

Ce terme s’annule puis que ce n’est rien d’autre que la transformation de Radon
de f sur la droite R((J(z),& — z)) = 0. Le développement de fi, est donc bien
en @(#) O

Remarque. — Pour une application f appartenant a 6> (R2,C), intégrable le
long des droites de R?, on a, pour tout = de R? :

B W'(0)Aw(y)
fla) = z—:—>0 (2mi)? /yeRz /HeSl ( 9,y — ) + ie)?

_ _ (Rf)r(0,1)
n a—>0 (2m) /eR /gesl t—(6,x) —l— i€)? w'(O) At

Pour z = (z1,72) € Q, on note QO = {(0,t) € Q*|{y € R?|t+01y1+02y2 = 0} C
O, t + 0121 + 0222 = 0}. Supposons maintenant que cette application génére
une transformation de Radon réelle s’annulant dans Q*, domaine dual de €.
Supposons la projection m(2*) de Q* sur S! constituée de deux composantes
connexes (et a transformation linéaire prés, une des deux composantes connexes
de m(Q*)* sera contenue dans S et l'autre dans S1, S} = {6 = (61,62) €
S1 | £6; > 0}). Soit la décomposition en deux composantes connexes A
de S\ 7(Q*). Et notons By (resp. B, i) les deux composantes connexes de
m(€2*) (resp.m(€2})), choisies telles que Bf C Si(resp.By. C Si). Pour 6 €
m(Q*), notons ag et by les réels tels que Jag, bp[= {t € R|(0 t) € Q*}. Alors, de
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la formule précédente on déduit, puisque (Rf) (9 t) =0 pour (6,t) € Q* :

)= 2 27”) /96A+ /GR (t— 9 ) 9+t26)2 '(0) A dt
0cB, GR\]ag,be[ Eég)x§ ) 02" w'(0) A dt
pea_ Jier ( (0+t3€) w'(6) A dt
oeB_ Jier\Jag,be[ (t R;ch)xgﬂ)e) "(0) A dt.

Or, Papplication qui & z associe m, e>0,teR, 0 c S est
holomorphe sur {z € C2%|(0,3(z)) < e}. Ainsi, 6 parcourant S!, compte
tenu de ce que, pour z € C? tel que z = R(z) € Q et pour § € B, 4,
(t — (0, 2) + i€e) n’est jamais nul, chacun des deux premiers termes de f est
respectivement holomorphes sur Nge(a, u(B,\B. {7z € C*[(8,3(2)) < 0} et
Moe(a_uB_\B.,_ )1z € C?(8,3(z)) < 0}.

Nous avons obtenu précédemment une décomposition de f en résidus de deux
fonctions holomorphes sur 24 resp. sur 2_. Or ces deux derniers ensembles sont
des réunions de cones variant avec x € 2. Ici, nous obtenons une décomposition
plus rigide puisque Nge(a,u(Bi\B. )17 € C2%(0,3(z)) < 0} peut étre vide
lorsque x se rapproche du bord de 2.

En revanche, si I’on se fixe un compact dans 2, on peut décomposer f par la
formule d’inversion de Radon globale, selon le méme procédé établi plus haut,
pour que f se décompose en différence de deux fonctions holomorphes sur des
hémi-cones §~2i strictement inclus dans Q4. La décomposition existe bien mais
elle n’est pas optimale.

Le résultat qui suit, connu sous le nom de théoréme de support, que ’'on
retrouve démontré chez John [9] puis généralisé par Cormack [2] et Helgason

[6].

COROLLAIRE 2.2. — Soit f une fonction de 82(R2,C) a support compact K
dans R%. On suppose que la transformation de Radon réelle s’annule dans un
domaine linéairement concave Q.On suppose qu’il existe une droite D de R?
entiérement contenue dans §Q telle que D N K = @. Alors f s’annule dans 2.

Démonstration. — f se décompose en la différence de deux fonctions respecti-
vement holomorphe dans les domaines Q4 et Q_. On sait que les fonctions f,
et f_ coincident sur Q\ K.

En posant FF = f, sur Q4 et F = f_ sur Q_, on obtient une fonction
prolongée, définie sur Q4 UQ_ U (2 \ K).
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On a supposé qu’il existait une droite D de R? entiérement contenue dans
telle que D N K = @. 1l existe alors deux ouverts connexes, {21 et (), tels que
QUDU, = Q, et tels que les éléments 1, D, 5, soient deux & deux disjoints.
De plus, il existe une droite D', paralléle & D, par exemple contenue dans 2,
de paramétre (0,t) € S x R, telle que, si A désigne I’ensemble {« € R|(, ) €
O {(z1,72) € R%|a+ 6121 + 0210 = 0} NK = @}, t € {inf(A),sup(A4)}. (1l est
possible que les droites de paramétres (6, inf(A)) et (6, sup(A)) n’appartiennent
pas a Pouvert %, ceci signifie alors que toutes les droites de Q* paralléles &
D ont une intersection vide avec K, il faut alors choisir localement autour de
la direction de D, une autre droite d’intersection vide avec K, et reprendre la
construction ci-dessus jusqu’a ce qu'une des droites de paramétres (6,inf(A))
ou (0,sup(A)) appartiennent & Q*. Bien entendu, si ceci n’est possible pour
aucune des droites de €2, alors on conclut que f est identiquement nulle sur ).

On considére un voisinage V (D') de droites autour de D’, incluses dans Q* et
paralléles & D’. Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer & F' définie sur
Uzev (DN (V(D)NK) e+, avec Qg+ = {z} U {2z € Q1|R(2) = z}. Cet ensemble
contenant V(D') \ (V(D') N K) C €, appliquons le théoréme d’edge-of-the-
wedge sur cet ensemble sur lequel notre fonction F' est définie, holomorphe sur
ses parties de partie imaginaire respectivement strictement positive et négative.
Par le théoréme d’edge-of-the-wedge, on la prolonge localement holomorphique-
ment autour de V(D') \ (V(D’) N K) sur un ensemble A. En complexifiant les
droites de V(D’), on dispose maintenant d’une famille de droites complexes pa-
ralléles, qui nous place, dans C2, dans les conditions d’application du principe
de continuité d’Hartog’s ou Kontinuitatsatz. Si bien que, sur V(D'), les fonc-
tions f; et f_ coincident. De proche en proche, on déduit que F' se prolonge a
Q, (ce processus est possible puisque le support de f est compact). Finalement
f s’annule sur Q. O

Remarque. — Ce résultat est bien celui démontré par John [9] puis généralisé
par Cormack [2] et Helgason [6]. En effet, il suffit de prendre la droite D men-
tionnée dans le corollaire 2.2., ¢’-a-d incluse strictement dans €2 et d’intersection
nulle avec le support de f, et la considérer comme droite & 'infini dans RP?.
On se trouve alors dans les conditions du théoréme démontré par les auteurs
ci-dessus.

Remarque. — Si f est une fonction & support compact dans un domaine linéai-
rement concave {2 de R2, et si ’on suppose que sa transformation de Radon
réelle s’annule sur les droites de (2, alors f s’annule.
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Remarque. — Le résultat qui suit est une application de raffinements du théo-
réme d’« edge-of-the-wedge », que l'on doit & Kolm et Nagel [10]. Mais, c’est
a Boman dans [1], que l'on doit la formulation de la proposition qui suit, ici
démontrée a la lumiére du théoréme 1.4. du présent article.

11 faut ici signaler que Boman, dans [1], expose une démonstration qui utilise
essentiellement un théoréme de régularité micro-locale des solutions de ’équa-
tion R(f)r = 0.

PROPOSITION 2.3. — Soit un K un compact conveze propre de R?, et f une
fonction de 62’2(R2), Supposons qu’il existe un segment I de R?, borné, tel
que la droite D qu’il génére appartienne a (R? \ K)*. Supposons de plus que la
transformation de Radon de f soit nulle selon toutes les droites de (R? \ K)*
et que toutes les dérivées, & tous les ordres de f sur I s’annulent. Alors, f
s’annule au voisinage de I.

Démonstration. — Soit a,b les éléments du bord de I. 1l existe, aux points a et
b, des voisinages V et V', (toujours paramétrés par S x R), de la droite D, dont
tous les éléments passent respectivement par a et b. Notons C' = w1 (V)N (V'),
ot m; désigne toujours la premiére projection sur S'. Cette intersection est
non vide. (En effet,l’application qui & un point z de I associe ouvert 71 (V)
des directions des droites de K* passant par ce point est continue, il existe
donc un voisinage U, de x dans I tel que Nyepy,m (Vz) # @ et en extrayant
un recouvrement fini du compact I, a partir des U,, on déduit que le cone
C de direction de droites autour de D est non vide). Soit & C R? le cone
€=Uy 6+ ={zeR})INeR,, ceC,z= A}

Nous sommes alors en mesure d’appliquer un raffinement du théoréme
d’« edge-of-the-wedge », (Kolm A., Nagel B. [10]),qui stipule qu’étant donné
une courbe analytique J, parametrée par z(t),t € R, un céne ¢ = (J, 64,
tels que z'(t) € &, pour tout ¢, et deux fonctions respectivement holomorphes
sur J + 1G4+ telles que toutes leurs dérivées, a tous les ordres coincident sur
J, alors il existe un prolongement analytique commun aux deux fonctions,
holomorphe sur un voisinage complexe de J. Dans notre cas, la transformation
de Radon de f s’annulant sur (R?\ K)*, f se décompose en la différence de
deux fonctions holomorphes f = fi — f_, et les dérivées de f s’annulant a tous
les ordres sur I, les dérivées de f, et de f_ coincident sur I. Nous sommes
alors dans les conditions d’application du théoréme d’« edge-of-the-wedge »
généralisé, démontré dans [10]. O

Remarque. — Cette proposition peut étre encore améliorée. Avec les mémes hy-
pothéses qu’en 2.3., on peut conclure que f s’annule sur ’enveloppe C-convexe
C(I) du segment I, grace & une amélioration du théoréme d’edge-of-the-wedge
due & Vladimirov [13]. On définit C'(I) comme étant le plus petit ouvert qui
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contient I et qui a la propriété que, si ' et =’/ peuvent é&tre joints par une
« courbe C-similaire » (cf. définition ci-aprés) entiérement contenue dans C(I),
alors toutes les courbes C-similaire joignant =’ et ' sont contenues dans C(I).
Une courbe de classe &' est dite C-similaire, pour un céne C, si, en chaque
point de la courbe, la direction du vecteur tangent est contenue dans C.

Géométriquement, 'enveloppe C-convexe de I correspond & un parallélo-
gramme déterminé par les directions limites de €}, (2 est ici le complémentaire
de K), pour z appartenant aux extrémités du segment I.

3. La caractérisation de 'image de la transformation de Radon réelle

Pour caractériser complétement la transformation de Radon réelle, nous
avons le

PROPOSITION 3.1. — Soit Q un domaine fortement linéairement concave de
R2. Soit g € §>%(0*,C) telle que g(0,t) = g(—0,—t), alors il existe un prolon-
gement g € €3’2(R2’*,(C) de g tel que g(6,t) = g(—0, —t).

Démonstration. — On revient aux notations ci-dessus.

Soit 7 la premiére projection de Q* dans S* x R. Nous choisirons de pointer
le repére de R? en un élément de €. Supposons que le complémentaire de €2 est
constitué de deux composantes connexes. Le bord de 7(Q2*) est alors constitué
de quatre éléments que nous noterons +6; et +6,. L’ensemble S \ 7(Q*) est
composé de deux composantes connexes, I'une A de bord les éléments 61 et —05
et B de bord les éléments —0; et 6.

g est connue pour tout (6,t) € 7(2*) X [ag, bg], out ag et by sont des réels
dépendant de 6. Nous allons prolonger successivement g sur l’ensemble des
(0,t) € m(Q2*) x (] — 00, ag] U [bg, oo[) puis sur ’ensemble des (6,t) € A x [0, 0]
et sur ’ensemble des (6,t) € Bx] — 00, 0]. Nous compléterons enfin par parité.
Nous noterons g ce prolongement.

Notons c le réel 2maxger(q-+)(|asl, |bg|). Soit le polynéome interpolateur de de-
gré 8, tel que, pour des réels a, b, a;, B;, i = 0,1,2,3, P (a) = a;, PO (b) = B;.
Nous le noterons P, p.q, 3,- Ces polynémes sont choisis pour que le prolonge-
ment construit ci-dessous soit &°.

On pose alors, pour by <t < ¢,

~ _p
9(6:t) b9,¢i9(8,b0), 3 9(0,b0), L5 9(8,b0),-L5 9(8,b4),0,0,0,0

et pour t > ¢, g(0,t) = 0. Pour —¢ <t < ag,
g6,t)y="P

2 3
ae,—c;g(e,ae)’ﬁg(e,ae),:79(9,119),;?g(e,as),O,O,O,O
et g(0,t) = 0 pour t < —c.
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Complétons alors, pour t € Ret 6 € A, h(6,t) = P; o arccos(f) ou
P = Parccos(91),arccos(feg);G(Gl,t),G(feg,t)'

ol I'on a noté G(61,t), resp. G(—02,1), le triplet (g(61,t), Zg(61,t), %g(ﬁl,t),
3 2 3
#g(el,t)), resp. (g(—02,1), ,1%9(_92715)7 jﬁg(_e%t)v jﬁg(_e%t))'
On procéde de méme pour 6 € B. Bien entendu, le prolongement ci-dessus

appartient bien & >? puisqu’il s’annule pour tout (0,1), avec t suffisamment
grand.

Si le complémentaire de ) est constitué d’une seule composante connexe.
Alors, il faut distinguer le cas ou celle-ci est compacte et I’autre cas ou celle-ci
n’est pas borné. Dans le second cas le prolongement est le méme que ci-dessus,
a 'exception que pour ayg = —oo ou by = +00, il est inutile de prolonger g(0,t)
pour t < ay (resp. t > by). Le prolongement est encore ©*? puisque, pour tout
t, la norme du polyn6éme interpolateur P; est majorée par une combinaison
polynomiale des dérivées partielles jusqu’a lordre 3 de g(61,t) et g(—02,%); la
résultante suivra bien une évolution en @(%2)

Enfin, dans le cas ou le complémentaire de €2 est compact, il s’agit alors
de prolonger g pour les couples (6,t) € S' x [ag,by]. On note alors ¢ =
1 minge g1 (ag, bg). Et on pose, pour ¢ < t < by,

~ _p
9(0,%) b9,¢i9(8,b0), 3 9(0,b0), L5 9(8,b9), L3 9(8,b4),0,0,0

et nulle pour 0 <t < cet pour ayg <t < —cy,

go.t)=P

2 3
ag,—c;9(0,a6), 2 9(0,a0), L7 9(0,a0), 23 9(6,a0),0,0,0

et g nulle pour —cg <t <0. O

Démonstration du théoréme 1.5. — On rappelle un théoréme établi par Radon
[12] : Si g est une fonction de 632 (S xR, C), (c-a-d ‘6’3(51 xR, C), et vérifiant,
uniformément par rapport & € S, pour i +j = 0,1,2,3, %%g((),t) =
O(75) quand ¢ tend vers l'infini), telle que g(8,t) = g(—6, —t), alors il existe

f € €'(R2,C), intégrable sur les droites de R2, telle que (Rf)r = g.

Soit g tel qu’il nous est donné par les hypothéses du théoréme 1.5., alors on
prolonge g par g conformément & la proposition 3.1., puis on applique mainte-
nant & g le théoréme de Radon [12], pour obtenir f dans 61(R2, C), intégrable
sur toutes les droites de %, telle que la transformée de Radon de f sur Q*
est g. [

Nous sommes en mesure d’établir la :
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Démonstration du théoréme 1.6. — A présent, f est une fonction appartenant
a €3 (R2 C). D’apreés la proposition 3.1., il existe un prolongement de R(f)g,

noté R( f)r, défini sur S* x R. Par le theoreme de Radon [12], il existe une fonc-

tion G, notée B(R(f)r), €', telle que R(G)r = R(f)r. Appliquons a B(R(f)r)
la formule d’inversion de Radon, on a :

B(R(f)r)(x) :e—>0 (274)2 /GR /9631 Ri ,)i —|—z)g) w'(0) A dt

Les transformées de Radon de f et de B(R(f)r) coincident sur Q*, soit,
R(B(R(f)r))r((6,t)) = R(f)r(0,t), pour tout (0,t) de 2*. Nous sommes en
mesure d’appliquer le théoréme 1.4. :

f—=B(R(f)r) = (f = B(R(f)z)+ + (f = B(R(f)r))-,

avec, pour z € Q4 :

(f = BR()R)+() = 75 (F(R(©) — BR()z)
(0(2),E—2)=0,3(£)=29(2)+
(R(E) det(9(2), o)) (3(2)de) o (£)).

(S8, R(E) — 2)
On note alors Ky f = (f — B(R(f)r))+. Les transformations de Radon de f et
de B(R(f)r) étant identique, on en déduit que R(K f + K_ f)g s’annule.

En écrivant f = f — B(R(f)r) + B(R(f)r), on obtient le théoréme. O

BIBLIOGRAPHIE

[1] J. BoMAN — « Holmgren’s uniqueness theorem and support theorems for
real analytic Radon transforms », in Geometric analysis (Philadelphia, PA,
1991), Contemp. Math., vol. 140, Amer. Math. Soc., 1992, p. 23-30.

[2] A. M. CORMACK — « Representation of a function by its line integrals,
with some radiological applications », J. Appl. Phys. 34 (1963), p. 2722—
2727.

[3] P. FUNK — « Uber eine geometrische Anwendung der abelschen Integral-
gleichung », Math. Ann. 77 (1915), p. 129-135.

[4 I. M. GEL'FAND, M. I. GRAEV & N. Y. VILENKIN — Generalized func-
tions. Vol. 5 : Integral geometry and representation theory, Academic
Press, 1966.

[5] S. G. GINDIKIN & G. M. HENKIN — « Integral geometry for d-cohomology
in g-linearly concave domains in CP™ », Funktsional. Anal. i Prilozhen. 12
(1978), p. 6-23.

TOME 139 — 2011 — N° 2


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#2
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#3
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#4
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#5

[6]
7]

]

[9]
[10]
[11]

[12]

[13]

TRANSFORMEE DE RADON SEMI-GLOBALE 161

S. HELGASON — « A duality in integral geometry ; some generalizations of
the Radon transform », Bull. Amer. Math. Soc. 70 (1964), p. 435-446.
G. M. HENKIN — « Abel-Radon transform and applications », in The legacy
of Niels Henrik Abel, Springer, 2004, p. 567—-584.

G. M. HENKIN & P. L. POLYAKOV — « Residue integral formulas and the
Radon transform for differential forms on g-linearly concave domains »,
Math. Ann. 286 (1990), p. 225-254.

F. JOHN — « Abhéngigkeiten zwischen den Flachenintegralen einer stetigen
Funktion », Math. Ann. 111 (1935), p. 541-559.

A. KoLM & B. NAGEL — « A generalized edge of the wedge theorem »,
Comm. Math. Phys. 8 (1968), p. 185-203.

A. MARTINEAU — « Equations différentielles d’ordre infini », Bull. Soc.
Math. France 95 (1967), p. 109-154.

J. RADON — « Uber die Bestimmung von Funktionen durch ihre Integral-
werte lings gewisser Mannigfaltigkeiten », in Computed tomography (Cin-
cinnati, Ohio, 1982), Proc. Sympos. Appl. Math., vol. 27, Amer. Math.
Soc., 1982, p. 71-86.

V. S. VLADIMIROV — « Construction of envelopes of holomorphy for a
special kind of region », Soviet Math. Dokl. 1 (1960), p. 1039-1042.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#6
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#7
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#8
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#9
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#10
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#11
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#12
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/139/html/smf_bull_139_145-161.html#13




	1. Introduction
	2. Noyau de la transformation de Radon dans les domaines linéairement concaves de R 2
	3. La caractérisation de l'image de la transformation de Radon réelle
	Bibliographie

