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TRANSFORMÉE DE RADON SEMI-GLOBALE

par Mehdi Benchoufi

Résumé. — Dans cet article, nous nous proposons d’étudier le noyau, l’image et une
éventuelle formule d’inversion de la transformation de Radon réelle dans les domaines
linéairement concaves. Nous rappelons que, dans R2, on sait reconstruire une fonction
à partir de sa transformation de Radon lorsque celle-ci est connue le long de toutes
les droites de l’espace. Notre propos sera, en quelque sorte, d’établir une version semi-
globale de ce résultat. Nous verrons ainsi que, modulo un noyau que nous préciserons,
constitué de sauts de fonctions holomorphes, chacune définie sur un « wedge » et
vérifiant dans leurs domaines respectifs une majoration en O( 1

|z|2 ) lorsque |z| tend
vers l’infini, une formule d’inversion est accessible dès lors que la transformation de
Radon n’est connue qu’au voisinage d’une droite.

Abstract (Semi-global Radon Transformation). — In this article, we mean to study
the kernel, the image and a possible inversion formula for the real Radon transform
in linearly concave domains. We recall that, in R2, we know how to reconstruct a
function from its Radon transform when the latest is known all along every lines of the
space. Our purpose will be somehow to establish a semi-global analogue of this result.
In this way, we will see that, modulo a kernel we will precise, consisting of jumps of
holomorphic functions, each of which is defined upon a “wedge” and submitted to an
estimation in O( 1

|z|2 ) when |z| tends to infinity, an inversion formula is reachable as
soon as the Radon transform is known in the neighbourhood of a line.
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146 M. BENCHOUFI

1. Introduction

Commençons par définir la transformation de Radon réelle.

Définition 1.1 (Funk [3], Radon [12]). — On représente un hyperplan dans
Rn par l’équation : {x ∈ Rn | 〈θ, x〉 = t} où θ ∈ Sn−1 = {θ ∈ Rn | |θ| = 1} et
t ∈ R. Pour toute fonction f , de Rn dans R, intégrable sur tous les hyperplans
de Rn, et pour tous (θ, t) ∈ Sn−1 × R, on définit la transformation de Radon
réelle (Rf)R(θ, t) par la formule suivante :

(Rf)R(θ, t) =

∫
〈θ,x〉=t

f(x)θ.dxcdx1∧dx2 ∧ · · · ∧ dxn

Ici θ.dx =
∑n
i=1 θidxi et θ.dxcdx1∧dx2 ∧ · · · ∧ dxn désigne la forme ω telle

que θ.dx ∧ ω = dx1∧dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Dans cet article, on considèrera la restriction de cette transformation à un
domaine linéairement concave, c’est-à-dire une réunion d’hyperplans de Rn.
Dans un esprit assez proche, on peut définir la transformation de Radon com-
plexe. C’est ce qui amène à la définition suivante :

Définition 1.2 (Martineau [11], Gindikin,Henkin [5] : Transformation de Ra-
don complexe)

Soit K un compact linéairement convexe dans CPn et Ω = CPn\K, f ∈
Cn,n−1(Ω), telle que ∂̄f = 0. Alors on définit la transformation de Radon
complexe de f par la formule suivante :

(Rf)C(ξ) =
1

2πi

∫
z∈Ω

∂̄z(
ξ0.z0

〈ξ, z〉
) ∧ f, ξ ∈ K∗.

Ici K∗ désigne l’ensemble des éléments de CPn tels que {z ∈ CPn | 〈ξ, z〉 =

ξ0z0+· · ·+ξnzn = 0} ⊂ CPn\K, avec ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) et z = (z0, z1, . . . , zn).
Et Cn,n−1(Ω) désigne l’espace des (n, n− 1)-formes continues sur Ω.

Soit Ω un domaine de Rn, et Ω∗ son domaine dual, i.e. l’ensemble des hy-
perplans contenus dans Ω. On dira que Ω est un domaine linéairement concave
si par chacun de ses points passe un hyperplan contenu dans Ω. On dira que
Ω est un domaine fortement linéairement concave si par chacun de ses points
passe un hyperplan contenu dans Ω et s’il existe une détermination C1 de ces
hyperplans par les points de Ω.

Un problème qui se pose alors naturellement est celui de la reconstitution
de la fonction f à partir de sa transformée de Radon réelle. Pour ce qui est du
cas global, i.e. du cas où la transformée de Radon est connue le long de tous les
hyperplans de l’espace Rn, les résultats sur l’injectivité et la surjectivité relatifs
à des espaces de départ et d’arrivée bien précis ont été obtenus successivement
par Radon [12], John [9] et par Gelfand, Graev, Vilenkin [4], Helgason [6],. . ..
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TRANSFORMÉE DE RADON SEMI-GLOBALE 147

Ainsi, lorsque la transformation de Radon d’une fonction est connue le long
de l’ensemble des hyperplans de l’espace Rn, il est possible de reconstituer la
valeur de cette même fonction en chaque point via une formule découverte par
Radon [12], qu’il est convenu d’appeler formule explicite d’inversion de Radon.
On peut, après cela, se poser la question plus générale de l’existence d’une
formule d’inversion dès lors que la transformation de Radon d’une fonction est
seulement connue le long d’hyperplans contenus dans un domaine linéairement
concave de l’espace Rn.

Dans le cas complexe, et plus précisément, dans les domaines fortement
linéairement concaves de CPn, le résultat suivant a été établi :

Théorème 1.3 (Gindikin, Henkin [5] ; Henkin, Polyakov [8])
Soit D un domaine fortement linéairement concave de CPn. Pour toute

forme f , ∂̄-fermée, appartenant à C1
0,n−1(D), espace des (0, n − 1)-formes de

classe C1 sur D, il existe des opérateurs explicites Ξ et H, qui permettent la
représentation suivante :

f = Ξ((Rf)C) + ∂̄Hf

(La définition de la concavité forte pour les domaines complexes est exacte-
ment similaire à celle des domaines réelles ; il suffit de remplacer « hyperplan
réel » par « hyperplan complexe »). C’est dans cet esprit qu’Henkin [7](Theo.5),
a annoncé la possibilité de déduire de la formule précédente un résultat sem-
blable pour la transformation de Radon réelle.

A présent, quelques notations et hypothèses utiles pour la suite du texte.
Dans cet article, nous n’envisagerons que le cas n = 2.
Désignons d’abord par Ω un domaine fortement linéairement concave de

R2, distinct de R2, et par Ω∗ l’ensemble des droites, paramétrées par un sous-
ensemble de S1×R, contenues dans Ω. Un élément (θ, t) de S1×R paramétrisera
la droite {(x1, x2) ∈ R2|t+θ1x1+θ2x2 = 0}. Nous noterons π(Ω∗), la projection
de Ω∗ sur S1. De manière plus uniforme, nous pourrions choisir de présenter
Ω, comme le complémentaire d’un compact convexe non vide de RP2.

Par ailleurs, dans notre article, nous serons amené à utiliser un ensemble
ΩC, construit en complexifiant chacune des droites contenues dans Ω, tel que
Ω ⊂ ΩC ⊂ CP2. Nous noterons alors Ω± les deux composantes connexes de
ΩC \ Ω.

Nous noterons Cn,m(R2,C), n, m ∈ N, la classe des fonctions f de R2 à
valeurs dans C, appartenant à Cn(R2,C), telles que

sup
x∈R2

(1 + |x|)m| ∂k

∂xi1∂x
j
2

f(x)| <∞.

k = 0, 1, . . . ,m; i+ j = k.
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148 M. BENCHOUFI

Le plan de Henkin [7] consisterait à montrer que, pour un domaine Ω linéai-
rement concave de R2, et pour une fonction f , il existe un opérateur BR, à
valeur dans l’espace des fonctions continues de Ω dans C et des opérateurs K±
à valeurs dans l’espace des fonctions holomorphes dans Ω±, vérifiant dans leurs
domaines respectifs une majoration en O( 1

|z|2 ) lorsque |z| tend vers l’infini, qui
permettent la décomposition

f = B((Rf)R) +K+f +K−f.

Le but de cet article n’est pas seulement de démontrer l’existence de tels
opérateurs mais d’en donner des formules explicites. Les formules que nous
nous proposons d’exhiber peuvent recevoir des applications en tomographie.

Nous nous proposons donc d’étudier la transformation de Radon réelle dans
des domaines linéairement concaves. Plus précisément, on cherche d’abord à
obtenir une caractérisation de son noyau. On montrera que ce dernier consiste
en des sauts de fonctions holomorphes, définies sur des « wedge » que nous pré-
ciserons par la suite et vérifiant dans leurs domaines respectifs une majoration
en O( 1

|z|2 ) lorsque |z| tend vers l’infini. Ceci nous amènera au résultat annoncé
par Henkin dans [7] :

Théorème 1.4. — Soit f appartenant à C1(R2,C) et intégrable sur les droites
de Ω∗. On suppose que la transformation de Radon réelle s’annule sur l’en-
semble des droites d’un domaine fortement linéairement concave Ω. Alors f
se décompose en la différence de 2 fonctions holomorphes définies respective-
ment dans les domaines Ω±, et vérifiant dans leurs domaines respectifs une
majoration du type f±(z) = O( 1

|z|2 ) lorsque |z| tend vers l’infini. On a

f±(z) =

− 1

2πi

∫
〈ϑ(z),ξ−z〉=0,=(ξ)=ϑ(z)⊥

f(<(ξ)) det(ϑ(z),
=(ξ)

〈=(ξ),<(ξ)− z〉
)(ϑ(z)dξ)cω(ξ))

pour z ∈ Ω±.

Ici ω désigne la 2-forme ω(ξ) = dξ1 ∧ dξ2 et ϑ est une application continue,
dite section de Leray, du domaine ΩC dans S1, que nous construirons dans
la partie 2. On note 〈ϑ(z), ξ − z〉 = ϑ1(z)(ξ1 − z1) + ϑ2(z)(ξ2 − z2). Nous
noterons ϑ(z)⊥ l’élément (−ϑ2(z), ϑ1(z)). Nous verrons que ϑ sera choisie de
manière particulière : le domaine d’intégration {ξ ∈ C2|〈ϑ(z), ξ−z〉 = 0,=(ξ) =
ϑ(z)⊥

|ϑ(z)⊥|} sera alors constitué d’une droite réelle « pointée » en un élément du
plan imaginaire.

C’est au cours de la démonstration de ce théorème que nous démontrerons la
proposition fondamentale suivante, qui rapporte le ∂̄ de f± et la transformation
de Radon de f .
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TRANSFORMÉE DE RADON SEMI-GLOBALE 149

Proposition 1.5. — Nous avons, pour z ∈ Ω±, l’identité suivante

(ϑ1(z)∂̄z1 + ϑ2(z)∂̄z2)f±(z)

=
i

|=(z)|
(ϑ1(z)

∂

<(z1)
+ ϑ2(z)

∂

<(z2)
)(Rf)R(ϑ(z), 〈ϑ(z),<(z)〉).

où |=(z)| désigne (=(z1)2 + =(z2)2)
1
2 .

Le théorème 1.4. peut être vu comme une précision du théorème de régu-
larité micro-locale de Boman [1]. Ce dernier utilise essentiellement des outils
micro-locaux, à savoir un théorème de régularité micro-locale des solutions de
l’équation R(f)R = 0.

Par ailleurs, nous établirons une caractérisation de l’image de la transfor-
mation de Radon :

Théorème 1.6. — Soit g ∈ C3,2(Ω̄∗,C), telle que g vérifie g(θ, t) =

g(−θ,−t), alors il existe f ∈ C1(Ω,C), intégrable sur toutes les droites
de Ω∗, telle que (Rf)R = g.

où C3,2(Ω̄∗,C) désigne les fonctions de C3(Ω̄∗,C), et vérifiant, uniformément
par rapport à θ ∈ π(Ω̄∗) et pour i + j = 0, 1, 2, 3, di

dθi
dj

dtj g(θ, t) = O( 1
t2 ) quand

t tend vers l’infini. Ici Ω̄∗ désigne la fermeture de Ω∗. La version globale de ce
résultat, à savoir le cas où Ω = R2, est due à Radon [12].

Enfin, nous verrons dans la démonstration du théorème qui suit, qu’étant
donnée la transformation de Radon d’une fonction f dans un domaine forte-
ment linéairement concave Ω, l’on peut construire ‡R(f)R correspondant à une
extension à S1×R de R(f)R définie sur Ω∗. La construction de cette extension
sera explicitement présenté dans la démonstration du théorème qui suit. On a
le théorème suivant :

Théorème 1.7. — Soit f une fonction appartenant à C3
c(R2,C). On ne sup-

pose plus que la transformation de Radon réelle s’annule dans le domaine for-
tement linéairement concave Ω. Alors f s’écrit comme la somme

f = B(Rf)R +K+f +K−f.

K+f + K−f est la somme de fonctions respectivement holomorphes dans les
domaines Ω+ et Ω−, et vérifiant dans leurs domaines respectifs une majoration
du type K±f(z) = O( 1

|z|2 ) lorsque |z| tend vers l’infini. La somme K+f +K−f

est entendu au sens où, si x est un élément de Ω, et si l’on se donne deux suites
quelconques d’éléments (z)+ de Ω+ et (z)− de Ω− convergeant toutes deux vers
x, alors K+f(x) +K−f(x) désigne lim(z)±→x(K+f(z+) +K−f(z−)).
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150 M. BENCHOUFI

Plus précisément, pour x ∈ Ω,

B(R(f)R)(x) =
1

(2πi)2

∫
t∈R

∫
θ∈S1

‡R(f)R(θ, t)

(t− 〈θ, x〉+ i0)2
ω′(θ) ∧ dt

où ω′(θ) = θ2dθ1 − θ1dθ2, et

K±f(z) = − 1

2πi

∫
〈ϑ(z),ξ−z〉=0,=(ξ)=ϑ(z)⊥

(f(<(ξ))−B(R(f)R)(<(ξ))) det(ϑ(z),
=(ξ)

〈=(ξ),<(ξ)− z〉
)(ϑ(z)dξ)cω(ξ))

De plus, la transformation de Radon R(K+f +K−f)R s’annule.

Nous remarquons que, lorsque Ω = R2, cette formule nous donne bien la
formule classique d’inversion de Radon globale [12].

2. Noyau de la transformation de Radon dans les
domaines linéairement concaves de R2

2.1. Application de la formule de Sohotski-Plemelj. — Pour x = (x1, x2) ∈ Ω, on
note

Ω∗x = {(θ, t) ∈ Ω∗|{y ∈ R2|t+ θ1y1 + θ2y2 = 0} ⊂ Ω, t+ θ1x1 + θ2x2 = 0}.

Pratiquement, pour chaque x, on associe le paramétrage de l’ensemble des
droites passant par x et incluses dans Ω.

On note ΩC = ∪(θ,t)∈Ω∗{z ∈ C2, t + θ1z1 + θ2z2 = 0}. Nous noterons alors
Ω± les deux composantes connexes de ΩC \ Ω.

A tout élément z = (z1, z2) de ΩC \ Ω, on associe l’élément ϑ(z) =

(ϑ1(z), ϑ2(z)) de S1, ( =(z2)
|=(z)| ,−

=(z1)
|=(z)| ), coefficient directeur de la droite complexe

passant par (z1, z2) et par (<(z1),<(z2)). La droite, {ξ ∈ C2|〈ϑ(z), ξ− z〉 = 0},
est ainsi entièrement contenue dans ΩC.

Ω étant fortement linéairement concave, on a aussi supposé qu’il existait une
application paramétrant de manière C1 les droites de Ω par les points de Ω.

On note aussi ϑ l’application C1 de Ω dans Ω∗ telle que tout élément x de Ω

appartient à son image dans Ω∗ par ϑ (image paramétrée par un élément de
S1 noté encore ϑ(x)).

Pour une fonction h de R, intégrable à valeurs complexes, la formule de
Plemelj -Sohotski donne, pour x ∈ R :

(1) h(x) = lim
ε→0

(
1

2πi

∫
y∈R

h(y)

y − x+ iε
dy − 1

2πi

∫
y∈R

h(y)

y − x− iε
dy)
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TRANSFORMÉE DE RADON SEMI-GLOBALE 151

Cette formule est l’application de la formule de Cauchy à une variable, quand
on a plongé naturellement R dans C.

Soit f une fonction appartenant à C1(R2,C) et intégrable sur les droites
de Ω∗. Soit x ∈ Ω. En appliquant cette formule selon chacune des droites
réelles <({ξ ∈ C2|〈ϑ(x), ξ − x〉 = 0}) plongées dans la droite complexe {ξ ∈
C2|〈ϑ(x), ξ − x〉 = 0}. On obtient alors :

(2) f(x) = lim
ε→0

(
1

2πi

∫
〈ϑ(x),ξ−x〉=0,=(ξ)=0

f(<(ξ))

〈ϑ(x)⊥,<(ξ)− x〉+ iε
(ϑ(x)dξ)cω(ξ)

− 1

2πi

∫
〈ϑ(x),ξ−x〉=0,=(ξ)=0

f(<(ξ))

〈ϑ(x)⊥,<(ξ)− x〉 − iε
(ϑ(x)dξ)cω(ξ))

En effet, ceci représente exactement la formule de Plemelj -Sohotski. Il suffit
de faire le changement de variable ξ′1 := 〈ϑ(x)⊥, ξ − x〉 et ξ′2 := 〈ϑ(x), ξ − x〉.
Ici, ϑ(x)⊥ désigne l’orthogonal de ϑ(x).

Nous allons transformer cette expression pour rendre sa manipulation plus
commode, comme nous le verrons dans la partie 2.2.

En effet, si l’on désigne par f± les fonctions définies sur Ω± telles que, pour
z ∈ Ω± :

f±(z) = − 1

2πi

∫
〈ϑ(z),ξ−z〉=0,=(ξ)=ϑ(z)⊥

f(<(ξ)) det(ϑ(z),
=(ξ)

〈=(ξ),<(ξ)−<(z)〉 − i〈=(ξ),=(z)〉
)(ϑ(z)dξ)cω(ξ))

alors, la formule (2) s’écrit, pour x ∈ Ω :

f(x) = lim
ε→0

(f+(x+ iεϑ(x)⊥)− f+(x− iεϑ(x)⊥)

2.2. Où l’on fait apparaître la transformation de Radon de f dans le « ∂̄ » de f±. . .

Soit f une fonction C1(R2,C), on suppose que la transformation de Radon
réelle s’annule sur les droites d’un domaine fortement linéairement concave Ω.

Un changement de variable nous permet d’écrire que, pour z ∈ Ω± :

f±(z) =

∫
s∈R

f(<(z1) + ϑ1(z)⊥s,<(z2) + ϑ2(z)⊥s)

s− i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉
ds

Nous noterons dans la suite f() ou ∂if(), i = 1, 2, les éléments f(<(z1) +

ϑ1(z)⊥s,<(z2) + ϑ2(z)⊥s) ou ∂if(<(z1) + ϑ1(z)⊥s,<(z2) + ϑ2(z)⊥s).

Proposition 2.1. — Nous avons l’identité suivante

(ϑ1(z)∂̄z1 + ϑ2(z)∂̄z2)f±(z) =

i

|=(z)|
(ϑ1(z)

∂

<(z1)
+ ϑ2(z)

∂

<(z2)
)

∫
s∈R

f(<(z1) + ϑ1(z)⊥s,<(z2) + ϑ2(z)⊥s)ds
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Démonstration. — En effet,

(ϑ1(z)∂̄z1 + ϑ2(z)∂̄z2)f±(z)

(3)

=

∫
s∈R

ϑ1(z)(1 + ∂̄z1ϑ1(z)⊥s)∂1f() + ϑ1∂̄z1ϑ2(z)⊥s∂2f()

s− i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉
ds(4)

+

∫
s∈R

ϑ2(z)∂̄z2ϑ1(z)⊥s∂1f() + ϑ2(z)(1 + ∂̄z2ϑ2(z)⊥s)∂2f()

s− i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉
ds(5)

+

∫
s∈R

iϑ1(z)(〈∂̄z1ϑ(z)⊥,=(z)〉+ iϑ1(z)⊥)f()

(s− i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉)2
ds(6)

+

∫
s∈R

iϑ2(z)(〈∂̄z2ϑ(z)⊥,=(z)〉+ iϑ2(z)⊥)f()

(s− i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉)2
ds(7)

On remplace dans les deux premières intégrales la variable s par s −
i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉+ i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉. On obtient alors que :

(4) + (5) =

(8)∫
s∈R

(ϑ1(z)∂̄z1ϑ1(z)⊥ + ϑ2(z)∂̄z2ϑ1(z)⊥)∂1f() + (ϑ1(z)∂̄z1ϑ2(z)⊥ + ϑ2(z)∂̄z2ϑ2(z)⊥)∂2f()ds

(9)

+

∫
s∈R

(ϑ1(z)(1 + i∂̄z1ϑ1(z)⊥〈ϑ(z)⊥,=(z)〉) + iϑ2(z)∂̄z2ϑ1(z)⊥〈ϑ(z)⊥,=(z)〉)∂1f()

s− i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉
ds

(10)

+

∫
s∈R

(iϑ1(z)∂̄z1ϑ2(z)⊥〈ϑ(z)⊥,=(z)〉+ ϑ2(z)(1 + i∂̄z2ϑ2(z)⊥〈ϑ(z)⊥,=(z)〉))∂2f()

s− i〈ϑ(z)⊥,=(z)〉
ds.

Par ailleurs, en utilisant le fait que 〈ϑ(z), ϑ(z)⊥〉 = 0, et le fait que, puisqu’on
a l’égalité, =(z1)ϑ2(z)⊥ = =(z2)ϑ1(z)⊥, on obtient en différentiant,

〈∂̄z1ϑ(z)⊥,=(z)〉 = 〈∂̄z2ϑ(z)⊥,=(z)〉 = 0,

On obtient ainsi que :
(6) + (7) = 0.

On a aussi,

ϑ1(z)(1 + i∂̄z1ϑ1(z)⊥〈ϑ(z)⊥,=(z)〉) + iϑ2(z)∂̄z2ϑ1(z)⊥〈ϑ(z)⊥,=(z)〉 = 0.

En effet, par un calcul élémentaire, le terme ci-dessus, en remplaçant
(ϑ1(z)⊥, ϑ2(z)⊥) = (−ϑ2(z), ϑ1(z)) par ( =(z1)

|=(z)| ,
=(z2)
|=(z)| ), s’annule bien.

Ainsi dans la somme (9) + (10), le facteur de ∂1f s’annule et de la même
manière celui de ∂2f .
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On peut donc conclure que :

(ϑ1(z)∂̄z1 + ϑ2(z)∂̄z2)f±(z) =

(11)∫
s∈R

(ϑ1(z)∂̄z1ϑ1(z)⊥ + ϑ2(z)∂̄z2ϑ1(z)⊥)∂1f() + (ϑ1(z)∂̄z1ϑ2(z)⊥ + ϑ2(z)∂̄z2ϑ2(z)⊥)∂2f()ds

Or, on déduit des relations =(z1)ϑ2(z)⊥ = =(z2)ϑ1(z)⊥ et (ϑ1(z)⊥)2 +

(ϑ2(z)⊥)2 = 1, que

ϑ1(z)∂̄z1ϑ1(z)⊥ + ϑ2(z)∂̄z2ϑ1(z)⊥ = i
ϑ2(z)⊥

|=(z)|
= i

ϑ1(z)

|=(z)|
De même,

ϑ1(z)∂̄z1ϑ2(z)⊥ + ϑ2(z)∂̄z2ϑ2(z)⊥ = −iϑ1(z)⊥

|=(z)|
= i

ϑ2(z)

|=(z)|

où l’on a noté par |=(z)|, (=(z1)2 + =(z2)2)
1
2

On en déduit que :

(11) =
i

=(z)

∫
s∈R

ϑ1(z)∂1f() + ϑ2(z)∂2f()ds

Or ce dernier terme n’est rien d’autre que :
i

|=(z)|
(ϑ1(z)

∂

<(z1)
+ ϑ2(z)

∂

<(z2)
)

∫
s∈R

f(<(z1) + ϑ1(z)⊥s,<(z2) + ϑ2(z)⊥s)ds

La transformation de Radon s’annulant, ce dernier terme s’annule. On en
déduit que :

(ϑ1(z)∂̄z1 + ϑ2(z)∂̄z2)f±(z) = 0

À présent, si l’on reprend la formule de Plemelj -Sohotsky (1), on voit que
h se décompose en la différence de deux fonctions respectivement holomorphes
sur le demi-plan des parties imaginaires positives (resp. négatives) de la « droite
complexe » C, (on remplace simplement x par z).

L’équation (2) montre que f se décompose sur la droite complexe 〈ϑ(x), ξ−
x〉 = 0, en la différence de deux fonctions holomorphes relativement à la variable
complexe Z = 〈ϑ(x), z〉. De même, pour f±, on exprime cette dernière fonction
selon une représentation de Cauchy pour la variable complexe Z = 〈ϑ(z), z〉. Si
bien que l’on peut immédiatement conclure que (−ϑ2(z)∂̄z1 + ϑ1(z)∂̄z2)f±(z)

s’annule.
On en déduit donc que ∂̄f± = 0 sur respectivement Ω±.
Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théorème :
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Démonstration du théorème 1.4. — Nous venons de déduire de l’annulation de
la transformation de Radon de f que, ∂̄f± = 0.

De plus, f± vérifie une estimation en O( 1
|z|2 ). En effet, en développant l’ex-

pression, on a :

f±(z) =

∫
〈ϑ(z),ξ−z〉=0,=(ξ)=(−ϑ2(z),ϑ1(z))

f(<(ξ)).det(=(ξ), ϑ(z))

−ϑ2(z)(<(ξ1)− z1) + ϑ1(z)(<(ξ2)− z2)
ϑ(z)dξcω(ξ).

On développe en série dans l’expression ci-dessus le noyau

1

−ϑ2(z)(<(ξ1)− z1) + ϑ1(z)(<(ξ2)− z2)
.

On pose X := −ϑ2(z)<(ξ1) + ϑ1(z)<(ξ2), Z := ϑ2(z)z1 − ϑ1(z)z2. Et le terme
en 1

Z , n’est rien d’autre que∫
〈ϑ(z),ξ−z〉=0,=(ξ)=(−ϑ2(z),ϑ1(z))

f(<(ξ))ϑ(z)dξcω(ξ).det(ϑ⊥(z), ϑ(z)).

Ce terme s’annule puis que ce n’est rien d’autre que la transformation de Radon
de f sur la droite <(〈ϑ(z), ξ − z〉) = 0. Le développement de f±, est donc bien
en O( 1

|z|2 ).

Remarque. — Pour une application f appartenant à C2(R2,C), intégrable le
long des droites de R2, on a, pour tout x de R2 :

f(x) = lim
ε−→0

1

(2πi)2

∫
y∈R2

∫
θ∈S1

f(y)
ω′(θ)∧ω(y)

(〈θ, y − x〉+ iε)2

= lim
ε−→0

1

(2πi)2

∫
t∈R

∫
θ∈S1

(Rf)R(θ, t)

(t− 〈θ, x〉+ iε)2
ω′(θ) ∧ dt

Pour x = (x1, x2) ∈ Ω, on note Ω∗x = {(θ, t) ∈ Ω∗|{y ∈ R2|t+θ1y1+θ2y2 = 0} ⊂
Ω, t + θ1x1 + θ2x2 = 0}. Supposons maintenant que cette application génère
une transformation de Radon réelle s’annulant dans Ω∗, domaine dual de Ω.
Supposons la projection π(Ω∗) de Ω∗ sur S1 constituée de deux composantes
connexes (et à transformation linéaire près, une des deux composantes connexes
de π(Ω∗)⊥ sera contenue dans S1

+ et l’autre dans S1
−, S1

± = {θ = (θ1, θ2) ∈
S1 | ±θ2 > 0}). Soit la décomposition en deux composantes connexes A±
de S1 \ π(Ω∗). Et notons B±(resp. Bx,±), les deux composantes connexes de
π(Ω∗)(resp.π(Ω∗x)), choisies telles que B⊥± ⊂ S1

±(resp.B⊥x,± ⊂ S1
±). Pour θ ∈

π(Ω∗), notons aθ et bθ les réels tels que ]aθ, bθ[= {t ∈ R|(θ, t) ∈ Ω∗}. Alors, de
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la formule précédente on déduit, puisque (Rf)R(θ, t) = 0 pour (θ, t) ∈ Ω∗ :

f(x) = lim
ε−→0

(
1

(2πi)2

∫
θ∈A+

∫
t∈R

(Rf)R(θ, t)

(t− 〈θ, x〉+ iε)2
ω′(θ) ∧ dt

+
1

(2πi)2

∫
θ∈B+

∫
t∈R\]aθ,bθ[

(Rf)R(θ, t)

(t− 〈θ, x〉+ iε)2
ω′(θ) ∧ dt

+
1

(2πi)2

∫
θ∈A−

∫
t∈R

(Rf)R(θ, t)

(t− 〈θ, x〉+ iε)2
ω′(θ) ∧ dt

+
1

(2πi)2

∫
θ∈B−

∫
t∈R\]aθ,bθ[

(Rf)R(θ, t)

(t− 〈θ, x〉+ iε)2
ω′(θ) ∧ dt.

Or, l’application qui à z associe 1
(t−〈θ,z〉+iε) , ε > 0, t ∈ R, θ ∈ S1, est

holomorphe sur {z ∈ C2|〈θ,=(z)〉 < ε}. Ainsi, θ parcourant S1, compte
tenu de ce que, pour z ∈ C2 tel que x = <(z) ∈ Ω et pour θ ∈ Bx,±,
(t − 〈θ, z〉 + iε) n’est jamais nul, chacun des deux premiers termes de f est
respectivement holomorphes sur ∩θ∈(A+∪(B+\Bx,+){z ∈ C2|〈θ,=(z)〉 < 0} et
∩θ∈(A−∪(B−\Bx,−)){z ∈ C2|〈θ,=(z〉) < 0}.

Nous avons obtenu précédemment une décomposition de f en résidus de deux
fonctions holomorphes sur Ω+ resp. sur Ω−. Or ces deux derniers ensembles sont
des réunions de cônes variant avec x ∈ Ω. Ici, nous obtenons une décomposition
plus rigide puisque ∩θ∈(A±∪(B±\Bx,±){z ∈ C2|〈θ,=(z)〉 < 0} peut être vide
lorsque x se rapproche du bord de Ω.

En revanche, si l’on se fixe un compact dans Ω, on peut décomposer f par la
formule d’inversion de Radon globale, selon le même procédé établi plus haut,
pour que f se décompose en différence de deux fonctions holomorphes sur des
hémi-cônes Ω̃± strictement inclus dans Ω±. La décomposition existe bien mais
elle n’est pas optimale.

Le résultat qui suit, connu sous le nom de théorème de support, que l’on
retrouve démontré chez John [9] puis généralisé par Cormack [2] et Helgason
[6].

Corollaire 2.2. — Soit f une fonction de C2(R2,C) à support compact K
dans R2. On suppose que la transformation de Radon réelle s’annule dans un
domaine linéairement concave Ω.On suppose qu’il existe une droite D de R2

entièrement contenue dans Ω telle que D ∩K = ∅. Alors f s’annule dans Ω.

Démonstration. — f se décompose en la différence de deux fonctions respecti-
vement holomorphe dans les domaines Ω+ et Ω−. On sait que les fonctions f+

et f− coïncident sur Ω \K.
En posant F = f+ sur Ω+ et F = f− sur Ω−, on obtient une fonction

prolongée, définie sur Ω+ ∪ Ω− ∪ (Ω \K).
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On a supposé qu’il existait une droite D de R2 entièrement contenue dans Ω

telle que D ∩K = ∅. Il existe alors deux ouverts connexes, Ω1 et Ω2, tels que
Ω1∪D∪Ω2 = Ω, et tels que les éléments Ω1,D, Ω2, soient deux à deux disjoints.
De plus, il existe une droite D′, parallèle à D, par exemple contenue dans Ω2,
de paramètre (θ, t) ∈ S1×R, telle que, si A désigne l’ensemble {α ∈ R|(θ, α) ∈
Ω∗, {(x1, x2) ∈ R2|α+ θ1x1 + θ2x2 = 0}∩K = ∅}, t ∈ {inf(A), sup(A)}. (Il est
possible que les droites de paramètres (θ, inf(A)) et (θ, sup(A)) n’appartiennent
pas à l’ouvert Ω∗, ceci signifie alors que toutes les droites de Ω∗ parallèles à
D ont une intersection vide avec K, il faut alors choisir localement autour de
la direction de D, une autre droite d’intersection vide avec K, et reprendre la
construction ci-dessus jusqu’à ce qu’une des droites de paramètres (θ, inf(A))

ou (θ, sup(A)) appartiennent à Ω∗. Bien entendu, si ceci n’est possible pour
aucune des droites de Ω, alors on conclut que f est identiquement nulle sur Ω).

On considère un voisinage V (D′) de droites autour deD′, incluses dans Ω∗ et
parallèles à D′. Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer à F définie sur
∪x∈V (D′)\(V (D′)∩K)Ωx,±, avec Ωx,± = {x} ∪ {z ∈ Ω±|<(z) = x}. Cet ensemble
contenant V (D′) \ (V (D′) ∩ K) ⊂ Ω, appliquons le théorème d’edge-of-the-
wedge sur cet ensemble sur lequel notre fonction F est définie, holomorphe sur
ses parties de partie imaginaire respectivement strictement positive et négative.
Par le théorème d’edge-of-the-wedge, on la prolonge localement holomorphique-
ment autour de V (D′) \ (V (D′) ∩K) sur un ensemble ∆. En complexifiant les
droites de V (D′), on dispose maintenant d’une famille de droites complexes pa-
rallèles, qui nous place, dans C2, dans les conditions d’application du principe
de continuité d’Hartog’s ou Kontinuitatsatz. Si bien que, sur V (D′), les fonc-
tions f+ et f− coïncident. De proche en proche, on déduit que F se prolonge à
Ω, (ce processus est possible puisque le support de f est compact). Finalement
f s’annule sur Ω.

Remarque. — Ce résultat est bien celui démontré par John [9] puis généralisé
par Cormack [2] et Helgason [6]. En effet, il suffit de prendre la droite D men-
tionnée dans le corollaire 2.2., c’-à-d incluse strictement dans Ω et d’intersection
nulle avec le support de f , et la considérer comme droite à l’infini dans RP2.
On se trouve alors dans les conditions du théorème démontré par les auteurs
ci-dessus.

Remarque. — Si f est une fonction à support compact dans un domaine linéai-
rement concave Ω de R2, et si l’on suppose que sa transformation de Radon
réelle s’annule sur les droites de Ω, alors f s’annule.
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Remarque. — Le résultat qui suit est une application de raffinements du théo-
rème d’« edge-of-the-wedge », que l’on doit à Kolm et Nagel [10]. Mais, c’est
à Boman dans [1], que l’on doit la formulation de la proposition qui suit, ici
démontrée à la lumière du théorème 1.4. du présent article.

Il faut ici signaler que Boman, dans [1], expose une démonstration qui utilise
essentiellement un théorème de régularité micro-locale des solutions de l’équa-
tion R(f)R = 0.

Proposition 2.3. — Soit un K un compact convexe propre de R2, et f une
fonction de C2,2(R2). Supposons qu’il existe un segment I de R2, borné, tel
que la droite D qu’il génère appartienne à (R2 \K)∗. Supposons de plus que la
transformation de Radon de f soit nulle selon toutes les droites de (R2 \K)∗

et que toutes les dérivées, à tous les ordres de f sur I s’annulent. Alors, f
s’annule au voisinage de I.

Démonstration. — Soit a,b les éléments du bord de I. Il existe, aux points a et
b, des voisinages V et V ′, (toujours paramétrés par S1×R), de la droite D, dont
tous les éléments passent respectivement par a et b. Notons C = π1(V )∩π1(V ′),
où π1 désigne toujours la première projection sur S1. Cette intersection est
non vide. (En effet,l’application qui à un point x de I associe l’ouvert π1(Vx)

des directions des droites de K∗ passant par ce point est continue, il existe
donc un voisinage Ux de x dans I tel que ∩x∈Uxπ1(Vx) 6= ∅ et en extrayant
un recouvrement fini du compact I, à partir des Ux, on déduit que le cône
C de direction de droites autour de D est non vide). Soit C ⊂ R2 le cône
C =

⋃
± C± = {x ∈ R2|∃λ ∈ R∗±, c ∈ C, x = λc}.

Nous sommes alors en mesure d’appliquer un raffinement du théorème
d’« edge-of-the-wedge », (Kolm A., Nagel B. [10]),qui stipule qu’étant donné
une courbe analytique J , parametrée par x(t), t ∈ R, un cône C =

⋃
± C±,

tels que x′(t) ∈ C , pour tout t, et deux fonctions respectivement holomorphes
sur J + i C± telles que toutes leurs dérivées, à tous les ordres coïncident sur
J , alors il existe un prolongement analytique commun aux deux fonctions,
holomorphe sur un voisinage complexe de J . Dans notre cas, la transformation
de Radon de f s’annulant sur (R2 \ K)∗, f se décompose en la différence de
deux fonctions holomorphes f = f+−f−, et les dérivées de f s’annulant à tous
les ordres sur I, les dérivées de f+ et de f− coïncident sur I. Nous sommes
alors dans les conditions d’application du théorème d’« edge-of-the-wedge »
généralisé, démontré dans [10].

Remarque. — Cette proposition peut être encore améliorée. Avec les mêmes hy-
pothèses qu’en 2.3., on peut conclure que f s’annule sur l’enveloppe C-convexe
C(I) du segment I, grâce à une amélioration du théorème d’edge-of-the-wedge
due à Vladimirov [13]. On définit C(I) comme étant le plus petit ouvert qui
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contient I et qui a la propriété que, si x′ et x′′ peuvent être joints par une
« courbe C-similaire » (cf. définition ci-après) entièrement contenue dans C(I),
alors toutes les courbes C-similaire joignant x′ et x′′ sont contenues dans C(I).
Une courbe de classe C1 est dite C-similaire, pour un cône C, si, en chaque
point de la courbe, la direction du vecteur tangent est contenue dans C.

Géométriquement, l’enveloppe C-convexe de I correspond à un parallélo-
gramme déterminé par les directions limites de Ω∗x, (Ω est ici le complémentaire
de K), pour x appartenant aux extrémités du segment I.

3. La caractérisation de l’image de la transformation de Radon réelle

Pour caractériser complètement la transformation de Radon réelle, nous
avons le

Proposition 3.1. — Soit Ω un domaine fortement linéairement concave de
R2. Soit g ∈ C3,2(Ω̄∗,C) telle que g(θ, t) = g(−θ,−t), alors il existe un prolon-
gement g̃ ∈ C3,2(R2,∗,C) de g tel que g̃(θ, t) = g̃(−θ,−t).

Démonstration. — On revient aux notations ci-dessus.
Soit π la première projection de Ω∗ dans S1×R. Nous choisirons de pointer

le repère de R2 en un élément de Ω. Supposons que le complémentaire de Ω est
constitué de deux composantes connexes. Le bord de π(Ω∗) est alors constitué
de quatre éléments que nous noterons ±θ1 et ±θ2. L’ensemble S1 \ π(Ω∗) est
composé de deux composantes connexes, l’une A de bord les éléments θ1 et −θ2

et B de bord les éléments −θ1 et θ2.
g est connue pour tout (θ, t) ∈ π(Ω∗) × [aθ, bθ], où aθ et bθ sont des réels

dépendant de θ. Nous allons prolonger successivement g sur l’ensemble des
(θ, t) ∈ π(Ω∗)× (]−∞, aθ]∪ [bθ,∞[) puis sur l’ensemble des (θ, t) ∈ A× [0,∞[

et sur l’ensemble des (θ, t) ∈ B×]−∞, 0]. Nous compléterons enfin par parité.
Nous noterons g̃ ce prolongement.

Notons c le réel 2 maxθ∈π(Ω∗)(|aθ|, |bθ|). Soit le polynôme interpolateur de de-
gré 8, tel que, pour des réels a, b, αi, βi, i = 0, 1, 2, 3, P (i)(a) = αi, P

(i)(b) = βi.
Nous le noterons Pa,b;αi,βi . Ces polynômes sont choisis pour que le prolonge-
ment construit ci-dessous soit C3.

On pose alors, pour bθ ≤ t ≤ c,

g̃(θ, t) = P
bθ,c;g(θ,bθ), ddt g(θ,bθ), d

2

dt2
g(θ,bθ), d

3

dt3
g(θ,bθ),0,0,0,0

et pour t ≥ c, g̃(θ, t) = 0. Pour −c ≤ t ≤ aθ,

g̃(θ, t) = P
aθ,−c;g(θ,aθ), ddt g(θ,aθ), d

2

dt2
g(θ,aθ), d

3

dt3
g(θ,aθ),0,0,0,0

et g̃(θ, t) = 0 pour t ≤ −c.

tome 139 – 2011 – no 2



TRANSFORMÉE DE RADON SEMI-GLOBALE 159

Complétons alors, pour t ∈ R et θ ∈ A, h(θ, t) = Pt ◦ arccos(θ) où

Pt = Parccos(θ1),arccos(−θ2);G(θ1,t),G(−θ2,t).

où l’on a noté G(θ1, t), resp. G(−θ2, t), le triplet (g(θ1, t),
d
dθg(θ1, t),

d2

dθ2 g(θ1, t),
d3

dθ3 g(θ1, t)), resp. (g(−θ2, t),
d
dθg(−θ2, t),

d2

dθ2 g(−θ2, t),
d3

dθ3 g(−θ2, t)).

On procède de même pour θ ∈ B. Bien entendu, le prolongement ci-dessus
appartient bien à C3,2 puisqu’il s’annule pour tout (θ, t), avec t suffisamment
grand.

Si le complémentaire de Ω est constitué d’une seule composante connexe.
Alors, il faut distinguer le cas où celle-ci est compacte et l’autre cas où celle-ci
n’est pas borné. Dans le second cas le prolongement est le même que ci-dessus,
à l’exception que pour aθ = −∞ ou bθ = +∞, il est inutile de prolonger g(θ, t)

pour t < aθ (resp. t > bθ). Le prolongement est encore C3,2 puisque, pour tout
t, la norme du polynôme interpolateur Pt est majorée par une combinaison
polynômiale des dérivées partielles jusqu’à l’ordre 3 de g(θ1, t) et g(−θ2, t) ; la
résultante suivra bien une évolution en O( 1

t2 ).

Enfin, dans le cas où le complémentaire de Ω est compact, il s’agit alors
de prolonger g pour les couples (θ, t) ∈ S1 × [aθ, bθ]. On note alors c =
1
2 minθ∈S1(aθ, bθ). Et on pose, pour c ≤ t ≤ bθ,

g̃(θ, t) = P
bθ,c;g(θ,bθ), ddt g(θ,bθ), d

2

dt2
g(θ,bθ), d

3

dt3
g(θ,bθ),0,0,0

et nulle pour 0 ≤ t ≤ c et pour aθ ≤ t ≤ −cθ,

g̃(θ, t) = P
aθ,−c;g(θ,aθ), ddt g(θ,aθ), d

2

dt2
g(θ,aθ), d

3

dt3
g(θ,aθ),0,0,0

et g̃ nulle pour −cθ ≤ t ≤ 0.

Démonstration du théorème 1.5. — On rappelle un théorème établi par Radon
[12] : Si g est une fonction de C3,2(S1×R,C), (c’-à-d C3(S1×R,C), et vérifiant,
uniformément par rapport à θ ∈ S1, pour i + j = 0, 1, 2, 3, di

dθi
dj

dtj g(θ, t) =

O( 1
t2 ) quand t tend vers l’infini), telle que g(θ, t) = g(−θ,−t), alors il existe

f ∈ C1(R2,C), intégrable sur les droites de R2, telle que (Rf)R = g.

Soit g tel qu’il nous est donné par les hypothèses du théorème 1.5., alors on
prolonge g par g̃ conformément à la proposition 3.1., puis on applique mainte-
nant à g̃ le théorème de Radon [12], pour obtenir f dans C1(R2,C), intégrable
sur toutes les droites de Ω∗, telle que la transformée de Radon de f sur Ω∗

est g.

Nous sommes en mesure d’établir la :
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Démonstration du théorème 1.6. — À présent, f est une fonction appartenant
à C3

c(R2,C). D’après la proposition 3.1., il existe un prolongement de R(f)R,
noté ‡R(f)R, défini sur S1×R. Par le théorème de Radon [12], il existe une fonc-
tion G, notée B(R(f)R), C1, telle que R(G)R = ‡R(f)R. Appliquons à B(R(f)R)

la formule d’inversion de Radon, on a :

B(R(f)R)(x) = lim
ε−→0

1

(2πi)2

∫
t∈R

∫
θ∈S1

‡R(f)R(θ, t)

(t− 〈θ, x〉+ iε)2
ω′(θ) ∧ dt

Les transformées de Radon de f et de B(R(f)R) coïncident sur Ω∗, soit,
R(B(R(f)R))R((θ, t)) = R(f)R(θ, t), pour tout (θ, t) de Ω∗. Nous sommes en
mesure d’appliquer le théorème 1.4. :

f −B(R(f)R) = (f −B(R(f)R))+ + (f −B(R(f)R))−,

avec, pour z ∈ Ω± :

(f −B(R(f)R))±(z) = ∓ 1

2πi

∫
〈ϑ(z),ξ−z〉=0,=(ξ)=ϑ(z)⊥

(f(<(ξ))−B(R(f)R)

(<(ξ))) det(ϑ(z),
=(ξ)

〈=(ξ),<(ξ)− z〉
)(ϑ(z)dξ)cω(ξ)).

On note alors K±f = (f −B(R(f)R))±. Les transformations de Radon de f et
de B(R(f)R) étant identique, on en déduit que R(K+f +K−f)R s’annule.

En écrivant f = f −B(R(f)R) +B(R(f)R), on obtient le théorème.
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