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CHANGEMENT DE BASE ET INDUCTION
AUTOMORPHE POUR GL, EN CARACTERISTIQUE
NON NULLE

Guy Henniart, Bertrand Lemaire

Résumé. —Soit E/F une extension cyclique de corps (commutatifs) locaux ou globaux,
de degré fini d. La théorie du changement de base de GL,,(F) & GL,(E) et celle de
l'induction automorphe de GL,,(E) & GLyq(F) sont deux illustrations du principe
de fonctorialité de Langlands: pour F' local, elles correspondent coté galoisien & la
restriction des représentations de Wj a W et & linduction des représentations
de Wi & Wg, ou W}, désigne le groupe Weil-Deligne de F, Wy, celui de E. Si F
est une extension finie d’un corps p-adique Q,, ces deux théories existent depuis
longtemps (Arthur-Clozel, Henniart-Herb). On les étend dans ce mémoire au cas ol
F est un corps localement compact non archimédien de caractéristique non nulle.
On montre aussi, pour un corps global de fonctions F', que ces deux théories locales
sont compatibles aux applications globales de changement de base et d’induction
automorphe déduites, via la correspondance de Langlands établie par Lafforgue, de
la restriction et de I'induction des représentations galoisiennes globales.

Abstract (Base change and automorphic induction for GL,, in positive characteristic)

Let E/F be a finite cyclic extension of local or global fields, of degree d. The theory
of base change from GL,,(F') to GL,,(E) and the theory of automorphic induction from
GL,,(E) to GL,,4(F) are two instances of Langlands’ functoriality principle: when F'
is local, they correspond respectively to restriction to E of representations of the Weil-
Deligne group of F', and induction to F' of representations of the Weil-Deligne group
of E. If F is a finite extension of a p-adic field Q,, these theories were established long
ago (Arthur-Clozel, Henniart-Herb). In this memoir we extend them to the case where
F is a non-Archimedean locally compact field of positive characteristic. We also prove,
for a global functions field F', that these two local theories are compatible with the
global maps of base change and automorphic induction deduced, via the Langlands
correspondence proved by Lafforgue, from restriction and induction of global Galois
representations.
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INTRODUCTION

Le changement de base et 'induction automorphe pour le groupe linéaire sont
deux illustrations du principe de fonctorialité de Langlands qui peuvent s’exprimer
en termes de la correspondance de Langlands. Dans le cas qui nous intéresse
principalement, le corps de base F' est un corps commutatif localement compact non
archimédien, et la correspondance de Langlands [31, 36, 58] relie les représentations
lisses irréductibles de GL, (F') aux représentations de dimension n du groupe de
Weil-Deligne W}, de F. Si l'on fixe une extension cyclique E/F, de degré fini d,
le changement de base de GL,(F) a GL,(E) correspond, via la correspondance
de Langlands, a la restriction des représentations de W} au sous-groupe W, et
Vinduction automorphe de GL,,(E) & GL;pq(E) correspond a l'induction & Wy, des
représentations de Wp,. Bien entendu, l'intérét est de construire a priori changement
de base et induction automorphe, sans passer par la correspondance de Langlands;
d’ailleurs, quand F' est de caractéristique nulle, les deux constructions sont utilisées
pour établir la correspondance! Les constructions directes décrivent changement
de base et induction automorphe en termes d’identités de caractéres — pour des
précisions, voir ci-dessous.

Si F est de caractéristique nulle, les théories du changement de base et de
I'induction automorphe existent depuis longtemps: elles sont dues a Arthur-Clozel
[1] pour la premiére, & Henniart-Herb [38] pour la seconde. Il y a quelques années,
nous avons décidé d’étendre ces deux théories au cas ot F' est un corps localement
compact non archimédien de caractéristique non nulle. En effet — c’est la motivation
principale de ce travail — Bushnell et Henniart utilisent les identités de caractéres
correspondantes, en caractéristique quelconque, dans leur travail commun [11] sur la
correspondance de Langlands locale explicite.

Signalons une autre application possible de ce travail. Pour F' de caractéristique
nulle, les travaux de Labesse et Langlands [53]| sur SLo(F) ont récemment été
généralisés a SL,(F) par Hiraga et Saito [42]. Ce mémoire devrait permettre
d’étendre tout cela au cas ou F' est de caractéristique non nulle.

Le projet d’étendre les théories du changement de base et de l'induction
automorphe & la caractéristique non nulle est désormais achevé. La rédaction
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2 INTRODUCTION

comporte sept parties. Les trois premiéres sont déja publiées [39, 40, 41], tandis
que les quatre suivantes ont été regroupées dans ce mémoire, dont elles forment les
quatre chapitres — on s’y référera par I, ..., IV:

— Chapitre I: Le lemme fondamental pour le changement de base pour GL,, sur

un corps local de caractéristique non nulle.
— Chapitre II: Sur le changement de base local pour GL,,.
— Chapitre III: Formules de caractéres pour l’induction automorphe, II.

— Chapitre IV: Sur le changement de base et l’induction automorphe pour les corps
de fonctions.

Suivant le conseil de I’éditeur, nous nous sommes efforcés de les faire ressembler a
des chapitres d’un “vrai”’mémoire, plutot qu’a une collection d’articles. En particulier
nous avons unifié les notations et les références — ces derniéres sont regroupées dans
une bibliographie commune en fin d’ouvrage —, et éliminé autant que faire se peut
les redites. Chacun des chapitres a conservé néanmoins une relative indépendance et
peut étre lu séparément, ce qui représente aussi un avantage. L’objet final est, on
Pespére, d’une lecture agréable.

Pour préciser les identités de caractéres exprimant changement de base et induction
automorphe, fixons aussi un générateur o du groupe de Galois Gal(E/F), et un
générateur x du groupe K(E/F) des caractéres complexes lisses de F'* qui sont
triviaux sur le groupe des normes Ng,/p(E>).

La théorie du changement de base est une application de relévement m +— 7g
entre classes d’isomorphisme de représentations (complexes, lisses) irréductibles
de GL,(F) et classes d’isomorphisme de représentations irréductibles o-stables mg
de GL,(F): une représentation II de GL,(FE) est dite o-stable si elle isomorphe a
II = Il o 0. Cette application est caractérisée, si m est tempérée — ou méme, plus
généralement, générique unitaire — par une identité de caractéres reliant le caractére
o-tordu de II = wg au caractére ordinaire de 7: fixé un isomorphisme A entre IT et
I1°, il existe une constante ¢ = ¢(m,II, A) # 0 telle que

O11(8) = O (7)
pour toute paire d’éléments réguliers (d,7) de GL,(E) x GL,(F) tels que v soit

conjugué dans G(E) & N(§) = 66°---8°" ; ici ©ff désigne la fonction caractére
associée a la distribution tr(IT o A) sur GL,(E), et O, celle associée & la distribution
tr(m) sur GL,, (F).

De méme, la théorie de 'induction automorphe est une application de relévement
7 — 7l entre classes d’isomorphisme de représentations irréductibles m de GL,, (E) et
classes d’isomorphisme de représentations irréductibles x-stables 7f" de GL,,q(F): une

représentation IT de GL,,4(F) est dite x-stable si elle isomorphe & <II = II® (ko det).

MEMOIRES DE LA SMF 124



INTRODUCTION 3

Comme pour le changement de base, cette application est caractérisée, du moins si p
est générique unitaire, par une identité de caractéres reliant le caractére k-tordu de
I = ¥ au “caractére pondéré’de 7: fixés un plongement de GL,, (E) dans GL,,q(F),
des facteurs de transferts, et un isomorphisme A entre I et II, il existe une constante
¢ =d(m 10, A) #0 telle que
O1(7) = ¢Ox(7)

pour tout élément régulier v de GL,,, (E); ici le caractére pondéré O, de men 7 est une
somme de valeurs du caractére ordinaire O, en des conjugués de v sous GL,q4(F),
pondérée par les facteurs de transfert.

Dans les deux théories, la construction du relévement se fait par voie globale, aprés
réduction du probléme au cas ol 7 est une série discréte. L’ingrédient essentiel dans
cette construction est le “lemme fondamental”. Le relévement d’une série discréte est,
dans le cas du changement de base, une série o-discréte, et dans le cas de 'induction
automorphe, une série k-discréte. L’existence de D’application de relévement est
assurée par celle de pseudo-coefficients pour le caractére ordinaire d’une série
discréte, et sa surjectivé est obtenue grace a l'existence de pseudo-coeflicients pour le
caractére tordu d’une série o-discréte (resp. x-discréte).

Décrivons briévement le contenu des chapitres de ce mémoire (on renvoie a
Pintroduction de chacun d’eux pour une description plus détaillée). Le corps F est
maintenant supposé de caractéristique non nulle.

Dans le chapitre I, on démontre le lemme fondamental pour le changement de base,
a partir de la méthode de Labesse [50] en caractéristique nulle.

Dans le chapitre II, on construit ’application de relévement pour le changement de
base, et ’on décrit ses principales propriétés, comme dans le premier chapitre du livre
d’Arthur-Clozel [1]. Notons que si II est un relévement & GL,, (E) d’une représentation
irréductible générique unitaire de GL,(F), alors II est encore générique. On peut
donc normaliser I'isomorphisme A entre IT et I1? grace aux modéles de Whittaker.
Notant I,(IT) 'opérateur normalisé, on a c(m, I, I,(IT)) = 1 avec les notations plus
haut. Dans ce chapitre, on établit aussi le transfert des fonctions & support dans
les éléments réguliers, ainsi que l’existence de pseudo-coefficients pour les caractéres
tordus des séries o-discrétes.

Dans le chapitre III, on construit ’application de relévement dans le cas de
Iinduction automorphe. Contrairement au cas du changement de base, une partie
du travail a déja été écrite: le lemme fondamental pour l'induction automorphe a
été démontré dans [39, 40], tandis que lexistence de pseudo-coeflicients pour les
caractéres tordus des séries x-discrétes a été établie dans [41]. Si IT est un relévement
a GL,,(F) d’une représentation irréductible générique unitaire 7 de GL,,(E), alors
II est encore générique, et 'on peut comme pour le changement de base normaliser
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4 INTRODUCTION

l’isomorphisme A entre sII et II grace aux modeéles de Whittaker. Notons I,;(II) cet
opérateur normalisé. Comme dans [40], on montre que la constante ¢’ (,II, I,.(II))
ne dépend pas de 7 ni de II, mais seulement des choix effectués au départ.

Dans le chapitre IV, on montre que les applications de changement de base local
et d’induction automorphe locale établies aux chapitres I et III, sont compatibles
au changement de base global et & l'induction automorphe globale déduits, via la
correspondance de Langlands globale établie par Lafforgue [55], de la restriction et
de I'induction des représentations galoisiennes.

Chaque chapitre de ce mémoire est divisé en sections — celles indiquées dans
la table des matiéres —, elles-mémes subdivisées en sous-sections. Les numéros des
sections et des sous-sections sont précédés du numéro du chapitre. Les théorémes
(resp. propositions, définitions, etc.) ne sont pas numérotés, sauf lorsqu’il y a plus d’un
théoréme & l'intérieur d’'une méme sous-section, auquel cas on les appelle théoréme
1, théoréme 2, etc. Lorsqu’on fera référence & un résultat a l'intérieur d’un chapitre,
on omettra le numéro du chapitre devant la sous-section: par exemple, s’agissant du
chapitre II, on écrira “d’apreés le lemme 1 de 5.117ou “d’aprés I1.5.11, lemme 1”, suivant
que ’on est a 'intérieur ou & 'extérieur du chapitre II.

MEMOIRES DE LA SMF 124



CHAPITRE 1

LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT
DE BASE POUR GL, SUR UN CORPS LOCAL DE
CARACTERISTIQUE NON NULLE

Soit E/F une extension finie non ramifiée de corps commutatifs localement
compacts non archimédiens de caractéristique > 0, et soit n > 1 un entier. Dans ce
chapitre on montre, en suivant la méthode qu’a utilisée Labesse en caractéristique
nulle, le lemme fondamental pour le changement de base de GL(n, F') & GL(n, E).

I.1. Introduction

I.1.1. — Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien, et soit
E une extension finie non ramifiée de F', de degré [. Choisissons un générateur o
du groupe de Galois Gal(E/F). Fixons un entier n > 1, et notons G le schéma
en groupes GL,. On note or l'anneau des entiers de F, et K = G(op) le groupe
des points op-rationnels de G; c’est un sous-groupe compact maximal de G(F). De
méme, on note K le sous-groupe compact maximal G(og) de G(E). Soient dg et
dgp les mesures de Haar sur G(F') et sur G(F) qui donnent le volume 1 & K et &
Kpg. Si § est un élément de G(E), Pensemble des g € G(E) tels que g~16g° = 6, est
un groupe unimodulaire, qu’on appelle le o-centralisateur de § dans G(E); il est noté
G{(F). Si de plus la o-orbite de § dans G(E) — c’est-a-dire I’ensemble des g~'dg°
pour g € G(E) — est fermée dans G(FE), le choix d’'une mesure de Haar dg§ sur
G§(F') définit une distribution AUG(E)(-, ) sur G(E):

AGE) (4, 6) = / o(g"597) 295

G¢(F)\G(E) dg,‘;’

pour toute fonction (& valeurs complexes) ¢ sur G(E) localement constante et a
support compact. D’autre part, si v est un élément de G(F), le choix d’une mesure
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6 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

de Haar dg, sur le centralisateur G (F) de v dans G(F), définit une distribution
ACE)( 4) sur G(F):

ACEN(f, ) = / F(g rg) 29

G (F)\G(F) dg-
pour toute fonction f sur G(F), localement constante et & support compact — on
sait que l'intégrale ci-dessus converge absolument, que l'orbite de v dans G(F) soit
fermée ou non dans G(F').

I1.1.2. — On dispose d’une norme
G(E) — G(E), § — N(8) = §67---57 "

qui induit une application injective entre ’ensemble des classes de o-conjugaison (i.e.
les o-orbites) dans G(E) et 'ensemble des classes de conjugaison (i.e. les orbites) dans
G(F): si 0 est un élément de G(E), alors N(4) est conjugué dans G(E) & un élément
v € G(F), et Vorbite de v dans G(F') est uniquement déterminée par la o-orbite de &
dans G(E). On dit que deux éléments § € G(E) et v € G(F') sont associés s'il existe
un g € G(E) tel que g~ N(8)g = 7; notons qu’alors on a v = N(g~'dg?). Un élément
de G(F) est dit régulier si son polynome caractéristique est produit de polyndomes
irréductibles sur F' deux a deux distincts (on ne demande pas que ces derniers soient
séparables sur F'). Soit (d,7) € G(E) x G(F) une paire d’éléments associés. Si 7y est
régulier, la o-orbite de § dans G(E) est fermée dans G(E), et il existe un z € G(E) tel
que z7'G§(F)z = G, (F). On suppose dans ce cas que dg., est la mesure déduite de
dgg via I'isomorphisme de groupes topologiques G (F) — G (F), g — zgz~!; cette
mesure dg, est bien définie (i.e. elle ne dépend pas du choix de ), et on 'appelle la
mesure associée & dgj .

On dit que deux fonctions localement constantes et & support compact ¢ sur G(E)
et f sur G(F) concordent, ou sont associées, ou se transferent, si A¢F)(f,~) = 0 pour
tout élément régulier v de G(F) qui n’est pas une norme de G(E), et si

A (¢,8) = A9 (f,7)

pour toute paire d’éléments associés (4,7v) de G(E) x G(F) telle que ~ soit régulier
— on dit aussi que ¢ et f concordent en (0,~) si 'égalité précédente vaut.

1.1.3. — Notons #p = H(G(F),K) lalgébre de Hecke sphérique, formée des
fonctions sur G(F') qui sont bi-invariantes par K et a support compact. De la méme
maniére, on définit # g = #(G(E), Kg). Via les isomorphismes de Satake pour # g
et pour H r, est défini un homomorphisme d’algébres b : H g — H . Le “lemme

fondamental’pour le changement de base s’énonce comme suit: pour toute fonction

¢ € IHE, ¢ et b(¢) concordent.
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I1.1. INTRODUCTION 7

I.1.4. — Si F est de caractéristique nulle, ce lemme fondamental est démontré non
seulement pour G = GL,, [1, 47], mais plus généralement pour tout groupe réductif
connexe G défini et non ramifié sur F — c’est-a-dire quasi-déployé sur F et déployé
sur une extension non ramifiée de F — [19, 49, 50]. La premiére partie de la
démonstration est due & Kottwitz [47, 49]: les unités de H g et de I concordent.
Le cas général [1, 19, 50| s’obtient par voie globale, par comparaison d’une formule
des traces pour G(Ar) et d’une formule des traces tordue pour G(Ag), ou E/F est
une extension finie de corps de nombres telle qu’en une place finie vg de F inerte dans
E, lextension de corps E,, /F,,, est isomorphe & E/F.

Si maintenant F' est de caractéristique > 0, le résultat de Kottwitz est encore
valable [57]: les unités de # g et de Hr concordent. Quant aux autres éléments
de H g et de H r, I'idée consiste & produire deux familles ¥ et Fr de fonctions
concordantes — au sens ou les éléments de & g sont des fonctions sur G(E) localement
constantes et a support compact, ceux de & g sont des fonctions sur & g localement
constantes et & support compact, et il existe une bijection ¢ : ¥ — Fr telle que
pour toute fonction ¢ € F g, ¢ et 1(§) concordent —, qui permettent de séparer les
composants locaux des représentations automorphes cuspidales de G(Ag) et de G(Ar)
donnant une contribution non triviale & la trace (pour un énoncé précis, cf. 1.6).
Les fonctions réguliéres utilisées dans [1] et dans [19] appartiennent aux algébres de
Hecke sphériques # g et H p. Les fonctions élémentaires utilisées dans [50] ne sont
pas sphériques, mais ne sont pas trés loin de I’étre: elles ne “voient’que les traces
des représentations irréductibles ayant un vecteur non nul fixé par un sous sous-
groupe d’Iwahori. La démonstration de Labesse [50] est trés voisine de celle d’ Arthur-
Clozel [1, 19], dont elle reprend d’ailleurs la partie finale — le principe de densité de
Kazhdan. Elle est cependant beaucoup plus élémentaire, puisque le seul résultat fin
d’analyse harmonique qu’elle utilise est l'intégrabilité locale des caractéres o-tordus
des représentations admissibles o-stables de longueur finie de G(E), qui est démontrée
dans [60] — du moins pour les représentations irréductibles. On vérifie ici qu’elle
passe en toute caractéristique. L’analyse harmonique en caractéristique non nulle
constituant un terrain miné, on s’est efforcé de rédiger entiérement les démonstrations,
méme celles qui sont en général “laissées au lecteur”. En particulier, on a traité en
détail le cas des places de F qui ne sont pas inertes dans E.

1.1.5. — Ce chapitre a été rédigé il y a plusieurs années (le tapuscrit dont il est
issu date d’avril 2004). A I’époque de cette rédaction, Ng6 Bao Chau annongait une
preuve du lemme fondamental pour le changement de base en caractéristique > 0,
complétement différente de celle présentée ici: grace & des méthodes géométriques,
Pauteur établit directement une égalité globale de changement de base (en remplagant
les identités locales données par le lemme fondamental, par le théoréme de densité
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8 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

de Cébotarev). La preuve de Ngé Bao Chéu est désormais publiée [64]. Mentionnons
aussi qu’il existe une troisiéme approche possible, celle qui consiste & tirer le résultat
en caractéristique > 0 du résultat en caractéristique nulle par la méthode des
corps proches, comme nous ’avons fait pour le lemme fondamental pour I'induction
automorphe [39]. Mais nous avons préféré la méthode présente, qui met en place
les outils d’analyse harmonique, locale et globale, qui permettront de développer (a
venir) la théorie compléte, locale et globale, du changement de base.

Insistons sur le fait que ce chapitre ne contient pas d’argument vraiment nouveau:
nous écrivons les détails de [50] et [1, ch. 1] dans le cas de caractéristique > 0, parce
que nous en avons besoin dans d’autres travaux, et parce que la démonstration de
Ngo [64] n’est pas accessible pour de nombreux lecteurs.

1.1.6. — Décrivons briévement le contenu du chapitre. Il est divisé en six sections
(la premiére est cette introduction). Pour utiliser la formule des traces globale, on a
besoin de considérer la situation plus générale suivante: X est un groupe fini cyclique,
et E est une F-algébre cyclique de groupe 3. Le choix d’un générateur o de 3 définit
une norme N : G(E) — G(E) comme en 1.2.

Dans la section 2, on rappelle le lien, fourni par la norme, entre les classes de
o-conjugaison dans G(E) et les classes de conjugaison dans G(F'). On introduit les
notions d’intégrales orbitales sur G(F'), et — pour les éléments o-fermés de G(E) —
de o-intégrales orbitales sur G(E). Puis on montre l'existence du transfert pour les
fonctions & support régulier, c’est-a-dire entre:

— d’une part les fonctions ¢ sur G(F) qui sont localement constantes et & support
compact contenu dans ’ensemble des éléments o-réguliers de G(E), i.e. ceux
qui sont associés & des éléments réguliers de G(F),

— d’autre part les fonctions f sur G(F') qui sont localement constantes et & support
compact contenu dans ’ensemble des éléments réguliers de G(F), telles que
AGE)(f,v) = 0 pour tout v € G(F) qui n’est pas une norme de G(E).

Dans la section 3, on suppose que algébre cyclique E/F est non ramifiée. On
rappelle le résultat de Kottwitz, & savoir le lemme fondamental pour les unités de
Hg et de Hr dans le cas ou E/F est une extension de corps; puis on l’étend au
cas d’une algébre cyclique (non ramifiée). Notons que les unités de H g et de Hp
concordent non seulement en les éléments réguliers, mais plus généralement en les
éléments fermés, c’est-a-dire en les paires d’éléments associés (d,v) de G(E) x G(F)
telles que v soit d’orbite fermée dans G(F') — pour une telle paire (4,~), on peut aussi
associer & toute mesure de Haar sur G§(F') une mesure de Haar sur G, (F), cf. 2.5.

Dans la section 4, on suppose que E/F est une extension de corps non ramifiée. On
rappelle, pour v € Z, la définition des fonctions élémentaires ¢7 sur G(E) et f;, sur
G(F) de Labesse. Par construction, ces fonctions concordent en les éléments fermés.
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Dans a sectionb, on continue avec les hypothéses de la section 4. On commence
par étendre & toutes les représentations (lisses) admissibles o-stables de longueur
finie de G(E), le résultat d’intégrabilité locale pour les traces o-tordues prouvé dans
[60]. Puis, grace a la version tordue du résultat de Casselman reliant la valeur du
caractére en un élément régulier, a la valeur en ce méme élément du caractére d’un
certain module de Jacquet de la représentation (5.2, lemme), on en déduit une formule
pour la trace o-tordue sur ¢7 d’une représentation irréductible o-stable de G(E).
Cette formule implique que ¢ ne voit que les traces o-tordues des représentations
irréductibles o-stables de G(F) ayant un vecteur non nul fixé par un sous-groupe
d’Iwahori de G(F). Puisque toutes les représentations qui interviendront par la suite
seront composants locaux de représentations automorphes cuspidales, on peut —
comme il est suggéré dans la remarque suivant la proposition 9’ de [50] — se limiter
aux représentations irréductibles génériques, c’est-a-dire qui possédent un modéle de
Whittaker. Le résultat principal de cette section est le suivant (5.5, théoréme):

Soit {m; : i € I} une famille finie de représentations irréductibles génériques
o-stables de G(E) deur & deuz mon isomorphes, et soit {p; : j € J} une famille
finie de représentations irréductibles génériques de G(F) deuz a deux non isomorphes.
Soient aussi deux familles de nombres complezes {a; : i € I} et {b; : j € J}. Si pour

tout v = (v1,...,vn) € Z7 tel que les v; soient deur & deux distincts, on a
> ai(d7,07) = > bi{fu,0y,),
iel jeJ

alors pour toute fonction ¢ € H g, on a

Z ai(¢,07,) = Z bi(b(9),0,,)-

i€l jeJ

Dans cet énoncé, ©,, désigne la distribution f +— trace(p;(f)dg) sur G(F), et
©¢, désigne la distribution ¢ — trace(m;(¢)dgr o A,(m;)) sur G(E), ot A, (m;) est
I'isomorphisme entre m; et 77 normalisé grace au modéle de Whittaker de ;. Notons
que cette restriction aux représentations génériques ne conduit pas & une vraie
simplification de la preuve de Labesse (cf. le paragraphe précédant le théoréme de
5.5); il s’agit en fait d’une variante de cette preuve. Mais on aurait pu se contenter
ici d’un résultat plus faible, ne faisant intervenir que des représentations génériques
unitaires (cf. 5.5, remarque 2). On a décidé de démontrer I’énoncé plus général parce
qu’il pourra nous servir ailleurs.

Dans la section 6, on rappelle les résultats du ch. 1 de [1] utilisés dans la
démonstration du lemme fondamental. On fixe une extension finie E/F de corps
globaux telle qu’en une place vy de F inerte dans E, 'extension de corps E,,/F,,
est isomorphe & E/F. On rappelle la formule des traces de Deligne-Kazhdan (6.2,
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10 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

lemme) et sa version o-tordue (6.3, lemme), ainsi que la formule reliant I'une a
lautre (6.4, proposition). Enfin on démontre le lemme fondamental (6.6, théoréme):
les arguments sont les mémes que dans [1, ch. 1, §4, pp. 42-47], & ceci prés que 'on
remplace [1, ch.1, lemma 4.10] par le théoréme de 5.5.

REMARQUE. — Tous les arguments utilisés dans ce chapitre sont indépendants de la
caractéristique du corps de base, qu’il soit local ou global; d’ailleurs jusqu’au n° 6.5
inclus, il n’y a pas d’hypothése sur la caractéristique de ce corps.

I.2. Transfert des fonctions & support régulier

I.2.1. — Soit un entier n > 1. On note G = GL,, le schéma en groupes qui a tout
anneau commutatif A associe le groupe G(A) = GL(n, A), et Z le centre de G, c’est-
a~dire le sous-schéma en groupes fermé A — Z(A) = {diag(z,...,z) : z € A} de
G. Si X est un schéma en groupes, pour tout anneau commutatif A, on note X4 le
A-schéma en groupes X xz A.

Soit F' un corps commutatif quelconque. On fixe un entier [ > 1, un groupe cyclique
Y. de cardinal I, et un générateur o de Y. On considére une F-algébre cyclique E
de groupe X; cette algébre est un produit de corps £ = E; X --- X E,. ou r est
un entier divisant [, disons [ = rly, et ou E; est une extension cyclique de F,
de groupe de Galois engendré par 7 = o¢". On choisit les notations de sorte que
oFE1 = E,. et 0E;11 = E; pour i = 1,...,7 — 1, et on identifie £ & E] = (Eq)"
via lapplication (x1,%2,...,2,) — (21,0T2,...,0" 'xz,). L'opération de o sur E
s’écrit alors o(x1,...,2,) = (z2,...,Zr—1,721), et le corps F, plongé diagonalement
dans ET, coincide avec le sous-anneau de E formé des éléments fixés par o. On note
Ng,p lapplication norme de E* & F*, donnée par N, p(x) = Hi;(l) o'z. On définit
de la méme maniére l'application norme de E;* & F'*, que l'on note Ng, /F- Alors
pour z = (z1,...,%,) € (E{)", on a Ng,r(z) = Ng, ,r(I[;_; ;). En particulier, les
groupes des normes Ng,p(E*) et Np, ,p(E;) coincident.

On identifie G(F) = G(E;) X --- X G(E,) & G(E1)" comme ci-dessus. L’opération
de o sur G(E;)" est alors décrite de la méme maniére, et le groupe G(F'), plongé
diagonalement dans G(E7)", coincide avec le sous-groupe de G(E) formé des éléments
fixés par o.

On note N lapplication norme de G(E) a G(E) donnée par

N(§) =65°---6° ',

ou l'on a posé 57" = o5. Pour éviter toute confusion, on note N’ I'application de
G(E;)" dans G(E;)" déduite de N via l'identification G(E) = G(E1)". De méme, on
11—1

note N; lapplication norme de G(E;) & G(E;) donnée par Ni(§) = 467 ---67 .
Pour § = (61,...,0,) € G(Ey) X --- x G(E,), la composante de N(8) sur G(E;)
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est 0;07, ; - -~5§i;1, ol les indices sont pris modulo r. On en déduit que pour § =
(61,...,0,) € G(E1)", on a
N'(8) = (N1(61+--8,), N1(82-+-6,:07), ..., N1(8,67 - --67_1)).
Posant y; = 1 ---0; pouri=1,....,r,y=y. et x = (1,91,¥2,.-.,¥Yr—1), on a donc
N'(6) = 27 (N1(y), - .., Ni(y))a-
Soient p' et N les applications de G(E) dans G(E;) donnés par
p'(6) =061 et N(6)=665---67

pour § = (0y,...,0,) € G(E;) X --- x G(E,). Les applications p'! et N'* de G(E;)"
dans G(E;) déduites de p* et de N via 'identification G(E) = G(E;)", sont données
par
pll((S) :(51 et Nll((S) = (51 (ST
pour § = (81,...,8,) € G(E;)". D’aprés ce qui précéde, on a p't o N’ = Ny o Nl et
N"(g7"697) = p" (9) "' N (8)p" (9)"
pour 6, g € G(E1)".

I.2.2. — Pour § € G(E), on note @,(J) la o-orbite et G{(F') le o-centralisateur, de
§ dans G(E), définis par

0,(0) = {97 'd9” : g € G(E)},

G{(F)={9 € G(E): g g = 6}.
La o-conjugaison g +— g~ 'dg° dans G(FE) induit par passage au quotient une
application bijective G¢(F)\G(E) — 0,(d), et GI(F) est le groupe des points
F-rationnels du sous—F-schéma en groupes fermé G§ de Resg,r(GE) qui a toute
F-algébre commutative A associe le groupe

G3(A)={9€ G(A®Fr E): g~'69° = 6}.

Ici, Resp,p désigne le foncteur restriction a la Weil de E & F', et o opére sur le groupe
G(A ®rp E) via le A-automorphisme idy ® 0 de A ®p E.

Pour v € G(F), on note @)(v) lorbite et G, (F) le centralisateur, de v dans G(F),
définis par
O(y) ={9 'vg:9 € G(F)},
Gy(F)={g€G(F): g7 vg =1}
De méme, la conjugaison g — g~ 'vg dans G(F) donne une application bijective

G, (F)\G(F) — 0(v), et G4 est le sous—F-schéma en groupes fermé de Gp qui a
toute F-algébre commutative A associe le groupe

Gy(A)={g€G(A): g "vg =~}
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12 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

Le résultat suivant est bien connu, cf. [1, ch. 1]:

LEMME. — Soient 6, §' € G(E).

(1) Il existe un g € G(E) tel que g~ N (8)g € G(F). Si g, h € G(E) sont tels que
g 'N(8)g € G(F) et "IN (6)h € G(F), alors O(g ' N(8)g) = O(h~*N(8)h).
(2) S’il existe un g € G(E) tel que g~ N(8)g = N (&), alors O,(8) = O,(8).

Démonstration. — Si E/F est une extension de corps, i.e. si E = F1, la démonstration
est déja écrite: [1, ch. 1, lemma 1.1]. Notons que dans loc. cit., le corps F' est supposé de
caractéristique nulle, mais cette hypothése n’est pas nécessaire (cf. la démonstration
du lemme 6.1 de [60]).

Si maintenant E/F est une extension cyclique quelconque, on se raméne a
'extension de corps E;/F grace & 2.1. Ecrivons § = (61,...,6,) € G(E;)", et
posons y; = 01---6; pour i = 1,...,r, y = y. et £ = (1,y1,¥Y2,...,Yr—1). Puisque
N'(8) = z7Y(N1(y), - .., N1(y))x et que Ni(y) est conjugué dans G(E1) a un élément
de G(F), N'(8) est conjugué dans G(E1)" a un élément de G(F). Soient maintenant
g, h € G(E)" tels que les éléments g~ *N'(8)g et h~'N’(§)h appartiennent & G(F).
Posons g1 = p'*(g) et hy = p(h). Puisque p(g7'N'(8)g) = gi'Ni(y)gr et
p'Y(h~ N'(6)h) = h{*Ny(y)hi, l'orbite de g~'N’(8)g dans G(F) coincide avec celle
de h=tN’(8)h. Cela démontre le point (1).

Quant au point (2), écrivons &' = (&,...,8.) € G(E;)". Posons y' = p'*(&).
Soit g € G(E1)" tel que g~ N'(d)g = N'(¢"). Puisque p (9) "N (y)p" (9) = N1(y),

il existe un z; € G(E1) tel que mflyx{ = y'. Posons z;y1 = (5;1:51-(5; pour i =
1,...,r—1,et z = (x1,...,2,). Comme x, 16,27 = 6., on a x716x° = §'. Cela achéve
la démonstration du lemme. O

La norme N induit donc une application injective, que I’on note N, entre I’ensemble
des classes de o-conjugaison dans G(FE) et ’ensemble des classes de conjugaison dans
G(F): si § € G(E), on choisit un g € G(E) tel que g~'N(6)g € G(F), et I'on pose
N(0,(5)) = O(g~1N(d)g). De méme, la norme N; induit une application injective, que
Pon note Ny, entre ’ensemble des classes de 7-conjugaison dans G(E7) et ’ensemble
des classes de conjugaison dans G(F'). D’aprés la démonstration du lemme, pour
§ € G(E), on a

N(05(8)) = N1(0-(N*(9)))-

DEFINITION. — Deux éléments § € G(E) et v € G(F) sont dits associés si N(0,(d)) =
O(7)-
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1.2.3. — Supposons un instant que E/F est une extension de corps, i.e. supposons
E = E;. Alors d’aprés Kottwitz [48] (cf. aussi [60, lemme 6.3]), pour toute paire
d’éléments associés (d,7) de G(E) x G(F'), G§ est une forme intérieure de G,: fixée
une cléture séparable F de F, il existe un isomorphisme de F-schémas en groupes 1 :
GIxpF — G, xpF tel que pour tout 7 € Gal(F/F), ¢~ (1)) soit un automorphisme
intérieur de G, xp F.

Revenons au cas général, i.e. on ne suppose plus E = E;. D’aprés 2.2, pour 9§, g €
G(E), en écrivant 6 = (61,...,0,) € G(E1)" et g = (91,--.,9-) € G(E1)", on a
g~ 18g° = § si et seulement si g 18,97 = 4, et gi_l&gi_ﬂ =d; pouri=1,...,r—1;
i.e. si et seulement si g7 'N"'(8)g] = N''(8) et giy1 = 6; *g;0; pour i = 1,...,7 — 1.
Posant y; =61 ---6; pouri=1,...,r,y =y et x = (1,91,¥2,-.-,¥r—1), 'application
g1 — 7' (g1,...,91)x de G(E1) dans G(E;)" identifie donc G7(F) a G3(F). Et
d’aprés le paragraphe précédent, pour tout v € G(F') associé a 6 — i.e. dans l'orbite
N(0,(6)) = N1(0-(y)) —, G§ est une forme intérieure de G.,.

Un élément v de G(F) est dit régulier si son polynéme caractéristique P, € F[t] est
produit de polynémes irréductibles sur F' deux a deux distincts (on ne demande pas
que ces derniers soient séparables sur F'). Si de plus P, est irréductible sur F', «y est
dit (régulier) elliptique. On note G(F'), ensemble des éléments réguliers de G(F'), et
G(F)e le sous-ensemble de G(F'), formé des éléments elliptiques. Si 7y est un élément
régulier de G(F'), on dit que son image dans PGL(n, F) est fortement réguliére si pour
tout g € G(F) tel que g~'vg = 2y pour un z € Z(F), on a g € G,(F). On note G(F)’
Pensemble des éléments (absolument) semi-simples réguliers de G(F'), c’est-a-dire le
sous-ens emble de G(F), formé des éléments dont le polyndme caractéristique est
séparable sur F', et 'on pose G(F)"” = G(F)' N G(F),.. Notons que pour v € G(F),
v appartient & G(F)’ si et seulement si le F-schéma en groupes G., est un tore,
auquel cas 'image de v dans PGL(n, F') est fortement réguliére si et seulement si son
centralisateur dans PGL(n, F') est un tore.

REMARQUE 1. — L’ensemble G(F)’ est ouvert et dense dans G(F): un élément v de
G(F') est semisimple régulier si et seulement si Dg(7y) # 0, ou I’élément Dg(vy) de F
est défini par

detp(t — Adg(p)(v) + 1;M(n, F)) = Dg(7)t" + - - - (termes de plus haut degré).

D’apreés [10, Appendix, prop. A.3|, ensemble G(F), hérite de ces deux propriétés:
il est ouvert et dense dans G(F'). Notons que dans loc. cit., les éléments réguliers de
G(F) sont appelés “quasi-réguliers’et les éléments semisimples réguliers sont appelés
“réguliers”.

Un élément 6 de G(E) est dit o-régulier si N(£),(d)) est une orbite réguliére dans
G(F). De méme, un élément y de G(E1) est dit 7-régulier si N1 (8, (y)) est une orbite
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réguliere dans G(F). Ainsi, un élément 6 de G(E) est o-régulier si et seulement si
I'élément N1(§) de G(E1) est T-régulier. On note G(E),_, 'ensemble des éléments
o-réguliers de G(E).

REMARQUE 2. — Supposons E = E;. D’aprés la démonstration de [10, Appendix,
prop. A.3], Pensemble G(E),_, est ouvert et dense dans G(E). Comme dans le cas
non tordu, les éléments ¢ de G(E) tels que Porbite N(0),(4)) dans G(F') soit semisimple
réguliére, sont ceux qui n’annulent pas une certaine fonction polynémiale; ils forment
donc un ouvert dense de G(F). Mieux (loc. cit.), ’ensemble des élements § de G(E)
tels que N (0) soit un élément semisimple régulier de G(F), est dense dans G(FE).

Si E # Ei, via l'identification G(E) = G(E1)" et 'application N'' : G(E;)" —
G(E1), on obtient que 'ensemble des éléments & de G(E) tels que 'orbite N(0,())
dans G(F') soit semisimple réguliére, forment encore un ouvert dense de G(E). De
méme, G(E),_, = (N!)"1(G(E1),—,) est ouvert et dense dans G(E).

Soit (4,7v) € G(E) x G(F) une paire d’éléments associés. Si v est régulier, le groupe
G, (F) est isomorphe & F[y]*, donc est commutatif, et comme G§ est une forme
intérieure de G.,, on a un isomorphisme de F-schémas en groupes G = G,. Si de
plus N(§) = v, puisque G§(F') est contenu dans G (F), on a ’égalité G (F') = G (F").

1.2.4. — On suppose désormais que F' un corps commutatif localement compact
non archimédien. On note o ’anneau des entiers de F', et ppr l'idéal maximal de
op. Choisissons une uniformisante w de F', et notons | |r la valeur absolue sur F'

1

normalisée par |w|r = ¢~ ou ¢ est le cardinal du corps résiduel de F. Pour ¢ =

1,...,r, on définit og,, pg, et | |, de la méme maniére, et l'on pose o = [];_, 0,
pe =1l pe et ||z =1L |l

Un élément v de G(F) est dit fermé si I'orbite O(v) est fermée dans G(F') pour
la topologie pp-adique, c’est-a-dire si la F-algébre F[y] est un produit de corps. Un
élément § de G(F) est dit o-fermé si Porbite N(6,(d)) est fermée dans G(F) pour la

topologie pr-adique. En d’autres termes, pour toute paire d’éléments associés (d,)

de G(E) x G(F), 0 est o-fermé si et seulement si «y est fermé. De méme, un élément y
de G(E1) est dit 7-fermé si lorbite Ny (0, (y)) est fermée dans G(F') pour la topologie
pr-adique. D’aprés [60, 6], y € G(E1) est 7-fermé si et seulement si la 7-orbite O, (y)
est fermée dans G(E7) pour la topologie pr-adique.

Si X est un espace topologique totalement discontinu, on note C2°(X) l'espace
des fonctions & valeurs complexes sur X qui sont localement constantes et & support
compact.

Soit v € G(F). La bijection G,(F)\G(F) — 0(7),9 — g 'vg est un
homéomorphisme, si on munit G(F)\G(F) de la topologie quotient (théoréme
d’Arens [63, 2.13]; on sait en effet [60, prop. 5.1] que l'orbite ©)(v) est localement
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fermée dans G(F'), donc localement compacte). D’aprés [57, 4.8.6], le centralisateur
G (F) est unimodulaire. On peut donc choisir une mesure G(F')-invariante (& droite)
dg, sur l’espace homogéne G.(F)\G(F'). Cette mesure définit une distribution
ACE) (. 4) sur G(F):

ACE(f ) = / g™ v9)dg,

Gy (FO\G(F)

pour toute fonction f € C°(G(F)); d’aprés [57, 4.8.10 et 4.8.11], 'intégrale converge
absolument.

Soit § € G(E). La bijection G(F)\G(E) — ©,(8),g9 — g 10g° est un
homéomorphisme, si 'on munit G§(F)\G(E) de la topologie quotient (loc. cit.;
on sait en effet [60, 7] que la o-orbite ©),(d) est localement fermée dans G(E),
donc localement compacte). Puisque pour v € G(F') associé & §, G§ est une forme
intérieure de G, le o-centralisateur G§(F') est unimodulaire. On peut donc choisir
une mesure G(E)-invariante (& droite) dgy sur I'’espace homogéne G§(F)\G(E). Si ¢
est o-fermé, la mesure dgy définit une distribution AS(E)(', d) sur G(E):

ACE) (. 5) = / $(g~259%)dgg
G (F)\G(E)

pour toute fonction ¢ € CP(G(E)). En effet, on va voir que 'intégrale ci-dessus se
raméne & une T-intégrale orbitale dans G(FE;). Ecrivons § = (d1,...,6,) € G(E;)" et
posons y = N'1(§). Puisque N(0,(8)) = N1(0,(y)), & est o-fermé si et seulement si y
est 7-fermé. Si y est 7-fermé, le choix d’une mesure G(FE;)-invariante (& droite) dg;
sur 'espace homogéne G7 (F')\G(E) définit une distribution AGED (. y) sur G(B1):

AGED (g1, y) = / ¢1(g~'yg")dg;
G7(F)\G(E1)

pour toute fonction ¢; € CX(G(E1)); puisque la 7-orbite O, (y) est fermée dans G(E),
l'intégrale converge absolument. Choisissons une mesure de Haar dgg, sur G(E) et
notons dgg la mesure produit dgy sur G(E) = G(E;)". Alors dg§ est une mesure

quotient de la forme Zg;f pour une (unique) mesure de Haar dgy sur G{(F). De

d9E1
dgT

méme, dg, est une mesure quotient de la forme
Y
Haar dg;, sur Gy (F). Puisque G§(F) = G} (F), on peut choisir dg; de telle maniére

pour une (unique) mesure de

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2011



16 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

que dg§ = dgj. Pour g = (g1,...,9-) € G(E1)", posant

hl =01,
hy = gy '0203 -+ 0,97,

hi =g, 46041 6r97,

h, =g 697,
on obtient
g 1897 = (hayhThy ' hahzt, ... he_1hy, hy).

Via lidentification G(E) = G(E1)", CX(G(E)) s’identifie & C*(G(F1)) ® -+ ®
C°(G(Eq)). Pour toute fonction ¢ € CX(G(E)) de la forme ¢ = ¢1 ® -+ @ ¢,
avec ¢; € C°(G(Ey)), on pose ¢* = ¢y % -+ * ¢p. € C°(G(E)) ou le produit de
convolution sur G(FE7) est celui défini par dgg,. L’application ¢ — ¢* se prolonge
par linéarité en une application C°(G(E)) — C(G(E4)), et pour toute fonction
¢ € C(G(E), le changement de variables ci-dessus entraine I’égalité

d9E1
dg3

*0 —1

d '
9lg"0g7) T Er =

- ) yg")
dgs /G;(F)\G(El)

/G‘E(F)\G(E)

Si § est o-fermé, alors y est 7-fermé et 'intégrale de droite est absolument convergente;

par conséquent celle de gauche ’est aussi. Dans ce cas la distribution Af(E)(-, ) sur

G(E) est bien définie, et avec les choix de mesures effectués plus haut, on a I’égalité
AGE)(,8) = ASFV (67, y)

pour toute fonction ¢ € C°(G(E)).

REMARQUE. — Dans ce n° et dans les suivants, nous utilisons beaucoup Laumon
[57] comme référence, parce qu'il donne des démonstrations valables, et pour cause,
en caractéristique non nulle. D’ailleurs en adaptant [57, 4.8], on pourrait montrer
A . 212 5 ’ . P —1 —
que méme si I’élément y n’est pas T-fermé, 'intégrale fG;(F)\G(El) $1(9yg")dg,, est
absolument convergente pour toute fonction ¢ € C°(G(E7)); ce qui impliquerait,
grace au raisonnement ci-dessus, que méme si § n’est pas o-fermé, lintégrale
ng(F)\G(E) ¢(g_169")d§§ est absolument convergente pour toute fonction ¢ €
C*(G(FE)). Mais nous n’en aurons pas besoin ici.
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1.2.5. — Soit (4,7) € G(E) x G(F) une paire d’éléments associés telle que ~y soit
fermé. La F-algébre L = F[y] est un produit F; X --- x Fs d’extensions finies (non
nécessairement séparables) F; de F', et G,(F) est le groupe des points L-rationnels
d’'un L-schéma en groupes réductif connexe H,. En effet, il existe des entiers n; > 1
pour i = 1,...,s, tels que >.;_, n;[F; : F] = n et G,(F) est conjugué dans G(F)
au groupe diagonal par blocs GL(n1, Fy) X - - - X GL(ng, Fs). Notons que le F-schéma
en groupes G, est toujours connexe, mais il n’est réductif que si les extensions F;/F
sont toutes séparables, c’est-a-dire si 7 est semisimple. Choisissons un z € G(F) tel
que 2 'N(§)z = 7, et posons & = z~1§z°. Puisque N(§') = v et v° = v, on a
linclusion L C {g € M(n, E) : g6’ = §'g°}. On en déduit que G§ (F) est le groupe
des points L-rationnels d’un L-schéma en groupes Hg . Puisque G§, est une forme
intérieure de G, Hg, est une forme intérieure de H,. Le L-schéma en groupes Hj,
est donc lui aussi réductif connexe, et d’aprés [57, 3.5], toute mesure de Haar dg, sur
H,(L) = G,(F) détermine une mesure de Haar dg§, sur H{ (L) = G (F). Notons
dgg la mesure de Haar sur G§(F) déduite de dgj, via l'isomorphisme de groupes
topologiques G(F) — G4, (F), g — z~'gz. D’aprés le lemme de 2.1, dg¢ ne dépend
pas du choix de x; on 'appelle la mesure associée a dg. .

Fixons des mesures de Haar dg sur G(F') et dgg, sur G(E1), et notons dgg la mesure
produit dgy sur G(E) = G(E;)". Pour toute paire d’éléments associés (,7) de
G(E) x G(F) telle que v soit fermé, on suppose que les mesures dg7 et dg, définissant
les distributions Accf(E)(-,d) et AGF)(. ) sont de la forme dg¢ = flgTE et dg, = ddT‘:
pour des mesures de Haar dg§ sur G§(F') et dg, sur G,(F) qui sont “associées. Pour
une telle paire (d,7), on a en particulier

AGE (- z™16a7) = AZH)(,6)
pour tout x € G(E), et

AG(F)( - AG(F)(

Sy vy) %)

pour tout y € G(F).

DEFINITION. — Soit une paire de fonctions (¢, f) € CX(G(E)) x CP(G(F)).

— Soit (4,7) € G(E) x G(F) une paire d’éléments associés telle que ~y soit fermé.
On dit que ¢ et f concordent en (4,7) si Ag(E)(qﬁ,d) = ACE)(f, 7).

— On dit que ¢ et f concordent, ou sont associées, ou se transférent, si
ACF)(f ) = 0 pour tout élément régulier v de G(F) qui n’est pas une
norme de G(E), et si ¢ et f concordent en toute paire d’éléments associés (4, )
de G(E) x G(F) telle que + soit régulier.

— On dit que ¢ et f concordent fortement, ou concordent en les éléments fermés,
si elles vérifient les conditions obtenues en remplagant “régulier’par “fermé”’dans
la notion de concordance.
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18 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

Il est en général difficile de produire des fonctions ¢ et f qui concordent, sauf dans
le cas ou ¢ est & support dans G(E),—, et f est a support dans G(F),. En effet on a

la proposition suivante:

PROPOSITION. — (1) Soit une fonction ¢ € CX(G(E)) a support dans G(E)y—y.
Alors il existe une fonction f € C°(G(F)) a support dans G(F), telle que ¢ et
f concordent.

(2) Soit une fonction f € CX(G(F)) a support dans G(F), telle que pour tout
v € G(F) qui n’est pas une norme de G(E), on a ASF)(f,v) = 0. Alors il
existe une fonction ¢ € CX(G(E)) a support dans G(E),_, telle que ¢ et f
concordent.

La démonstration de cette proposition occupe les trois n° suivants.

1.2.6. — Commengons par nous ramener au cas ol E/F est une extension de corps.
En remplagant F par E; et ¢ par 7, on définit comme en 2.5 la notion de concordance
pour des fonctions ¢ € C°(G(EL)) et f € CX(G(F)).

Avec les notations de 2.4, si ¢ € C°(G(FE)) est de la forme ¢ = ¢1 ® - - - ® ¢, pour
des fonctions ¢; € C°(G(E1)), alors pour z € G(E4), on a

¢*(z) = / o1(zg; gt 95 Db2(92) - r—1(gr—1)br(gr)dga - - - dg,
G(E)—1

ou dg; est la mesure de Haar dgg, sur G(E;). On en déduit que si ¢ € C°(G(E)) est
a support dans G(E),—_, alors ¢* est a support dans G(E1),_,; auquel cas, s’il existe
une fonction f € CX(G(F)) a support dans G(F), telle que ¢* et f concordent, alors
¢ et f concordent (d’aprés 2.4). Soit maintenant une fonction f comme dans le point
(2) de la proposition de 2.5, et supposons qu’il existe une fonction ¢ € C°(G(Er))
a support dans G(F1),_, telle que 9 et f concordent. Puisque ¢ est localement
constante et & support compact, il existe un sous-groupe ouvert compact J; de G(E)
telle que la fonction v soit invariante par J; opérant par translation & droite. Notons
11 la fonction caractéristique de J; divisée par vol(Ji,dgg, ). Alors la fonction ¢ =
PRY Q- @Y sur G(E) = G(E,)" vérifie ¢* = 1, et elle est & support dans
G(E)s—. A nouveau d’aprés 2.4, ¢ et f concordent. Pour démontrer la proposition
de 2.5, on peut donc supposer E = Ej, ce que nous ferons en 2.8.

1.2.7. — Soient Py, Uy et Ay les sous-schémas en groupes fermés de G qui a
tout anneau commutatif A associent les sous-groupes de G(A) formés des matrices
respectivement triangulaires supérieures, triangulaires supérieures unipotentes, et
diagonales; on a la décomposition en produit semi-direct Py(A) = Ag(A4) x Up(A).
On note g l'algébre de Lie M(n, E) = M(n, E1) X - -- X M(n, E,) de G(E), et pg et ug
celles de Py(E) et de Up(E), c’est-a-dire les sous-E-algébres de g formées des matrices
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respectivement triangulaires supérieures et triangulaires supérieures nilpotentes. Le
lemme suivant est une variante tordue du theorem 1 de [30].

LEMME 1. — Soit § € G(E)s—r. L’application ¢§ : G(E) x Py(E) — G(E),
(9,p) — g 18¢%p est partout submersive.

Démonstration. — Puisque ¢§(g,p) = ¢g-154-(1,1)p, il suffit de montrer que ¢3 est
1

L,
submersive en (1,1). La différentielle de ¢ en (1,1) s’écrit
gxpo— g, (z,y) —~ 27 =5 'zl +y.

Si V est un sous-F-espace vectoriel de g, on note VV ’espace dual {z € g : trg/p o
trg/ p(xV) = 0} ou try/ g désigne l'application trace usuelle de g & E, et trg/p
I’application trace de F & F. Par dualité, la différentielle en question est surjective si
et seulement si
{27 =07 26 : 2 € g} npy = {0}.

Or lespace {27 — 7126 : = € g}V coincide avec le o-centralisateur g7 = {z € g :
52 —x8 = 0} de 6 dans g, et py = ug. Soit v = N(J). Quitte & remplacer § par g~*5g°
pour un g € G(F), on peut supposer que y appartient & G(F'). Alors g est contenu
dans (en fait coincide avec) le centralisateur M(n, F'), = {& € M(n, F) : yo —2y = 0}
de v dans M(n, F'). Mais puisque ¢ est o-régulier, v est régulier, et M(n, F'), est un
produit de corps; en particulier, M(n, F'), ne contient aucun élément nilpotent non
nul. Donc g§ Nuy = {0} et le lemme est démontré. O

Si T est un sous-groupe ouvert compact d’un groupe topologique localement profini
g, on note # (Y, T") l'algébre de Hecke formée des fonctions a valeurs complexes sur ¢
qui sont bi-invariantes par I' et & support compact, munie du produit de convolution
défini par la mesure de Haar dgr sur & qui donne le volume 1 & I'. On note #(#,T")’
le dual algébrique Home (#(4,T), C).

Grace au lemme 1, on montre comme dans [30] que pour tout sous-groupe ouvert
compact I de G(E), application

G(B)o—r — H(G(E),T), § = AJP)(-,0)

H(G(E),T)
est localement constante (il s’agit d’une variante tordue du theorem 3 de [30]).

Bien str, cela sous-entend que les mesures dgy = ‘297{;3 définissant les distributions
[

AS(E)(-,J) pour 0 € G(E),_,, ont été choisies de maniére compatible: il suffit
d’imposer que pour tout § € G(E),_,, la mesure dgf donne le volume 1 au sous-
groupe compact maximal de G§(F). En particulier, on obtient que pour toute
fonction ¢ € C°(G(E)), lapplication

G(E)g—r — C, § > AZP) (¢, 5)
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20 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

est localement constante. Pour les fonctions & support dans G(E),_,, on a la

réciproque suivante:

LEMME 2. — Soit une fonction localement constante ® sur G(E),_, vérifiant:
(i) pour tout § € G(E),_, et tout g € G(E), on a ®(g716g%) = ®(6),
(i) 1l existe une partie compacte X de G(E)q—, telle que le support de @ est contenu
dans la réunion des o-orbites O, (z) pour z € X.

Alors il eziste une fonction ¢ € CP(G(FE)) a support dans G(E),—_, telle que & =
AT (9,).

Démonstration. — Puisque G(E),—, est ouvert dans G(E), quitte & remplacer X par
XT pour un sous-groupe ouvert compact I' de G(E) suffisamment petit, on peut
supposer que X est une partie ouverte compacte de G(E),_,. Pour § € G(E),—,,
notons ws ’ensemble des 0’ € G(E),—, tels que ®(§') = ®(J); c’est une partie
invariante par o-conjugaison — i.e. pour tout &’ € ws et tout ¢ € G(E), on a
g 16'g° € ws —, ouverte et fermée dans G(FE). Puisque X est compact, il existe
des éléments 1, ...,0s € X tels que ws, Nws;, = & pour i # j, et X est contenu dans
]_[f:1 ws,. On peut supposer que pour ¢ = 1,...,s, Pensemble X, = X Nws, est non
vide.

Soit un indice ¢ € {1,...,s}. Notons ¢; € CX(G(FE)) la fonction caractéristique
de X;, et ®; la fonction Ag(E)(gzﬁi, -) sur G(E)y,—,. Par construction, le support de
®;, c’est-a-dire I'ensemble des g € G(E),—, tels que ®;(g) # 0, coincide avec la
réunion des o-orbites O, (x) pour x € X;. Comme plus haut, pour § € G(E),_.,
on note w; s 'ensemble des ¢’ € G(E),_, tels que ®;(6') = ®;(d); c’est une partie
invariante par o-conjugaison, ouverte et fermée dans G(FE). Il existe des éléments
di1,...,0i 5, de X; tels que X; est contenu dans I'union disjointe ]_[j;l wi,s; ;, €t pour
Jj=1,...,s; I'ensemble X;; = X; Nw;s,  est non vide. Notons ¢; ; € CF(G(E))
la fonction caractéristique de X ;, et ®; ; la fonction AS(E (¢i,j,) sur G(E)y—y. Par
o, ;.

construction, on a ®; = Zj’zl

Alors la fonction . N
¢ = Z (5;) Z ®;(8i,5) " i
i=1 j=1
convient: on a & = AS(E)(QS, ). O

REMARQUE. — Pour que deux fonctions ¢ € CX(G(E)) et f € CX(G(F))
concordent, il suffit qu’elles concordent en les éléments semisimples réguliers,
c’est-a-dire en les paires d’éléments associés (d,v) de G(E) x G(F) telles que ~y soit
semisimple régulier. En effet, d’aprés la remarque 2 de 2.3, I’ensemble des éléments
§ de G(E) tels que l'orbite N(8,(6)) dans G(F) soit semisimple réguliére, est
ouvert et dense dans G(FE), donc a fortiori dans G(E),_,. On a vu que l'application
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d— Ag(E)(@ d) est localement constante sur G(E),_,, pourvu que les mesures dg§
pour § € G(E),_, aient été choisies de maniére compatible. De méme, I’application
v = AGE)(f,~) est localement constante sur G(F),, pourvu que les mesures dg~
pour v € G(F), aient été choisies de maniére compatible. Puisque pour toute paire
d’éléments associés (d,7) de G(E) x G(F) tel que v soit régulier, les groupes G§(F')
et G,(F) sont conjugués dans G(E) — cf. 2.1 —, les mesures dgj et dg, donnant
le volume 1 au sous-groupe compact maximal de G§(F) et & celui de G, (F), sont
associées. D’ou le résultat, en utilisant la “continuité de la norme”: soit (d,7) une
paire d’éléments associés de G(E) x G(F) telle que « soit régulier. Choisissons une
suite (6,,) dans G(FE) tendant vers §, telle que pour chaque n, Porbite N(6,(d,)) dans
G(F) soit semisimple réguliére. Le polynome caractéristique de N(d,,) tend vers celui
de N(4) = ~, par suite nous pouvons choisir une suite (y,,) dans G(F') tendant vers
v, telle que pour chaque n, les éléments ¢,, et -, soient associés. Si les fonctions ¢ et
f concordent en (d,,v,) pour tout n, elles concordent aussi en (J,7) par continuité
des intégrales orbitales sur G(F') et des o-intégrales orbitales sur G(E).

1.2.8. — Démontrons la proposition de 2.5. D’aprés 2.6, on peut supposer £ = Ej.
On peut aussi supposer que les mesures dg§ pour 6 € G(E),_;, ont été choisies de
maniére compatible comme en 2.7 — en effet, les conclusions de la proposition 2.5
sont indépendantes de ces choix.

Commencons par le point (1). Soit donc une fonction ¢ € CX(G(FE)) a support dans
G(E)o—r, et soit ¥ = ¥, la fonction sur G(F), définie comme suit: pour v € G(F),
qui n’est pas une norme de G(E), on pose ¥(v) = 0; et pour v € G(F),NN(G(E)), on
choisit un § € G(E),_; tel que d et +y soient associés, et 'on pose ¥(y) = Ag(E)(gb, d).
Par construction, pour v € G(F), et g € G(F), on a ¥(g~'vg) = ¥(y). Pour § €
G(E)s—r, le polynéme minimal N (J), disons Py sy € E[t], est & coefficients dans F; il
se décompose en un produit [];_, P; pour des polynoémes P; € F[t] irréductibles sur F
et deux a deux distincts, et N, (0,(d)) n’est autre que orbite dans G(F') formée des
éléments ayant Py, (5 comme polynome caractéristique. On en déduit que la fonction
U est localement constante, et qu’il existe une partie compacte X de G(F), telle que
le support de ¥ est contenu dans la réunion des orbites )(z) pour z € X. Pour toute
paire d’éléments associés (9,7) de G(F) x G(F) telle que + soit régulier, puisque les
mesures dg, s et dg,  sont associées, d’aprés la remarque de 2.7, dg,, est la mesure de
Haar sur G, (F') qui donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal de G (F').
On applique alors la version non tordue (i.e. pour E = F') du lemme 2 de 2.7: il existe
une fonction f € C°(G(F)) a support dans G(F), telle que ¥ = AGF)(f,.) i.e. telle
que ¢ et f concordent. Cela démontre le point (1).

Le point (2) s’obtient de la méme maniére. O
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REMARQUE. — D’apreés la démonstration ci-dessus (cf. aussi la remarque 2 de 2.4), la
proposition de 2.5 reste vraie si l’on remplace, dans tout 1’énoncé, G(F'), par G(F)’
et G(E),—r par le sous-ensemble de G(E),_, formé des éléments § € G(E) tels que
lorbite N(8,(d)) dans G(F) soit semisimple réguliére.

1.2.9. — Revenons au cas général: F est une extension cyclique quelconque de F.
Pour utiliser la formule des traces globales, il nous faut considérer la variante de la
proposition de 2.5 ou les fonctions ¢ et f sont localement constantes et & support
compact modulo le centre, et se transforment selon un caractére sous ’action d’un
sous-groupe du centre. Soit donc w un caractére — c’est-a-dire un homorphisme
continu dans C*; on ne demande pas qu’il soit unitaire — du groupe des normes
Ng,r(E>), et soit x le caractére wo Ny, p de E*. Soit aussi x; le caractére wo Ng, /p
de E}. Alors pour § = (d1,...,6,) € E], on a x(6) = [['_; x1(;). Identifions F* au
centre Z(F') de G(F), et E* au centre Z(E) de G(F). Notons C(G(F'),w) Pespace
des fonctions f sur G(F') qui sont localement constantes et & support compact modulo
F* — ie. modulo Ng,p(E>), puisque Ng,p(E*) est d’indice I dans F* —, et
vérifient f(zv) = w(z)~' f(7) pour tout z € Ng,r(E*) et tout v € G(F). On définit
Pespace CX(G(E), x) de la méme maniére.

Pour tout élément v de G(F), la mesure dg., définissant la distribution AGU) (. ~)
sur G(F'), définit de la méme maniére une forme linéaire sur C°(G(F'),w), encore
notée AU (., 7). Et pour tout élément o-fermé § de G(E), la mesure dg§ définissant
la. distribution AS® (-,6) sur G(E), définit de la méme maniére une forme linéaire
sur C°(G(E), x), encore notée AG(E)( 0). Si E = Eq, il n’y a rien a vérifier.
Sinon, via lidentification G(E) = G(E1)", Vespace C*(G(E),x) s'identifie a
CE(G(E1),x1) @ - @ CX(G(E1),x1)- Le choix d’une mesure de Haar dgg, sur
le groupe Z(E1)\G(E;) définit comme en 2.4 une application linéaire ¢ +— ¢*
de C(G(E),x) dans C*(G(E1),x1): pour ¢ de la forme ¢1 ® --- ® ¢, avec
q% € C*(G(E1),x1), on a ¢* = ¢ * -+- % ¢, ou le produit de convolution sur

C(G(Ey),

mesure G(E)-invariante (4 droite) dg; sur l'espace homogene G} (F)\G(E:) telle
que pour toute fonction ¢ € CX(G(E), x), on a I'égalité AUG(E)(qb, 0) = Af(El)(gé*, Y).

X1) est celui défini par dgg,. Alors posant y = N1(§), il existe une unique

Les notions de concordance de la définition 2.5 restent valables pour une paire de
fonctions (¢, f) dans C°(G(E), x) x C°(G(F'),w). Dans le n® suivant, on montre que
pour produire des fonctions ¢ € C*(G(E), x) et f € CX(G(F),w) qui concordent, il
suffit de produire des fonctions ¢ € C®(G(E)) et f € C>°(G(F)) qui concordent.

I.2.10. — Choisissons une mesure de Haar dz sur Ng,p(E*). Elle définit une
application linéaire f — f, de C°(G(F)) dans C*(G(F),w): pour f € CXP(G(F))
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et v € G(F), on pose
fo(y) Z/ w(z)f(z7)dz.
Ng/rp(EX)

De méme, le choix d’une mesure de Haar dzg sur E* définit une application linéaire
¢ — ¢y de CF(G(E)) dans CP(G(E), x): pour ¢ € CX(G(E)) et § € G(E), on pose

0 = [ )00z

Ces deux applications linéaires sont surjectives (cf. la démonstration du lemme 2 de
[41, 3.3]).
Posons Ug = 0o \ pg et
VOI(NE/F(UE), dZ)
- vol(Ug, dzg)
LEMME. — Soit (¢, f) une paire de fonctions dans CX°(G(E)) x CP(G(F)), et soit
(6,7) une paire d’éléments associés de G(E) x G(F) telle que v soit fermé. Si ¢ et f

concordent en (8,7), alors co, et f,, concordent en (4,7).

Démonstration. — L’intégrale

/ / w(2)f(g~" 2v9)dg,dz
(G (F\G(F))X N (EX)

est absolument convergente, d’ou I’'égalité
AG(F))(fw,'y) = / w(z)AG(F)(f, z7y)dz.
Ng/r(EX)
De méme, on a 1’égalité
ASB 6y = [ x(2AS)(6,20)dzp.
EX

Notons E*! I’ensemble des z € EX tels que Ng/r(2) = 1; c’est un sous-groupe
compact de EX. Soit dz), la mesure de Haar sur E*>! qui donne le volume 1 & E*'!
ng sur le groupe EX'1\ EX. Puisque E*! est

E
contenu dans Ug, dZ}E coincide avec la mesure déduite de ¢~ 1dz via I’isomorphisme de

et soit dzy, la mesure de Haar quotient

groupes topologiques B\ EX — Ng,r(E*) donné par I'application Ng,r. Comme
X =wo Ng/p, on a

NSO fo) = [ MEACENS, Ve e))dze.
Pour §' € G(E), v' € G(F') et z € E*, puisque
N(0,(26")) = Ng/r(2)N(O5(5")),

¢' et v/ sont associés si et seulement si 20’ et Ng/p(2)y’ sont associés. D’oti le lemme.
O
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Si ¢ € CX(G(E)) est a support dans G(E),—_., alors ¢,, est encore & support dans
G(E)y—r; de méme si f € C(G(F)) est a support dans G(F'),, alors f,, est encore a
support dans G(F),. Par conséquent d’aprés le lemme, la variante de la proposition
de 2.5 obtenue en remplagant les espaces C°(G(E)) et CX(G(F)) par les espaces
C*(G(E),x) et C*(G(F),w), reste vraie.

REMARQUE. — Comme en 2.7, on obtient que pour toute fonction ¢ € C°(G(E), x),
Papplication G(E)s—, — C, § — Ag(E)(gb,d) est localement constante (pourvu que
les mesures dgy définissant les formes linéaires ASE (+,0) pour § € G(E),_;, alent été
choisies de maniére compatible). De méme, pour toute fonction f € C&®(G(F),w),
lapplication G(F), — C,~y +— ASF)(f 4) est localement constante. On pourrait
d’ailleurs utiliser ces propriétés pour montrer la variante de la proposition de 2.5
directement comme en 2.8.

1.3. Le lemme fondamental pour les unités de # 5 et de H

1.3.1. — Daus cette section 3, on suppose que l’algébre cyclique E/F est non ramifiée,
c’est-a-dire que extension de corps E;/F est non ramifiée.

Rappelons que pour tout anneau commutatif A, Ag(A) est le sous-groupe de G(A)
formé des matrices diagonales; pour v = (vq,...,v,) € Z™ et © € A*, on note =¥
Pélément diag(z*,...,z") de Ag(A).

Notons K, Kg, et Kg les sous-groupes compacts maximaux GL,,(0r), GL,(0g,)
et GL,(0g) = [[;_, GL,(0g,)) de G(F), G(E:) et G(E); via 'identification G(E) =
G(E1)", Kg coincide avec le groupe Kj, = (Kg,)". On suppose que les mesures de
Haar dg sur G(F') et dgg, sur G(E;) fixées en 2.5, sont celles qui donnent le volume
14 K et a Kg,; alors la mesure de Haar dgg = dgy, sur G(E) = G(E1)" est celle qui
donne le volume 1 & Kg. Notons J# r 1’algébre de Hecke ¢ (G(F), K), et # g 'algébre
de Hecke #(G(E), Kg).

On note &,, le groupe des permutations de 'ensemble {1,...,n}, et

Sp:Hp— CIXE, ... XF S

I'isomorphisme de Satake, défini comme suit. Rappelons que w est une uniformisante
de F. Pour v = (vq,...,v,) € Z", on note fo, € H(Ao(F),Ao(or)) la fonction
caractéristique de la double classe Ag(op)w” Ag(op) = w”A¢(or), et So r(fo) €
(C[Xlil, ..., XF1 le polynéme X}* --. X¥». Par prolongement linéaire, cela définit un
isomorphisme de C-espaces vectoriels

So,r : H(Ao(F), Ao(oF)) — CIXi, ..., XF],

qui ne dépend pas du choix de w. Pour v, v/ € Z", on a fo, * for = foutvs
par conséquent So  est un isomorphisme d’algébres. Soit du la mesure de Haar sur
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Uo(F) qui donne le volume 1 & Up(or) = Ug(F)N K. Pour f € # g, on note fFoF) ¢
H(Ao(F), Ao(or)) la fonction définie par

P () = dpy(ry(a)

N

/ f(auw)du
Uo(F)

otl 0p,(ry désigne le caractére module de Py(F'), donné par du(p'pp'=1) = 6p, (p)du(p)
pour n’importe quelle mesure de Haar (& droite ou a gauche) p sur Py(F'), et 'on pose
Se(f) = So.r(f7F).
Pour f € ', Sp(f) appartient & (C[Xfﬂ, ..o, XF1®n et I'application
Hrp — CIX{E ., XENS ) f s Sp(f)
ainsi définie est un isomorphisme d’algébres, cf. [57, 4.1].

Jusqu’a la fin de ce n° 3.1, on suppose que E/F est une extension de corps. Alors
on définit de la la méme maniére un homomorphisme d’algébres

He — CIX{, ., X1, ¢ Sk(9).
Soit b : H g — H r 'homomorphisme d’algébres défini par
Sr(b(9) (X1, ., Xn) = Su(d)(Xi,. .., Xp).

Soient ¢, € H g et f. € H r les fonctions caractéristiques de K et de K. Puisque ¢,
est ’élément unité de g et que f. est celui de H F, on a b(¢p.) = fe.

La proposition suivante est due & Kottwitz [47, lemma 8.8]. Elle constitue ’étape-
clé dans la démonstration du lemme fondamental pour le changement de base de G(F')

a G(E).
ProprosITION (Kottwitz, E = E;). — Les fonctions ¢. et f. concordent fortement.

Démonstration. — On renvoie a [57, 4.7.1 et 4.7.2]. O

1.3.2. — Revenons au cas général, i.e. on ne suppose plus E = E;. Notons g,
lagébre de Hecke #(G(E1), Kg,). Via l'identification G(E) = G(E1)", # g s’identifie
a lalgébre Hg, ® --- ® H g,. Puisque l'algébre de Hecke # g, est commutative,
lapplication linéaire ¢ — ¢* de C°(G(FE)) dans C°(G(E;)) définie comme en 2.4
par la mesure dgg,, induit par restriction un homomorphisme d’algébres
V' iHg — Hp,.
Comme en 3.1, on définit un homomorphisme d’algébres by : # g, — H F. Soit alors
b: H g — H r homomorphisme d’algébres donné par
b=byob™

On vérifie que b ne dépend pas de la décomposition E = H:Zl E; choisie: cela résulte
de la commutativé des H g,, et du fait que 7 (= ¢") opére trivialement sur Hg,.
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Comme en 3.1, notons ¢, € # g la fonction caractéristique de Kg, et f. € Hr celle
de K; ce sont les unités de # g et de H p, et Uon a b(¢e) = fe.

Puisque K = Kp et dgp = dgf,, ¢; est la fonction caractéristique de Kg,. Si
§ € G(E) est o-fermé, alors y = N1(§) € G(E;) est T-fermé, et d’aprés 2.4 on a

ASE) (g, 8) = ASED (47, y)

pour toute fonction ¢ € C°(G(E)). On en déduit que la proposition de 3.1 reste vraie
sans ’hypothése E = Ej, i.e. pour une algébre cyclique non ramifiée E/F quelconque.

1.3.3. — Pour utiliser la formule des traces globales, on a aussi besoin de la variante
de la proposition 3.1 ou les fonctions ¢, et f. se transforment selon un caractére
non ramifié sous l'action d’un sous-groupe du centre. Soit donc w un caractére de
Ng,p(E*) trivial sur Ng,p(Ug) = UF, et soit x le caractére wo Ng,p de E*. Soient
dz et dzp les mesures de Haar sur Ng,p(E™) et sur EX qui donnent le volume 1 au
sous-groupe compact maximal Ur de F'* et Ug de E*. Puisque Ng,p(Ug) = Ur, la
constante ¢ de 2.10 vaut 1.

Soit ¢, la fonction sur G(E) a support dans E* Kg, telle que ¢, (zk) = x(z) "
pour tout k € Kg et tout z € E*. De méme, soit f, . la fonction sur G(F') a support
dans Ng,p(E*X)K telle que f(zk) = w(z)~! pour tout k € K et tout z € Ng/p(EX).
Alors ¢y e = (de)x €t fwe = (fe)w, Par conséquent d’aprés 3.2 et le lemme de 2.10,
®y,c €t fu,c concordent fortement.

I.4. Transfert des fonctions élémentaires de Labesse

I1.4.1. — Dans cette section 4 et dans le suivant 5, on suppose que E/F est une
extension de corps non ramifice. On note R? le sous-ensemble de R™ formé des
n-uplets (vi,...,vy) tels que vy > --- > vy, et Pon pose Z} = Z" N R7}. Pour
v € R}, on définit comme suit une partition o, = (a1,...,a5) de n: les a; sont des
entiers > 0 tels que 7, a; = n et

V1:V2:"':Va1 >Va1+1:"‘:Va1+a2>"'>Vas_1+1:"':Vas_1+as'

Notons M, = M, le sous-schéma en groupes fermé GL,, x --- X GL,, de G (vu
comme matrices diagonales par blocs de taille aq,. .., as). Notons aussi P, et U, les
sous-schémas en groupes fermés de G qui a tout anneau commutatif A associent les
sous-groupes de G(A) formés des matrices respectivement triangulaires supérieures
par a,-blocs et triangulaires supérieures unipotentes par «,-blocs. On a donc la
décomposition en produit semi-direct P,(A) = M, (A) x U,(A).

Soit v € Z". Par construction, t = w" est dans le centre de M, (F), t*U, (op)t™" C
U, (oF) pour tout entier k > 0, et M, (F') coincide avec I’ensemble des g € G(F) tels
que {tFgt=* : k € Z} soit une partie bornée de G(F) pour la topologie pp-adique.
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Pour k € Z>¢, on note kv I'élément (kvy,...,kv,) de Z7; on a clairement whv = ¢k

et ap, = a,.

LEMME 1. — Soit v € Z%. L’application G(E) x M,(og) — G(E), (g,m) —

g lw¥mg® est partout submersive.

Démonstration. — Rappelons que 'on a posé g = M(n, E). Posons t = w"”, et notons
m, Dalgébre de Lie M(a1, E) X -+ x M(as, E) de M, (E), ou les a; sont donnés par
a, = (a1,...,as). Il suffit de montrer que pour m € M,(og), la différentielle en
(1,m) est surjective; c’est-a-dire que l’application g x m, — g, (X,Y) — tmX° —
Xtm + tY est surjective. Le o-centralisateur g7, = {X € g : tmX° — Xtm = 0}
est contenu dans m,: si X € g7, alors t71Xt = mX°m~!, d’oi 'on déduit que
t~* Xtk = N(m)* X N(m)~* pour tout entier k. Puisque N(m) appartient au sous-
groupe compact maximal M, (o) de M, (F), I'ensemble {t ¥ Xt!* : k € Z} est borné
dans g pour la topologie pr-adique; donc X € m,. Notons u, et u, les algébres de
Lie de U,(E) et du radical unipotent du sous-groupe parabolique de G(E) opposé a
P,(E) par rapport & M, (E). Comme g7, C m,, la o-conjugaison X — tmX? — Xtm
dans g induit par restriction des isomorphismes de variétés pp-adiques u, — u, et
u, — u,. D’ou le lemme, puisque g = u, ®m, du,. O

D’aprés le lemme ci-dessus, pour v € Z%}, ’ensemble compact
X9(E)={k'w"mk’ : k€ Kg, m € M,(og)}
est ouvert dans G(FE).
LEMME 2. — Soient v € Z7, g € G(E), et m € M,(og) tels que g~ 'w”mg° €
w'M,(og). Alors g € M, (E). En particulier, GZ.,,,(F) est contenu dans M, (E).

Démonstration. — Posons t = w" et écrivons g~ 'tmg® = tm’ avec m’ € M, (og). On
at~lgt = mg°m/~!. On en déduit que t~'gt! = N(m)gN(m')~!, puis que t ¥ gtk =
N(m)*gN(m')~* pour tout entier k. Puisque N(m) et N(m’') appartiennent a K,
I'ensemble {t~'*gt!* . k € 7} est borné dans G(FE). Par suite g € M, (E). D’ou le

lemme. O

I.4.2. — Pour v € Z7, on définit en suivant Labesse les fonctions élémentaires ¢ €
CX(G(E)) et f, € C(G(F)): ¢9 est la fonction caractéristique de XZ(E), et f, est
la fonction caractéristique de

X, (F)={k"'w"mk: k€ K, m € M,(op)};

d’aprés la version non tordue (i.e. pour E = F) du lemme 1 de 4.1, X, (F) est une
partie ouverte compacte de G(F). Notons dm, g et dm, les mesures de Haar sur
M, (FE) et sur M, (F) qui donnent le volume 1 & M, (o) et & M, (oF).
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PROPOSITION ([50, prop. 3]). — Pour v € Z7, les fonctions ¢ et f, concordent
fortement.

Démonstration. — Posons M = M,, U =U,, dn = dm,, dng = dm, g, et t = w”.
Soit § € G(E) un élément o-fermé. Si Ag(E)( 7,0) # 0, alors ¢ est o-conjugué dans
G(E) a tz pour un z € M(og). Puisque ¢ est o-fermé et ¢ est central dans M(E),
la o-orbite {m~'zm° : m € M(E)} de x dans M(E), est fermée dans M (FE). Pour
¢ € C(G(E)), on a la formule d’intégration [15, 4.1]

/ #(g9)dge = / / / d(muk) dmpdupdkp
G(E) M(E)XU(E)xKEg

ou dug est la mesure de Haar sur U(F) qui donne le volume 1 au groupe U(og),

et dkg est la restriction de dgg & Kg. D’aprés le lemme 2 de 4.1, pour (m,u, k) €

M(E) x U(E) x Kg tel que k™ 'u"'m~tam°u’k’ € XJ(E), on a mu € M(E)Kg

et donc u € U(og) = Kg NU(E); d’ot I'on déduit que
ASE 6z = [ 87 (m tam®)

G (F)\M (E) dggy
Mais G¢,(F) = MZ(F), et d’aprés loc. cit., pour m € M(E) tel que m~tam® €
X9(E), on a m~ltzm? € tM(og), i.e. m~txm’ € M(og). Par conséquent

AGE) (4 ) = / drte(m™1zm?)

Mg (F)\M(E) dgy,

de

de

ol ¢pre € CX(M(E)) désigne la fonction caractéristique de M (og).

Soit maintenant y € G(F) un élément fermé. Si ASF)(fy,,v) # 0, alors y est
conjugué dans G(F) & t'y pour un y € M(or). Comme ci-dessus, on a Gy, (F) =
M, (F) et
dm

ACE)(fiy,7) = / fie(m”Tym)

M, (F)\M(F) dgyy
ou fayre € CX(M(F)) désigne la fonction caractéristique de M (op). Notons que
puisque t! = N(t), v est une norme de G(E) si et seulement si y € N(M(FE)). On
conclut grace a la proposition de 3.1, en remarquant que si v € N(8,(6)), alors y est
conjugué dans M(E) a N(z), et les mesures dg, sur M7 (F) et dgu, sur M,(F) sont
associées au sens de 2.5. O

I1.5. Séparation des représentations sphériques

I1.5.1. — Dans cette section 5, toutes les représentations considérées sont supposées
complexes, c’est-d-dire & valeurs dans le groupe des automorphismes d’un espace
vectoriel sur C, et lisses. Une représentation 7 de G(E) est dite o-stable si elle
isomorphe a la représentation 7% de G(E) donnée par 77 (g) = 7(g?). Si m est une
représentation admissible o-stable de G(E), le choix d’un isomorphisme A entre 7
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et 77, c’est-a-dire d’'un C-automorphisme A de l'espace V, de 7 tel que Ao w(g) =
77(g) o A pour tout g € G(E), définit une distribution 04 sur G(E):

(¢,02) = trace(n(¢dgp) o A)

pour toute fonction ¢ € CL(G(E)), ou w(¢pdgr) désigne l'opérateur fg(E)
#(g)w(g9)dgg sur V.. D’aprés [60, théo. 7.1], si m est une représentation irréductible
o-stable de G(E) — auquel cas l'isomophisme A entre 7 et 7% est unique &
multiplication par un scalaire prés —, la distribution ©# est localement constante
sur G(F),_; et localement intégrable sur G(E), c’est-a-dire qu’il existe une fonction

localement constante sur G(E),_,, encore notée ©%, telle que pour toute fonction
¢ € CX(G(E)), on ait

woh = [ elgsaise
G(E)

(intégrale étant absolument convergente). On montre ci-dessous que ces résultats

restent vrais pour toute représentation admissible o-stable 7 de G(E) qui est de

longueur finie, pourvu que l'opérateur A soit raisonnablement normalisé.

On appelle o-représentation (de G(E)) la donnée d’un couple (7, A) ol 7 est
une représentation o-stable de G(E) et A est un isomorphisme entre 7 et 77 tel
que A" = Xidy, pour un A € C*; ici Vi est I'espace de 7, et A' = Ao---0 A (I
fois). Un morphisme entre deux o-représentations (m, A) et (7', A’) est par définition
un morphisme u entre m et 7’ commutant aux actions de A et A’, c’est-a-dire un
opérateur v € Homc(V;, Vi) tel que u o w(g) = 7'(g) o u pour tout g € G(E),
et uo A = A’ ou. Munies de ces morphismes, les o-représentations forment une
catégorie (en général non abélienne). On a des notions évidentes de suite exacte
courte de o-représentations, et de o-représentation irréductible. Précisément, une
o-représentation (m, A) est irréductible si elle est non nulle (i.e. si 7 est non nulle) et
si 'unique sous-espace non nul de V. qui soit & la fois G(F)-stable et A-stable, est
V; lui-méme. Une o-représentation (m, A) est dite admissible si 7 est admissible, et
fortement irréductible si w est irréductible. D’aprés [67, lemma 2.1], on a le

LEMME. — Soit (m, A) une o-représentation irréductible de G(E). Il existe un (unique)
entier s > 1 divisant | et une o°-représentation fortement irréductible (my, Ag) de
G(E), tels que, notant W [’espace de mo et B le C-automorphisme de W* défini par
B(vy,...,vs) = (Ag(vs),v1,...,vs_1), on ait (m, A) ~ (&5_,xg" ,B).

En particulier, toute o-représentation irréductible de G(E) est admissible, et si

(m, A) est une o-représentation de G(E), alors (m, A) est de longueur finie (dans la
catégorie des o-représentations) si et seulement si m est de longueur finie.
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PROPOSITION (variante de [60, théo. 7.1]). — Soit (w,A) wune o-représentation
admissible de G(E) de longueur finie. Il existe une fonction localement constante sur

G(E)y_; et localement intégrable sur G(E), encore notée ©2, telle que pour toute

fonction ¢ € C(G(E)), on ait
woh = [ egelo)is.
G(E)o—r

Démonstration. — La distribution ¢ +— ©4(¢) sur G(E) est additive sur les suites
exactes de o-représentations. On peut donc supposer que la o-représentation (m, A)
est irréductible. Si I’entier s associé a (7, A) comme dans le lemme est différent de 1,
la distribution ©4 est nulle. On est donc ramené au cas ot la représentation 7 est
irréductible. D’ot la proposition [60, théo. 7.1]. O

REMARQUE 1. — Plus généralement, la proposition est vraie pour toute distribution
o-invariante sur G(E) vérifiant [60, prop. 3.3]. En effet, & lexception de loc.
cit., utilisé dans la démonstration de [60, prop. 4.2|, tous les arguments invoqués
dans la démonstration de [60, théo. 7.1] sont valables pour n’importe quelle
distribution c-invariante sur G(E) — et pas seulement pour le caractére o-tordu
d’une représentation o-stable irréductible de G(E).

REMARQUE 2. — La fonction @;f sur G(E),_, ne dépend que de la classe d’isomorphisme
de (m,A) (et pas du choix de dgg), et pour x € G(E),_, et ¢ € G(E), on a
07 (9 'zg”) = O4 ().

I.5.2. — Soient v € Z7 et oy, = (a1, ..., ;). On pose

M,(E)s—r = GL(a1, E)o—r X - - x GL(as, E)g—r,
et si (7, B) est une o-représentation admissible de M, (E) de longueur finie, on définit
comme en 5.1 la fonction ©F sur M, (E),_,. Notons que M,(E) N G(E),_, est
contenu dans M, (E),_,. Si m est une représentation de G(FE) d’espace V', on note
m, la représentation (non normalisée) de M, (E) dans le module de Jacquet V, =
V/{r(u)(v) —v:v € V,u € U,(E)). On a une identification canonique 72 = (77),.
Si de plus 7 est o-stable, alors 7, 1’est aussi, et tout isomorphisme A entre 7 et 7%
induit par passage au quotient un isomorphisme A, entre m, et 7J.

Le lemme suivant est la version o-tordue d’un résultat bien connu de Casselman.

LEMME ([1, ch. 1, prop. 2.3]). — Soit (7, A) une o-représentation fortement irréductible
de G(E). Pour v € Z} etm € M, (0g) NG(E)s—:, on a

04 (w¥m) = @7‘?: (w"m).

Démonstration. — 1l s’agit d’une simple adaptation de [16]; cf. [67, 7.4]. O
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1.5.3. — Pour v € Z7, on pose p(v) = 3 ;i< (Vi — 15).

PROPOSITION. — Soit (w, A) une o-représentation fortement irréductible de G(E).
Pourv eZl, on a
w204 = [ 02 (cm)dmy .
M, (og)NM,(E)s—:

1xma

Démonstration. — Soit v € Z7. Notons X l'ouvert de M, (E) formé des m~
pour z € M,(og) et m € M,(E). D’aprés le lemme 2 de 4.1, si deux éléments
de w”X sont o-conjugués dans G(E), alors ils le sont dans M, (E). L’application
G(E) x w"X — G(E), (g,m) — g~ 'mg® induit donc par passage au quotient une
application injective ¢, : M, (E)\(G(E)xM,(E)) — G(E), pour I'opération de M, (E)
sur G(E)x M, (E) donnée par m’(g, m) = (m’g, m'm(m’?)~1). Notons p, la projection
canonique de G(E) x w’X sur M, (E)\(G(F) x w"X). Pour (g,m) € G(E) x w"X%,
notons .J(g, m) le Jacobien de ¢, en p, (g, m); puisque ¢, 0p, (g,m) = g~ '1,0p,(1,m)g°,
on a J(g,m) = J(1,m), et 'on pose J(m) = J(1,m).

Notons 9 louvert M, (o) N M(E),—, de M,(E); alors w”9) est contenu dans
G(E)s—,. Soit dkg la restriction de dgr & Kg. compte-tenu du lemme 1 de 4.1, on a

(¢7,04) = ffKEX@ J(k,@*m)O2 (k= w’mk’)dkgdm, &
= fiD J(@w’m)02(wm)dm, .

Soit m € M, (og), et posons t = w”m. Avec les notations de la démonstration du
lemme 1 de 4.1, on a

J(t) = |detp(X — X —t7'Xt;10, uw,)|p.
Puisque X +— t~1 Xt contracte strictement u, et dilate strictement u,, on a
|detr(X — X7 —t7 ' Xt;10,)|p =1

et
J(t) = |detF(X — X9 — t_lXt;ul,)|p _ H q—l(uj—u,-).
1<i<j<n
On conclut grace au lemme de 5.2. O

Notons ¥y (E) le groupe Hom(Ag(E)/Ao(og),C*) des caractéres non ramifiés de
Ao(E). De méme, posons Uo(F) = Hom(Ao(F)/Ao(op), C*). Puisque Iextension
E/F est non ramifiée, la restriction & Ag(F') des caractéres de Ag(F) identifie Uy (E)
a Uo(F). En particulier, tout caractére non ramifié de Ay(F) est o-stable.

Le groupe &,, (cf. 1.4) s’identifie naturellement au sous-groupe W de G(Z) formé
des matrices de permutation. Si x est un caractére de Ay(E), on note I, la série
principale Lgéé))(x), c’est-a-dire linduite parabolique normalisée de x a G(E).
Rappelons [7, 2.9] que si 7 est une représentation irréductible de G(E) telle que
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pour ¢ = 1, 2, 7 soit isomorphe & un sous-quotient d’une série principale I,, pour un
caractére x; de Ag(F), alors il existe un élément w € W tel que x2 = x¥.

COROLLAIRE. — Soit v € ZT}. Si o 04 #£ 0, il existe un caractére non ramifié
de Ag(FE) tel que T soit isomorphe & un sous-quotient de Iy.

Démonstration. — Notons ¢pr,. € CS° (M, (E)) la fonction caractéristique de M, (o).
Ay

Ty

D’aprés la proposition, on a (¢7,02) = ¢*Mw, (@) {(parre, O2") ot w,, est le
caractére central de m,. Supposons (¢7,04) # 0. Puisque le groupe M, (o) est
o-stable, 'opérateur A, stabilise le sous-espace Wy de l'espace de 7, formé des
vecteurs fixés par M, (0g). On en déduit que Wy # {0}, puis par transitivité des
foncteurs restriction de Jacquet, que m a des vecteurs non nuls fixés par un sous-

groupe d’Iwahori de G(E) [17, prop. 2.4]. On conclut grace a [17, prop. 2.6]. O

1.5.4. — Une représentation irréductible de G(E) est dite non ramifiée® si elle a des
vecteurs non nuls fixés par un sous-groupe d’Iwahori de G(E); elle est dite sphérique
si elle a des vecteurs non nuls fixés par Kg. D’aprés le théoréme de Borel [17, § 2], si ¢
est un caractére non ramifié de Ag(E), alors tout sous-quotient irréductible de la série
principale I, est non ramifié; et réciproquement, toute représentation irréductible
non ramifiée de G(E) est isomorphe & un sous-quotient de I, pour un ¢ € ¥o(E).
D’aprés le corollaire de 5.3, les fonctions élémentaires ¢ pour v € Z7, annulent les
traces o-tordues de toutes les représentations irréductibles o-stables de G(E) qui ne
sont pas non ramifiées. Dans ce n°, on donne une formule pour la trace o-tordue d’une
représentation irréductible générigue non ramifiée o-stable de G(E) sur les fonctions
élémentaires ¢ pour v € Z7} régulier (i.e. tel que M, = Ap).

Si 7 est une représentation irréductible générique o-stable de G(E), on définit
comme suit un opérateur d’entrelacement non nul normalisé A,(m) entre 7 et 7.
Fixons un caractére non trivial 6 de (F,+), et notons A le caractére de Uy(E) défini
par

Op(u) =00 Tp/p(3 07 uiis1)
pour u = (u;;); ici Tg/p est 'application trace de E a F, donnée par Tg/p(z) =
Z?:_Ol o'z. Puisque 7 est générique, il existe une forme linéaire non nulle ) sur I’espace
V de m — appelée fonctionnelle de Whittaker pour m —, unique & multiplication
par un scalaire prés, telle que A(7m(u)(v)) = Op(u)A(v) pour tout u € Uy(E) et
tout v € V. Comme le caractére A5 est o-stable, si A est un isomorphisme entre
m et %, alors A o A est encore une fonctionnelle de Whittaker pour 7. L’espace des
opérateurs d’entrelacement entre m et 77 est de dimension 1; par suite il existe un
unique isomorphisme B entre 7 et w% vérifiant ’égalité A o B = A. Clairement, B

(1) La terminologie n’est pas vraiment standard.
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ne dépend pas du choix de A\. Et B ne dépend pas non plus du choix de 0: si 6’
est un autre caractére non trivial de (F,+), alors il existe un z € Ay(F) tel que
0)y(u) = Op(zuz=") pour tout u € Uy(E). La forme linéaire X sur V définie par
N (v) = Mn(z)(v)) vérifie Pégalité N (m(u)(v)) = 0% (u)A(v) pour tout v € Up(E) et
tout v € V. Puisque Ao A= Aet m(z) o A= Aomn(z),ona XN oA=X.On pose donc
A,(m) = B, et T'on note ©7 la distribution €27 ™.

D’aprés [7, 4.4 et 4.6], pour tout caractére x de Ag(E), la série principale I, a un
unique sous-quotient irréductible générique, que I’on note I3. Si de plus x est o-stable,
alors I, I’est aussi, et 'on définit comme suit un C-automorphisme A, , de l'espace
V de I,: pour f € V, on pose A, (f) = f7 avec f7(g) = f(¢9°) pour g € G(E). Par
construction, A, , entrelace I, et I7, et si A est une forme linéaire (quelconque) sur
V,onaAoA,, =\ avec A7(f) = A(f?) pour feV.

LEMME 1. — Soit x un caractére o-stable de Ag(E). La représentation I3 est o-stable,
et par restriction et passage au quotient, A, induil un isomorphisme entre I et
(I3)?, qui coincide avec l'opérateur normalisé Ay (Iy).

Démonstration. — Puisque I, est o-stable et (I;)" est générique, les représentations
I3 et (I;)" sont isomorphes. Notons V' I’espace de I, et Vy g ’espace des fonctions ¢
sur G(E) qui se factorisent & travers G(E)/K, pour un sous-groupe ouvert compact
Ky de G(E), et vérifient 'égalité ¢(ug) = 0x(u)¢(g) pour tout u € Uy(E) et tout
g € G(E). Soit 79 g la représentation de G(F) par translations & droite sur Vp g.
L’espace des opérateurs d’entrelacement entre I, et 79 g est de dimension 1 [7, 4.4 et
4.6], et si @ est un tel opérateur, d’aprés la propriété de transitivité des modéles de
Whittaker [65, theo. 2|, pour f € V et g € G(E), on a &(f7)(g) = ®(f)(g?).

Choisissons un opérateur d’entrelacement non nul ® entre I, et rg g, et notons
Ag la forme linéaire sur V définie par Ae(f) = @(f)(1). On a donc Ag # O,
Ao (I, (u)(f)) = O (u)ra(f) pour tout u € Uy(E) et tout f € V, et AG = Ag. Notons
Tx la représentation quotient de I, d’espace (ker ®)\V. Puisque I3 est 'unique sous-
quotient irréductible générique de I, I} est l'unique sous-représentation irréductible
de I,. Notons V* C (ker®)\V l'espace de Iy. Par construction, Ag induit, par
restriction et passage au quotient, une forme linéaire non nulle A sur V*, qui vérifie
ALy (u)(f7)) = O (u)A(f*) pour tout u € Uy(E) et tout f* € V*.

Puisque ®7 = @ et que I} est 'unique sous-représentation irréductible de TX,
lopérateur A, , induit, par restriction et passage au quotient, un isomorphisme A
entre I3 et (I7)?. Comme \g 0 A, = A et A = Ap,ona do A=A O

Si x un caractére de Ag(E), on note x, le caractére unitaire de Ag(E) défini par
Xu = xIx|I7%, et a(x) = (a1,...,a,) € R™ la suite définie par |x|(z1,...,2,) =
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|z1|% -+ |2,|%. On dit que x est positif si a(x) € R%. On note U7 (E) le sous-
ensemble de ¥y (E) formé des caractéres positifs.

Un élément v = (vy,...,v,) € RY est dit régulier si les v; sont deux & deux
distincts, c’est-a-dire si M, = Ag. Si x est un caractére de Ay(E), on note W, le
stabilisateur de x dans W, i.e. le sous-groupe de W formé des w tels que x* = x;
et I'on dit que x est régulier si W, = {1}. On a l'inclusion W, C W}, et si x est
positif, alors a(x) est régulier si et seulement si || est.

Soit x un caractére de Ag(E). On note X(x) le multiensemble de caractéres de
Ao(FE) formé des x* pour w € W, pris avec leur multiplicité; on a donc

OO ={X1y-- s X13X25 X255 sy -y Xs )

ot les x; parcourent les éléments de I’ensemble X(x) = {x* : w € W}, chaque x;
apparaissant un nombre de fois égal au cardinal de W,,. D’aprés le lemme géométrique
[7, 2.12], pour v € Z7 régulier, la semisimplifiée de la représentation (I, ), de Ag(E)
est Byew 63/2)(“’ = Dyrex(x) 53/2)(’; ott I'on a posé dp = dp,(E)-

Un sous-multiensemble Y de X(x) est la donnée d’un sous-ensemble 2) de X(x) et
pour chaque X’ € 2, d’un entier m,, > 0 inférieur ou égal au cardinal de W,; on a
donc

D ={X1- X1 Xas - X235 X - X}

ou les X;' parcourent les éléments de ), chaque X;‘ apparaissant un nombre de fois
égal a My, Tout sous-ensemble %) de X(x) — et en particulier Y = @ — est un
sous-multiensemble de X(x): pour chaque X’ € 9, on a m,, = 1. On a des notions
évidentes d’intersection et de somme de deux multiensembles. Notons que la somme
de deux sous-multiensemble de X(x) n’est en général pas un sous-multiensemble de
X(x) — elle lest par exemple si leur intersection est vide —, et que la somme de deux
sous-ensembles de X(x) est encore un sous-ensemble si et seulement si leur intersection
est vide. Notons aussi que si x est régulier, on a X(x) = X(x), et les caractéres 50% xv
pour w € W, sont linéairement indépendants.

Soit v € Z7 régulier. Si m est une représentation irréductible de G(E) isomorphe
& un sous-quotient de I,, par exactitude du foncteur de Jacquet, m, est isomorphe
4 un sous-quotient de (I, ),; on en déduit qu’il existe un sous-multiensemble X(x, )
de X(x), déterminé de maniére unique par la classe d’isomorphisme de m, tel que
la semisimplifiée de 7, soit égale & GBX/E}:(X,W)(;(% x'. Et toujours par exactitude du
foncteur de Jacquet, on a

X(x) =Y X(x,m)

ou 7 parcourt les éléments du multiensemble formé des classes d’isomorphisme de
sous-quotients irréductibles de I, pris avec leur multiplicité. En particulier, si 7 est
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N

une représentation irréductible de G(E) isomorphe & un sous-quotient de I, on a
X(x,m) = X(x) si et seulement si m ~ I, i.e. si et seulement si I, est irréductible.
On note Xy, Py et X} les sous-multiensembles de X(x) définis comme suit: X, =
{x,...,x} ou x apparait un nombre de fois égal au cardinal de W, ; 2, est formé des
x* pour w € W),|, chaque x* apparaissant un nombre de fois égal au cardinal de

Wy et X5 = X(x, I3)-
LEMME 2. — Soit ¢ un caractére non ramifié de Ao(E). Pour v € Z régulier, on a

1
(#.0%.) = ¢ 3" (e
P EX],

Démonstration. — Posons I = Iy, m = Ij, et soit v € Z régulier. L’isomorphisme
Ags,y entre II et II7 induit par passage aux quotients un isomorphisme entre II, et
IIZ, que 'on note A,y . De méme, Popérateur d’entrelacement normalisé A = A, ()
entre 7 et 77 induit par passage aux quotients un isomorphisme entre m, et 7, = m,,
que 'on note A,. D’aprés la définition de A, y, I'opérateur A, ., est l'identité de
Pespace de II,,. On en déduit (lemme 1) que A, est 'identité de I’espace de =, . Par
suite, pour € Ag(E)y—r = Ao(E), on a

z) Y Y(2)

’l/J’Gx*

ON‘)—‘

@A

On conclut grace a la proposition de 5.3, en remarquant que do(w”) = g P =
q—p(ll/)_ O

1.5.5. — D’aprés [17, cor. 2.2], pour tout caractére non ramifié ¢ de Ag(E), la série
principale I, a un unique sous-quotient irréductible sphérique, que I'on note I, :Z*

Soit t € W 'élément de G(Z) ayant des 1 sur la seconde diagonale et des 0 partout
ailleurs. Si x est un caractére de Ag(E), on note X! le sous-multiensemble de X(x)
formé des x'* pour x’ € X,; de méme, on note 2, le sous-multiensemble de X(x)
formé des x'* pour x’ € 9.

REMARQUE 1. — Le point (2) du lemme suivant est bien connu. Nous n’en donnons
une preuve que par acquit de conscience.

LEMME 1. — Soit x un caractére positif de Ayg(E).

(1) Le sous-quotient irréductible générique I3 est lunique sous-représentation
irréductible de I, et l'on a les inclusions X, C 9, C X}.

(2) La série principale I,, a un unique quotient irréductible, disons I,, et l'on a
les inclusions .'f; C @; C X(x,1Iy). En particulier, I, est irréductible si et
seulement si I, ~ I7, i.e. si et seulement si 2); NX;, # 3. Si de plus x est non
ramifié, on a I7* = I.
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(3) Pour+p € Wo(E), Iy est irréductible si et seulement si 17" ~ I7.

Démonstration. — Posons v = a(x), et notons M, P, U les sous-schémas en groupes
fermés M,, P,, U, de G (cf. 4.1). Puisque x, est un caractére unitaire de Aq(E),
Iinduite parabolique normalisée o = Ll\é((?)m M( E)(Xu) est irréductible et tempérée.
Par construction, W}, coincide avec le groupe de Weyl Wy, = W N M (Z) de M(E).
Par suite, le caractére |x| se prolonge de maniére unique en un caractére de M(E),
que lon note encore |x|. Par transitivité du foncteur induction parabolique, la
série principale I, est isomorphe & ngg(a ® |x|). Le triplet (P(E),o,|x|) vérifiant
les “conditions de Langlands”, on peut lui appliquer la proposition 3.2 de [46]: la
représentation I,, a un modeéle de Whittaker. Par suite, toute sous-représentation
irréductible de I, est générique, ce qui implique que I} est l'unique sous-représentation
irréductible de I,.

— *
Posons m = I},

7 & M(E). Par réciprocité de Frobenius, on obtient que l'espace Hom;(g)(7,0 ®

et soit 7 = my(g) la restriction de Jacquet (non normalisée) de

1
512:(E)|X|) est de dimension 1, ot 0p(p) désigne le caractére module de P(E). Par
transitivité et exactitude du foncteur de Jacquet, on en déduit que la représentation
1
(0 ® 6}23(E)|X|)U0(E)0M(E) de Ag(E) est isomorphe a un quotient de 7y, (g).
D’aprés le lemme géométrique [7, 2.12], la semisimplifiée de la représentation
1 1 1 .
(U®61";(E)|X|)U0(E)OM(E) de Ag(FE) est @WGWM(sIQDO(E)mM(E)(512>(E)X)w- Mais pour w €
1 1
W, on a (5123(E)X)w = 6123(E)Xw7 et pour z € Ag(E), on a dp,(m)nm () (T)0p(E)(2) =
dp, (). D’ou l'inclusion 9, C X3, puisque W),| = Wi,. D’autre part on a l'inclusion
Xy C Dy, puisque W, C W),.

Puisque le triplet (P(FE), o, |x|) vérifie les conditions de Langlands, I, a un unique
quotient irréductible (isomorphe au quotient de Langlands de ngg(a ® |x|), disons
Tx- Par suite, I, est irréductible si et seulement si Tx = I}. Comme I, a un unique
sous-quotient irréductible générique, I, = I} si et seulement si I, ~ I7. D’aprés
la classification de Bernstein-Zelevinski, la série principale I,: a une unique sous-
représentation irréductible, et cette sous-représentation est isomorphe & TX. Comme ci-
dessus, on obtient les inclusions X,: C 9,+ C X(x,I,) = X(x, Iy). Puisque Wiy =
Wiyje = t7'Wiyt, on a Qe = P%; de méme on a X, = X. Comme pour chaque w €
Wiy, le caractére x** apparait dans 9° avec une multiplicité égale au cardinal de W,
si 7 est un sous-quotient irréductible de I, distinct de I,, I'intersection 2); NX(x,n)
est vide. Par conséquent, I, est irréductible si et seulement si 2); NX;, # . Si de
plus x est non ramifié, d’aprés [50, prop. 6], on a I* = I. Enfin si ¢ est un caractere
non ramifié¢ quelconque de Ag(E), il existe un w € W tel que ¥* € ¥ (E), et puisque

Tyw = Iy, on a Iy, ~ I} et 1% ~ Ij*. O
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Le lemme ci-dessus fait pendant & la proposition 8 de [50]. Dans loc. cit., Labesse
travaille avec un groupe réductif connexe défini sur F', de type adjoint et non ramifié
sur F. La théorie des modeéles de Whittaker n’étant pas utilisable, il considére
directement, au lieu du sous-quotient irréductible générique d’une série principale
non ramifiée, son sous-quotient irréductible sphérique: pour ¢ € ¥ (E), 'inclusion
Q‘pr C %(1[1,[1’2*) lui permet de séparer — & l'aide de ses fonctions élémentaires
— la représentation Ij[,* des autres sous-quotients irréductibles de I,. Puisque
toutes les représentations qui interviendront dans la section 6 seront composants
locaux de représentations automorphes cuspidales, on peut ne considérer ici que des
représentations génériques. Mais ce point de vue générique n’est en fait pas plus
simple que le point de vue sphérique: fixé un caractére non ramifié ¢ de Ay(E), on
a besoin du lemme précédent pour séparer les induites irréductibles ngfg)(n) pour
n € ¥o(F) tel que no N = 1, de celles qui sont réductibles.

Le théoréme suivant est le “résultat technique essentiel’de [50].

THEOREME ([50, prop. 9]). — Soit {m; : i € I} une famille finie de représentations
irréductibles génériques o-stables de G(E) deux & deux non isomorphes, et soit {p; :
j € J} une famille finie de représentations irréductibles génériques de G(F) deuz a
deux non isomorphes. Soient aussi {a; : i € I} et {b; : j € J} deux familles de
nombres complexes telles que pour tout v € Z} régulier, on ait

Zaz Zb (fu,© pJ
el jed
Alors pour toute fonction ¢ € H g, on a

> ai(6,05,) = b(b(

i€l jeJ

Démonstration. — On peut supposer que pour (¢,j) € IxJ,onaa; #0etb; # 0. Si A
est un caractére de Ag(F’), on note Ip x 'induite parabolique normalisée ¢ 5’ ((F))()\) de

AaG(F), It \ 'unique sous-quotient irréductible générique de I, et ) le caractére
Ao N de Ap(E). Comme en 5.4, on définit les multiensembles X 5, Yr . et X% de
caractéres de Ag(F'). D’aprés le corollaire de 5.3 et sa version non tordue, on peut
supposer que pour (i,j) € Ix.J, m; = I pour un caracteére ¢; € U (E), et pj = Il*”,nj
pour un caractére n; € ¥ (F).

D’aprés le lemme 2 de 5.4, pour i € I et v € Z7} régulier, on a

(67,02) = ¢z 3" x(w")

«
xexw
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Et d’aprés la version non tordue de ce méme lemme, pour j € J et v € Z} régulier,
on a

(fu,©p,) = 2™ 3" A@™).

Nex

Pour j € J, notons I(j) I'ensemble des i € I tels que 7; = ¢} pour un w € W.
Si x est un caractére de Ag(E), alors pour tout w € W, on a I}. ~ Iy. Puisque
les représentations m; (pour ¢ € I) sont supposées deux & deux non isomorphes,
pour j € J, 'ensemble I(j) est ou bien vide ou bien réduit & un élément, disons ¢;.
compte-tenu de l'indépendance linéaire des caractéres de Ag(F), on peut supposer
que I(j) # @ pour tout j € J, et que {¢; : j € J} = I. Pour ¢ € I, notons J(i)
I’ensemble des j € J tels que i; = 1.

Soit ¢ € I. L’indépendance linéaire des caractéres de Ag(E) implique ’égalité

(%) a Y ox= b > X\

XEX, JEI@)  AeXp,.

Pour j € J, on a l'égalité W),.| = W5,|. Pour j € J (%), puisque les caractéres v; et
7); sont positifs et conjugués dans W, ils sont conjugués dans W), |, par conséquent
|4:| = |7;]. Soit j € J(3). Alors Wy, UW5, C W)y,|, et d’aprés le lemme précédent, on a
Dy, = Vi, C X7, ﬂ.’{}“. Puisque 1; et 7; sont conjugués dans W)y, |, ¥; apparait dans
la somme ZAex;;j A avec multiplicité Wy, . D’ou I'égalité a; = Zje](i) b; (d’aprés (%),

grace a 'indépendance des caractéres de Ag(E)).

Soit 7 € ¥ (F). Ecrivons n = 7' ® - - - ® n™ pour des caractéres non ramifiés n* de
F*. D’apreés |7, 4.2], la série principale Iy, est réductible si et seulement s’il existe
deux indices k et m tels que n* = n™| |p. Comme | |[roN = | |g, si I, est réductible,
alors I l'est aussi. Réciproquement, si I; est réductible, alors i{)tﬁ NX; =0, et Ipy
est irréductible si et seulement si 2)%’” C X%,,; ou, pour tout caractére x de Ao(F),
@%’X est le multiensemble de caractéres de Ao (F') défini comme plus haut. Pour ¢ € I,
notons J(7);, le sous-ensemble de J (i) formé des indices j tels que la série principale
Ip,,; soit irréductible. Pour i € I tel que la série principale Iy, est réductible, on a
l’égalité EjeJ(i);” b; = 0 (d’aprés (x), grace a 'indépendance linéaire des caractéres
de Ay(E)).

Soit ¢ € I. Pour j, j/ € J(i), il existe un caractére £ € Uo(F) d’ordre divisant
[ tels que n;; = &n’ pour un w € W. D’aprés la définition de ’homomorphisme
b: I — Hr (cf. 3.1), on en déduit que pour j, j* € J(i)ir, on a (b(¢),0,,) =
(b(),©,,) pour tout ¢ € H g. Par suite si la représentation 7y, est réductible, on a
2 jed (i) i(0(8), ©p;) = 0 pour tout ¢ € H .
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N

En définitive, on est ramené & montrer que pour n € ¥o(F) tel que I est
irréductible — ce qui implique que I, l'est aussi —, on a

trace(m; (¢dge) © Ao,7)) = trace(p,(b(¢)dg))
pour tout ¢ € K g. O

LEMME 2. — Soit ¢ = ¢! ® --- @ " € Uy (E). Pour toute fonction ¢ € H g, on a
(6,0777) = Sp() (' (@), .., ¥"(w)).

Démonstration. — L’opérateur A, agit trivialement le sous-espace de I’espace de Iy,
formé des vecteurs Kg-invariants. Pour ¢ € g, puisque ¢ est o-stable, il s’agit de

montrer que

<¢’ ®I¢> = SE(QS)(wl(w)a v MP”(W))
ot 'on a posé¢ O, = trace(lydgg); ce qui est bien connu (cf. par exemple [57,
7.5.6]). O

D’aprés la définition de ’homomorphisme b : # g — H r, le lemme ci-dessus et
sa version non tordue (i.e. correspondant a l'extension triviale E = F'), impliquent le

théoréme.

REMARQUE 2. — On aurait pu se contenter d’une version affaiblie du théoréme,
ne faisant intervenir que des représentations génériques unitaires (en effet, comme
on ’a dit plus haut, nous n’aurons & considérer que des composants locaux de
représentations automorphes cuspidales). En ce cas la démonstration se simplifie
puisqu’on sait que les représentations lisses irréductibles génériques unitaires non
ramifiées de G(E) sont toutes des séries principales irréductibles de la forme I, pour
un caractére non ramifié ¢ de Ay(E).

1.6. Le lemme fondamental pour toutes les fonctions de # i et de

1.6.1. — Soit E/F une extension finie cyclique de corps globaux, de degré I. On note
3 le groupe de Galois Gal(E/F), Ag Panneau des adéles de E, et Ag celui de F. Si v
est une place de F', on note F, le complété de F en v, et ’'on pose E, = EQF,,; chaque
élément de X se prolonge de maniére unique en un F,-automorphisme de E,, ce qui
fait de E, une F,-algébre cyclique de groupe 3. La place v est dite inerte (dans E)
si E, est un corps, auquel cas ¥ s’identifie au groupe de Galois Gal(E, /F,); et elle
est dite scindée (dans E) si E, est isomorphe au produit F,, x --- x F,,, le groupe X
opérant par permutation cyclique des coordonnées. En général, on a la décomposition

en produit de corps E, =[], E, ot w parcourt ’ensemble, disons &,, des places

wlv
de E au-dessus de v. Les corps E,, pour w € &,, sont des extensions finies cycliques
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de F,; ces extensions sont toutes isomorphes, de degré [, = TL ou r, est le cardinal
de &,.

Choisissons un générateur o du groupe 3. Si v est une place de F, il existe
une permutation cyclique w +— o(w) de &, telle que pour w € &,, o induit
par restriction un F,-isomorphisme de E, sur E;); et 7, = o™ est un
générateur du groupe de Galois Gal(E,/F,). Si v est une place de F, fixée
une place w € &,, on a la décomposition E, = H;;gl E,-i(w); l'application
(x1,...,2.) = (z1,0(x2),...,0"™ " (z,)) identifie E, & Ev, et 'action de o sur E’*
est donnée o(z1,2,...,Tr) = (T2, .., Ty, TyZ1)-

G(E), donnée par N(§) = 667 --- 67
Le groupe X opére naturellement sur G(E,) = H G(E,), et pour chaque place
v de F, on note N, l'application norme de G(E,) a G(E,), donnée par N,(§) =
65"---5"l ; pour 6 € G(E), on a N,(§) = N(§). D’aprés 2.1, pour 6 € G(E,)

décomposé an 6 = [[,,, 0w avec &, € G(E,), la composante de N,(8) sur G(E,),

est donnée par dy (051 (w))7 - - 601_z(w))"l71. Enfin on note 91 'application norme de
G(Ag) a G(Ag) donnée par Mt =[], N,.

Si w est une place finie de E, on note 0,, ’anneau des entiers de E,,. De méme, si

On note N lapplication norme de G(E) a

wlv

v est une place finie de F, on note o, 'anneau des entiers de F, et og, = leu Ow
celui de E,, et 'on pose K, = G(0,) et Kg, = G(og,). Pour chaque place v de F, on
choisit des mesures de Haar dg, sur G(F,) et dgg, sur G(E,). On suppose que pour
presque toute place finie v de F, ces mesures sont celles qui donnent le volume 1 aux
groupes K, et Kg, . Cela détermine des mesures de Haar dg sur G(Af) et dgg sur
G(Ag).

Notons 3! le sous-groupe N(Z(Ag)) de Z(Ar), et fixons un caractére unitaire
Q =11, Q, de 3! trivial sur 3' N Z(F). Soit Z le caractére QoM de Z(Ag), et si v est
une place de F, soit =, le caractére Q, o N, de Z(E,). On a donc la décomposition
E = ][, E, ou v parcourt les places de F. Pour chaque place v de F, on choisit
des mesures de Haar dz, sur 3. = N,(Z(E,)) et dzg, sur Z(E,). On suppose que
pour presque toute place finie v de F non ramifiée (dans E), c’est-a-dire telle que les
extensions E,,/F, pour w € &,, sont non ramifiées — ou, ce qui revient au méme,
telle que le groupe Z(o0,) est contenu dans 3. —, ces mesures sont celles qui donnent
le volume 1 aux groupes Z(o0,) et Z(og, ). Cela détermine des mesures de Haar dz sur
3! et dzg sur Z(Ag).

On note dg la mesure quotient % sur le groupe 3'\G(Ar), et dgg la mesure
quotient ‘jg—z sur le groupe Z(Ag)\G(Ag).

REMARQUE. — Le corps F étant dans un premier temps supposé de caractéristique
quelconque, on peut avoir affaire a des places v archimédiennes. Pour les résultats
locaux relatifs a de telles places v, on renvoie a [1, ch. 1].
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1.6.2. — Dans ce n®, on rappelle la version ordinaire (i.e. non tordue) de la formule des
traces de Deligne-Kazhdan. Soient v; et vy des places finies de F, non nécessairement
distinctes.

On considére des fonctions f sur G(Ar) décomposées en produit de fonctions [, f»
suivant les places v de F, et vérifiant les conditions suivantes:

(i) pour toute place v de F, f, est une fonction C* (i.e. localement constante si
v est finie) sur G(F,), & support compact modulo 3!, et telle que f,(zg) =
Q,(2)" f,(g) pour tout z € 3! et tout g € G(F,),

(ii) pour presque toute place finie v de F, f, est la fonction f,. & support dans
31K, telle que f,.(zk) = Q,(2)~! pour tout z € 3} et tout k € K,,

(iii) f,, est une combinaison linéaire de coefficients de représentations irréductibles
cuspidales de G(F,,),

(iv) le support de f,, est contenu dans l’ensemble des éléments semimisimple
réguliers elliptiques de G(F,,) dont I'image dans PGL(n,F,,) est fortement
réguliére.

Pour une telle fonction f, on a f(zg) = Q(2) "1 f(g) pour tout z € 3! et tout g € G(Ap)

Si v est une place de F, pour v € G(F,), on choisit une mesure de Haar dg,
sur le centralisateur G, (F,) de v dans G(F,), et Pon note ASFv)(. 4) la forme
linéaire sur C®(G(F,),2,) définie comme en 2.4 et 2.9 par la mesure ddg” sur
I'espace homogene G (F,)\G(F,). Rappelons que G(F)"” est 'ensemble des éléments
semisimples réguliers elliptiques de G(F). Pour v € G(F)”, on suppose que les mesures
dg.,~ sont choisies de telle maniére que leur produit définisse une mesure de Haar dg,
sur G(Ar), et Pon note dg, la mesure quotient % sur le groupe 3'\G, (Ar). Pour

v € GF)" et f=]], fo comme ci-dessus, on pose

AP (f,7) = [TACE (fu, ).
v
Notons L2(G(F)3'\G(Ar), Q) I'espace des fonctions & sur G(Ay) vérifiant £(zg) =
Q(2)€(g) pour tout z € 3! et tout g € G(Ar), et qui sont de carré intégrable sur
G(F)3'\G(Ax). Soit r la représentation de G(Ap) par translations a droite sur cet
espace, et soit 7oysp la sous-représentation de r sur ’espace des formes cuspidales.

LEMME (Deligne-Kazhdan, [32, 4.9]). — Soit une fonction f = [], fo sur G(Ar)
vérifiant les conditions (i), (ii), (1), (iv) ci-dessus. Alors lopérateur r(fdg) envoie
L?(G(F)31\G(AR), Q) sur l’espace des formes cuspidales, et l’on a

trace(rousp(fdg)) Zvol F)3\G, (Ar), dg,) AT (f, 7).
{3
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ot 7y parcourt un systéme de représentants des orbites (sous G(F)) contenues dans
GEF)" .

REMARQUE. — Il s’agit d’'une variante classique du résultat de Deligne-Kazhdan.
Dans le résultat original, Q' = [], €2, est un caractére unitaire de Z(Ay) trivial sur
Z(F), et 1’ opére par translation & droite sur espace L?(G(F)Z(Ar)\G(Ar),).
Pour obtenir la variante qui nous intéresse, on décompose L?(G(F)3'\G(Ar),Q) en
Do L*(G(F)Z(Ar)\G(Ar), Q) ou @ parcourt ensemble des caractéres de Z(Ar)
qui sont triviaux sur Z(F') et prolongent Q.

1.6.3. — On rappelle maintenant la version o-tordue de la formule des traces de
Deligne-Kazhdan.

D’aprés 2.2, la norme N induit une application injective, notée N, entre I’ensemble
des classes de o-conjugaison dans G(E) et l'ensemble des classes de conjugaison
dans G(F). Comme en 2.2, pour § € G(E), on note 0,(d) la o-orbite et G§(F)
le o-centralisateur, de § dans G(E), et l'on dit que § est o-fermé si pour tout (i.e.
pour un) v € N(0,(9)), la F-algebre F[y] est un produit de corps — c’est-a-dire si v
est “semisimple’au sens de Bourbaki. Notons que si § € G(E) est o-fermé, alors pour
toute place v de F, § est o-fermé dans G(E,) au sens de 2.4.

Soient v1 et vy des places finies scindées de F, non nécessairement distinctes. Pour
i =1, 2, via le choix d’une place w; de E au-dessus de v;, comme en 2.3, on identifie
G(E,,) au groupe G(F,,)! muni de 'opération de o donnée par o(gi,...,q;) =
(92,---,9s,91), et lon note N, = N/! lapplication norme de G(E,,)" & G(E,,)"
donnée par Ny, (g1,..-,91)) =91 G-

On considére des fonctions ¢ sur G(Ag) décomposées en produit de fonctions [, ¢.
suivant les places v de F, et vérifiant les conditions suivantes:

(i) pour toute place v de F, ¢, est une fonction C* (i.e. localement constante si
v est finie) sur G(E, ), a support compact modulo Z(E,), et telle que ¢,(zg) =
Z.(2) "1y (g) pour tout z € Z(E,) et tout g € G(E,),

(if) pour presque toute place finie v de F, ¢, est la fonction ¢, . & support dans
Z(E,)Kg, telle que ¢, (k) = E,(2)~! pour tout z € Z(E,) et tout k € Kg,,

(iil) Py = fo, ® -+ ® fo, OU fo, € CF(G(F,,),8y,) est une combinaison linéaire de
coefficients de représentations irréductibles cuspidales de G(F,,) de caractére
central {2,,,

(iv) ¢v, = fo, ® --- ® fL_ pour des fonctions fi € C*(G(F,,),Q,) telles que
Ny, (Supp(¢y,)) est contenu dans ensemble des éléments semisimples réguliers

elliptiques de G(F,) dont 'image dans PGL(n,F,,) est fortement réguliére.
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Pour une telle fonction ¢, on a ¢(zg) = Z(2)"!f(g) pour tout 2 € Z(Ag) et tout
g € G(Ag)

Si v est une place de F, pour § € G(E,) o-fermé, on choisit une mesure de Haar
dgy 5 sur le o-centralisateur G§ (F,) de 6 dans G(E,), et I’on note Ag(E”)(', 0) la forme

dgEv
dgg,s
homogeéne G§(F,)\G(E,). Pour § € G(E) tel que 'orbite N(0,(d)) est contenue dans
G(F)", on suppose que les mesures dgy 5 sont choisies de telle maniére que leur produit

linéaire sur C°(G(E,), Z,) définie comme en 2.4 et 2.9 par la mesure sur I’espace

définisse une mesure de Haar dg sur G¢(Ar), et I’'on note dg¢ la mesure quotient %
sur le groupe Z(Ag)\G§ (Ar). Pour § € G(E) tel que N(6,(0)) C G(F)" et ¢ =[], ¢o
comme ci-dessus, on pose

AE(E) (¢,6) = H AE(EU) (¢v,9).

Notons L?(G(E)Z(Ag)\G(Ag),E) lespace des fonctions ¢ sur G(Ag) vérifiant
&(zg) = E(2)&(g) pour tout z € Z(Ag) et tout ¢ € G(Ag), et qui sont de
carré intégrable sur G(E)Z(Ag)\G(Ag). Soit rg la représentation de G(Ag) par
translations & droite sur cet espace, et soit rg cusp la sous-représentation de rg sur
'espace des formes cuspidales. Enfin, soit A, 'opérateur sur L?(G(E)Z(Ag)\G(Ag), E)
donné par A, (£)(g) = €£(97) pour g € G(Ag).

LEMME ([1, ch. 1, lemma 2.5]). — Soit une fonction ¢ = [[, ¢, sur G(Ag) vérifiant
les conditions (i), (ii), (i), (iv) ci-dessus. Alors Uopérateur rg(éddge) o A, envoie
L*(G(E)Z(Ag)\G(Ag),E) sur l’espace des formes cuspidales, et l’on a

trace(rs,cusp (@) 0 Ag) = 3 vol(GE (F)Z(Ap)\G5 (Ar), d7s 5 AS® (6),6).
{5}
ot § parcourt un systéme de représentants des o-orbites O (sous G(E)) telles que
Porbite N(0) est contenue dans G(F)".

REMARQUE 1. — Le lemma 2.5 de [1, ch. 1] est énoncé pour un corps de nombres F,
mais sa démonstration fonctionne tout aussi bien pour un corps de fonctions. En effet,
Pargument-clé (utilisé dans la démonstration du lemma 2.6 de loc. cit.) est emprunté
a appendice 2 de [32], lequel est rédigé pour un corps global F de caractéristique
quelconque.

L’opérateur A, envoie une sous-représentation irréductible 7 de rg cusp sSur une
sous-représentation de rg cusp isomorphe & 77, et si m est o-stable, d’aprés le théoréme
de multiplicité 1 pour 7 cusp, On @ 77 = 7 et A, induit un opérateur d’entrelacement
non nul A, (7) sur 'espace de 7. Choisissons un isomorphisme u entre 7 et le produit
tensoriel complété ®,m, ot T, (= ®uw|vTw) est une représentation unitaire irréductible
de G(E,), le produit tensoriel étant pris suivant le choix, pour presque toute place
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finie v de F, d’un vecteur Kg, -invariant de ’espace de ,; si 7 est o-stable, ’opérateur
A, (m) se décompose via u en produit d’opérateurs locaux ®,A, ., (7m) ot Ay, () est

un isomorphisme entre 7, et 7.

REMARQUE 2. — On peut montrer (cf. [1, §6.3, p. 56]) que si 7 ~ ®,m, est une sous-
représentation irréductible o-stable de rg cusp, alors pour toute place finie inerte v de
F, Vopérateur local A, ,(7) coincide avec 'opérateur normalisé A, (m,). D ailleurs,
ce résultat reste vrai pour les places finies non inertes (mutatis mutandis), ainsi que
pour les places archimédiennes si F est un corps de nombres.

1.6.4. — On veut maintenant comparer les formules des traces des lemmes de 6.2
et 6.3. On suppose que pour toute place v de F et toute paire d’éléments associés
(6,7) de G(E,) x G(F,) telle que v est régulier, les mesures dgy ; sur G§(F,) et
dgy~ sur G,(F,), sont celles donnant le volume 1 au sous-groupe compact maximal
respectivement de G§(F,) et de G,(F,); elles sont donc associées au sens de 2.5.
Notons que ces normalisations sont compatibles avec celles imposées en 6.2 et 6.3:
pour § € G(E)y_;, les mesures dgy ; définissent une mesure de Haar sur G(Ag); et
pour v € G(F), N N(G(E)), les mesures dg, , définissent une mesure de Haar sur

Deux fonctions ¢ sur G(Ag) et f sur G(Ag), décomposées en produit de fonctions
o =11 §Po et f =11, fo suivant les places v de F, et telles que les fonctions locales
¢y et f, vérifient la condition (i) de 6.2 et de 6.3, sont dites concordantes, ou plus
simplement concordent, si pour chaque place v de F, les fonctions locales ¢, et f,
concordent au sens de 2.5 et 2.9.

Soient v1 et vy des places finies scindées de F, non nécessairement distinctes.

PROPOSITION. — Soient des fonctions ¢ = [[, ¢ sur G(Ag) et f =[], fo sur G(Ar),
vérifiant les conditions (i), (i), (i), (i) de 6.3 et de 6.2. Si ¢ et f concordent, on a

lz trace(m(¢dge) o A, ( Ztrace (fdg))

ot 7 parcourt ’ensemble des classes d’équivalence de représemtations automorphes
cuspidales o-stables de G(Ag) de caractére central 2, et T parcourt l’ensemble
des classes d’équivalence des représentations automorphes cuspidales de G(Ag) de
caractére central prolongeant 2.

Démonstration. — D’aprés le lemme 6.2, on a

trace(reusp(£dg)) = » _ vol(G4(F)3"\G,(Ar),dg, ) AT (f,7).
{7}
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ol 7y parcourt un systéme de représentants des orbites contenues dans G(F)”. D’aprés
le lemme de 6.3, on a

trace(re cusp(¢dgE) © As) = Y vol(G§(F)Z(Ap)\GS (Ar), dgg ) AS ™ (¢, 6).
{5}
ou ¢ parcourt un systéme de représentants des o-orbites dont l'image par N est
contenue dans G(F)". Si vy € G(F)" est tel que ASTF)(f,v) # 0, puisque ¢ et f sont
associées, pour chaque place v de F, il existe un 4, € G(E,) tel que N, (6,) =~. O

LEMME. — Soit v € G(F)" tel que pour chaque place v de F, il existe un §, € G(E,)
tel que N,(6,) = . Alors il existe un § € G(E) tel que N(§) = 7.

Démonstration. — Posons F1 = F[y]; c’est une extension séparable de degré n de
F, contenue dans M(n,F). Soit L = F; ®r E, et pour chaque place v de F, soient
Fi,=F,®rF, et L, = L&rF,; on a les identifications canoniques L, = F1 Q@ E, =
F,,®rEet L =G,(E,) C G(E,). Le groupe X opére sur L via son action sur E,
ce qui fait de L une F;-algébre cyclique de groupe X, et I'on note Ny, /gy, : L* — Ff
'application norme définie par Ny, /r, (z) = Hl (1)0 z.On a L* C G(E) et N|px =
Ny ,p,. De la méme maniére, on définit application norme Ny, /F, , : LY — F;l,
qui coincide avec la restriction de N, a L)X C G(E,).

Pour chaque place v de F, on a
751) = 51)53 o '5;}7“16;;# = 5UNU(5U)U = 51}77

ie. 6, € Gy(E,) = LY. Cela implique (théoréme de la norme de Hasse) qu'il existe
un 0 € L™ tel que Ny, /g, (0) = . D’ott le résultat. O

D’aprés ce lemme, 'application N met en bijection ’ensemble des classes de
o-conjugaison dans G(E) contribuant non trivialement a la somme indexée par {4},
avec l’ensemble des classes de conjugaison dans G(F) contribuant non trivialement a
la somme indexée par {7}. Si (9,7) est une paire d’éléments associés de G(E) x G(F)
telle que v € G(F)”, puisque G ~ G., et Z(F)3" est un sous-groupe de Z(F)Z(Ag)
d’indice [, on a

vol(G(F)3'\G, (Ar),dgy) = 1vol(G,(F)Z(Ar\G,(AF),dg,)
= Lvol(GF(F)Z(Ar)\GF (AF), dgg 5)-

En définitive, on a montré que

ltrace(rE, cusp (PAJE) © Ay) = trace(reusp (fd7)).

On conclut grace au théoréme de multiplicité 1 pour reusp €t pour rg cusp- O
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1.6.5. — Sip~ Rw pv est sous-représentation irréductible de 7¢ysp, pour toute fonction
¢ = [1, ¢v sur G(Ar) vérifiant les conditions (i) et (ii) de 6.2, la trace de 'opérateur
p(fdg) sur lespace de p, se décompose en produit de traces locales suivant les places
v de F:

trace(p(fdg)) = ]| trace(pu (fdgy).

Et pour chaque place finie v de F, on a trace(p,(f,dg,)) = trace(p(f,dg,)) ol
po° désigne la partie lisse de p,. De méme, si 7 =~ Ry est une sous-représentation
irréductible o-stable de g cusp, pour toute fonction ¢ = Hv ¢y sur G(Ag) vérifiant
les conditions (i) et (ii) de 6.3, la trace de 'opérateur 7(¢dge) o A, (m) sur I’espace

de 7, se décompose en produit de traces locales o-tordues suivant les places v de F:

trace(m(¢dge) o Ay (7)) = Htrace(m (¢vdir,) © Ap o (Ty)).

Et pour chaque place finie v de F, on a trace(m, (¢, dgg, )0 As (7)) = trace(nr3° (¢, dgr, )0
Ay (1)) ou 5° désigne la partie lisse de m,,.

Soit v une place finie de F. Le caractére €2, de 3! et la mesure dz, sur 3!,
définissent comme en 2.10 une application linéaire f — fq, de CX(G(F,)) dans
C*(G(F,), Q). De méme, le caractére =, de Z(E,) et la mesure dzg, sur Z(E,),
définissent une application linéaire ¢ — ¢, de C°(G(E,)) dans C*(G(E,), Z,). Pour
toute représentation lisse admissible p de G(F,) se transformant selon 2, sur 31 —
i.e. telle que p(zg) = Q,(2)(2)p(g) pour tout z € 3! et tout g € G(F,) — et toute
fonction f € C(G(F,)), on a p(fdg,) = p(fo,dg,), don

trace(p(fdg)) = trace(p(fq,dgy))-

De méme, pour toute représentation lisse admissible 7 de G(E, ) se transformant selon
E, sur Z(E,), et pour toute fonction ¢ € CX(G(E,)), on a w(pdg,) = 7(¢=,dIE, )-
Si de plus 7 est o-stable, pour tout isomorphisme A entre w et 77, on a

trace(m(¢dg,) o A) = trace(m(¢=,dgr,) o A).

Supposons de plus que v est inerte et non ramifiée. On peut donc appliquer &
Pextension de corps E, /F, les résultats des sections 4 et 5. Pour v € Z,, on définit
comme en 4.2 les sous-ensembles X7 (E,) de G(E,) et X, (F,) de G(F,); on note
~Z,V € C=(G(E,)) la fonction caractéristique de XZ(E,), et f,, € C(G(F,)) celle
de X, (F,); et 'on pose ¢7 , = (Mgw)gv et fo = (fuw)a,. Supposons aussi que les
mesures dgg, , dgy, dzg, et dz, sont celles qui donnent le volume 1 & Kg, K,, Z(og,)
et Z(0,). Alors d’apreés la proposition de 4.2 et le lemme de 2.10, les fonctions ¢ , et

fv,1v concordent fortement.
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1.6.6. — On a réuni tous les ingrédients nécessaires a la démonstration du lemme
fondamental pour le changement de base. On reprend donc les hypothéses des sections
4 et 5: F est un corps commutatif localement compact non archimédien, E est une
extension non ramifiée de degré | de F', et o est un générateur du groupe de Galois
Gal(E/F). Les autres notations et normalisations sont celles de la section 4.

THEOREME (“lemme fondamental”). — Pour toute fonction ¢ € Hg, ¢ et b(d)
concordent.

Démonstration. — Les arguments sont ceux de [1, ch. 1, §4] et [50, §6]. Le lemme
fondamental étant déja connu pour F' de caractéristique nulle, on suppose F' de
caractéristique > 0. Par descente parabolique et récurrence sur la dimension de
G, grace a [57, 4.3.11, 4.4.9, 4.2.4] — descente des intégrales orbitales fermées sur
G(F'), descente des o-intégrales orbitales o-fermées sur G(E), compatibilité avec
I’homomorphisme de changement de base — on peut supposer que pour toute fonction
¢ € H g, les fonctions ¢ et b(¢p) concordent en les éléments réguliers non elliptiques;
c’est-a-dire que ¢ et b(¢) concordent en les paires d’éléments associés (d,v) de G(E) x
G(F) telles que v € G(F), "G (F)e, et ASF)(b(¢),~) = 0 pour tout y € G(F),~G(F),
qui n’est pas une norme de G(E).

Quant aux éléments v € G(F')e, on plonge notre situation locale dans une situation
globale: on choisit une extension finie cyclique de corps globaux E/F de degré I,
redonnant extension locale E/F en une place finie vy de F; précisément, vy est
inerte dans E, donc n’a qu’une extension wg & E, et il existe un isomorphisme ¢ de
corps topologiques de E,,, = E,,, sur E, qui induit un isomorphisme de F,,, sur F'. Via
¢, on identifie le groupe de Galois Gal(E/F) = Gal(E,,, /F,,) avec le groupe de Galois
Gal(E/F). Le générateur choisi ¢ de Gal(E/F) s’identifie donc & un générateur de
Gal(E/F). On fixe un caractére unitaire Q = [], Q, de 3' trivial sur 3' N Z(F) et
non ramifié en la place v, et I’on note Z le caractére Qo ([[, N,) de Z(Ag); ot pour
chaque place v de F, N, désigne I’application norme de G(E,) & G(E,) définie par o
comme en 6.1. Toutes les mesures sont normalisées comme dans les n°s 6.1 4 6.3. On
suppose de plus qu’en la place vp, les mesures dg,, sur G(F.,) et dgg, sur G(Ey,)
sont celles qui donnent le volume 1 & K, et a KEUO, et que les mesures dz,, sur 3%0
et dzg, sur Z(Ey,) sont celles qui donnent le volume 1 & Z(o0,,) et & Z(og,,). On
choisit des places v et vy de F scindées dans E; on suppose ici v; # vs. Pour i =1, 2,
on identifie G(E,
'on suppose que les mesures dgg,, sur G(E,,) et dzg,, sur Z(E,,) sont les mesures

) & G(F,,)! via le choix d’'une place w; de E au-dessus de v;, et

(3

produits dg}, et dzl .

Fixons un ensemble fini S de places de F contenant vy, vy, v, les places de F qui
sont ramifiées dans E, celles telles que le caractére 2, est ramifié, et tel que pour
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v & S, les mesures dg,, dgg,, dz,, dzg, sont celles qui donnent le volume 1 & K,
KEU, Z(Ov), Z(UEU)~ O

Le cadre étant fixé, la démonstration proprement dite occupe les quatre n° suivants.

1.6.7. — Dans ce n°, pour chaque place v de F, on choisit des fonctions concordantes
¢y € CFP(G(E,),E,) et f, € CX(G(F,),Qy,), pour ensuite leur appliquer la
proposition de 6.4.

En la place vg, on prend pour ¢y, et f,, les fonction ¢ , = (~go,y)5v0 et foo,iv =
(fvo,lu)ﬂvo de 6.5, pour un v € Z7} régulier.

En la place v1, on a 3} = Z(F,,). Soit p est une représentation irréductible
cuspidale de G(F,,). Quitte & remplacer Q (et donc aussi ’ensemble S), on peut
supposer que le caractére central de p coincide avec (2,,. Prenons pour f, un
coefficient de p tel que f,, (1) # 0. Choisissons un sous-groupe ouvert compact J,,
de G(F,,) tel que f,, (gk) = fu,(g) pour tout g € G(F,,) et tout k € J,,; alors le
caractére (Q,, est trivial sur Z(¥,,) N Jy,. Soit ¢, € CX(G(Fy,,8y,) la fonction
a support dans Z(F,,)J,, telle que v, (zk) = Q,,(2) pour tout g € G(F,,) et
tout k € Jy,. On a v, * ¥y, = ¢, et f,, *1,,, ol le produit de convolution est

celui défini par la mesure Zg:i sur Z(F,,)\G(F,,). On prend pour ¢,, la fonction
for @Yy, @+ @1y, sur G(E,,) = G(F,,)'. Alors la fonction ¢} = fo, %9y, *- - x1y,
coincide avec f,,, et d’aprés 2.4 et 2.9, les fonctions ¢,, et f,, concordent.

En la place vo, on fixe un élément v,, € G(F,,)” dont I'image dans PGL(n, F,,) est
fortement réguliére, et 'on note &,, I'élément (v,,,1,...,1) de G(E,,) = G(F,,)". On
a donc Ny, (8,,) = Yo, On choisit une fonction f,, € C°(G(F,,)) telle que fu, (yv,) #
0, et ’on prend pour f,, la fonction ( fvz )sz . On choisit ensuite un sous-groupe ouvert
compact J,,, de G(F,,) tel que fy,,(gk) = fu,(g) pour tout g € G(F,,) et tout k € J,,,
et 'on définit les fonctions ¢, € CX(G(Fu,), Qu,) €t Ppy = fo, @ Yo, @ -+ ® Py,
comme 3 la place v1; & nouveau d’aprés 2.4 et 2.9, les fonctions ¢,, et f,, concordent.
Par construction, I'image du support de ¢,, par la norme N,,, est contenu dans le
support de f,,, et si le support de fvz est suffisamment concentré sur v,, — ce que
l’on suppose —, alors le support de f,, est contenu le sous-ensemble de G(F,, )" formé
des éléments dont l'image dans PGL(n, F,,) est fortement réguliére.

Pour v € S ~\ {vg,v1,v2}, grace a la proposition de 2.5 et au lemme de 2.10, on
peut choisir des fonctions concordantes ¢, et f, a support dans G(E,),_, et dans
G(F,),.

Pour v ¢ S, on prend pour ¢, et f, les fonctions ¢, . et f, . de la condition (ii) de
6.2 et de 6.3; d’aprés 3.3, elles sont concordantes (et méme fortement concordantes).

Par construction, les fonctions ¢ =[], ¢, sur G(Ag) et f =[], fo sur G(Af) sont
concordantes et vérifient les conditions (i), (ii), (iii), (iv) de 6.3 et de 6.2.
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1.6.8. — Posons #g, = H(G(Fy), Kg,,) et Hr, = H(G(Fy,),Ky,), et notons
boy + Hw,,
Soit une paire d’éléments associés (dyy,Vw,) de G(Ey,) x G(Fy,) telle que v,, €
G(Fy,)e, et soit une fonction ¢y € Hg,,. Posons ¢g = (([30)57)0 et fo = [bvo(qgo)]gvo.
On veut montrer que ¢g et fo concordent en (d,,, Vo, ). Pour ce faire, on commence par

— H F,, 'homomorphisme de changement de base défini comme en 3.1.

montrer, dans ce n°, que pour chaque place v de F distincte de vy, on peut modifier
les fonctions ¢, et f, choisies en 6.7, et choisir un élément 6 € G(E)” aussi proche que
lon veut de §,, & la place vy, de telle maniére que seules la o-orbite 0, () dans G(E)
et orbite N(6,(8)) dans G(F) contribuent non trivialement aux cotés géométriques
des formules pour trace(rg,cusp(@dge) © A,) et pour trace(reusp(fdg)).

En la place vy, puisque f,, est un coeflicient d’une représentation irréductible

cuspidale p de G(F,,) tel que f,, (1) # 0, d’aprés les relations d’orthogonalité de
dgv
dzvi
caractére trace(pdg,,) est localement intégrable sur G(F,,) et localement constant

Schur, on a trace(p(fv,dgs,)) # 0; ot 'on a posé dg,, = . Or on sait que le
sur G(F,,):, et que sa restriction & G(F,, ), est a support dans G(F,, ). D’aprés la
formule d’intégration de Weyl, on en déduit qu’il existe un élément v,, € G(F,,)”
tel que ASFv1)(f;,7,,) # 0. Comme la norme N,, envoie G(E,,) surjectivement sur
G(F,,), on peut choisir un élément d,, € G(E,,) tel que Ny, (dy,) = Yo, -

En la place vq, on a déja choisi une paire d’éléments associés (0,,, Vv, ) de G(E,,) x
G(F,,) telle que ,, € G(F,,)"”. Montrons que 'on peut choisir f,, de telle maniére
que AGFv2)(f, -~ ) # 0. Puisque 'image de 7,, dans PGL(n,F,,) est fortement
réguliére, il existe un voisinage ouvert compact U,, de v,, dans G, (Fy,) N G(Fy,)"”
tel que Z(Fy,)Up, N Ou, (Y0,) = {70, } €t vérifiant la condition: 2, (vw'u~!) = 1 pour

tous u, u' € U,, tels que u'u~?

€ Z(F,,). Soit I',, un (petit) sous-groupe ouvert
compact de G(F,,), et soit f,, € C°(G(F,,)) la fonction caractéristique de I'ouvert
compact X, de G(F,,) formé des k~'uk pour k € T, et u € U,,. La fonction
fo, = (fm)gu2 est a support dans Z(F,,)X,,, et si I's est suffisamment petit — ce
que l’on suppose —, elle donnée par f,,(2x) = Q,,(2)~! pour tout 2z € Z(F,,) et tout
z € X,,. On a donc ASFv2) (£, ~,,) > 0. Si de plus U, est suffisamment concentré
sur 7,, — ce que l'on suppose aussi —, alors le support de f,, est contenu dans
le sous-ensemble de G(F,,)"” formé des éléments dont 'image dans PGL(n,F,,) est

fortement réguliére.

Pour i = 1, 2, puisque les fonctions ¢,, et f,, concordent, on a on a aussi
Af(Evi)(qﬁvi,évi) # 0. D’aprés la remarque de 2.10, si ¢ est un élément de G(E)
suffisamment proche de d,,, d,,, 0y, en les places vy, v1, va, alors les cinq propriétés

suivantes sont vérifiees:

— lorbite N(0,(d)) est contenue dans le sous-ensemble de G(F)” formée des
éléments dont 'image dans PGL(n,F) est fortement réguliére;
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ASE ) (g,,,8) #0;
AS®2) (g,,,8) #0;
AS ) (9o, 8) = A5 T (6o, 64, );
— ACEw)(fy v) = AGFw)(fy,7,,) pour tout v € N(0,(5)).

Fixons un tel élément § € G(E), et choisissons un élément v € G(F) qui lui est associé.
Reste a4 modifier les fonctions ¢, et f, en les places v de F distinctes de vg, v1, vs.

Quitte a remplacer S par un ensemble plus gros, on peut supposer que pour v € S, 7y
appartient & K, ; alors puisque le caractére Q, est non ramifié, on a AGFv) (fv,v) > 0.

Pour v € S ~ {vg,v1,v2}, puisque 'image de v dans PGL(n,F) est fortement
réguliére, il en est de méme de l'image de v dans PGL(n,F,). On peut donc, comme
en la place vq, construire une fonction f, € C*(G(F,),,) a support dans G(F,)’
telle que AG(FU)(fU,’y) # 0. D’ailleurs, d’aprés 2.9 et la remarque de 2.8, on peut
choisir ¢, a support dans le sous-ensemble de G(E,),—, formé des éléments §, tels
que Porbite N(0,(4,)) dans G(F,) soit semisimple réguliére.

Notons ¢’ la fonction ¢o[],.,, #v sur G(Ag) et f’ la fonction fo][,,, fo sur
G(Ar), ot les fonction ¢ € Hg,, et fo € Hr,, sont celles fixées au début de ce n°.
Par construction, les fonctions ¢’ et f’ vérifient les conditions (i), (ii), (iii), (iv) de
6.3 et 6.2, et elles concordent en toutes les places v de F, sauf peut-étre en la place
vg. En la place vy, on suppose que U, est suffisamment concentré sur d,, et que le
groupe J,, définissant ¢, est assez petit, de sorte que

trace(rg,cusp (¢'ddE) © Ay) = vsASE) (¢ §)
et
trace(rcusp(f'dg)) = UWAG(F) (£,
ou l'on a posé
vs = vol(G§ (F)Z(Ar)\G3 (Ar), A9 )
et
Uy = vol(Gv(F):’jl\GA,(AF), dg.).

1.6.9. — Reprenons les fonctions ¢ =[], ¢, et f =[], fv de 6.7, modifiées comme
en 6.8 en les places v # vp; notons qu’en la place vy, les fonctions ¢, et f,, dépendent
du choix d’un v € Z"} régulier. Appliquons la proposition de 6.4 4 la paire de fonctions
concordantes (¢, f) : on a l’égalité

(1) ZZ trace(m(pdge) o Ay ( Z trace(7(¢dg)).

On en déduit une egahte du type

(2) Z Ary, (7 @;UO> = Z Cry (foo, 6TU0>

Tog Tvg
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ou m,, parcourt ’ensemble des composants locaux en vy des sous-représentations
irréductibles o-stables de 7 cusp, €t Ty, parcourt ’ensemble des composants locaux en
vg des sous-représentations irréductibles de 7¢ysp. Ici, ar,, €t cr, sont des constantes
complexes qui ne dépendent pas du n-uplet v définissant les fonctions ¢,, et fy,;
précisément 1’égalité (2) est vraie pour toute paire de fonctions concordantes (¢, , f,,)
dans CZ°(G(Eqy,), Evy) X C(G(Fuy ), Qug)-

Si m est une sous-représentation irréductible de G(Ag) de caractére central rg cusp
donnant une contribution non triviale & la somme de gauche dans (2), alors 7 a
des vecteurs non nuls fixés par un sous-groupe ouvert compact (dépendant de ¢) de
G(Ag), qui, d’aprés le corollaire de 5.3, contient un sous-groupe d’Iwahori a la place
vg. On en déduit que les sous-représentations irréductibles de rg cusp donnant une
contribution non triviale a la somme de gauche dans (2), appartiennent & un ensemble
fini indépendant de v. La méme observation valant pour la somme de droite, on peut
faire varier v et appliquer le théoréme de 5.5: pour toute fonction ¢} € H E,,; 00 &

Z Ay (‘%7 szo> = Z Cryq (bug (‘%)7 eno )-

ﬂ-UO

On en déduit que l'égalité (1) reste vraie si I’on remplace (¢, f) par la paire de
fonctions (¢’ f') définie a la fin de 6.8. On obtient 1’égalité

loshg®) (¢, 8) = v, A9 (f, 7).
Or d’aprés la démonstration du lemme de 6.4, on a lvs = v,,. Puisque les fonctions ¢’
et f’ concordent en toutes les places v distinctes de vy, on obtient

ASE) (g5,8) = ACFw) (£, ),

G(EUO)(¢07 ) :AG(FUO)(an'ng)-

1.6.10. — On a montré que pour toute fonction ¢g € HE,, (ggo)gvo et [by, (g?so)]%
concordent en toutes les paires d’éléments associés (0, Yo, ) de G(Ey,) X G(F.,) telles
que 7y, soit régulier elliptique. Commencons par oOter les caractéres =, et €2,, dans
cette assertion. Puisque les fonctions caractéristiques des doubles classes Kg, @w” Kg,,
pour v € Z, engendrent le C-espace vectoriel # E,,; O peut supposer que q;o est a
support dans Kg, w”Kg,, pour un v = (v1,...,v,) € Z%. Soient r et m les entiers
définis par |det(d,,)|r = ¢~ (rappelons que g est le cardinal du corps résiduel de
F,,) et m = Z:‘L=1 v;. Puisque €2, est non ramifié, on a

siT#m

B 0
G(E'u) =
A; (¢076U0)_{ G(Ev)((%)EUO dy,) sinon

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2011



52 CHAPITRE I. LE LEMME FONDAMENTAL POUR LE CHANGEMENT DE BASE

De méme, puisque | det(v,,)|r = ¢, on a

i 0 sir#m
G(F.) =
A (buo((ﬁo),%o) - { AG(Fv)([bUO (q}o)]gvo,%o) sinon

Par suite les fonctions ¢g et by, (¢o) concordent en (8, Yo, )-

1.6.11. — Via l'isomorphisme ¢ de E,, sur E, et compte-tenu de I’hypothése de
récurrence faite au début de la démonstration du théoréme de 6.6, on a montré
que pour toute fonction ¢ € HE, ¢ et b(¢p) concordent en les paires d’éléments
associés (0,7) de G(E) x G(F') telles que =y soit régulier. Il nous reste & montrer
que ASF)(b(¢),7) = 0 pour tout v € G(E), qui n’est pas une norme de G(E). A
nouveau d’aprés ’hypothése de récurrence, cela résulte du lemme suivant (il s’agit du
lemme 4.11 de [1, ch. 1], mais la preuve qu’on en donne ici est différente et valable
en toute caractéristique):

LEMME. — Soit ¢ € H . Pour tout v € G(F). qui nest pas une norme de G(E),
on a

A% (b(¢),7) = 0.

Démonstration. — Si n = 1 il n’y a rien a démontrer, puisque # 5 = C[E*/o}] et
b(H g) = C[Ng,/p(E*)/0z]. On suppose donc n > 2.

Soit £ un caractére de F'* de noyau Ng,p(E*); on note encore & le caractére kodet
de G(F). On verra dans le n°® suivant qu’un élément v de G(F). est une norme de
G(E) si et seulement si k(y) = 1 (lemme de 6.12). Plus généralement, on a k() =1
pour tout élément v de G(F), qui est une norme de G(E). Pour f € C®(G(F)) et
v € G(F);, on a légalité

ACE) (i f,~) = k(y)ATD(f,7);

par conséquent ASF)(f — kf,v) = 0 si v est une norme de G(E). Rappelons aussi
qu’une fonction f € H r annule les traces de toutes les séries discrétes de G(F), cf. 5.5.

Fixons une mesure de Haar dz sur Z(F') et soit w un caractére unitaire non ramifié
de Z(F). Pour f € C°(G(F)), notons f, la fonction sur G(F') donnée par f,(g) =
fz(p) w(z)f(zg)dz.

Soit une fonction ¢ € H g. D’aprés 'hypothése de récurrence, pour v € G(F), ~
G(F). qui n’est pas une norme de G(E), on a ASF)(b(¢),v) = 0. Posant £ = b(¢) —
kb(¢), on en déduit que pour tout v € G(F), ~ G(F)., on a AGF)(¢,4) = 0, et donc
aussi A9(F)(&,,v) = 0. On peut alors appliquer & la fonction ¢ = &, € CX(G(F),w)
la version simple de la formule des traces locale [39, théo. 4.2]: pour v € G(F)., on a

A (¢ ) = 37(¢,0,08,(7)

p
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ou p parcourt ’ensemble des classes d’isomorphisme de séries discrétes de G(F) de
dg
dz
séries discrétes de G(F) de caractére central w. Par suite A%(F)(£,,,~) = 0 pour tout

caractére central w, et (¢,0,) = trace(p((5Z)). Or ¢ annule les traces de toutes les
v € G(F)e. Comme cela est vrai pour tout caractére unitaire non ramifié w de F*,
par dualité de Pontryagin on obtient que AG()(¢,4) = 0 pour tout v € G(F),, i.e.
que AGF)(b(¢),~) = 0 pour tout v € G(F)e qui n’est pas une norme de G(E). O

Le théoréme de 6.6 est maintenant complétement démontré. O

REMARQUE. — Comme dans la démonstration du lemme IV.5.1 de [51], on peut
montrer que pour toute fonction ¢ € H g et tout caractére x de G(F') trivial sur les
normes de G(F), b(¢) est a support dans le noyau de x; ce qui implique directement
que la fonction b(¢) — kb(¢) est nulle, et que ASF) (b(4),~) = 0 pour tout v € G(F)
tel que det(y) n’appartient pas & Ng/p(E™). *

1.6.12. — Pour tout élément v de G(F') qui est une norme de G(E), en prenant
les déterminants dans G(E), on voit que det(vy) appartient & Ng,r(E>). D’aprés la
démonstration du lemma 1.4 de [1, ch. 1], pour les éléments semisimples réguliers
elliptiques de G(F), la réciproque est vraie: un élément v de G(F')” est une norme de
G(E) si et seulement si son déterminant appartient au groupe des normes Ng,p(E™).
Plus généralement on a:

LEMME. — Soit v € G(F)e. Alors v est une norme de G(E) si et seulement si dety €
Ng/p(EX).

Démonstration. — Posons K = F[y] et L = K ®p E. Notons Ny g : L* — K* la
norme définie par Ny, x(y) = detg(z +— ya; L). Alors v est une norme de G(E) si
et seulement si v € Ny x(L*) [1, ch. 1, lemma 1.3]. D’autre part on a det(y) =
Ng/p(v) (= detp(z — ~z;K)). 1l s'agit de montrer que v € Np g(L*) si et
seulement si det(y) € Ng,p(E*). Notons que si v est une norme de G(E), écrivant
v = Np/k(z) pour un € L™, on a

det(y) = Ng/p o Ny (x) = Ngjp o Np/g(x).

Réciproquement, supposons que det(v) appartient & Ng,p(£*). Comme dans la
démonstration du lemma 1.4 de [1, ch. 1], on raméne la démonstration au cas ou L
est un corps, c’est-a-dire le cas ou les extensions E/F et K/F sont disjointes. On
suppose donc que L est un corps. Soit Fy/F' la sous-extension séparable maximale de
K/F, et soit By = F; ®p E. Si K = F; alors v € G(F)"”. On peut donc supposer que
K/F} est une extension radicielle de degré p™ pour un entier m > 1, ot p > 1 est la
caractéristique de F. Posons 71 = N/, (7) € G(F). Alors v; = 4*", Fy = Flvy] et
Np,/r(71) = det(y) appartient & Ng,p(E*). D’aprés la démonstration de loc. cit.,
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cela implique que 7, appartient & Ng, /p, (E). Or L/E; est une extension radicielle
de degré p™, par conséquent E; = N g, (L*) et v1 = Np/F, (y) pour un élément y
de L*. On a donc

Ngyr (7) = Nr/r (y) = Ni/p, © Nk (y),
ce qui implique que v = N,/ x (y). O

1.6.13. — Nous concluons ce chapitre par deux remarques.

D’apreés le théoréme de 6.6, pour toute fonction ¢ € H' g, ¢ et b(¢) concordent;
d’ailleurs il est siirement possible de montrer que ¢ et b(¢$) concordent fortement —
c’est déja fait pour les unités de # g et de # g, cf. la proposition de 3.1 —, comme le
fait Clozel en caractéristique nulle [19, § 7]. Mais cela nécessite I'utilisation de plusieurs
résultats d’analyse harmonique pour GL,, dont on ne dispose pas pour le moment
en caractéristique > 0: germes de o-intégrales orbitales au voisinage d’un élément
o-fermé et leur indépendance linéaire; transfert des germes entre formes intérieures
de GL,,; etc.

L’introduction des opérateurs normalisés A, (7) pour les représentations irréductibles
génériques o-stables de G(F) — cf. 5.4 —, n’est bien évidemment pas nécessaire a la
démonstration du lemme fondamental. On a choisi de le faire pour plusieurs raisons:
par commodité d’écriture (!); parce qu’il faut bien introduire une normalisation pour
avoir la formule du lemme 2 de 5.4 (ou son équivalent sphérique [50, prop. 7’]); enfin
parce que c’est la bonne normalisation pour une théorie du changement de base, local
et global, en caractéristique > 0 (& suivre...).
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CHAPITRE 11

SUR LE CHANGEMENT DE BASE LOCAL POUR GL,

Soit E/F une extension finie cyclique de corps commutatifs localement compacts
non archimédiens, et soit » > 1 un entier. Si F' est de caractéristique nulle, Arthur
et Clozel ont associé a toute représentation (complexe) lisse irréductible de GL(n, F')
une représentation lisse de GL(n, E'). Dans ce chapitre on étend cette application de
relévement au cas ou F est de caractéristique non nulle.

I1.1. Introduction

I1.1.1. — Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien de
caractéristique p > 0. Fixons une cloture séparable algébrique F de F, et notons W,
le groupe de Weyl-Deligne de F sur F. Soit E une extension finie cyclique de F' dans
F. On définit de méme le sous-groupe W, de Wj. Toute représentation (complexe)
7 de W} donne par restriction une représentation 75 de Wy de dimension celle
de 7. Cette application 7 — 7g correspond, via les correspondances de Langlands
locales pour F et E (|58] si p > 0; [31, 36| si p = 0), & une application 7 — 7
entre représentations (complexes) lisses irréductibles de GL(n, F') et représentations
lisses irréductibles de GL(n, F), ou n est la dimension de 7. Précisément, si 7 est
une représentation lisse irréductible de GL(n, F') qui correspond & 7 — une telle
représentation est unique & isomorphisme prés —, alors wg est une représentation
lisse irréductible de GL(n, E) qui correspond a 7g.

Si p = 0, Papplication de changement de base 7 — 7g a été établie par Arthur et
Clozel [1], cf. le théoréme de 1.4. On se propose ici de I’établir pour p > 0.

II.1.2. — Fixons un entier n > 1. Pour tout anneau commutatif A, on note G(A)
le groupe GL(n, A). Fixons aussi un générateur o du groupe de Galois de E sur F,
et notons d le degré de l'extension E sur F. Le F-automorphisme o de E induit
un automorphisme de G(E) que l'on note encore o. Pour tout élément § de G(E),
on note O, (d) la o-orbite de § dans G(E), c’est-a-dire I’ensemble des g~16g° pour
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g € G(E). De méme, pour tout élément v de G(F), on note @)(v) lorbite de v dans
G(F) (obtenue en prenant E = F et 0 = Id dans la définition précédente). On dispose
d’une application norme

N:G(BE)— G(E), g 99”97
reliant les o-orbites de G(E) aux orbites de G(F'). Précisément, pour tout § € G(E),
il existe un g € G(E) tel que I’élément

N(g~'69°) =g 'N(d)g

appartient & G(F); l'orbite (g~ 1N(d)g) ne dépend pas du choix de g, et elle
détermine la o-orbite ©),(d). En d’autres termes, la norme N induit une application
injective, que nous notons N, entre ’ensemble des o-orbites dans G(E) et 'ensemble
des orbites dans G(F'). Deux éléments § € G(E) et v € G sont dit associés si

N(0(5)) = 0(7).

Un élément de G(F) est dit régulier si son polyndme caractéristique est produit de
polyndmes irréductibles sur F' deux a deux distincts (on ne demande pas que ces
derniers soient séparables sur F'), et un élément de G(E) est dit o-régulier si tout
élément de G(F') qui lui est associé est régulier. On note G(F'), le sous-ensemble de
G(F) formé des éléments réguliers, et G(E),_, le sous-ensemble de G(E) formé des
élements o-réguliers. Un élément régulier v de G(F) est dit elliptique si la F-algébre
F[v] est un corps, et un élément de G(E) est dit o-elliptique si tout élément de G(F')
qui lui est associé est elliptique. On note G(F). le sous-ensemble de G(F), formé
des éléments elliptiques, et G(E),_ le sous-ensemble de G(E),_, formé des éléments
o-elliptiques.

I1.1.3. — Pour les représentations génériques unitaires, et plus généralement a
segments R(E/F)-réguliers — cf. la définition de 3.4 — ou K(E/F') désigne le groupe
des caracteres de F'* qui sont triviaux sur Ng,r(E>), 'application de changement
de base m — 7g est caractérisée par une identité de caractéres “a la Shintani®. Si II
est une représentation lisse de G(FE), on note II? la représentation g — II(g?) de
G(E), et 'on dit que II est o-stable si II? est isomorphe & II. Fixons une mesure de
Haar dgg sur G(E). Pour toute représentation lisse admissible o-stable II de G(E),
le choix d’un isomorphisme A de II sur II?, c’est-a-dire d’un automorphisme A de
lespace V de II vérifiant A o II(g) = 7w(g”) o A pour tout g € G(E), définit une
distribution ©# sur G(F): pour toute fonction ¢ sur G(E) localement constante et a
support compact, on pose

Of1(¢) = trace(IL(¢) o 4),
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ou II(¢) désigne I'opérateur fG(E) #(9)II(g)dgr sur V. Si de plus II est de longueur
finie, on sait (chap. I, [60]) que cette distribution ©{} est donnée par une fonction
localement constante sur G(E),_, qui est localement intégrable sur G(E): pour toute
fonction ¢ sur G(E) localement constante et & support compact, on a
o) = [ olg)ef)s,
G(E)o—x

Iintégrale étant absolument convergente. Notons que la distribution @ﬁ sur G(E)
dépend du choix de la mesure de Haar dgg, mais la fonction @ﬂ sur G(E),—; n'en
dépend pas.

De méme, fixée une mesure de Haar dg sur G(F'), toute représentation lisse
admissible 7 de G(F') définit une distribution ©, sur G(F): pour toute fonction f
sur G(F) localement constante et a support compact, on pose

Ox(f) = trace(n(f))-

Si de plus 7 est de longueur finie, cette distribution est donnée par une fonction
localement constante sur G(F), qui est localement intégrable sur G(F), et
indépendante du choix de la mesure de Haar dg.

Soient 7 une représentation lisse irréductible de G(F'), I une représentation lisse
irréductible o-stable de G(E), et A un isomorphisme de II sur I1?. On dit que II est
un o-relévement, ou simplement un relévement, de 7 s’il existe une constante ¢ # 0
telle que

011(6) = cOx(7)
pour toute paire d’éléments associés (4,7) de G(E) x G(F') telle que «y soit régulier.
Un o-relévement de m, s’il existe, est unique & isomorphisme prés, et sa classe
d’isomorphisme est déterminée par celle de 7. Quant & la constante c, elle dépend
bien stir du choix de A, mais peut a priori dépendre aussi de la classe d’isomorphisme
de 7; on la note donc ¢(7, A).

Notons que pour n = 1, tout caractére® w de F'* se reléve en le caractére wg =
wo N de E*.

I1.1.4. — Fixons un caractére additif non trivial ) de F. Notons g le caractére
additif 1 o trg/p de E, et 0y, le caractére du sous-groupe unipotent Uy (E) de G(E)
formé des matrices triangulaires supérieures strictes, défini par

Oy ((uij)1<ic<i<n) = YE(U1,2 tu23+ + Up—1n).

Soit IT une représentation lisse irréductible générique de G(F). Une fonctionnelle
de Whittaker pour II est par définition une forme linéaire A sur ’espace V de II

(1) Dans ce papier, on appelle caractére d’un groupe topologique un homomorphisme continu dans
C*; on ne demande pas qu’il soit unitaire.
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vérifiant A(m(u)(v)) = 8y, (u)A(v) pour tout u € Up(E) et tout v € V. On sait
que les fonctionnelles de Whittaker pour II forment un espace vectoriel de dimension
1. Si de plus II est o-stable et si A est un isomorphisme de II sur II?, alors pour
toute fonctionnelle de Whittaker A pour I, la forme linéaire A o A sur V est encore
une fonctionnelle de Whittaker pour II. On peut donc normaliser 'opérateur A en
demandant que A o A = X pour une (i.e. pour toute) fonctionnelle de Whittaker non
nulle A pour II; on le note alors I, (II). Cette normalisation I, (II) ne dépend pas du
choix du caractére additif ¢ de F.

Le théoréme suivant est le résultat principal du chapitre. Comme on ’a dit plus
haut, il n’est nouveau que pour p > 0.

THEOREME. — (1) Toute représentation lisse irréductible générique o segments
R(E/F)-réguliers m de G(F) se reléve en une représentation lisse irréductible
générique o-stable Il de G(E), et la constante c(m, I,(II)) vaut 1.

(2) Toute représentation lisse irréductible générique o-stable de G(E) reléve une
représentation lisse irréductible générique a segments R(E /F)-réguliers de G(F).
(3) Pour les représentations génériques, la notion de relevement est indépendante

du choix de o.

On donne aussi, pour des représentations 7 de G(F') et 7’ de G'(F) = GL(n/, F) se
relevant en des représentations IT de G(E) et II' de G'(E) comme dans le point (1),
des formules reliant les facteurs L et e de la paire (I, II') & ceux des paires (m, k')
pour k € R(E/F) — cf. le théoréme de 4.2.

I1.1.5. — 1l n’est pas immédiat de vérifier que pour les représentations génériques
a segments R(E/F)-réguliers, lapplication de relévement introduite en 1.3 est
compatible aux correspondances de Langlands pour F' et E, c’est-ad-dire coincide
avec l'application de changement de base introduite en 1.1. C’est bien sir le cas pour
les représentations (génériques) non ramifiées si ’extension E/F est non ramifiée.
Pour p > 0, nous vérifierons cette compatibilité en général dans IV, grace a la
correspondance de Langlands globale prouvée par Lafforgue [55] et a la compatibilité
des correspondances de Langlands locale et globale (elle aussi prouvée dans loc. cit.).

REMARQUE. — Une fois vérifiée cette compatibilité pour les représentations
génériques a segments R(F/F)-réguliers, ou méme seulement pour les représentations
tempérées, on peut ensuite étendre ’application de changement de base & toutes
les représentations grace a la classification de Langlands; en général, elle n’est pas
caractérisée par une identité de caractéres comme en 1.3.
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I1.1.6. — Notre propos est ici de donner des démonstrations complétes et détaillées,
basées sur des références qui traitent explicitement du cas de caractéristique non
nulle. Cela donne un texte un peu long, mais que nous espérons accessible et utile.
Notre méthode est une adaptation de celle d’Arthur et Clozel [1, ch. 1], qui traitent
le cas des corps p-adiques; elle utilise un procédé local-global basé sur une formule
des traces simple. Signalons l’article de Flicker [25], qui donne les points (1) et (2)
du théoréme de 1.4 pour les représentations tempérées, grace & une autre variante
de la formule des traces simples. Malheureusement sa preuve repose sur des énoncés
dont la démonstration est laissée au lecteur. Nous donnons ici tous les détails et aussi
un grand nombre de propriétés supplémentaires (cf. 1.8 ci-dessous). Nous n’utilisons
pas ici les travaux de L. Lafforgue [54, 55|: dans la mesure ou il s’agit d’établir des
identités de caractéres locales, le gain aurait été faible par rapport & la masse de
résultats nécessaires & Lafforgue. Le lien avec les travaux de Lafforgue est effectué
dans IV.

I1.1.7. — Décrivons briévement les principaux arguments de la démonstration
du théoréme de 1.4. On appelle série o-discréte de G(E) une représentation lisse
irréductible tempérée o-stable de G(E) qui n’est pas isomorphe & ’induite parabolique
d’une représentation lisse o-stable d’un sous-groupe de Levi propre o-stable de G(E).
Notons que si £ = F et ¢ = Id, on retrouve la notion habituelle de série discréte de
G(F). Par descente parabolique, on raméne la preuve du théoréme de 1.4 a celle de
sa “version discréte”, c’est-a-dire au cas oul m est une série discréte et II est une série
o-discréte. Dans ce cas, on procéde par voie globale, par comparaison d’une formule
des traces pour G(F) et d’une formule des traces o-tordue pour G(E) — il s’agit
dans les deux cas de formules des traces “simples”, dites de Deligne-Kazhdan.

Supposons p > 0 et choisissons une extension finie cyclique (de corps de fonctions)
E/F telle qu’en une place vo de F inerte dans E, 'extension de corps locaux
E,,/F,, soit isomorphe & E/F, ce qui permet d’identifier o & un générateur de
Gal(E/F). Les ingrédients permettant le fonctionnement de cette méthode globale
sont principalement:

— le lemme fondamental (pour le changement de base) aux places de F non
ramifiées dans E;

— le transfert des fonctions & support dans les éléments réguliers;

— lexistence de pseudo-coefficients pour les séries o-discréte de G(E) — c’est-a-
dire pour les caractéres tordus ©ff des séries o-discrétes IT de G(E).

Le lemme fondamental a été démontré dans I. Le transfert des fonctions a support
dans les éléments réguliers est établi ici. Quant aux pseudo-coefficients pour les séries
o-discrétes de G(E), leur existence est aussi établie ici, & partir du théoréme de
Paley-Wiener o-tordu pour G(E). Ce dernier a été démontré par Rogawski [67]

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2011



60 CHAPITRE II. LE CHANGEMENT DE BASE LOCAL

pour n’importe quel groupe réductif connexe sur un corps local de caractéristique
nulle, mais pour le groupe linéaire sa preuve fonctionne en toute caractéristique.
On montre aussi qu’une représentation lisse irréductible générique o-stable de G(E)
est o-elliptique, c’est-a-dire que son caractére tordu n’est pas identiquement nul sur
G(E)s—e, si et seulement si elle est essentiellement o-discréte — propriété cruciale
pour la méthode globale.

Le principe de la démonstration de la version discréte du théoréme de 1.4 est, &
quelques variantes prés, celui de [1, 6.3]: grace aux pseudo-coeflicients, on voit que
toute série o-discréte de G(E) est composant local d’une représentation automorphe
cuspidale o-stable de G(Ag) — de méme, toute série discréte de G(F') est composant
local d’une représentation automorphe cuspidale de G(Ag). On fixe une place v; de F
scindée dans E, et I’on ne considére que des représentations automorphes cuspidales
7 de G(AFr) dont le composant en la place v; est une représentation cuspidale de
niveau 0 de G(F,,), et des représentations automorphes cuspidales o-stables II de
G(Ag) dont le composant local en la place v; est de la forme (II;)®? ou II; est une
représentation cuspidale de niveau 0 de G(F,,). Pour de telles représentations 7 et
II, on obtient en fait une application de relévement global, disons 7 — II, caractérisée
par le fait qu’en presque toute place v de F non ramifiée dans E, le composant local
IT, est un relévement de 7, (pour la notion de relévement dans le cas ou E, n’est pas
un corps, cf. la section 2). De plus, ce relévement global est fort au sens ou pour toute
place v de F — y compris vy et vy —, II,, est un relévement de 7.

I1.1.8. — Le chapitre s’organise comme suit (jusqu’a la section 5 incluse, le corps F
est supposé de caractéristique quelconque).

Dans la section 2, on introduit les principales notions utilisées dans ce chapitre, en
particulier celle de o-relévement & G(E) pour une représentation lisse irréductible de
G(F), et celle de concordance (ou transfert) pour deux fonctions localement constantes
a support compact f sur G(F) et ¢ sur G(E). Pour les applications globales, on se
place dans le cadre plus général ou E est une F-algébre cyclique de groupe X = (o).
On établit le transfert des fonctions & support dans les éléments réguliers, et, dans le
cas ou la F-algébre E est scindée, celui de certaines fonctions bien particuliéres, qui
sont combinaisons linéaires de représentations cuspidales de niveau 0.

La section 3 est consacré & des rappels sur la classification de Zelevinski.
Dans la section 4, on raméne la preuve du théoréme de 1.4 a celle de sa version

discréte. De cette version discréte, on tire un certain nombre de conséquences :

— la formule d’orthogonalité des caractéres pour les séries o-discrétes de G(E);
— sous ’hypothése ou le transfert a été démontré en général (ce qui est le cas
en caractéristique nulle [1] mais ne l'est pas encore en caractéristique > 0),
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une formule des traces locale simple o-tordue, c’est-a-dire pour les fonctions
o-elliptiques, cf. 4.10;

— la description du support cuspidal de II dans le cas o 7 est cuspidale, ce
qui permet ensuite d’étendre cette description au cas oi m est essentiellement
discréte.

On décrit aussi les fibres de l'application de relévement, d’abord dans le cas
essentiellement discret (lemme de 4.8), puis dans le cas générique (lemme de 4.13).
Enfin si E est une extension non ramifiée de F', on vérifie que 'application de
relévement correspond bien, via les correspondances de Langlands locales pour F' et
E, a la restriction des représentations de Wr a Wg.

Dans la section 5, on introduit la notion de o-représentation de G(FE), c’est-a-
dire une paire (II, A) formée d’une représentation lisse o-stable II de G(E) et d’un
isomorphisme A de II sur II° tel que A? opére par multiplication par un scalaire
sur l'espace de II. Les o-représentations de G(E) s’organisent naturellement en une
catégorie (en général non abélienne), et grace a la classification de Langlands, on peut
décomposer le Z-module libre, disons ), engendré par les classes d’isomorphisme de
o-représentations (II, A) de G(E) telles que II est irréductible. Le théoréme de Paley-
Wiener o-tordu [67] caractérise les formes Z-linéaires sur ¢, de la forme (II, A) —
©#(¢) pour une fonction ¢ sur G(E) localement constante et a support compact.
On en déduit V'existence de pseudo-coefficients pour les séries o-discrétes de G(E), et
leurs propriétés.

Dans la section 6, on suppose F' de caractéristique > 0, et 'on montre par voie
globale la version discréte du théoréme de 1.4.

I1.2. Fonctions concordantes et identités de caractéres

I1.2.1. — Soit » > 1 un entier. On note G le schéma en groupes qui & tout anneau
commutatif A associe le groupe G(A) = GL(n, A), et Z le centre de G, c’est-a-dire le
sous-schéma en groupes fermé qui & A associe le sous-groupe Z(A) de G(A) formé des
matrices diagonales diag(z,...,z), ¢ € A. On identifie A* a Z(A) via lapplication
z — diag(z,...,x).

Fixons un entier d > 1, un groupe cyclique ¥ de cardinal d, et un générateur o
de Y. On considére un corps commutatif quelconque F', et une F-algébre cyclique
E de groupe X, c’est-a-dire un produit de corps E = F; X --- X E,. ol r est un
entier divisant d, d = rd;, et E; est une extension cyclique de F' de groupe de Galois
engendré par o1 = ¢”. On choisit les notations de sorte que cF; = E,. et 0E; 11 = E;
pour i =1,...,r — 1. L’opération de o sur E est donnée par

o(x1,...,2.) = (0x2,023,...,0T.,021),
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et le corps F, plongé diagonalement dans FE, coincide avec le sous-anneau de FE
formé des éléments fixés par 0. On note Ng,r l'application norme de E* a F*
donnée par Ng/p(z) = Hf;gloi(x). Pour (z1,...,2,) € E*, on a Ng/p(z) =
Ng,/r(I1;_; 0 'a;). En particulier, le groupe des normes N, r(E*) coincide avec
le groupe des normes Ng, /r(E7).

L’opération de o sur E induit une opération sur G(E) = G(F1) X --- x G(E,)
qui est décrite de la méme maniére, et le groupe G(F), plongé diagonalement dans
G(E), coincide avec le sous-groupe de G(E) formé des éléments fixés par o. On note
N Tapplication norme de G(E) a G(F') donnée par

N(@) =666,
ou l'on a posé 57 = gis.

Pour § € G(E), on note 0,(9) la o-orbite de § dans G(E), c’est-a~dire ’ensemble
des g~18g° pour g € G(E). De méme pour v € G(F), on note O(y) I'orbite de v dans
G(F), c’est-a-dire 'ensemble des g~1vyg pour g € G(F). D’aprés le lemme de 1.2.2,
I’application

5 > N(0,(8) N G(F)
induit une application injective, que nous notons N, entre I’ensemble des o-orbites dans
G(E) et 'ensemble des orbites dans G(F'). Deux éléments 6 € G(E) et v € G(F) tels
que N(0,(8)) = O(v), sont dits associés.

I1.2.2. — Pour § € G(F), on note G§(F) le o-centralisateur de § dans G(E), c’est-
a-dire Pensemble des g € G(E) tels que g~'dg° = §. C’est le groupe des points
F-rationnels d’un sous—F-schéma en groupes fermé G§ de Resg /(G xzE), ot Resg
désigne le foncteur restriction a la Weil de E & F. De méme, pour v € G(F'), on note
G (F) le centralisateur de v dans G(F'), c’est-a-dire I’ensemble des g € G(F') tels que
g 1vg = v. C’est le groupe des points F-rationnels d’un sous—F-schéma en groupes
fermé de G xz F.

Pour toute paire d’éléments associés (6,v) de G(E) x G(F), les F-schémas en
groupes G§ et G, sont formes intérieures 'un de l'autre: fixée une cloture séparable
algébrique F de F, il existe un isomorphisme de F-schémas en groupes v : G§ x rF—
G. xr F tel que pour tout 7 € Gal(F/F), Pautomorphisme ¢~ '7(¢) de G, x g F est
intérieur (cf. I.2.3).

Un élément v de G(F) est dit régulier si son polynéme caractéristique P, € F[t] est
produit de polynomes irréductibles sur F' deux & deux distincts (on ne demande pas
que ces derniers soient séparables sur F'). Si de plus P, est irréductible sur F'[t], on
dit que v est (régulier) elliptique. On note G(F'), ’ensemble des éléments réguliers de
G(F), et G(F), le sous-ensemble de G(F), formé des éléments elliptiques. Si «y est un
élément régulier de G(F), on dit que son image dans PGL(n, F') est fortement réguliére
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si pour tout g € G(F) tel que g~'vg = 2y pour un z € Z(F),ona g € G,(F). On note
G(F)' I’ensemble des éléments (absolument) semi-simples réguliers de G(F), c’est-a-
dire le sous-ensemble de G(F'), formé des éléments dont le polyndéme caractéristique
a n racines distinctes dans F, et 'on pose G(F)" = G(F)' N G(F).. Notons qu'un
élément v de G(F') est semisimple régulier si et seulement si le F-schéma en groupes
G., est un tore, auquel cas 'image de v dans PGL(n, F') est fortement réguliére si et
seulement si son centralisateur dans PGL(n, F') est un tore.

Un élément § de G(E) est dit o-régulier (resp. o-elliptique) si I'orbite N(8,(0))
dans G(F) est réguliére (resp. elliptique). On note G(F),—, ensemble des éléments
o-réguliers de G(E), et G(E),—_e le sous-ensemble de G(E),_, formé des éléments
o-elliptiques.

Soit (8, 7y) une paire d’éléments associés de G(E) x G(F'). Si vy est régulier, le groupe
G.(F) est isomorphe a F[y]*, donc est commutatif, et puisque G¢ est une forme
intérieure de G, on a un isomorphisme de F-schémas en groupes G§ — G.. Si de
plus N(d) = v, comme G§(F') est contenu dans G, (E), on a I'égalité G¢(F') = G,(F)
et § appartient & G (FE).

I1.2.3. — On suppose désormais que F' est un corps commutatif localement compact
non archimédien. On note or ’anneau des entiers de F, pr 'idéal maximal de op, et
| |F la valeur absolue sur F normalisée par |wr|r = ¢~! pour une uniformisante wp
de F, ol g est le cardinal du corps résiduel de F'. Pour ¢ =1,...,r, on définit op, et
pE, de la méme maniére, et 'on pose og =[[;_, 0, et pg =[[,_, bE,-

Les groupes G(F) et G(E) sont désormais munis de la topologie pg-adique.
Pour 6 € G(E), le o-centralisateur G§(F') est un sous-groupe fermé de G(E),
et la o-conjugaison g — g¢g~10g° dans G(E) induit par passage au quotient une
application bijective G§(F)\G(E) — 6,(d), qui est un homéomorphisme si 1'on
munit I’espace homogéne G§(F)\G(E) de la topologie quotient (théoréme d’Arens
[63, 2.13], puisqu’on sait que la o-orbite €, (d) est localement fermée dans G(E),
donc localement compacte). De méme, pour v € G(F), le centralisateur G~ (F') est
un sous-groupe fermé de G(F), et la conjugaison g — g 1lvg dans G(F) induit
par passage au quotient une application bijective G, (F)\G(F) — 0(v), qui est
un homéomorphisme si 'on munit 'espace homogéne G.,(F)\G(F') de la topologie
quotient.

Un élément v de G(F) est dit fermé si lorbite O() est fermée dans G(F), c’est-
a-dire si la F-algébre F[y] est un produit de corps. Un élément § de G(E) est dit
o-fermé si Porbite N(),(8)) est fermée dans G(F) pour la topologie pp-adique, i.e.
si tout élément v de G(F) associé a d est fermé. Si E est un corps, on sait [60, 7] que
d est o-fermé si et seulement si la o-orbite O, (4) est fermée dans G(E).
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Si X est un espace topologique totalement discontinu, on note C2°(X) l'espace
des fonctions a valeurs complexes sur X qui sont localement constantes et & support
compact.

Pour v € G(F), le centralisateur G, (F') est unimodulaire [57, 4.8.6]. On peut donc,
via le choix une mesure G(F')-invariante dg, sur ’espace homogéne G, (F)\G(F'),
définir une distribution AGF)(-,v) sur G(F): pour toute fonction f € C(G(F)), on
pose

2SO = [ Flg"7)dgy:
Gy (FO\G(F)
d’aprés [57, 4.8.10 et 4.8.11], l'intégrale converge absolument.

Pour § € G(E), le o-centralisateur G§(F') est lui aussi unimodulaire: pour tout
v € G(F) associé & 9, le centralisateur G.,(F') est unimodulaire, et G§ est une forme
intérieure de G,. On peut donc choisir une mesure G(E)-invariante dg§ sur l’espace
homogeéne G§ (F)\G(FE). Si de plus d est o-fermé, cette mesure définit une distribution
AS(E)(-, 0) sur G(E): pour toute fonction ¢ € CX(G(FE)), on pose

AGE) (. 5) = / o(g™"69%)dgS;
G (F)\G(E)

d’aprés 1.2.4, I'intégrale converge absolument.

11.2.4. — Fixons des mesures de Haar dg sur G(F) et dgg, sur G(E1), et notons dgg
la mesure de Haar sur G(E) image inverse de (dgg, )" par 'isomorphisme de groupes
topologiques

G(E) - G(E)", (91,---,9r) — (91,092, .. .,ar_lgr).

Pour chaque élément o-fermé § de G(E), on choisit une mesure de Haar dg§ sur
G§(F), et pour chaque élément fermé v de G(F), on choisit une mesure de Haar dg,
sur G (F'). On suppose que pour toute paire d’éléments associés (6,7) de G(E) x G(F')
telle que vy soit fermé, les mesures dg§ et dg., sont associées au sens de I.2.5 — cela est
possible méme si v n’est pas semisimple, c’est-a-dire méme si le F-schéma en groupes
(connexe) G., n’est pas réductif. Pour une telle paire (4,7), on note dgf et dg, les

mesures quotient Zgg sur G (F)\G(E) et jTgv sur G, (F)\G(F), et 'on suppose que
les distributions AE(E)(', §) sur G(E) et ASF)(. ) sur G(F) sont définies & 1’aide de

ces mesures. On a donc en particulier

AZE) (. g78g7) = AP (,9)

pour tout g € G(E), et
A (g7 yg) = AU ()

pour tout g € G(F).
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DEFINITION. — Deux fonctions ¢ € CX(G(E)) et f € CX(G(F)) sont dites
concordantes en (9,7y) pour une paire d’éléments associés (9,7) de G(E) x G(F) telle
que 7y soit fermé, si elles vérifient

AZE)(9,8) = S (£,7)

Elles sont dites concordantes (resp. fortement concordantes) si elles concordent en
toute paire d’éléments associés (6,7) de G(E) x G(F) telle que v soit régulier (resp.
fermé), et si AS(F)(f,v) = 0 pour tout élément régulier (resp. fermé) v de G(F) qui
n’est pas une norme.

REMARQUE. — Supposons de plus que pour tout élément régulier v de G(F), la
mesure de Haar dg, sur G,(F) soit celle qui donne le volume 1 au sous-groupe
compact maximal de G, (F). Alors (cf. I.2.7) pour toute fonction f € C&(G(F)),
'application vy +— ASF)(f ~) est localement constante sur G(F),, et pour toute
fonction ¢ € C°(G(E)), 'application ¢ +— AUG(E)(qﬁ, d) est localement constante sur
G(E)s—,. En particulier, ¢ et f concordent si et seulement si elles concordent en toute

paire d’éléments asscociés (d,7) de G(E) x G(F') tel que v est semisimple régulier.

I1.2.5. — 1l est en général difficile de produire des fonctions ¢ et f qui concordent.
On sait le faire dans plusieurs cas particuliers, que nous utiliserons par la suite dans
la méthode globale: les fonctions a support dans les éléments réguliers; les fonctions
sphériques (lemme fondamental); les fonctions cuspidales de niveau 0.

Commencgons par le cas le plus simple, le transfert des fonctions a support dans les
éléments réguliers. Il a été établi dans 1.2.5, prop.: pour toute fonction ¢ € C°(G(E)
a support dans G(E),_r, il existe une fonction f € C°(G(F')) a support dans G(F'),
telle que ¢ et f concordent. Réciproquement, pour toute fonction f € C°(G(F)) a
support dans G(F), telle que ASF)(f,~v) = 0 pour tout v € G(F), qui n’est pas une
norme de G(E) (c’est-a-dire qui n’est associé & aucun élément de G(FE)), il existe une

fonction ¢ € CX(G(E)) a support dans G(E),—, telle que ¢ et f concordent.

REMARQUE. — La conjecture de transfert prédit que l'on peut supprimer les
hypothéses sur le support des fonctions dans les énoncés du paragraphe précédent. En
caractéristique nulle, elle a été démontrée par Arthur et Clozel [1, ch. 1, prop. 3.1].
La démonstration en caractéristique non nulle apparaitra — on 1’espére! — dans un
prochain article. Notons que si la caractéristique résiduelle est assez grande, le travail
de Waldspurger [74] donne aussi cette conjecture en caractéristique non nulle.
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I1.2.6. — Pour les applications globales, on a besoin de considérer des fonctions
localement constantes & support compact modulo le centre, et qui se transforment
selon un caractére sous l'action (par translations) d’un sous-groupe fermé du centre.
Soit donc w un caractére du groupe des normes Ng,p(E*), et soit x le caractére
wo Ng/p de EX. On note C°(G(F'),w) I'espace des fonctions f sur G(F') qui sont
localement constantes, & support compact modulo Z(F) identifié & F*, et vérifient
f(zg9) = w™(2)f(g) pour tout z € Ng,p(E*) et tout g € G(F). On définit I'espace
CP(G(E), x) de la méme maniére.

Pour tout élément v de G(F), la mesure dg, sur G,(F)\G(F') définissant la
distribution AG() (- ~) sur G(F), définit de la méme maniére une forme linéaire sur
C>(G(F),w), que I'on note encore AG(F)(. ). De méme 1.2.9, pour tout élément
o-fermé § de G(E), la mesure dgf sur G¢(F)\G(E) définissant la distribution
AGH) (+,6) sur G(F), définit de la méme maniére une forme linéaire sur C°(G(E), x),
que 'on note encore ASE (+,6). Les notions de concordance introduites en 1.4 restent
valables pour des fonctions ¢ € CP(G(E), x) et f € C(G(F),w).

Pour produire des fonctions ¢ € CX(G(E), x) et f € C°(G(F),w) qui concordent,
il suffit de produire des fonctions ¢ € C®°(G(E)) et f € C=(G(F)) qui concordent.
En effet, choisissons une mesure de Haar dz sur Ng,p(E*), et notons dzg la mesure

de Haar sur E* telle que
VOI(UE, dZE)

vol(Ng,r(Ug), dz)
ou Ug désigne le groupe des unités de E*. Notons f — f, application linéaire de
C*(G(F)) dans C°(G(F),w) définie par

rule)= [ w(2)f(z0)dz, g€ G(F);
Ng,r(EX)

) =1,

elle est surjective. De la méme maniére, la mesure dzg définit une application linéaire
surjective ¢ — ¢, de C°(G(F)) dans CX(G(E), x). D’apres le lemme de 1.2.10, si
$ € CX(G(E)) et f € CX(G(F)) concordent en une paire d’éléments associés (4, 7)
de G(E) x G(F) telle que ~ soit fermé, alors ¢, et f,, concordent en (4,).

Si ¢ € CP(G(E)) est a support dans G(E),—r, alors ¢, est encore & support
dans G(E)s—r, et si f € C°(G(F')) est a support dans G(F),, alors f, est encore a
support dans G(F'),. Par conséquent les résultats rappelés en 2.5 restent vrais pour des
fonctions ¢ € CX(G(E), x) a support dans G(E),_, et f € CX(G(F),w) a support
dans G(F);.

I1.2.7. — Avant de traiter le cas des fonctions sphériques et des fonctions cuspidales
de niveau 0, traduisons la notion de concordance en termes de représentations.

Si IT est une représentation lisse de G(E), on note II? la représentation g — II(g7)
de G(E), et Pon dit que II est o-stable si II et II° sont isomorphes. Si II est une
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représentation lisse admissible o-stable de G(E), le choix d’un isomorphisme A de II
sur I17, c’est-a~dire d’un automorphisme A de l’espace V de II tel que AoIl = II(g%)0cA
pour tout g € G(E), définit une distribution ©ff sur G(E): pour toute fonction
¢ € C(G(E)), on pose
O} () = trace(I(¢) o A)

ou II(¢) désigne lopérateur fG(E) #(9)II(g)dgr sur espace de II (puisque II est
admissible, il est de rang fini), noté aussi II(¢dgg). Supposons de plus qu’il existe un
caractére x de E* tel que II(zg) = x(2)II(g) pour tout z € E* et tout g € G(E). Alors
X est o-stable, donc de la forme wo Ng,p pour un (unique) caractére w de Ny, p(E*),
et le choix d’une mesure de Haar dgg sur le groupe quotient E*\G(E) définit comme
ci-dessus une forme linéaire O sur C>°(G(E), x): pour ¢ € C*(G(E), ), on pose
04 (¢) = trace(Il(¢) o A), II(¢) = I(¢dgr). Si dgr = 322 ol dzg est la mesure de
Haar sur Z(F) définissant ’application linéaire ¢ — ¢, on a

Ofi(¢) = Of1(¢y), ¢ € CX(G(E)).

De méme, & toute représentation lisse admissible 7 de G(F') est associée une
distribution ©, sur G(F): pour toute fonction f € C°(G(F')), on pose

Ox(f) = trace(n(f))

ot w(f) = m(fdg). Supposons de plus qu’il existe un caractére w de Ng,p(E™) tel
que m(zg) = w(z)m(g) pour tout z € Ng,p(E*) et tout g € G(F). Alors le choix
d’une mesure de Haar dg sur le groupe quotient Ng,r(E*)\G(F') définit une forme
linéaire O, sur CX(G(F),w): pour f € C&P(G(F'),w), on pose O(f) = trace(w(f)),
w(f) = n(fdg). Si dg = g—g ou dz est la mesure de Haar sur Ng,p(E>) définissant
P’application linéaire f — f,,, on a

@w(f) = Gﬂ(fw)a fe CSO(G(F))

DEFINITION. — Soient m une représentation lisse irréductible de G(F), II une

représentation lisse irréductible o-stable de G(E), et A un isomorphisme de II sur
I1°. On dit que IT est un o-relévement, ou simplement un relévement, de = s’il existe
une constante ¢ # 0 tel que pour toute paire de fonctions concordantes (¢, f) de
CX(G(E)) x CX(G(F)), on ait

011(¢) = cOx(f).
I1.2.8. — Identifions G(E) au groupe G(E;)" via Papplication
((51, ey 5T) = ((51,0(52, ce ,O'T_lér).

L’opération de o sur G(E;)" est donnée par 6° = (d2,...,0,,67') pour § =
(01,...,0,) € G(E1)". SiII est une représentation lisse irréductible de G(E4)", alors
IT s’écrit II; ® --- ® II, pour des représentations lisses irréductibles II; de G(E1),
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et II est o-stable si et seulement si II; est o;-stable et II; est isomorphe & II; pour
t=2,...,71.

Soit maintenant IT; une représentation lisse oi-stable de G(E1), et soit A; un
isomorphisme de II; sur II7*. Soit II la représentation H‘lg’r de G(E1)". Notons V;
I'espace de II;, et V = V" celui de II. L’automorphisme A de V' donné par A(v) =
(A1 (v,),v1,...,v,—1) pour tout vecteur v de la forme v; ® --- ® v,, v; € V, est un
isomorphisme de II sur II°. Notons ¢ — ¢* Papplication linéaire de C°(G(E;)") =
C>(G(E1))®" dans C°(G(E,)) définie par ¢ = ¢y * - - - x ¢, pour toute fonction ¢ de
la forme ¢1 @ -+ ® ¢, ¢p; € CX(G(EL)), ou le produit de convolution est celui défini
par la mesure de Haar dgg, sur G(E1). Pour toute fonction ¢ € C°(G(E1)"), on a

07 (¢) = O (¢")-
Si de plus IT; est de longueur finie, on sait d’aprés [60] et 1.5.1, prop. que la distribution
©21 est localement constante sur G(E1)y,—, et localement intégrable sur G(E;): il

existe une fonction localement constante sur G(E1)s,—r, que l’on note encore @;?11,
telle que pour toute fonction ¢ € C(G(E1)), on ait

01 () = /G RCL O

l'intégrale étant absolument convergence. Pour §; € G(E;), posons Ni(61) =

d
515‘171--~6f11 ou (rappel) d; = % est le degré de F; sur F. L’application

01 — N1(61) N G(F) induit une application injective, disons Ny, entre 'ensemble des
o1-orbites dans G(FE7) et I’ensemble des orbites dans G(F), et d’aprés 1.2.2, pour

§=(01,...,6,) € G(E1)", posant N'1(§) =61---6,, on a
N(05(8)) = N1 (0o, (N"(6))).

En particulier, § est o-régulier si et seulement si N1 (§) est o;-régulier. Par conséquent
(toujours en supposant II; de longueur finie), la distribution ©f est localement
constante sur G(E),_, et localement intégrable sur G(E),_,: la fonction ©f sur
G(E),—, définie par
A A
611(8) = Oy} (N"'(4))
est localement constante, et pour toute fonction ¢ € C°(G(FE)), on a
o) = | seiio)dse,
G(E)
Pintégrale étant absolument convergente. Notons que la distribution @ﬁ sur G(E)
dépend du choix de la mesure de Haar dgg, mais la fonction ©f sur G(E),_, n’en
dépend pas. Pour 6 € G(E),—,, on a

Of(g~"09%) = 611(8), g€ G(E).
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LEMME. — Pour i = 1,...,m, soit une paire (I1;, A;) formée d’une représentation
lisse irréductible o-stable II; de G(E) et d’un isomorphisme A; de II; sur IIZ. Si les
représentations Iy, ... Il sont deux & deuz non isomorphes, alors les fonctions @ﬁz

sur G(E)y,—; sont linéairement indépendantes.

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde, on peut supposer que £ = E;. On applique
alors la démonstration du lemma 6.3 de [1, ch. 1]. O

REMARQUE. — Soit une paire d’éléments associés (4,v) de G(E)x G(F) telle que -y soit
fermé. Posons y = N'1(§) € G(E;). Comme N(0,(5)) = N1(0y, (v)), y est o1-fermé.
La mesure de Haar dg§ sur G§(F) = G§*(F') définit comme en 2.4 une distribution
AEI(EI)(',y) sur G(E)), et d’aprés 1.2.4, pour toute fonction ¢ € C°(G(E1))®", on a

AS(E)(¢’5) — Afl(El)(¢*’ v).

En particulier, pour toute fonction f € C°(G(F)), ¢ et f concordent en (4,7) si et
seulement si ¢* et f concordent en (y,~y). On en déduit que si IT est une représentation
lisse irréductible o-stable de G(E) = G(E;)" de la forme II", et si 7 est une
représentation lisse irréductible de G(F'), alors II est un o-relévement de 7 si et
seulement si II; est un oq-relévement de .

Si 7 est une représentation lisse admissible de type fini de G(F'), on sait d’aprés
[59] que la distribution ©, est donnée par une une fonction localement constante sur
G(F), et localement intégrale sur G(F'), que I’on note encore ©,. Pour v € G(F),,
on a

eﬂ(g_17g) = ew(7)7 g€ G(F)

I1.2.9. — On peut aussi caractériser les o-relévements par une identité’a la
Shintani“entre fonctions caractéres:

PROPOSITION. — Soient m une représentation lisse irréductible de G(F), II une
représentation lisse irréductible o-stable de G(E), et A un isomorphisme de II sur
I1°. Alors I1 est un o-relévement de 7 si et seulement s’il existe une constante ¢ # 0
— la méme que celle de la définition de 2.7 — telle que pour toute paire d’élements
associés (v,0) de G(E) x G(F) telle que v soit régulier, on ait

A
O11(9) = cOx (7).
Compte-tenu de 2.5, la démonstration de la proposition est une simple conséquence

de la formule d’intégration de H. Weyl (voir 2.10 et 2.11). On en déduit la variante
suivante de la définition de 2.7:
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COROLLAIRE. — Soient w, Il et A comme dans la proposition. Alors II est un
o-relevement de 7 si et seulement s’il existe une constante ¢ # 0 telle que pour toute
paire de fonctions concordantes (¢, f) de CP(G(E)y—r) x C(G(F);), on ait

Ofi(¢) = cO(f).

REMARQUES. — (1) D’aprés la remarque de 2.8, si la proposition est vraie dans le
cas oul E est un corps (i.e. le cas E = Ej), elle est vraie en général.

(2) D’aprés le lemme de 2.8, si IT est un o-relévement de 7, alors & isomorphisme
prés, ce relévement est unique, et sa classe d’isomorphisme ne dépend que de
celle de w. D’autre part, toujours si II est un relévement de 7, la constante c
dépend bien sir du choix de A, et peut a priori dépendre aussi de la classe
d’isomorphisme de 7; on la note donc ¢(m, A).

(3) Si (,7) est une paire d’éléments associés de G(E) x G(F'), pour tout z € Z(E),
les éléments 24 et N(2)d sont associés, et y est régulier si et seulement si N (2)y
I’est. On en déduit que si II est un o-relévement de 7, notant wy le caractére
central de II et w; celui de 7, on a wyy = wr o Ng/F.

(4) Si II est un o-relévement de m, pour tout caractére w de F*, notant wg le
caractére w o Ng,p de E*, [I ® (wg o det) est un o-relevement de 7 ® w.

(5) Si (II,V) est une représentation lisse irréductible o-stable de G(E), sa
contragrédiente (fI,V) est elle aussi o-stable, et si A est un isomorphisme
de de II sur TI%, automorphisme A de V donné par (v, Av) = (A~'v, %) pour
tout v € V et tout ¥ € V, est un isomorphisme de IT sur II°. Comme II est
isomorphe & la représentation g — II(*¢~!) de G(E), si II est un o-relévement
de 7, alors IT est un o-relévement de 7, et c(#, A) = ¢(m, A).

I1.2.10. — Notons g l’algébre de Lie de G: pour tout anneau commutatif A, on a
g(A) = M(n, A). Pour v € G(F), soit Dg(vy) ’élément de F' défini par

detr(t — Adg(r)(v) + 1;9(F)) = Dg(y)t" + - - - (termes de plus haut degré),

ot t est une indéterminée et Adg(p)(y) désigne 'automorphisme X vX~y71 de
g(F). On sait que Dg(7) est non nul si et seulement si v est semisimple régulier,
c’est-a-dire si le centralisateur G, est un tore. Soit 7" un tore maximal de G défini sur
F'. Notons t l’algébre de Lie de T'. Pour tout élément v de T'(F'), on a

D¢ (v) = detp(1 — Adg(p) (7)™ 9(F)/H(F)).

D’autre part, d’aprés la démonstration du lemme 5 de [18], pour tout élément ¢ de
T(E), posant v = N(8) € T(F), on a

detp(o — Adg(g)(6) 7' 9(E)/H(E)) = detp(1 — Adgr) (7)1 6(F)/H(F)).
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REMARQUE. — Pour § € G(E), soit D¢ ,(6) I’élément de F' défini de maniére analogue
par

detp(t — Adg(g)(0) oo+ 1;9(E)) = D¢ o (6)t" + - - (termes de plus haut degré),

ou n’ est le plus grand entier > 1 tel que pour tout &’ € G(E), le sous-espace
caractéristique du F-automorphisme X — §’X?§~! — X de g(FE) associé a la valeur
propre 1, disons gg,’l(F), soit de dimension > n’. Ainsi D¢ ,(d) est non nul si et
seulement si gg’l(F) est de dimension n'. D’aprés [62], D¢ () est non nul si et
seulement si automorphisme algébrique Int(§) o o de G est quasi-semisimple —
c’est-a-dire s’il fixe une paire de Borel de G — et le sous-groupe fermé G¢§ de
Resg/r(G xz E) est un tore. On en déduit que Dg - (5) est non nul si et seulement
si § est o-semisimple o-régulier, c’est-a-dire si l'orbite N(#,(d)) est semisimple
réguliére. Notons que n’ > n avec égalité si F est de caractéristique nulle. Si F' est
de caractéristique p > 0, I'inégalité n’ > n peut étre stricte: par exemple si ’ordre d
de o est une puissance de p, 'automorphisme o de Resg,r(G xz E) est unipotent et
n' = dn (cf. loc. cit).

Soit T" un tore maximal de G défini sur F. Notant T'(E)°~! le sous-groupe de T'(E)
formé des 6°6~! pour § € T(E), on a la suite exacte longue de groupes topologiques

1= T(E)° ! - T(E) X T(F).

En effet, le groupe T/(E)°~! est contenu dans le noyau de la norme de T(E) a T(F), et
comme H' (X, T(E)) = 1 (d’apreés le théoréme de Hilbert 90), il coincide avec ce noyau.
Puisque le F-tore T est quasi-trivial (i.e. est F-isomorphe & un produit de tores de la
forme Resy, (G, 1,) pour des extensions séparables L; de F), 'application trace de
t(E) dans t(F') est surjective, et Papplication norme de T'(E) dans T'(F') est submersive
au point 1, donc sur T(E) tout entier puisque c’est un morphisme de groupes. En
particulier, la norme de T'(E) & T'(F) est un morphisme ouvert. Par suite, toute mesure
de Haar dyr sur T(F) détermine via N une mesure de Haar sur le groupe quotient
T(E)’~1\T(E). On note Ng(T) le normalisateur de T dans G (c’est un sous-groupe
algébrique fermé de G), et Wr le groupe algébrique quotient Ng(T)/T. Puisque T
est défini sur F, Ng(T) et T le sont aussi, et comme H!(Gal(F/F),T(F)) =1, on a
la suite exacte courte de groupes:

| — T(F) — Ne(T)(F) — Wr(F) — 1.

Fixons un ensemble & = Y ¢ r de tores maximaux de G définis sur F' deux a
deux non conjugués dans G(F), tel que tout tore maximal de G défini sur F soit
conjugué dans G(F) a un (unique) élément de . Pour chaque T' € ¥, choisissons une
mesure de Haar dyr sur T(F), et notons dir , la mesure de Haar sur T'(E)°~'\T'(E)
déterminée par dyr. Pour v € G(F)’, il existe un élément g € G(F') tel que le tore
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T = Gg4-1,4 appartienne & 7, et I'on suppose que la mesure de Haar dg., sur G, (F)
choisie en 2.4 est celle déduite de dvyr via 'isomorphisme de groupes topologiques
G,(F) > T(F),y — g~'v'g (cette mesure dg, est bien définie, i.e. elle ne dépend
pas du choix de g).

Si © est une fonction localement intégrable sur G(FE) telle que ©(g~16g°) = ©(J)
pour presque tout § € G(E),_, et tout g € G(F), on a la formule d’intégration de

Weyl, pour toute fonction ¢ € C°(G(E)):

| s@elsdss -

G(E)

(1) -1 AG(E)
LW [ PN ONeATE 6,500 b

De méme, si 6 une fonction localement intégrable sur G(F) telle que 6(g~*vg) =
6(v) pour presque tout v € G(F), et tout g € G(F), on a la formule d’intégration de
Weyl, pour toute fonction f € C°(G(F)):

@ [ F@0ds= 3 e [ DetleATO g0

TEeT
Notons que (2) découle du lemma 42 de [28, ch. VII], dont la preuve est la méme
que dans le cas réel [27, lemma 91], et que la version tordue (1) s’obtient de la méme
maniére.

I1.2.11. — Démontrons la proposition de 2.9. Supposons tout d’abord qu’il existe
une constante ¢ # 0 telle que pour toute paire d’éléments associés (4,7) de G(E) x
G(F) telle que v soit régulier, on ait ©2(5) = cO,(v). Soit ¢ € CX(G(E)) et f €
C*(G(F)) deux fonctions concordantes. En appliquant les formules (1) et (2) de 2.10
aux fonctions caractéres © = O et 6 = O, on obtient 'égalité

/ #(9)04 (g)dgp = ¢ / 1(9)©x(9)dg.
G(E) G(F)

Réciproquement, supposons qu’il existe une constante c telle que pour toute paire de
fonctions concordantes (¢, f) de C°(G(E))x CX(G(F)), on ait O7(¢) = cO(f). Soit
(8,7y) une paire d’éléments associés de G(E) x G(F) telle que +y soit régulier. Comme les
fonctions caractéres ©ff et ©, sont localement constantes sur G(E),_, et G(F),, on
peut supposer que 7y est semisimple régulier. On peut aussi supposer que 7y appartient a
T(F) pour un tore T' € &, et que N(6) = +. On a donc G§(F) = G (F) = T(F). Soit
w un voisinage ouvert compact de ¢ dans T(E)NG(E),_, tel que pour tout ¢’ € w, on
ait O41(8") = ©4(3), [Dagr) (N@E)lr = [Dagr (1) et O(N(#)) = O (7). Notons
Q I'ensemble des g=16'g° pour & € w et g € G(E); c’est une partie de G(E),_,
ouverte et fermée dans G(E). Quitte a remplacer w par Q N T(E), on peut supposer
que QNT(E) = w. D’apres le lemme 2 de 1.2.7, il existe une fonction ¢ € C*°(G(E)),
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a support contenu dans €, telle que AE(E)(qﬁ,d') = 1 pour tout &' € Q. D’aprés la
formule (1) de 2.10, posant v,, = vol(N(w),dvyr) ot N(w) désigne 'image de w par
Papplication norme de T'(E) a T(F), on a

O11(¢) = vo|Wr(F)| ! [De(r (1) r O (6).

D’aprés 2.5, il existe une fonction f € C(G(F)) a support dans G(F), telle que ¢
et f concordent, et d’aprés la formule (2) de 2.10, on a

Ox(f) = v [Wr(F)| "' [Da(r) (M)|rOx(v)
D’oti I’égalité cherchée: ©4(8) = cO, (7).

I1.2.12. — Revenons a la construction de fonctions concordantes. Le deuxiéme cas
particulier est celui des fonctions sphériques, autrement dit le lemme fondamental.
On suppose que l'algébre cyclique E/F' est non ramifiée, c’est-a-dire que 1’extension
de corps E/F est non ramifiée. On note Kg le sous-groupe compact maximal G(og)
de G(FE), et Kr le sous-groupe compact maximal G(or) de G(F). On suppose que
les mesures de Haar dgp sur G(E) et dg sur G(F') sont celles qui donnent le volume
1a Kg et Kp (pour dgg, cela revient a supposer que dgg, est la mesure de Haar
sur G(E4) qui donne le volume 1 & G(og,)). On note # g = #(G(E), Kg) lalgébre
de Hecke formée des fonctions sur G(E) qui sont bi-invariantes par Kg et & support
compact, et ’on définit I’algébre de Hecke # p = H(G(F), Kr) de la méme maniére.
Via les isomorphismes de Satake pour F' et F; est défini un homomorphisme d’algébres
(cf. 1.3.1 et 3.2)
b:Hg — Hr.

Notons ¢, € H . et f. € H r les fonctions caractéristiques de Kg et Kp. Puisque ¢,
est I’élément unité de # g et que f. est celui de £, on a

b(¢e) = fe-

Le lemme fondamental s’énonce comme suit: pour toute fonction ¢ € H g, ¢ et b(¢)
concordent. Pour ¢ = ¢, il est da & Kottwitz [47, lemma 8.8], [57, 4.7.1 et 4.7.2].
Pour ¢ quelconque et F' de caractéristique nulle, il a été démontré par Clozel [19]
et Labesse [50], et nous avons vérifié dans I que la méthode de Labesse fonctionne
en toute caractéristique. Notons que Ngo6 Bao Chau [64] a aussi donné une preuve
géométrique de ce lemme fondamental en caractéristique > 0.

Pour utiliser la formule des traces, on aura besoin de la variante du lemme
fondamental ot les fonctions se transforment selon un caractére non ramifié sous
'action d’un sous-groupe du centre. Soit donc w un caractére de Ng,p(E™) trivial
sur Ng/p(Ug) = UF, et soit x le caractére w o Ng/p de E*. On suppose que les
mesures de Haar dzp sur E* et dz sur Ng,p(E*) choisies en 2.6, sont celles qui
donnent le volume 1 aux groupes Ug et Up. On note X g, = H(G(E),Kg,x)
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lagebre de Hecke formée des fonctions sur G(E) qui sont bi-invariantes par Kg, a

—1 sous laction de

support compact modulo E* = Z(E), et se transforment suivant x
E* par translations. De méme, on note # g, = #(G(F), Kr,w) lagébre de Hecke
formée des fonctions sur G(E) qui sont bi-invariantes par Kg, & support compact

modulo F* = Z(F), et se transforment suivant w~!

sous 'action de Ng,p(E™) par
translations. L’application ¢ — ¢, de # g dans # g , est surjective, et pour ¢ € H g,
lélément b(¢), ne dépend pas vraiment de ¢, mais seulement de ¢,; on obtient
ainsi une application # g, — # ., encore notée b. D’aprés 2.6, pour toute fonction
¢ € H gy, les fonctions ¢ et b(¢) concordent. Soit ¢, . la fonction sur G(E) a support
dans EXKp, telle que ¢, .(zk) = x(2)~! pour tout 2 € E* et tout k € Kg, et soit
fu,e la fonction sur G(F) a support dans Ng,r(EX)Kp telle que f, o(zk) = w(z)™*
pour tout z € Ng/p(E*) et tout k € Kr. Comme ¢y . = (¢e)y et fu,e = (fe)w, les
fonctions ¢, et f, . concordent.

REMARQUE. — Si E est un corps, d’aprés la démonstration du lemma IV.5.1 de [51],
pour toute fonction ¢ € H g et tout caractére ¢ de G(E) trivial sur N(G(E)), le
support de b(¢) est contenu dans le noyau de . D’aprés 1.3.2, cela reste vrai en
général, c’est-a-dire pour une F-algébre (non ramifiée) E quelconque; cela est aussi
vrai en général pour toute fonction ¢ € H g .

I1.2.13. — Traitons pour finir le cas des fonctions cuspidales de niveau 0. On fixe
une extension non ramifiée F’ de F' de degré n, et 'on note I' le groupe de Galois
Gal(F'/F). On note kr le corps résiduel de F et kg celui de F’. On fixe une op-base
de 0, d’ott des plongements F'* C G(F) et k5, C G(kp). Un élément de k5, est dit
T'-régulier si son stabilisateur dans I" est trivial, et la méme définition s’applique aux
caractéres de k. A chaque T-orbite ¥ de caractéres I'-réguliers de K est attachée
une représentation irréductible cuspidale (au sens de la théorie des groupes finis) py
de G(kF): elle est déterminée, & isomorphisme prés par P’égalité (cf. [34, 3.4])

tr(po(@)) = (~1)" ' 3 b(a)
oY
pour tout élément I-régulier = de K7, .

Soit ¥ une I'-orbite de caractéres I-réguliers de k. La représentation irréductible
cuspidale py de G(kp) donne par inflation une représentation de K, que ’on peut
ensuite étendre & F*Kpr en imposant qu’elle prenne une valeur « € C* en une
uniformisante fixée wpr de F. On obtient ainsi une représentation lisse irréductible
P9, de F* K, dont on peut prendre I'induite compacte (lisse) & G(F'). Cette derniére,
notée 7y, o, est une représentation lisse irréductible cuspidale de niveau 0 de G(F').
Son caractére central est donné par whu — ofd(u), k € Z, u € Up, ot 'on a posé
Y(u) = 6(u+pp) pour un (i.e. pour tout) 6 € . Toute représentation lisse irréductible
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cuspidale de niveau 0 de G(F) est isomorphe & une représentation de la forme my 4,
et deux représentations de la forme 7y, o, €t Ty, o, sont isomorphes si et seulement

si 192 2191 et Qo = Q.

I1.2.14. — Soit ¥ une I'-orbite de caractéres I-réguliers de xy,. La fonction g —
tr(pg,a(g)), étendue par 0 hors de F*Kp, est dans 'espace des coefficients de la
représentation lisse irréductible cuspidale my o de G(F); on la note &y . Soit d() le
degré formel de 7 défini par la mesure de Haar dg sur F*\G(F') donnant le volume
1 au groupe F*\F*Kp. Pour x € F* K, la définition du degré formel donne

d(“)/ €9.0(927 M )E9.0(g71)dg = tr(pg.a(z™1)).
FX\G(F)

D’autre part, comme la représentation py . est irréductible, on a

/ €o.0(9)€0.0(9~")dG = / 61(9.0/(9))tx (P, (9= 1)) dg = 1.
FX\G(F) FX\FXKp

On en déduit que
d(m) = tr(py,a(1)) = dim py q.
Choisissons un caractére n de F*, et notons Q(n) l'ensemble des T'-orbites de

caractéres I'-réguliers de k5, prolongeant 7. Fixons aussi une famille A = (A9)veam)
de scalaires non tous nuls telle que ’application

x— Z A@Z@(x)

9eQ(n) €

s’annule en dehors des éléments I'-réguliers de k5, et sur les éléments I-réguliers
T € Ky tels que z soit conjugué sous I' & (x pour un ¢ € x5 ~\ {1}. D’aprés [40,
3.11], pour ¢ assez grand, une telle famille existe, et si n est un caractére fidéle de
K, la condition d’annulation sur les éléments I'-réguliers de x5, est automatiquement
vérifiée. Plus précisément, si n > 2 ou ¢ > 2, on peut choisir un caractére fidéle n de
Ky et deux caractéres I-réguliers 0; et 65 de xj, prolongeant 7, compatibles sur les
éléments non I'-réguliers de £, et engendrant deux I'-orbites distinctes ¥; et ¥, [40,
lemme 3.12]; posant Ay, = 1, Ay, = —1, et Ay = 0 pour tout ¥ € Q(n) \ {V1,92},
la famille (Ay)yeq(n) convient. Fixons aussi un nombre complexe non nul o.. On note
Fj o la fonction sur G(F) & support dans F* K, dont la valeur en g € F* Kp est

(D" > Aotr(poalg ™).
9€Q(n)

Par construction, cette fonction est invariante par conjugaison dans F'* K, et s’annule
en dehors des éléments whyo, k € Z, 70 € K, tels que 7o soit Kp-conjugué a un
élément de Ups dont I'image dans k}, est I-réguliére. Pour toute représentation lisse
irréductible générique 7' de G(F) de caractére central w,, donné par w, (whu) =
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a*n(u), k € Z, u € Up, on note 7'(F) o) l'opérateur fFX\G(F) Fia(9)7'(g)dg sur
Pespace de 7’. Si cet opérateur est non nul, alors 7’ est isomorphe & 7y, pour une
certaine orbite ¥ € Q(n), et d’aprés ce qui précede, on a

tr(n' (Faa)) = (=1)" Ay,

I1.2.15. — On suppose dans ce numéro que 'extension cyclique E/F est scindée,
c’est-a-dire que E; = F. Alors o opére sur G(E) = G(F)? par permutation cyclique:
pour § = (81,...,64) € G(E), on a 6° = (62,...,04,01). On pose E' = F'? et
kg = (kp:)%. La norme N : G(E) — G(E) est donnée par

N(6) = (01-++0a,02-0ad1,...,0401 -+ 0q—1), 0= (01,-..,04) € G(E).

Par suite, pour § = (d1,...,04) € G(E), posant y; = 6;---9; pour i = 1
N'(6) =yget x = (1,91,...,Ya_1), On a

N(5) = (N'(8), .., N*(8))a,

d,

d’ou

N(0,(8)) = O(N'(9))-
L’application N' : G(E) — G(F) est surjective, elle envoie E'* sur F'*, et
'application surjective N : G(kg) — G(kr) déduite de N' envoie k), sur Kj,.
Pour tout caractére 6 de kj,, on note g le caractére o-stable de xj, donné par
Op = 0o Ny, ie. par 0 = 9% Si de plus 0 est I-régulier, alors §x ’est aussi pour
l'action de I sur k5, donnée par

" = (21,...,2y), x=(x1,...,2q) €EKp, TEL.

Notons que 'application 6 — 6y induit une application bijective, disons ¥ — ¥, entre
I'ensemble des I-orbites de caractéres I'-réguliers de k., et 'ensemble des I'-orbites
de caracteéres o-stables I-réguliers de k7, .

Soit 9 une I'-orbite de caractéres I-réguliers de k., et soit @ € C*. On note IIy , la
représentation lisse irréductible cuspidale de niveau 0 de G(E) définie, a isomorphisme
prés (puisque my o n’est définie qu’a isomorphisme prés), par

Hﬁ,a = (71'19,(1)®d'

Elle a pour espace V®? ot V est l'espace de my, et est o-stable: notant A le
C-automorphisme de V®¢ donné par A(v; ® - @ vy) = Vg @ V1 ® -+ ® vg_1, ON
a

My o(67) = A7  oTly o(0) 0 A, &€ G(E).
D’aprés 2.8, si dgg = (dg)?, on a

o, ,(¢) = Ox(¢"), ¢ € CX(G(E)) = C&(G(F))®?
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et

On, .(6) = O, (N (8)), 6€G(E)=G(F)*, N'(5) € G(F).
Ainsi, [Ty o est un o-relévement de y , et si dgg = (dg)?, on a c(my , A) = 1. Toute
représentation lisse irréductible cuspidale o-stable de niveau 0 de G(F) est isomorphe
& une représentation de la forme Iy ,, et deux représentations de la forme Ily, ,, et
ILy, o, sont isomorphes si et seulement si ¥, = ¥, et ag = 3.

11.2.16. — Continuons avec les hypothéses et les notations de 2.14 et 2.15. Notons
dgp la mesure de Haar sur le groupe EX\G(E) = (F*\G(F))? donnant le volume 1
a EX\EXKE; on a dgg = (dg)d

Fixons une famille A = (Ay)geq(,) de d-uplets Ay = (Ay,1,...,A9q) € C? vérifiant

HAm— (dim py,a)*"Ng, ¥ € Q(n),

ol A = (Ay)yeq(y) est la famille de scalaires non tous nuls fixée en 2.14. Pour i =

.»d, on pose A; = (Ay i)yeq(n), et 'on note Fy . , sur G(F) la fonction sur G(F)
a support dans F’* K, dont la valeur en g € F xK F est

> Agitr(poalg™)).
9€Q(n)
On note @4 , la fonction sur G(E) = G(F)? a support dans EXKp = (F*Kp)?
définie par
Ppro=(-1)""F), @ OF), 4

LEMME. — Les fonctions ®p o et Fy o concordent fortement.

Démonstration. — Si ¥ est une I'-orbite de caractéres I'-réguliers de xx Frs notant &9 o
la fonction g = &g, (g7 1) sur G(F) et (€5,o)* le produit de convolution &g o % - - *Eg o
(d fois) défini par dg, on a (cf. 2.14)

s e 1
(£9,0)" = (dim py.)® 1

La fonction (®p o )* = (=1)""'F), o *---*F}, , est donc égale & F ,, d’ott le lemme

519,04-

d’aprés la remarque de 2.8. O

Pour toute représentation lisse irréductible II' = I} ® - - - ®1II/, de G(E) de caractére
central wiy = wry ® -+ ® wyy, donné par wy (whu) = ofn(u), k € Z, u € Up,
i=1,...,d, on note II'(®, ) 'opérateur fEX\G(E) D4 .0(9)11'(g)dge sur Iespace de
IT'. Soient II" une représentation lisse irréductible générique o-stable de G(E), A’ un
isomorphisme de IT' sur II’?, et 7’ une représentation lisse irréductible (générique) de
G(F) telle que I’ soit isomorphe a 7/®%. Si I'opérateur II'(®4 ) o A’ est non nul,
puisque II' est un o-relévement de 7’ et que les fonctions ®p , et Fy , concordent,
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7' est isomorphe & my, pour une certaine orbite ¥ € Q(n); de plus, notant V’
I'espace de 7’ et A I'isomorphisme de 7'®? sur (7/®%)? donné par A(vy,...,vq) =
(vdav2a v 7vd—1)) v; € Vlv on a

tr(n' 8 (D 0) 0 A) = tr(m (Fpa)) = (=1)" A,

I1.3. Classification de Bernstein-Zelevinski (rappels)

I1.3.1. — Pour tout entier k£ > 1, on note G, le schéma en groupes qui a tout anneau
commutatif A associe le groupe GL(k, A). Soit o = (a4, ..., q,) une suite d’entiers
> 1. On pose () = m et n(a) = Y i, a;. On note G, le schéma en groupes
Ga, Xz --- X7 Ga,,, et Pon identifie G,(A) au sous-groupe de G, (4)(A) formé des
matrices diagonales par blocs de taille ay,...,a,. On note P, (resp. U,) le sous-
schéma en groupes fermé de G,,() qui & A associe le sous-groupe de Gy,(q)(A) formé
des matrices triangulaires supérieures (resp. strictement triangulaires supérieures)
par blocs de taille aq,...,a,. On a donc la décomposition en produit semidirect
P,(A) = Go(A) x U, (A). Pour toute représentation lisse 7 de G, (F'), on note ¢, (1)
I'induite parabolique normalisée de m & Gy (q) suivant Po(F). Sim=m ® --- @ Ty
pour des représentations lisses m; de Gq, (F'), on pose m1 X -+ X Ty, = Lo (7).

Si 7 est une représentation lisse de G (F'), k > 1, pour tout caractére w de F'*, on
note wr la représentation 7 ® (w o det) de G(F), et 'on dit que 7 est w-stable si wr
est isomorphe & 7.

I1.3.2. — On rappelle dans ce numéro la classification de Zelevinski [66, 75| des
représentations lisses irréductibles de G(F'). Notons v le caractére | |p de F*.

Si p est une représentation lisse irréductible cuspidale de Gy(F), k > 1, pour
tout entier @ > 1, on note A(p,a) le segment de base p et de longueur a, c’est-a-
dire I’ensemble {p,vp,...,v* 1p}. A un tel segment A = A(p,a) est attachée une
représentation lisse irréductible essentiellement de carré intégrable (modulo le centre)
— appelée ici représentation essentiellement discréte — de G (F'), que on note
L(A): c’est I'unique quotient irréductible de la représentation p X vp x .-+ x v~ 1p
de Ggoi(F). De plus, L(A) est de carré intégrable (modulo le centre), i.e. est une
série discréte, si et seulement si la représentation V%p est unitarisable — on dira
simplement unitaire. Toute représentation essentiellement discréte de Gyp(F), b > 1,
est obtenue de cette maniére. Précisément, si 7 est une représentation essentiellement
discréte de Gy(F), il existe un entier a > 1 divisant b et une représentation lisse
irréductible cuspidale p de Gy, (F) telle que 7 soit isomorphe & L(A(p,a)), I'entier
b et la classe d’isomorphisme de p étant déterminés de maniére unique par la classe

d’isomorphisme de 7.
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Soient A = A(p,a) et A" = A(p’,a’) deux segments. On dit que A et A’ sont liés
si aucun des deux segments ne contient l'autre et que 'union A U A’ est encore un
segment. On dit que A précéde A’ si A et A’ sont liés et p’ est isomorphe a v*p pour
un entier k£ > 0.

Soient Aj,...,A,, des segments tels que pour ¢ < j, A; ne précéde pas A;. La
représentation L(A;) X --- x L(A,,) a un unique quotient irréductible, que ’on note
L(A4,...,A,,). Toute représentation lisse irréductible de Gy(F'), b > 1, est obtenue
de cette maniére. Précisément, si 7 est une représentation lisse irréductible de Gy (F),
il existe des segments A; = A(p;,a;), i = 1,...m, A, ne précédant pas A; pour i < j,
tels que 7 soit isomorphe & L(Aq,...,A,,). De plus, a isomorphisme des p; prés, le
multiensemble formé des segments Aq,...,A,, est déterminé de maniére unique par
la classe d’isomorphisme de 7.

La représentation L(Aq,...,A,,) est génériqgue (i.e. a un modéle de Whittaker,
cf. 4.1) si et seulement si les segments A1, ..., A, sont deux & deux non liés, auquel cas
Pinduite parabolique L(A1) X - --x L(A,,) est irréductible, i.e. on a L(A1 X+ --x A1) =
L(Aq) x --- x L(Ay,). La représentation L(Aq,...,A,,) est tempérée si et seulement
si les représentations L(A1),...,L(A,,) sont de carré intégrable.

I1.3.3. — Pour un corps global F, les composants locaux des représentations
automorphes cuspidales de G(Ap) sont génériques et unitaires; ou Ap désigne
Panneau des adéles de F. On s’attend d’ailleurs & ce qu’ils soient tempérées
(conjecture de Ramanujan-Petersson), ce qui est maintenant connu si F est un corps
de fonctions [54] mais reste conjectural pour les corps de nombres.

Les représentations lisses irréductibles génériques wunitaires de G(F) ont été
classifiées par J. Bernstein [6]. Rappelons le résultat [38, lemma 2.3]. Pouri=1,...,s
et j=1,...,7, solent n; > 1 et m; > 1 des entiers tels que >5;_, n;+235_, m; = n,
soient 7; une série discréte de Gy, (F) et 7; une série discréte de Gy (F), et soit k;
un nombre réel tel que 0 < k; < % La représentation
k1 —k1

! ! !/ - !
Ty X e X g X VR xvTRuph o vkl s pTReg!

de G(F) est irréductible, générique et unitaire. De plus, toute représentation lisse
irréductible générique unitaire 7 de G est isomorphe a une telle représentation,

et la classe d’isomorphisme de 7 détermine les multiensembles {m,...,7s} et
{(m1, k1), ..., (7, k) } & isomorphisme des 7; et des 7} prés.
11.3.4. — Pour w un caractére de F'* et A = A(p,a) un segment, on note wA le

segment A(wp,a); on a donc wL(A) = L(wA), et si Aq,...,A,, sont des segments
tels que pour ¢ < j, A; ne précéde pas Aj,on awL(Aq,...,Ap) = L(wA1, ... ,wAy).

Soit R(E/F) le groupe des caractéres de F'* qui sont triviaux sur Ng p(E>),
c’est-a-dire le groupe des homomorphismes de F'* /Ng,p(E*) dans C*.
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N

DEFINITION. — Soit 7 une représentation lisse irréductible de G(F'), isomorphe a
L(A4,...,A,,) pour des segments Ay, ..., A, tels que pour i < j, A; ne précéde pas
Aj. On dit que 7 est & segments R(E/F')-réguliers si pour tout caractére k € R(E/F)
et tous ¢ < j, les segments A; et KA, ne sont pas liés.

D’aprés 3.3, toute représentation lisse irréductible générique unitaire de G(F') est
a segments R(E/F')-réguliers.

I1.3.5. — Dans ce numéro, on rappelle certaines propriétés des facteurs L et € de
paires dont nous aurons besoin par la suite. Ces propriétés sont établies dans [44]
(cf. [38, 2.5] pour des références précises). Dans les points (i) — (iv) ci-dessous, s
désigne un nombre complexe, et 1 un caractére additif non trivial de F. Pour éviter
les confusions possibles, on a remplacé les notations habituelles L(s, m x ') et €(s, 7 X
7', 9) par L(m,7')(s) et e(m, 7', ) (s).

(i) Soient p et p’ des représentations lisses irréductibles cuspidales de Gy (F') et

Gy (F) pour des entiers k, k' > 1. On a

1 si k # K

H(l —2q75)t sik=k

z

L(p,p')(s) =

)

oll z parcourt les nombres complexes de la forme g% tels que v=p ~ p’. Si

=[x

ot i parcourt les caractéres de F* tels que p ~ np’.

k=K, on a donc

(ii) Soient A = A(p,a) et A’ = A(p,a’) deux segments, o p et p’ sont les
représentations du point (i). Posons # = L(A) et 7’ = L(A’). Si o/ < a, on

a
a’ -1

L(m HLp, (s+a+i-1)

(iii) Pour 4 = 1,...,7 et j = 1,...,t, soient m; et m; des représentations
essentiellement discrétes de Gy, (F) et Gy (F) pour des entiers k;, kj > 1.
Supposons que les représentations m = my X -+ X 7 et 7’ = 7] X -+ X 7} soient

irréductibles. .
L(m, ") = [T I] L(mi 7))
i=1j=1
et
e(m, ' 1) = HHEW“W],1/J
1=17=1
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(iv) Continuons avec les notations et les hypothéses du point (iii). Supposons de plus
que pour ¢ = 1,...,ret j=1,...,t,on ait k; =1 = k; et que les caractéres
ni = m; et n; = m; de F* soient non ramifi¢s. On a

L(m,«') = [T IT Lm))-

i=1j=1

I1.3.6. — Les résultats rappelés dans cette section 3 sont bien str valables si ’on
remplace le corps de base F' par n’importe quelle extension finie de F', par exemple F;.
Pour les induites paraboliques, on utilisera les mémes notations que celles introduites
en 3.1: pour @ = (ay,...,q;) une suite d’entiers > 1, et II = II; ® --- ® II,,, une
représentation lisse de G, (E1), on note II; X --- x IL,,, = ¢4 (II) 'induite parabolique
normalisée de IT & G, (o) (E1).

Pour une F-algébre cyclique quelconque F, les facteurs L et € de paires sont définis
comme suit. Pour tout entier £ > 1, on identifie Gx(E) & Gi(E1)" comme en 2.8.
Soient II et II" des représentations lisses irréductibles génériques de Gi(E) et Gy (E)
pour des entiers k, k' > 1. Ecrivons IT = I} ® - - - ® II,. pour des représentations lisses
irréductibles génériques II; de Gy (E), et II' =11} ® - - - Q I, pour des représentations
lisses irréductibles génériques II; de G/ (E1). On pose alors

T
L) = [J £ax, m)

i=1
et

r

(LI, E) = [ (L, 10}, ¥, ),

i=1
ou Vg, désigne un caractére addtitif non trivial de E;.
REMARQUE. — Soit 9 un caractére additif non trivial de F'. Notons ¢g le caractére
additif g = Yrpotrg/p de E, ol trg,r désigne application trace de E a F’; lui aussi
est non trivial. De méme, notons 95, le caractere additif ¢r o trg, /p de Ey. Alors
en identifiant E & (F;)" via 'application (z1,...,2,) — (z1,022,...,0" 2,), on a

Ve = vy .

I1.4. Des séries discrétes aux représentations génériques

II.4.1. — Fixons un caractére additif non trivial ¢ de F. Posons o = (1,...,1) €
Z", et notons Py, Ap, Uy les sous-schémas en groupes fermés P,,, G, Ua, de G
(cf. 3.1). Soit @y le caractére de Up(F) donné par Oy (u) = (37 wiiv1), u =
(us,5)1<i<j<1. Rappelons qu’une représentation lisse irréductible 7 de G(F) est dite
générique s’il existe une forme linéaire non nulle A sur ’espace V de w telle que
A(m(uw)(v)) = by (w)A(v) pour tout u € Up(F) et tout v € V. Une telle forme A
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est appelée fonctionnelle de Whittaker pour 7 (relativement & 0,). On sait que si 7
est générique, les fonctionnelles de Whittaker pour 7 forment un espace vectoriel de
dimension 1.

Supposons un instant que F soit un corps. Notons ¢ g le caractére additif Yotrg, p
de E, et 0y, le caractére de Up(E) obtenu en remplacant F par E et ¢ par ¢ dans la
définition de 6y. Soit IT une représentation lisse irréductible générique de G(E). Si II
est o-stable et si A est un isomorphisme de II sur I1?, alors pour toute fonctionnelle
de Whittaker A pour II (relativement & 6,,), la forme linéaire A o A sur l’espace
de II est encore une fonctionnelle de Whittaker pour II. On peut donc normaliser
Popérateur A en demandant que A o A = X pour une (i.e. pour toute) fonctionnelle
de Whittaker non nulle A pour II; on le note alors I, (IT). Cette normalisation I, (II)
ne dépend pas du choix du caractére additif ) de F. En effet si ¢’ est un autre
caractére additif non trivial de F', alors ¢’ est de la forme z — 1 (yz) pour un élément
y de F*. Notant v l’élément diag(1,y,...,y" ') de Ao(F), pour u € Uy(F), on a
Oy (u) = 6y(y 'uy). Par suite pour u € Up(E), on a Oy (u) = Oy, (v 'uy), et
I'application A +— X o II(y~!) est un isomorphisme entre 1'espace des fonctionnelles
de Whittaker pour 6y, et 'espace des fonctionnelles de Whittaker pour 6, . D’ou le
résultat puisque II(y~1) o I,(II) = I,(I) o II(y~1).

Revenons au cas général ou F est une F-algébre cyclique quelconque. Identifions
G(E) a G(E1)" comme en 2.8. Si II est une représentation lisse irréductible générique
o-stable de G(E), alors II s’écrit II = II; ® --- ® II,, pour des représentations lisses
irréductibles génériques oi-stables II; de G(E;) telles que II; soit isomorphe a II;
pour i = 2,...,7. Soit I,(II) 'isomorphisme de II sur I1? défini comme suit: on note
A lisomorphisme de I’ = TI$" sur I1'” définit par A; = I, (II;) comme en 2.8, et I’on
pose I,(II) = +=' o Ao pour un (i.e. pour tout) isomorphisme ¢ de IT sur IT'.

NOTATION. — Si II est une représentation lisse irréductible générique o-stable de
G(E), on note ©F la distribution (resp. la fonction caractére) @ﬁ’(n) .
REMARQUE. — Soit IT une représentation lisse irréductible unitaire de G(E). Fixons
un produit scalaire hermitien G(E)-invariant (-, -) sur 'espace V de II, i.e. une forme
hermitienne définie positive qui vérifie (II(g)v,II(g)v") = (v,v’) pour tous v, v’ € V et
tout g € G(E). Soit (II, V) la conjuguée complexe de (I, V). L’opérateur v — ¥, =
(v,) de V dans V est un isomorphisme de II sur II.

Supposons de plus que II soit o-stable, et choisissons un isomorphisme A de II sur
II°. Pour v € V, posons BY, = ¥,4,. On a

Boll(g9)¥, = BoVg,,

= \IjAoﬁ(g)'u
= \I/ﬁ(gg)oA,U = H(gcr) e} Bq/v,
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i.e. B est un isomorphisme de I sur I1°. Pour v, v’ € V, posons (v,v’)4 = (Av, Av').
Alors (-,-)a est un autre produit produit scalaire hermitien G(E)-invariant sur V,
par conséquent (+,-)4 = &(+,+) pour un nombre réel £ > 0. Si de plus A est unitaire,
c’est-a-dire si A% = pldy pour un nombre complexe y de module 1, alors (-,-) est
A-invariant: on a £% = p, d’ott € = 1. Pour v, v' € V, on a

(v, BY,) = (Av,v) = £(v, A7) = £(A 1, @),
par conséquent si A est unitaire, alors B = A.

Supposons de plus que II soit générique. Alors sa contragrédiente II est elle aussi
générique (et unitaire). Prenons pour A I'opérateur normalisé I, (IT); puisque A9 =
Idy, il est unitaire. Choisissons une fonctionnelle de Whittaker non nulle « pour II.
La forme linéaire 3 sur V définie par ¥, = awv pour v € V, est une fonctionnelle de
Whittaker non nulle pour II, et comme

BoBY, =04, =ao0cAv=av = 0Y,,

on a A = I,(II).

I1.4.2. — Le théoréme suivant est le résultat principal du chapitre. Pour F' de
caractéristique nulle, il a été démontré par Arthur et Clozel [1, ch. 1] — en fait dans |1,
ch. 1, theo. 6.2], Arthur et Clozel ne traitent que les représentations tempérées, mais
le passage aux représentations génériques est immédiat, comme nous le verrons plus
loin. On a choisi d’énoncer le théoréme pour une F-algébre cyclique E quelconque,
de maniére & pouvoir s’y référer plus tard dans les applications globales, mais sa
réduction au cas oil E est un corps — le cas qui nous intéresse — ne présente aucune

difficulté (cf. le numéro suivant).

On note 1px le caractére trivial de F'*, et 15x celui de E*.

THEOREME. — (1) Toute représentation lisse irréductible générique o segments
R(E/F)-réguliers m de G(F), se releve en une représentation lisse irréductible
générique o-stable Il de G(E), et la constante c(m, I,(II)) vaut 1.

(2) Toute représentation lisse irréductible générique o-stable de G(E) est le
relevement d’une représentation lisse irréductible générique o segments
R(E/F)-réguliers de G(F).

(3) Pour les représentations génériques, la notion de relevement est indépendante
du choiz de o.

(4) Soient et des représentations lisses irréductibles a segments R(E | F)-réguliers
de Gp(F) et Gy(F) pour des entiers k, k' > 1, et soient II et II' des
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représentations lisses irréductibles génériques o-stables de Gi(E) et Gy (E),
telles que I1 soit un relévement de w et II' soit un relévement de «’. On a
= H L(m,kn’)"
K
et
E(Ha H/a /L/)E) _ H 6(7T7 Kﬂ-lv ¢)T
6(1E><7¢E)kkl B e(’ia’(/})rkkl ’
ot K parcourt les éléments de R(E/F).
REMARQUES. — (1) Soit II une représentation lisse irréductible générique o-stable

de G(E). Posons A = I,(II). Si IT est unitaire, on a A = I,(I), par la remarque
de 4.1. Les points (1) et (2) du théoréme entrainent que cela reste vrai sans
supposer que II est unitaire. En effet, si IT est un relévement de w, alors d’aprés
la remarque (5) de 2.9, IT est un relévement de 7, et c(IT, A) = ¢(II, A). Or II
est générique o-stable, donc ¢(I1, I, (I)) = 1. On a donc
c(II, A) = 1 = ¢(11, I, (1)),
d’ou A = I,(10).
Dans le point (4), les facteurs € dans les dénominateurs sont les facteurs locaux
de Tate, ou 'on a posé €(lgx,¥r) = €(1px,¥E,)", YE, = Yr o trg, /p. Le
quotient
Hmeﬁ(El/F) e(k, )
e(1ex,¥E,)
est le facteur \(E;/F,v) de Langlands, et ’on pose A(E/F,v) = MN(E1/F,¥)".
Pour toute représentation lisse irréductible générique m de G(F), les facteurs
L(m) = L(m,1px) et €(m,¢) = €(m, 1px, ) coincident avec les facteurs L et €
habituellement notés L(s, ) et e(s,m,¢) — définis par Godement et Jacquet
dans [26]. On pose aussi L(II) = L(II,1gx) et e(Il,vg) = e(l,1px,¢¥r)
pour toute représentation lisse irréductible générique II de G(E). D’aprés le

point (4), si 7 est une représentation lisse irréductible générique & segments
R(E/F)-réguliers de G(F), et si II est une représentation lisse irréductible
générique o-stable de G(E) relevant 7, on a

=[] L(sm)"

et
(I, ¥p) = A(E/F,¢)~ Hemr ¥,

ou k parcourt les éléments de R(E/F) = (El/F).
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11.4.3. — Commencons par ramener la démonstration du théoréme de 4.2 au cas o
FE est un corps.

Soit 7 une représentation lisse irréductible de G(F'), et supposons qu’il existe un
op-relévement II; de 7 & G(E47). Notouns II la représentation lisse irréductible o-stable
" de G(E) = G(E1)", choisissons un isomorphisme A; de II; sur II{*, et notons A
I'isomorphime de II sur II? défini par A; comme en 2.8. Pour toute paire d’éléments
associés (9,v) de G(E) x G(F) telle que v soit régulier, on a (cf. 2.8)

O71(8) = O (N (8)) = c(m, A1)O2 (7).

Par conséquent II est un o-relévement de 7, et ¢(m, A) = c(m, A1). De plus, II est
générique si et seulement si IT; Vest, auquel cas on a c(m, I, (II)) = ¢(m, Iy, (I11).
Réciproquement, soit II = II; ®- - -QII,. une représentation lisse irréductible o-stable
de G(F) = G(E;)". Comme II; est o;-stable et que II; est isomorphe & II; pour
i = 2,...,r, le raisonnement ci-dessus montre que si II; est un o;-relévement d’une
représentation lisse irréductible 7 de G(F'), alors II est un o-relévement de 7.
Quitte a remplacer E par Ey, on peut donc supposer que E est un corps, ce que

nous faisons jusqu’a la fin de cette section 4.

11.4.4. — Soit @ = (a1, ..., ;) une partition de n, c’est-a-dire une suite d’entiers > 1
telle que n(a) = n. Notons P, M, U les sous-schémas en groupes fermés P,, G, U, de
G (cf. 3.1). Pour i = 1,...,m, soit (II;, A;) une paire formée d’une représentation lisse
o-stable de G, (F) et d’un isomorphisme A; de II; sur II¢. Notons = la représentation
I ®:--®I,, de M(F) = Gqy,(F)X---XGy,, (F) et B isomorphisme A; ®---® A,
de E sur E°. L’induite parabolique II; X - -+ X II,;, = 1, (E) de 2 & G(F) est o-stable,
et notant V l’espace de E, 'automorphisme ¢, (B) de 'espace ¢,,(V) de ¢4,(E) donné
par 1o (B)(€)(g) = B(£(g° ) pour toute fonction £ € 1o(V) et tout g € V, est un
isomorphisme de ¢, (E) sur ¢,(2)?. Si de plus pour ¢ = 1,...,m, la représentation II;
est irréductible et générique, et si la représentation i, (E) est irréductible, alors elle
est générique, et d’aprés la propriété de transitivité des modéles de Whittaker [65,
theo. 2], on a
I,(Ily X -+- xII,,) = I,(II1) x - -+ x I, (IL,).

Le lemme suivant est une conséquence des formules de descente pour les fonctions

caractéres rappelées dans le numéro suivant.

LEMME. — Pouri=1,...,m, soit (Il;, A;) une paire formée d’une représentation lisse
irréductible o-stable de G, (E) et d’un isomorphisme A; de II; surII. Supposons que
pour i =1,...,m, II; soit un o-relévement d’une représentation lisse irréductible m;
de G, (F). Notons II la représentation IIy x --- x II,,, de G(E), A l’isomorphisme
ta(A1®--®Ay,) dell surll?, et 7 la représentation w1 X - - - X 7, de G(F). SiIl et
sont irréductibles, alors I1 est un o-relévement de mr, et l'on a c(m, A) = [T/~ c(mi, As).
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I1.4.5. — Continuons avec les notations de 4.4. On suppose que les mesures de Haar
dgg et dg fixées sur G(E) et G(F) sont celles qui donnent le volume 1 aux groupes
Kg =G(og) et Kp = G(op), et I'on note dkg et dk leurs restrictions & Kg et Kp.

Notons dmpg et dug les mesures de Haar sur M(E) et U(E) donnant le volume
1 aux groupes M (og) = M(E)NKg et U(og) = U(E) N Kg. Pour toute fonction
localement intégrable ¢ sur G(F), on a la formule d’intégration

G(E) M(E)xU(E)x Kz
Soit ¢ — ¢p, Papplication linéaire de C°(G(E)) dans C° (M (E)) définie par

dpo(m) = 6P(E)(m)% / (k" muk?)dupdkp,
U(E)xKg

ot §p(p) est le caractére module de P(E), donné par du(pdp~') = dp(g)(p)du(d) pour
n’importe quelle mesure de Haar (a droite ou & gauche) p sur P(E).

Un élément 6 = (d1,...,0m) de M(E) =[[;~, Ga,(E) est o-fermé (dans G(E)) si
et seulement s’il est o-fermé dans M (E) (au sens ou pour ¢ = 1,...,m, ’élément §;
est o-fermé dans G, (F), ce qui équivaut a dire que la o-orbite de § dans M (E) est
fermée). Pour § € M (E), on pose

D¢ym,o(0) = detp(o — Adgg) (6) ™1, 9(E)/m(E)),

ot m désigne 'algébre de Lie de M. Si § € M(F) est o-fermé et si le o-centralisateur

dmpg
dgg

homogene G§(F)\M (E) définit comme en 2.3 une distribution Ay(E)(-, d) sur M(E);
de plus Dg/pz,5(0) est non nul, et pour toute fonction ¢ € C°(G(E)), on a la formule
de descente [57, prop. 4.4.9]

(1) ASE)($,6) = |Dyaro(8)| 5P AM P (41, 6).

G¢ est contenu dans Resg,p(M xz E), alors la mesure quotient sur l'espace

Pour i = 1,...,m, soit (II;, A;) une paire formée d’une représentation lisse
admissible o-stable de G,,(F) et d’un isomorphisme A; de II; sur II7. Notons =
la représentation II; ® --- ® II,,, de M(FE) et B l'isomorphisme A4; ® --- ® A, de
E sur E9. Pour toute fonction ¢ € C°(G(E)), on a la formule de descente (simple
généralisation au cas tordu de la formule bien connue de Van Dijk [18, 22]; voir aussi
[62])

2) 0:212)(9) = L (¢p.),

ot la distribution ©Z sur M(E) est définie comme en 2.7 grace & la mesure de Haar
dmpg sur M(E). Supposons de plus que pour ¢ = 1,...,m, la représentation II; soit
de type fini. Les représentations = et ¢, (Z) sont alors elles aussi de type fini, et via la
formule (1) de 2.10 pour M et G, on peut traduire ’égalité (2) en termes de fonctions
caractéres — c’est ce que nous faisons ci-aprés. Précisément, ’ensemble M (E),_, =
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[T2, Ga,(E)s—r contient M (E) NG (E),—_., et la distribution ©F est donnée par une
fonction localement constante sur M (E),_, qui est localement intégrable sur M (E);
on note encore OF cette fonction.

REMARQUE. — Soit x un caractére o-stable du centre E* de G(E). Notons
C(M(E), x) lespace des fonctions ¢ sur M (E) qui sont localement constantes, a
support compact modulo EX, et vérifient ¢(zm) = x(z)~*p(m) pour tout z € EX
et tout m € M(E). On note encore ¢ — ®p, application linéaire de C°(G(E), x)
dans C°(M(FE), x) définie comme plus haut. Alors la formule de descente (1) est
valable pour toute fonction ¢ € CX(G(E),x). De plus, si la représentation = de
M(E) vérifie E(zm) = x(z)E(m) pour tout z € E* et tout m € M(E), alors la
formule de descente (2) est elle aussi valable pour toute fonction ¢ € C°(G(E), x).

Soit T" un tore maximal de M défini sur F'. Posons Wi, = N (T)/T. Notons Zy
le centre de M (c’est un tore F-déployé) et Ar le sous-tore F-déployé maximal de T
on a donc inclusion Zy; C Ap. Soit W = Wa p(Zm, Ar) Vensemble des applications
n de Zy(F) dans Ar(F) de la forme n(a) = gag=! pour un g € G(F); la classe de g
dans G(F)/M(F) est bien définie, et g~!Tg est un tore maximal de M (défini sur F)
dont la classe de conjugaison dans M (F') est bien définie. Notons &, cette classe de
conjugaison. Fixons un systéme de représentants 71, ..., Ts des classes de conjugaison
dans M (F') de tores maximaux de M qui sont conjugués a T' dans G(F):

— chaque T; est un tore maximal de M qui est conjugué a T' dans G(F);

— les T; sont deux & deux non conjugués dans M (F);

— pour tout g € G(F) tel que g7'1Tg C M, il existe un m € M(F) tel que
m~tg 1Tgm est I'un des T;.

Pouri = 1,...,s, choisissons un élément g; de G(F) tel que T; = g; ' Tg;. Pourn € W,
notons ¢(n) l'indice ¢ tel que T; appartient & la classe &,. Posons W; = {n € W :
i(n) = i}. L’application qui & un élément n de Ng(T;) associe la restriction & Zps(F)
de l'automorphisme intérieur z — gnan~lg; ! de G(F), induit une bijection de
Ng(T)(F) /Ny (T)(F) = W, (F) /W, (F) sur W;. On obtient ainsi une bijection
de [T;_, Wr,(F) /W, (F) sur W.

Pour chaque n € W, on choisit un élément g, de G(F') tel que n(a) = g,ag, 1
(a € Zpy(F)). Puisque la fonction caractére ©Z sur M(E),_, est invariante
par o-conjugaison dans M(E), pour § € T(E) N G(E)y—r et n € W, la valeur
CH (g;ldgg) =0Z (g;légn) ne dépend que de 7 et pas du choix de g,; on peut donc
la noter ©Z(57). Pour v € M (F), on définit Dj;(7y) comme en 2.10 en remplagant G
par M, et ’on pose

De () = detp(1 — Adg(py (7)1 9(F) /m(F)).
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Pour v € T(F) et n € W, on note Dps(7") et Dg/a(¥") les valeurs de Dy et De /iy
en g, 'vgy; 1a encore ces valeurs ne dépendent pas du choix de g,. Notons que pour
§eT(EYNG(E)ys—r et n € W, d’aprés la démonstration du lemme 5 de [18], on a

Dg(N(9))
.D 67] = D N (5 n = — .
G/M,(T( ) G/M( ( ) ) ( DM(N(é)n)
Les égalités (1) et (2), jointes & la formule (1) de 2.10 pour M et G, entrainent que
la fonction caractére @ingB)) est nulle en dehors des éléments o-réguliers § de G(E)

tels que 'orbite N(#,(4)) rencontre M (F), et que pour tout § € T(E) NG(E)s—y, On
a ’égalité

(3) 0 2(6) = 3" [De/m(N(8)")|5"*0Z (7).
new

On peut bien stir écrire aussi les formules (1), (2), (3) dans le cas non tordu: il
suffit pour cela de remplacer FE par F et o par Id.

11.4.6. — Une représentation lisse irréductible tempérée de G(E) est appelée série
o-discréte si elle est o-stable et n’est isomorphe a aucune représentation de la forme
to(II) pour une partition o de n telle que I(a) > 1, et une représentation lisse
irréductible o-stable II de G (FE). Notons que pour E = F et ¢ = Id, on retrouve la
définition habituelle de série discréte de G(F'). Rappelons la classification des séries
o-discrétes de G(E) [19, ch. 1, lemma 2.8].

Soit m; un entier divisant n, n = nys, et soit II; une série discréte de G,,, (E) telle
que o° engendre le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de II; dans 3, c’est-a-
dire telle que II; soit o°-stable et que les représentations II;, I17, . .. ,H“S_1 de G, (E)
soient deux & deux non isomorphes. Notons = la série discréte II; @ IIf ® - - - ® H‘l’s_l
de Go(E), @ = (nq,...,n1). Alors linduite parabolique IT = ITy x II x - -- x II" " de
= 4 G(F) suivant P,(E), est une série o-discréte de G(E), et a isomorphisme prés, on
les obtient toutes de cette maniére. De plus, la classe d’isomorphisme de II détermine
la paire (s,IIy) & X-conjugaison et isomorphisme de II; prés, et est déterminée par
elle.

Le théoréme suivant sera démontré dans la section 6.

THEOREME. — (1) Toute série discréte m de G(F) se reléve en une série o-discréte
Il de G(E), et la constante c(m, I,(I1)) vaut 1.

(2) Toute série o-discréte II de G(E) reléve une série discréte m de G(F), et toute
autre représentation lisse irréductible générique de G(F) se relevant en II est
isomorphe & km pour un caractére k € R(E/F).

(3) Pour les séries discrétes, la notion de relévement est indépendante du choix de o.
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(4) Soientw et 7’ des séries discrétes de Gi(F) et Gy (F') pour des entiers k, k' > 1,
et soient II et II' des séries o-discrétes de Gi(E) et Gy (E), telles que II soit

un relévement de w et I’ soit un relévement de ©'. On a

LILIY) =[] L(x, k7)
et
G(Ha H/a '(pE) _ H 6(71', /{77/’ 1/’)
6(1EXawE)kk, B K 6(”71/})’6]6/ ’

ot K parcourt les éléments de R(E/F).

11.4.7. — Appelons représentation essentiellement o-discréte de G(E) une représentation
lisse irréductible o-stable II de G(FE) de la forme (11" = I’ ®¢& pour une série o-discréte

II' de G(E) et un caractére £ de E*. Puisque II et IT' sont o-stables, £ l'est aussi,
donc est de la forme wg pour un caractére w de F*. Notons que pour F = F' et

o = Id, on retrouve la notion de représentation essentiellement discrete de G(F) —

cf. 3.2.

La classification des représentations essentiellement o-discrétes de G(E) se déduit
de celle des séries o-discrétes par torsion par les caractéres o-stables de E*: toute
représentation II de G(E) isomorphe & une induite parabolique de la forme II; x
Iy x .- x IIY o pour une représentation essentiellement discréte II; de Gy, (E),
n = n18, telle 0° engendre le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de II; dans
Y., est une représentation essentiellement o-discréte, et & isomorphisme prés, on les
obtient toutes de cette maniére. De plus, II est une série o-discréte si et seulement
si IT; est une série discréte. Enfin la classe d’isomorphisme de II détermine la paire

(s,II7) & X-conjugaison et isomorphisme de II; prés, et est déterminée par elle.

Soit m une représentation essentiellement discréte de G(F). Ecrivons m = wn’ pour
un caractére w de F* et une série discréte 7’ de G(F). Si II' est une série o-discréte
de G(FE) relevant 7', alors II = wgIl’ est une série essentiellement o-discréte de G(F)
relevant 7, et l'on a I,(I1) = I, (I') et ¢(n’, I,(I1")) = ¢(m, I, (I1)). De plus, II est une
série o-discréte si et seulement si w est unitaire, c’est-a-dire si et seulement si 7 est une
série discréte. Réciproquement, soit II une représentation essentiellement o-discréte
de G(E). Ecrivons IT = wgIl’ pour une série o-discréte I’ de G(E) et un caractére w
de F*. Si 7’ est une série discréte de G(F') se relevant en I, alors m = wn’ est une
représentation essentiellement discréte de G(F') se relevant en II.

On en déduit que si le théoréme de 4.6 est vrai, alors sa variante pour les
représentations essentiellement discrétes 1’est aussi.
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I1.4.8. — Le lemme ci-dessous est une conséquence de la formule d’orthogonalité
des caractéres pour les séries discrétes de G(F) — prouvée dans [20] si F est
de caractéristique nulle et dans [2] si F est de caractéristique > 0. Il est vrai
indépendamment du théoréme de 4.6 (d’ailleurs il en donne méme une petite partie),
et sera prouvé & la fin de ce n°.

LEMME. — Soit m une représentation essentiellement discréte de G(F).

(1) Il existe un élément v € G(F)e N N(G(E)) tel que ©,(y) # 0.

(2) S’il existe un o-relevement II de m, alors toute autre représentation lisse
irréductible générique de G(F) se relevant en II est isomorphe & kT pour un
caractére k € R(E/F).

Commengons par rappeler la formule d’orthogonalité des caractéres pour les séries
discrétes de G(F'), ou plutdt la variante obtenue en remplagant le centre F'* de G(F)
par le groupe des normes Ng,p(E™). Soit 7 le sous-ensemble de & (cf. 2.10) formé
des tores F-elliptiques, c’est-a-dire les T' € & tels que le groupe quotient F*\T'(F') est
compact. Pour T € I, le groupe quotient Ng,p(E*)\T(F') est compact, et I’on note
dyr la mesure de Haar normalisée sur ce groupe, c’est-a-dire celle pour laquelle son
volume est 1. Soient 7 et 7’ des séries discrétes de G(F') dont les caractéres centraux
ont méme restriction, disons w, & Ng,p(E>). Posant

(1) (0n0m)e= 3 [Wr(F)! / D6(7)|£0 ()00 (),
Ted, Ng,r(EX)\T(F)

on a
1 sin'~~x

0 sinon

(2) <®7r7 ®7l">e = {

De plus, les fonctions caractéres ©,, pour p parcourant les classes d’isomorphisme
de séries discrétes de G(F') de caractére central prolongeant w, forment une base
orthonormale de ’espace préhilbertien — pour le produit scalaire défini par la formule
(1) — formé des fonctions localement constantes f sur F*\G(F'), qui sont invariantes
par conjugaison dans G(F), se transforment suivant w sous I'action de Ng,/p(E™), et
vérifient (f, f)e < +00.

D’aprés le lemme de 1.6.12, un élément v € G(F'). est une norme si et seulement
si det(y) € Ng/p(EX). Pour T € I et x € Ng/p(E*)\F*, notons T(F)* le sous-
ensemble de T'(F') formé des éléments v tels que det(y) appartienne au sous-ensemble
zNg/p(E*) de F*. Posant

©:,0,)7 = 3 (W (F)[! / D6(7)| O ()0 (),
TeT, Ng,r(EX)\T(F)*
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on a

(67r7 @w’>e = Z<eﬂ’7 6%’)27

T

ot x parcourt les éléments de N, p(E*)\F*. Par suite on a

Z<®mﬁ @W’>e = Z Z<®mﬁ 97r’>g = Z<@ﬂ'v G)W’): Z Iﬁ:(det(.ﬂf)),

K x K

otl £ parcourt les éléments de R(E/F) et x ceux de Ng,p(E*)\F*. On en déduit que

1
(3) & Z<@mra®7r/>e = <@71'7@7T’>(13a
puis que
@ ©,.0,)! = m;1 si 7’ ~ Kk pour un caractére k € K(E/F)
e 0 sinon ’

ol m, désigne le cardinal du stabilisateur de la classe d’isomorphisme de 7w dans
R(E/F).

Démonstration du lemme: Pour tout caractére x de F'*, on a ©,.(y)
x(det(7))Ox (), et 7 se reléve en II si et seulement si x7 se reléve en xgII. On peut
donc supposer que 7 est une série discréte.

En prenant 7’ = 7 dans la formule (4) ci-dessus, on obtient que la fonction caractére
O, n’est pas identiquement nulle sur G(F). N N(G(E)).

Supposons que 7 se reléve en II, et soit 7’ une autre représentation irréductible
générique de G(F') se relevant en II. Comme wyy = wy 0 Ng, p, les caractéres centraux
wy et wy ont méme restriction & Ng,p(E*), en particulier w,s est unitaire, et 7’
est essentiellement discréte si seulement si c’est une série discréte. Choisissons un
isomorphisme A de II sur II?. Puisque II reléve 7, la fonction caractére @ﬂ n’est
pas identiquement nulle sur G(E)y,—.. Si 7’ n’est pas une série discréte, alors c’est
une induite parabolique stricte (cf. 3.2), et d’aprés 4.5, la fonction caractére O,/ est
nulle sur G(F)., ce qui implique que la fonction caractére ©4 est nulle sur G(E),_e;
contradiction. Donc 7’ est une série discréte, et la formule (3) ci-dessus implique
qu’elle est isomorphe & k7 pour un caractére k € R(E/F). O

DEFINITION. — Une représentation lisse irréductible o-stable II de G(E) est dite
o-elliptique si pour un (i.e. pour tout) isomorphisme A de II sur II?, la fonction
caractére @ﬁ n’est pas identiquement nulle sur G(E),—e.

REMARQUE. — D’aprés la démonstration du lemme, si II reléve une représentation
lisse irréductible générique 7w de G(F'), alors II est o-elliptique si et seulement si 7 est
essentiellement discréte.
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11.4.9. — On suppose maintenant, et jusqu’a la fin de cette section 4, que le théoréme
de 4.6 est démontré, et 'on en tire les conséquences souhaitées.

Si T est un tore maximal de G défini sur F', on a la suite exacte longue de groupes
topologiques

1 — EX\E*T(E)""" —» EX\T(E) 25 Ng/p(E*)\T(F),

et comme en 2.10, toute mesure de Haar sur Ng,p(E*)\T(F') détermine via N une
mesure de Haar sur le groupe quotient EXT(E)°~\T(E). Pour T € J,, on note
dér,, la mesure de Haar sur EXT(E)°~1\T(E) déterminée par dyr.

Soient IT et II' des séries o-discrétes de G(E) ayant méme caractére central, disons
X, et soient 7w et ' des séries discrétes de G(F') se relevant en II et II'. D’aprés le
théoréme de 4.6, I’entier m, est déterminé par la classe d’isomorphisme de II; on peut
donc le noter my. Posant

< %7 %/)o—e =

M ) I
> Wr(F) 1/ |Dc(N(6))|rO11(6)0%, (6)dor,o,
TET, EXT(E)°~"\T(E)
on a
mp' st ~ 10
(2) <@1q[7 E’)U—e = <@7rae7r’>é = )
0 sinon

Toute fonction ¢ sur G(E),_e, invariante par o-conjugaison dans G(E) et se
transformant suivant x sous l'action de E* par translations, est de la forme f o N
pour une fonction f sur N(G(F).), invariante par conjugaison dans G(F') et se
transformant suivant w sous 'action de Ng,p(E>) par translations, ot w désigne la
restriction & Ng/p(E™) du caractére central de 7 — on a donc @ = wo Ng/p. On en
déduit la proposition suivante.

PROPOSITION (orthogonalité des caractéres pour les séries o-discrétes). — Les fonctions
caractéres ©F;, pour II parcourant les classes d’isomorphisme de séries o-discrétes de
G(E) de caractére central x, forment une base orthogonale de l’espace préhilbertien
— pour le produit scalaire défini par la formule (1) — formé des fonctions localement
constantes ¢ sur G(E),_e, qui sont invariantes par o-conjugaison dans G(E),
se transforment suivant x sous laction de E* par translations, et vérifient

<¢a ¢>a—e < +o0.
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I1.4.10. — Une fonction f € CP(G(F)), ou f € CX(G(F),w) pour un caractére w
de Ng/p(E™), est dite elliptique si ACF)(f 4) = 0 pour tout élément régulier non
elliptique v de G(F). De méme, une fonction ¢ € C(G(E), ou ¢ € CX(G(E), x)
pour un caractére o-stable x de E*, est dite o-elliptique si Af(E) (¢,9) = 0 pour tout
élément o-régulier non o-elliptique § de G(E).

Pour v € G(F)., le groupe Ng,r(E*)\G,(F) est compact, et 'on suppose que la
mesure dg., définissant I’intégrale orbitale AGE )(-, ) est choisie de telle maniére que

A (f,5) = / flg7 vg)dg

Np/r(EX)\G(F)
pour toute fonction f € C°(G(F)) (ou f € CX(G(F),w)).

D’aprés [39, 4.7], on a la formule des traces locales simple — c’est-a-dire pour les
fonctions elliptiques — suivante.

LEMME 1. — Soit w wun caractére unitaire du groupe Ng,p(F™), et soit f €
CE(G(F),w) une fonction elliptique. Alors pour tout élément v € G(F)., on a

AG(F) (fa 7) = Z Or (f)@ﬂ' (7)

ot T parcourt les classes d’équivalence de séries discrétes de G(F) de caractére central

prolongeant w.

REMARQUES. — (1) Dans [39, 4.7], on a montré la variante de la formule ci-dessus
pour les intégrales orbitales k-tordues, oil k est un caractére d’ordre fini du
centre F* de G(F). En prenant x = 1, on obtient la formule des traces simples
ci-dessus dans le cas ou E = F. Il suffit ensuite de remarquer que pour toute
fonction f € CP(G(F'),w) et tout caractére n de F* prolongeant w, notant f,
la fonction g — %ZzeFX/NE/F(EX) n(z)f(zg) sur G(F), on a f =3, fy;oun
parcourt les caractéres de F'* prolongeant w.

(2) Siw est une représentation lisse irréductible unitaire de G(F'), pour tout élément
v € G(F):, on a

Ox(7) = Oz (7).

On peut injecter cette égalité dans la formule des traces locale du lemme 1. Cela
présente le double avantage de la rendre généralisable & une classe plus large de
représentations (cf. le lemme 2 ci-dessous), et aussi, mais cela n’est pas notre
objet ici, & des représentations & valeurs dans un espace vectoriel sur un corps
qui n’est pas celui des nombres complexes.

(3) Soit IT une représentation lisse irréductible unitaire o-stable de G(E), et soit A
un isomorphisme unitaire de II sur II° (cf. la remarque de 4.1). Puisque tout
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produit scalaire hermitien G(E)-invariant (-, -) sur espace de II est A-invariant
(ibidem), pour tout élément § € G(E),_,, on a

04 (6) = O4(6).

Si de plus II est générique, toujours d’aprés la remarque de 4.1, on a

67,(5) = 02(5).

LEMME 2 (variante du lemme 1). — Soit w un caractére (pas nécessairement unitaire)
de Np,p(F*), et soit f € CP(G(F),w) une fonction elliptique. Alors pour tout
élément v € G(F)e, on a

ACE)(f y) = Z O, (f)0x(7)

ot w parcourt les classes d’équivalence de représentations essentiellement discrétes de
G(F) de caractére central prolongeant w.

Démonstration. — Soit n un caractére de F'* tel que le caractére 77”|NE/F(FX) - W
de Ng/p(E>), que l'on note w’, soit unitaire. Alors lapplication m +— nm induit
une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
essentiellement discrétes de G(F') de caractére central prolongeant w, et ’ensemble des
classes d’isomorphisme de séries discrétes de G(F') de caractére central prolongeant
w’. Pour un tel m, posons ' = nm et notons f' € CP(G(F),w’) la fonction
g+ n(g)~1f(g), ot I'on a posé n(g) = nodet(g). Alors on a O,/ (f') = O.(f), et pour
tout y € G(F)y, on a ASF)(f,7) = () TACF)(f,7) et Ox(7) = n(7)'Ox(7).
D’ou le résultat, d’aprés le lemme 1 et la remarque (2). O

Pour § € G(E)y—e, le groupe Z(E)\GS(F) est compact, et on suppose que la

mesure dgy définissant AUG(E)(-, d) est choisie de telle maniére que
ASE@0) = [ plg g7 dg
Z(E)\G(E)

pour toute fonction ¢ € C°(G(E)) (ou ¢ € CX(G(E), x))- Sill est une représentation
essentiellement o-discréte de G(E), on choisit un caractére non ramifié (donc o-stable)
n de G(E) tel que II®n soit une série o-discréte, et 'on pose mp = mng,. L’invariant
my est bien défini, i.e. il ne dépend pas du choix de n. La proposition suivante est
impliquée par la conjecture de transfert (cf. la remarque de 2.5), que nous espérons

démontrer dans un prochain article.

PROPOSITION (Formule des traces locale simple o-tordue). — Soit x wun caractére
o-stable de E*, et soit ¢ € C°(G(E),x) une fonction o-elliptique. Si la conjecture
de transfert est vérifiée (précisément, s’il existe une fonction f € CX(G(F),w) telle
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que ¢ et f concordent, oi w est le caractére de Ng p(E>) tel que x = wo Ng/p),
pour tout élément 6 € G(E)y—e, on a

AG(E) ¢ (5 Zmneo o( )

g ot Il parcourt les classes d’isomorphisme de représentations essentiellement

o-discrétes de G(E) de caractére central x.

Démonstration. — Soit une fonction f € CX(G(F),w) telle que ¢ et f concordent.
Puisque ¢ est o-elliptique, f est elliptique. Soit § € G(E)y—e, €t soit v € G(F), un
élément associé & 6. D’aprés le lemme 2, on a

AGE) (4, 6) Z@)

ou 7 parcourt les classes d’isomorphisme de représentations essentiellement discrétes
de G(FE) de caractére central prolongeant w. Pour chaque classe d’isomorphisme IT de
représentations essentiellement o-discrétes de G(FE) de caractére central x, il existe
my classes d’isomorphisme de représentations essentiellement discrétes de G(F') de
caractére central prolongeant w se relevant en II, et si 7 est 'une d’elle, puisque IT est
o-stable, essentiellement o-discréte, et que c’est un relévement de # (remarque (5) de
2.9), on a

Ox(f)0x(7)) = On($)OF(6)-

D’ou la proposition. O

11.4.11. — Pour toute suite @« = (a1,...,q,) d’entiers > 1, on appelle série
o-discréte de G, (E) une représentation de la forme II; ® --- ® II,, pour des séries
o-discrétes II; de Gq,(E). Par transitivité des foncteurs induction parabolique, on
obtient [1, ch. 1, lemma 6.4] que toute représentation lisse irréductible tempérée
o-stable II de G(E) est isomorphe & une induite parabolique ¢, (II) pour une partition
o de n et une série o-discréte IT de G, (E).

D’apreés 3.5.(iii) et le lemme de 4.4, le théoréme de 4.6 implique le théoréme de 4.2
pour les représentations tempérées, c’est-a-dire la variante obtenue en remplagant les
représentations (lisses irréductibles) génériques a segment R(E/F)-réguliers de G(F')
par les représentations tempérées de G(F), et les représentations génériques de G(E)
par les représentations tempérées de G(E).

I1.4.12. — La proposition suivante et son corollaire sont des conséquences du point
(4) du théoréme de 4.6.
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PROPOSITION. — Soit  une représentation lisse irréductible cuspidale de G(F'), et soit
s le cardinal du stabilisateur de la classe d’isomorphisme de p dans R(E/F). SoitII un
o-relevement de . Alors s divisen, n = nys, et Il est isomorphe ¢ Iy xII x- - ~><H‘1’S_1
pour une représentation lisse irréductible cuspidale I1; de G, (E) telle que o° engendre

le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de I1; dans 3.

Démonstration. — Puisque 7 est essentiellement discréte, II est essentiellement
o-discréte, donc est isomorphe & une induite parabolique de la forme IT; x IT x - -- x
HfFl pour une représentation essentiellement discréte IIy de Gy, (E), n = mqt, telle
que ot engendre le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de II; dans X. D’aprés

le point (4) du théoréme de 4.6, on a
LOLT) = [ ] L(x, &),

ou k parcourt les éléments de R(E/F'). D’aprés 3.5.(i), cela entraine que II a un pole
d’ordre s en 0, et aucun pole sur R \ {0}. D’autre part, d’aprés 3.5.(iii), on a
t—1t—1
Laya = [[[] cay™ , im).
i=0 =0
En particulier, L(IT;,II;) n’a pas de pole sur R ~ {0}, ce qui implique que II; est
cuspidale, et que ¢t = s. O

Soit 7 une représentation essentiellement discréte de G(F'), et soit A = A(p, a)
un segment tel que 7 soit isomorphe & L(A). Soit s le cardinal du stabilisateur de la
classe d’isomorphisme de p dans &(E/F'). D’aprés la proposition, s divise 2, n = anys,
et il existe une représentation lisse irréductible cuspidale E; de G, (E) telle que o
engendre le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de Z; dans X, et = = E; X
27 x .-+ x 277" soit un relévement de p. Posons A; = A(Z1,a), et notons II; la
représentation essentiellement discréte L(Aq) de G, (E).

. s—1 N
COROLLAIRE. — La représentation IIy x II x --- x II] ~ est un o-relévement de .

Démonstration. — Soit IT un o-relévement de 7. C’est une représentation essentiellement
o-discréte de G(E), par suite il existe une représentation essentiellement discréte IIj
de Gy, (E), n = myt, telle que o' engendre le stabilisateur de la classe d’isomorphisme
de II; dans %, et II soit isomorphe a IT} x IT" x --- x I " Soit A’ = A(Z},b)
un segment tel que IT} soit isomorphe & L(A’), ou Z] est une représentation lisse
irréductible cuspidale de Gy, (E), my = k1b. D’aprés le point (4) du théoréme de 4.6,

on a

L(H’é) = HL(Wv Kﬁ),
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ou k parcourt les éléments de R(E/F). D’aprés 3.5.(ii), pour x € K(E/F) et p € C,
on a
L(m, kp) (1) = L(p, p)(p+ a = 1),
d’ott on déduit que L(IT, Z) a un pole d’ordre s en 1—a, et aucun pole sur R~ {1—a}.
D’autre part, d’aprés 3.5.(iii), on a aussi
s—1t—1 o
LaLe) = [[[[cae™, =)
=0 j=0
et & nouveau d’aprés 3.5.(ii), pour 4 € C, on a

= i+

it o -
LAY S0 (k) = LEY T E)(p+b—1).

On en déduit que k; = n1, que la classe d’isomorphisme de =]

1 appartient & l'orbite
sous X de celle de =1, et que b = a. Comme m; = k1b=mnja = =,onat=s,etla
classe d’isomorphisme de II} appartient a l'orbite sous X de celle de II;. Donc IT est

. N s
isomorphe & II; x II§ x --- x II . 0

REMARQUE. — Soit II une représentation essentiellement o-discréte de G(E).
Choisissons une paire (s,II;) formée d’un entier s > 1 divisant n et d’une
représentation essentiellement discréte Iy de G, /s(E), telle que o° engendre le
stabilisateur de la classe d’isomorphisme de II; dans ¥, et IT ~ IIy < II{ x - - - X H"S '
Soit Ay = A(Z;,a) un segment tel que II; ~ L(A;), ou E; est une representatlon
lisse irréductible cuspidale de G,,(E), ¥ = nia. Puisque pour i € Z, on a
9" ~ L(A(E9,a)), le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de Z; dans %
est le sous-groupe engendré par o°. La classe d’isomorphisme de II détermine le
triplet (s,Z1;a) a X- conjugaison et isomorphisme de Z; prés. La représentation

(e 0'

Hy x B x - x Ef de Gy, s(E) est essentiellement o-discréte, donc reléve une
représentation essentiellement discréte p de G,,s(F). D’aprés le corollaire, p est
cuspidale, s est le cardinal du stabilisateur de la classe d’isomorphisme de p dans
R(E/F), et la représentation essentiellement discréte m = L(p, a) de G(F') se reléve
en II.

Notons que si 7 est cuspidale (i.e. si m = p), alors II est cuspidale si et seulement si
c’est une série discréte. D’autre part, 7 est cuspidale si et seulement si II est isomorphe
& linduite parabolique d’une représentation lisse irréductible cuspidale d’un sous-

groupe de Levi de G(FE).

I1.4.13. — On peut désormais démontrer complétement le théoréme de 4.2.

Soit 7 une représentation lisse irréductible générique & segments K(E/F)-réguliers
de G(F). Ecrivons 7 ~ L(A;) x --- x L(A,,) pour des segments Ay, ..., A,, deux &
deux non liés. Pour ¢ = 1,...,m, soit II; une représentation essentiellement o-discréte
de G, (E) relevant la représentation essentiellement discréte m; = L(A;) de G, (F).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2011



98 CHAPITRE II. LE CHANGEMENT DE BASE LOCAL

Posons IT = II; x - - - X IL,;,; c’est une représentation lisse de G(E), et d’aprés le lemme
de 4.4, pour montrer qu’elle reléve m, il suffit de montrer qu’elle est irréductible.
Pour i = 1,...,m, écrivons II; >~ II; 1 x II7; x --- X Hg’jrl pour une représentation
essentiellement discréte II;; de G, (E), n, = m;s;, telle que o® engendre le
stabilisateur de la classe d’isomorphisme de II; ; dans ¥. Supposons qu’il existe deux
indices ¢ # j et deux entiers k; et kj, avec 0 < k; <s; —1et 0 < k; < s; — 1, tels que
les segments attachés & Hfil et H;’ﬁj soient liés. D’aprés le corollaire de 4.12, cela
entraine qu'’il existe un caractére k € K(E/F) tel que les segments A, et KA, soient
liés, ce qui est impossible puisqu’on a supposé 7 & segments K(E/F)-réguliers. Donc
IT est irréductible (et générique), et c(m, I, (II)) = [];~, e(m;, I,(II;)) = 1. Le point
(1) du théoréme de 4.2 est démontré.

De la méme maniére, on obtient le point (2), i.e. la surjectivité de ’application de
relévement pour les représentations génériques. Le point (3) résulte du fait que pour
les représentations essentiellement discrétes, la notion de relévement ne dépend pas
du choix de o. Quant au point (4), c’est une simple conséquence de 3.5.(iii) et du
théoréme de 4.6.

D’aprés le raisonnement plus haut, on a aussi:

LEMME. — Soit II une représentation lisse irréductible générique o-stable de G(E), et
soit m représentation lisse irréductible générique a segments R(E /| F)-réguliers de G(F)
se relevant en II. Ecrivons m o~ 71 X - - - X T, pour des représentations essentiellement
discretes m; de G, (F). Alors toute autre représentation lisse irréductible générique a
segments R(E [ F)-réquliers de G(F') se relevant en II, est isomorphe & K1my X - -+ X
KmTm pour des caractéres k; € R(E/F).

REMARQUES. — (1) Soit 7 une représentation lisse générique a segments R(E/F')-réguliers
de G(F), et soit IT un o-relévement de 7. Alors IT est tempérée si et seulement
si m est tempérée.

(2) D’aprés la remarque de 4.8 et les théorémes de 4.2 et 4.6, une représentation lisse
irréductible générique o-stable de G(F) est o-elliptique si et seulement si elle
est essentiellement o-discréte. On donnera dans la section suivante une preuve
directe de ce résultat (proposition 1 de 5.15), indépendante des théorémes de
4.2 et 4.6.

(3) Grace ala classification de Zelevinski-Tadi¢ des représentations lisses irréductibles
unitaires de G(F) (cf. [4]), il est possible de montrer — ce que 'on compte
faire plus tard —, que toute représentation lisse irréductible unitaire o-stable
de G(E) est un o-relévement.

(4) Si E est une extension finie de F' formée d’extensions cycliques successives,
disons E;/E;11,1=0,...,m—1, avec Ey = E et E,, = F, alors par relévements

successifs de G(FE;1+1) & G(E;), on obtient une application de relévement entre
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les séries discrétes de G(F) et les séries o-discrétes de G(E). On peut montrer
— mais nous ne le ferons pas ici — que cette application ne dépend pas de la
décomposition E = Eg/Ey/---/E,, = F choisie, et ensuite I’étendre & toutes
les représentations lisses irréductibles génériques unitaires (ou plus généralement
vérifiant une certaine condition de régularité).

I1.4.14. — Dans ce n°, on vérifie que pour les représentations génériques non
ramifiées, la notion de o-relévement correspond bien, via les correspondances de
Langlands locales pour F et E, a la restriction des représentations de Wr & Wg, ou
Wr désigne le groupe de Weil de F sur F.

Rappelons qu’une représentation lisse irréductible non ramifiée de G(F') est
générique si elle est isomorphe & n; X --- X 7, pour des caractéres non ramifiés
M,...,Mn de FX tels que 7; # vn; pour tous i # j; si de plus kn; # vn; pour tous
i # j et tout caractére k € R(E/F'), elle est & segments R(E/F)-réguliers.

Si 7 est une représentation lisse irréductible générique non ramifiée de G(F),
on note 7(m) la représentation de W, qui lui correspond par la correspondance de
Langlands locale non ramifiée. Si IT est une représentation lisse irréductible générique
non ramifiée de G(E), on définit 7(IT) de la méme maniére.

LEMME. — Supposons que E soit une extension non ramifiéce de F. Soit ™ une
représentation lisse irréductible générique non ramifiée o segments K(E/F)-réguliers
de G(F), et soit IT un o-relévement de G(E). Alors II est non ramifiée, et T(II) est
la restriction de 7(mw) o Wi.

Démonstration. — Supposons que le caractére additif ¢ de F soit de conducteur
oF, c’est-a-dire trivial sur op, mais pas sur p;l. Alors ¥p = 1 o Ng/p est de
conducteur og. Puisque pour chaque k € R(FE/F), la représentation k7 est non
ramifiée, ’exposant f(km,1)) de son conducteur vaut 0; rappelons que cet exposant
est défini par e(m,¥)(s) = e(n, w)(%)qf(”/’w)(%_s) pour toute représentation lisse
irréductible générique 7’ de G(F). Comme €(IL,¢p) = XE/F, ) "]], e(km, 1),

Pexposant f(II,4g) du conducteur de II vaut lui aussi 0, et II est non ramifiée.

Sin =1, alors 7 est un caractére non ramifié de F'*, disons x, et Il = x o Ng/p
est 'unique caractére non ramifié de E* prolongeant x¢. Dans ce cas le lemme est
vrai. En général, on écrit m ~ 7; X - -+ x n,, pour des caractéres non ramifiés 7; de F'*
tels que pour tous i # j et tout k € R(E/F), on ait kn; # vn;. D’aprés 4.13, posant
ni,e=1n;°Ng/p,onall 2n g X X1, g, dol le lemme. O
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I1.5. Pseudo-coefficients des séries o-discrétes

I1.5.1. — Dans tout cette section 5, on suppose que la F-algébre cyclique E est
un corps. L’objectif est de démontrer qu’il existe des pseudo-coefficients pour les
séries o-discrétes de G(E) — c’est la proposition de 5.13. L’ingrédient principal est
le théoréme de Paley-Wiener o-tordu, dit & Rogawski [67]. Ce théoréme est énoncé
en 5.7, aprés qu’on a organisé en une catégorie adéquate les représentations lisses
o-stables IT de G(F) et les opérateurs d’entrelacement entre I et II°.

On note:

— R(G(F)) la catégorie des représentations lisses de G(F);

— €(G(F)) lensemble des classes d’isomorphisme de représentations lisses
irréductibles de G(F);

— G(G(F)) le groupe de Grothendieck des représentations lisses de longueur finie
de G(F);

— WU(G(F)) le groupe des caractéres non ramifiés de G(F).

En d’autres termes, J(F') est le Z-module libre de base e(G(F')), et U(G(F)) est le
groupe des caractére de G(F') de la forme n®, s € C*, ou l'on a posé n = v o det.

On peut évidemment, dans les définitions ci-dessus, remplacer le corps de base F’
par n’importe quelle extension finie de F', par exemple E. Pour tout ¥-ensemble X,
on notera X7 le sous-ensemble de X formé des éléments fixés par ¢ — éventuellement
muni de structures supplémentaires héritées de ¥ —, et X/o ’ensemble des Y-orbites
dans X. Par exemple, 'application qui & une représentation lisse I de G(E) associe la
représentation 117, est fonctorielle en II. Elle induit donc un automorphisme du groupe
G(G(E)), encore noté II — II?, qui stabilise e(G(E)). On obtient une action de 3 sur
G(G(E)) qui stabilise e(G(E)), et G(G(E))’ est le Z-module libre de base e(G(E))/o;
ot on identifie une S-orbite {II;, 119, ..., 119" '} dans e(G(E)) a I'élément IT; 4 II¢ +
<+ 197 de G(G(E))°.

On pose vg = | |g et ng = vg odet : G(E) — Q*. Ainsi U(G(E)) est formé des
caractéres 15, s € C*, et comme ng oo = ng, tout caractére non ramifié de G(E) est
o-stable, i.e. on a

V(G(E))” = ¥(G(E)).

I1.5.2. — 1l y a différentes maniéres — & peu prés équivalentes — d’organiser les
représentations lisses o-stables IT de G(E) et les opérateurs d’entrelacement A entre
IT et II?: on peut par exemple comme dans [1] et [67] considérer les représentations
lisses du groupe non connexe G(E) x X, ou bien celles de I’espace tordu G(E)o de
Labesse [52, 1.3]. On a choisi une notion intermédiaire, en imposant que ’opérateur
A? soit un multiple de 'identité de 'espace de II.
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On appelle o-représentation de G(E) la donnée d’un couple (II, A) ou II est une
représentation lisse o-stable de G(E) et A est un isomorphisme de II sur II? tel que
A% = Mdy;, pour un nombre complexe (non nul) A, ot Vi désigne I’espace de II et
A? = Ao---0A (d fois). Un morphisme entre deux o-représentations (II, A) et (II’, A')
de G(FE) est par définition un morphisme u entre I et IT' tel que uo A = A’ o u;
si de plus u est un C-isomorphisme (alors c’est un isomorphisme entre II et IT'),
on dit que c’est un isomorphisme entre (II, A) et (II', A’). Les o-représentations de
G(E) munies de leurs morphismes, forment une catégorie R(G(E), o), qui en général
n’est pas abélienne: pour un morphisme u entre deux o-représentations (II, A) et
(I, A’) de G(FE), les sous—représentations ker u de II et Imu de IT’ sont bien définies,
mais peuvent ne pas étre o-stables. On a cependant des notions évidentes de sous—
o-représentation et de o-représentation quotient d’une o-représentation de G(E), et
de suite exacte courte dans R(G(E),0).

Une o-représentation (II, A) de G(E) est dite irréductible si le seul sous-espace
G(E)-stable non nul W de Vg tel que A(W) = W, est Vi1 lui-méme; si de plus IT est
irréductible, elle est dite fortement irréductible. Si (II, A) est une o-représentation
irréductible de G(E), alors les endomorphismes de (II, A) forment un espace de
dimension 1 (lemme de Schur); on en déduit que tout autre isomorphisme de II sur
II° est de la forme A’ = AA pour un A € C*.

On note:

— ¢(G(F), o) 'ensemble des classes d’isomorphisme de o-représentations irréductibles
de G(E);

— Y(G(FE),0) le groupe de Grothendieck des o-représentations de longueur finie
de G(E), c’est-a-dire le Z-module libre de base ¢(G(E), o).

On note aussi:

— €(G(E),0) lensemble des classes d’isomorphisme de o-représentations
fortement irréductibles de G(E) — c’est un sous-ensemble de €(G(E), o);

— G,(G(E),0) le Z-module libre de base €o(G(E),0) — c’est un sous-groupe de
H(G(E),0).

NoTaTIONS. — Si (II, A) est une o-représentation de longeur finie de G(E), on note
[IT, A] son image dans §(G(E), o). Par abus d’écriture, on note encore (II, A) les
éléments de F(G(E),0); un tel élément est de la forme (II, A) = 7" | a;[I1;, A;] pour
des o-représentations irréductibles (II;, A;) de G(E) deux a deux non isomorphes et

des entiers non nuls a;.
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11.5.3. — Si (II, A) est une o-représentation de G(E), pour tout caractére ¢ €

(G(E)), on note (ILy, Ay) la o-représentation de G(E) définie par Iy, = II ® ¢
Ay = A. On obtient ainsi une action de ¥(G(E)) sur ¢(G(E),o0) qui stabilise
(G(E),0); d’ou par linéarité une action de ¥(G(E)) sur ¥(G(E), o), encore notée

Y x (I, A) = (Iy, Ay),

)\
et
€o

qui stabilise 7 (G(E), o).

Si (II, A) est une o-représentation de G(E), pour tout nombre complexe A non
nul, (IT, \A) en est une autre. On obtient ainsi une action de C* sur ¢(G(E), o) qui
stabilise €g(G(F), 0); d’ot par linéarité une action de C* sur H(G(E), o), encore notée

A x (IT, A) — (II, \A),

qui stabilise 7, (G(E),0).

On peut bien str, dans les définitions et notations précédentes, remplacer o par
n’importe quel autre élément de X. Soit ¢’ un tel élément. Si (II, A) est un objet
de R(G(E),0"), alors (1I°, A) en est un autre, et si u est un morphisme entre deux
o’-représentations (II, A) et (I, A’) de G(E), alors c’est aussi un morphisme entre
les o’-représentations (II%, A) et (II'?, A’). On obtient ainsi un automorphisme de la
catégorie R(G(E),0’), et une action de X sur ¢(G(E), o’) qui stabilise eo(G(E),o’);
d’ou par linéarité une action de ¥ sur §(G(FE), o’), encore notée

i

qui stabilise 7 (G(E),0").

I1.5.4. — Soit s > 1 un entier divisant d. On définit comme suit un foncteur
¢ R(G(E),0°) - R(G(E),0).

Pour toute o®-représentation (Ilp, Ag) de G(E), on note ¢*(Ilp, Ag) la o-représentation
(1, A) de G(E) donnée par IT = &=} IS et A(vg, v1,...,0s-1) = (v1,...,vs_1, Ao(v0)),
v; € Vip,. Pour tout morphisme u entre deux o®-représentations (Ily, Ag) et (IIf, Af)
de G(E), on note ¢*(u) le morphisme entre (II, A) = ¢:*(Iy, Ag) et (II', A") = ¢* (11}, Ap)
donné par *(u) = u*®. Par construction, le foncteur ¢* envoie représentation de
longueur finie sur représentation de longueur finie, donc induit un morphisme de
groupes
G(G(E),0*) = G(G(E),0),

encore noté (5.

LEMME (Rogawski [67, lemma 2.1]). — Soit (II, A) une o-représentation irréductible
de G(E). Il existe un entier s > 1 divisant d et une o®-représentation fortement
irréductible (Ilg, Ag) de G(E) telle que o° engendre le stabilisateur de la classe
d’isomorphisme de Iy dans ¥ et (I, A) soit isomorphe & *(Ily, Ag). La classe
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d’isomorphisme de II détermine Uentier s, que lon note s(II), et la classe
d’isomorphisme de (II, A) détermine celle de (Ily, Ag) & X-conjugaison pres.

D’apres le lemme, si (II, A) est une o-représentation irréductible de G(E), alors la
représentation I est admissible et de longueur finie. On en déduit que (II, A) est de
longueur finie (comme o-représentation de G(E)) si et seulement si II est de longueur
finie. Le foncteur d’oubli de R(G(FE), s) dans R(G(E)) induit donc un morphisme de
groupes

9(G(E),0) = G(G(E))’.

Ce morphisme est surjectif, et donne par restriction une application surjective
€0(G(E),0) — (G(E)),

dont les fibres sont les C*-orbites de ¢y(G(E), o).

On peut voir §,(G(E),o) comme le quotient de §(G(E), o) par le sous-groupe
G.0(G(E),0) de G(G(E),0) engendré par l'ensemble eso(G(E),0) des classes
d’isomorphisme de o-représentations irréductibles (II, A) de G(E) telles que
s(II) =1 > 0. D’aprés le lemme, on obtient plus généralement une application
surjective

«(G(E),0) — €(G(E))/o,
dont les fibres sont les C*-orbites de ¢(G(E), o).

Soit G+ (G(E), o) le sous-groupe de (G (E),o) engendré par §_ (G(E),0) et
par les éléments de F(G(E), o) de la forme Z:;é (II, u* A) pour un élément (II, A) de
e0(G(E), o), un entier ¢t > 1 et une racine primitive ¢-iéme de 1'unité x. On pose

G(G(B),0) = Y(G(E),0)/ Gy (G(E), 0).
C’est un quotient de & (G(E), o).

REMARQUE. — Pour tout élément (I, A) de &,(G(E),o), on note encore ©f la
distribution sur G(F) définie par linéarité comme en 2.7. Pour ¢ € C*(G(E)), la
forme Z-linéaire (I, A) — ©#(¢) sur §,(G(E), o) se factorise a travers §(G(E),):
pour (I, A) € §,(G(E),0) et A € C*, on a O = AO{}, et pour toute racine t-iéme
de l'unité p, on a Zf;é ut=0.

II.5.5. — Soit & = (oq,...,y) une partition de n. Les définitions introduites
pour G(E) dans les n°® précédents, s’étendent naturellemment & G, (E). Notons que
R(Go(E),o) est le produit des catégories R(Gq,(E),0) pour ¢ = 1,...,m. D’autre
part, le lemme de 5.4 étant valable pour n’importe quel groupe réductif connexe G
défini sur F, il ’est en particulier pour G,. L’application qui & une o-représentation
(I1, A) de G4(E) associe la o-représentation t4(II, A) = (14(II),ta(A)) de G(E) —
cf. 4.4 pour la définition de 1o (A) —, est fonctorielle en (II, A), et compatible au
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foncteur induction parabolique normalisée de R(G,(E)) dans R(G(E)). En d’autres
termes, le diagramme suivant est commutatif

R(Ga(E),0) ~> R(G(E),o0)
l l
R(Gu(E) — R(G(E)

la

ou les fléches verticales désignent les foncteurs d’oubli. Comme les foncteurs d’oubli
préservent la propriété d’étre de longueur finie, le foncteur ¢, : R(Go(E),0) —
R(G(F), o) préserve lui aussi cette propriété, donc induit un morphisme de groupes
Y(Gu(E),0) - G(G(E), o), que 'on note encore ¢,

11.5.6. — On appelle paire cuspidale (dans G(E)) un couple (a,p) formé d’une
partition o de n et d’une représentation lisse irréductible cuspidale p de G, (E).
Notons &,, le sous-groupe de G(Z) formé des matrices de permutation. Si a est une
partition de n, pour w € &,, on note wa la partition de n donnée par G,o =
wG,w™!. Deux paires cuspidales (a,p) et (B3, p') sont dites équivalentes s'il existe
un élément w de &,, tel que wa = B et p¥ ~ p’, ou p¥ désigne la représentation
g — p(wlgw) de Gg(E); elles sont dites inertiellement équivalentes s’il existe un
élément w de &,, et un caractére non ramifié ¢’ de Gg(E), tels que wa = § et
pY = p 1.

Soit B(G(E)) 'ensemble des classes d’équivalence inertielle de paires cuspidales. Si
7 est une représentation lisse irréductible de G(E), il existe une paire cuspidale (a, p)
telle que 7 est isomorphe & un sous-quotient de 'induite parabolique ¢, (p). De plus,
la classe d’équivalence — et a fortiori la classe d’équivalence inertielle — de (a, p)
est déterminée par la classe d’isomorphisme de 7. On obtient donc une application
surjective j : e(G(E)) — B(G(E)), qui est X-équivariante pour 'action naturelle de
o sur B(G(E)), c’est-a-dire celle induite par (¢, p) — (e, p”). En particulier, j envoie
e(G(E))° dans B(G(E))?. Pour une o-représentation fortement irréductible (II, A)
de G(E), on pose j(II, A) = j(II). D’aprés 5.4, 'application

Jj:eo(G(E),0) — B(G(E))’
ainsi définie, se prolonge en une application
j:e(G(R),0) — B(G(E))/o.

Précisément, pour une o-représentation irréductible (II, A) de G(E), on écrit (II, A) ~
t*(Ilp, Ag), s = s(II), pour une o°-représentation fortement irréductible de G(E), et
lon note j(II, A) = j(II) la X-orbite de j(IIy) dans B(G(E)).
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11.5.7. — Le théoréme suivant, dit de Paley-Wiener (tordu), caractérise les
formes Z-linéaires sur @, (G(E),o) du type (II, A) — ©fi(¢) pour une fonction
¢ € C(G(E)).

Soit @5 (G(E), o) l'espace des formes Z-linéaires ® : §,(G(E), o) — C vérifiant

O(IL, \A) = AB(IT, A), A € C~

pour tout élément (II, A) de ¢o(G(E), o). D’apreés la remarque de 5.4, tout élément de
Gs(G(E), o) se factorise a travers G, (G(E), o).

Rappelons que pour toute partition « de n, le groupe ¥(G,(F)) est un tore
complexe de dimension I(«).

NoOTATION. — Si (II, A) est une o-représentation de longeur finie de G(E), on note
[IT, A] son image dans F(G(E),0).

THEOREME (Rogawski [67]). — Pour tout élément ® de §;(G(E),0), les conditions

(A) et (B) suivantes sont équivalentes:

(A) Les deux propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) 4l existe un sous-ensemble fini & de B(G(E))® tel que pour toute
o-représentation fortement irréductible (I1, A) de G(E) telle que j(II) ¢ &,
on a ®II,A] =0 ;

(ii) pour toute partition a de n et toute o-représentation fortement irréductible
(IL, A) de Go(E), la fonction ¢ — @(to[Ily, Ay]) sur ¥(Go(E)) est
réguliére.

(B) Il existe une fonction ¢ sur G(E), localement constante et a support compact,

telle que ®[II, A] = ©4(¢) pour toute o-représentation fortement irréductible
(I, A) de G(E).

REMARQUES. — (1) D’aprés [5, 3.7 et 3.9], on peut remplacer la condition (i) par la
condition (i)’ suivante: il existe un sous-groupe ouvert compact J de G(E) tel
que pour toute o-représentation fortement irréductible (I, A) de G(E) n’ayant
pas de vecteur non nul fixé par J, on a ®[II, A] = 0.

(2) On verra en 5.12 (lemme 2) que l'on peut remplacer dans la condition (%)
Ihypothése “pour toute o-représentation fortement irréductible (II, A) de
G, (E)’par “pour toute o-représentation fortement irréductible tempérée (II, A)
de G, (E)”, c’est-a-dire telle que II soit tempérée.

Le théoréme de Paley-Wiener nous permettra en 5.13 de produire des pseudo-
coefficients pour les séries o-discrétes de G(E). Les numéros 5.8—5.12 préparent a
cette construction.
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I1.5.8. — Commencons par vérifier la version tordue du résultat bien connu suivant:
toute représentation lisse irréductible générique elliptique de G(E) est essentiellement
discréte.

Pour a = (a4, .. ., Q,,) une partition de n, on note ¥(G,(E))* le sous-ensemble de
U (Go(F)) formé des caractéres positifs par rapport & P,(FE), c’est-a-dire de la forme
17%1’1 R R n%’:‘m pour des nombres réels a; tels que a; < -+ < ann; ol Ng,; désigne
ici le caractére vg o det de G, (E).

Soit IT une représentation lisse irréductible de G(E). D’aprés le théoréme du
quotient de Langlands, il existe une partion « de m, une représentation lisse
irréductible tempérée = de G, (F), et un caractére ¢ € U(G4(E))T, tels que II soit
isomorphe & I'unique quotient irréductible, disons L, = ., de I'induite parabolique
ta(Ey). De plus, la classe d’isomorphisme de II détermine le triplet (o, E, 1) — appelé
triplet de Langlands (dans G(E)) — a isomorphisme de = preés, et est déterminée par
lui. Supposons de plus que II soit o-stable. Alors = I’est aussi, et II? est isomorphe a
Lo =04 Soit B un isomorphisme de E sur 2. L’isomorphisme to(By) de ta(Zy) sur
ta(Ey)? envoie Ly = ¢ sur Lo =0 4, donc définit un isomorphisme A de II sur II?. De
plus, tout isomorphisme de II sur II? est obtenu de cette maniére.

LEMME ([1, ch. 1, lemma 2.11]). — Soit II une représentation lisse irréductible
générique o-stable de G(E). Si II est o-elliptique, alors I est essentiellement
o-discréte.

Démonstration. — Supposons que II soit o-elliptique, et soit A un isomorphisme de
IT sur II°. D’aprés la classification de Bernstein-Zelevinski (cf. 3.2), II est isomorphe
a une induite parabolique de la forme ¢(Z,) pour une partition a de n, une
représentation essentiellement discréte = de G, (E), et un caractére réel non ramifié
1 de Go(E). Par transitivité des foncteurs induction parabolique, on en déduit qu’il
existe un triplet de Langlands (o', Z’,4’) tel que G, (FE) est contenu dans G,/ (E) et II
soit isomorphe a l'induite parabolique to/(Z;;,). Puisque II est o-stable, =’ I'est aussi,
et d’aprés 4.5, si « est différent de (n), alors la fonction caractére ©ff est nulle sur
G(E)y—e. Donc a = (n) et Il ~ =,. D’aprés 4.11, il existe une partition o de n et
une série o-discréte 2’ de G (FE) telle que =’ est isomorphe & ’induite parabolique
tar(E"). L’argument précédent implique alors que o = (n) et Il ~ =}. O

I1.5.9. — Deux triplets de Langlands (o, =, %) et (o, Z’,’) sont dits isomorphes si
a=a,2 ~E et = 1. Daprés le théoréme de la base de Langlands, on a la
décomposition
GEE) = B LiEy),
(e,E %)
ot (a, 2, 1) parcourt ’ensemble des classes d’isomorphisme de triplets de Langlands.
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Le groupe ¥ opére naturellement sur ’ensemble des triplets de Langlands: si 7 =
(o, E,7) est I'un d’eux, on pose 77 = (a,E%1). On dit que 7 est o-stable si 7 et

7_0'

sont isomorphes. Notons s(7) lentier s > 1 divisant d tel que o® engendre le
stabilisateur de la classe d’isomorphisme de 7 dans ¥; ou, ce qui revient au méme,
engendre le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de L, = L, = dans X. Pour
o’ € X, la représentation (Ew)", = (E”/)w, que ’on note EZ},, est isomorphe & Zy, si et
seulement si 27" ~ =. Ainsi s(7) est aussi I'entier s > 1 divisant d tel que o® engendre
le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de = dans X.

Pour un triplet de Langlands 7 = (o, 2, ), on pose

s(-r) 1

ET=E¢@EZJ@"'@-—-¢ ;

on pose aussi I1; = 14 (Z;) (~ eafi‘ro)_lLa(Ew)"i) et

I,=L,olla oL
Les representatlons (lisses) IL et II, de G(E) sont o-stables, et II; est un quotient de
H Si A est un isomorphisme de H sur H , alors A induit par passage aux quotients
un isomorphisme A de II; sur I1%, la o-représentation (II,, A) de G(E) est irréductible,
et c’est I'unique quotient irréductible de (ﬁT, Z) De plus, la classe d’isomorphisme
de II détermine la YX-orbite de la classe d’isomorphisme de 7, et est déterminée par
elle. Notons que

s(t) = s(E;) = s(Ly).
On peut d’ailleurs construire A explicitement & partir d’un isomorphisme By de =
(™) . . . - (™) . .
sur 27, ou ce qui revient au méme, de Z, sur :Z ™ Notons B I'isomorphisme de
E, sur =2 défini par By comme dans le lemme de 5.4, c’est-a-dire par
(Er, B) = *((2y, By).

A= to(B) est un

isomorphisme de ﬁT sur fIi, ils induisent par passage aux quotients des isomorphismes
Ag de L, sur Lis(ﬂ et A de II; sur IIZ, et A est 'isomorphisme de II, sur IIZ défini
par Ay comme dans le lemme de 5.4, c’est-a-dire par

(H‘r’ A) = "S(T) (L'ra AO)'

Alors Ag = 14(Bo) est un isomorphisme de to (Ey) sur 1a(Ey)°

DEFINITION. — On appelle o-triplet de Langlands (dans G(E)) un couple (7, By) ou
T = (o, E,9) est un triplet de Langlands et By est un isomorphisme de Z, sur :Z o

Deux o-triplets de Langlands & = (1, By) et & = (7, B}) sont dits isomorphes si
les triplets de Langlands 7 et 7/ le sont — auquel cas on a s(1) = s(7/) —, et si les
o°(")_représentations sous-jacentes (Z, By) et (Z', B) le sont aussi. Le groupe ¥ opére
naturellement sur ’ensemble des o-triplets de Langlands: si £ = (7, By) est I'un d’eux,
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on pose £7 = (7% By). On dit que £ est o-stable si & et €7 sont isomorphes, c’est-a-
dire si 7 est o-stable. A un o-triplet de Langlands &, on associe comme ci-dessus une
o-représentation fortement irréductible (Z¢, Be) de G (E), et deux o-représentations
(Hg,Ag) et (Il¢, A¢) de G(E) telles que (II¢, A¢) est l'unique quotient irréductible
de (Hg,AE) A isomorphisme prés, ces deux o-représentations ne dépendent que de
la X-orbite de la classe d’isomorphisme de . Comme pour le théoréme du quotient
de Langlands, toute o-représentation irréductible (II, A) de G(FE) est isomorphe a
(Il¢, A¢) pour un o-triplet de Langlands £. De plus, la classe d’isomorphisme de (II, A)
détermine la X-orbite de la classe d’isomorphisme de &, et est déterminée par elle.

REMARQUE. — Le groupe C* opére sur les o-triplets de Langlands par multiplication
sur les opérateurs d’entrelacement: pour A € C* et & = (7,Bj) un o-triplet de
Langlands, posant A{ = (7,ABy), on a By = ABg, d’on AA£ = )\Ag et Aye = MAg.

I1.5.10. — La proposition suivante — ou plut6t son corollaire — est la version tordue
du théoréme de la base de Langlands.

PROPOSITION. — On a la décomposition

G(G(E), o @Z (e, A¢)

ot € parcourt les X-orbites de classes d’isomorphisme de o-triplets de Langlands dans

G(E).

Démonstration. — D’aprés le théoréme de la base de Langlands, on a la décomposition
* =Pz,
-
ou 7 parcourt les Y-orbites de classes d’isomorphisme de triplets de Langlands. Par
suite la somme X = Zg Z(ﬁg, gg) est directe, ou £ parcourt les X-orbites de classes
d’isomorphisme de o-triplets de Langlands. Il suffit donc de montrer ’inclusion
Y(G(E),o) C X.

Soit (II, A) une o-représentation irréductible de G(E). L’image de Il dans F(G(E))
appartient & Z(G(E))?, donc s’écrit Y.~ a;IL,, pour des classes d’isomorphisme de
triplets de Langlands 7; engendrant des Y-orbites deux & deux distinctes, et des
nombres complexes non nuls a;. Pour chaque 7, choisissons un o-triplet de Langlands
& = (1], Bi) tel que 7/ appartient & la classe 7;, c’est-a-dire tel que II¢, appartient a
la classe II,,. Alors il existe un isomorphisme A’ de II sur II? tel que

Zai[ﬁéﬂfiéi] = [H,A’].
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Soit A € C* tel que A = AA’. Comme ) _[", ai[ﬁA&,AA&] = [II, AA’], 'image de
(I, A) dans J(G(E), o) appartient & X. D’ou la proposition. O

COROLLAIRE. — On a la décomposition

G(G(E),0) =Y LM, A¢) + §.,(G(E), 0)
3

ot & parcourt les classes d’isomorphisme de o-triplets de Langlands o-stables dans

G(E).

Démonstration. — Puisque G(G(E),0) = G (G(E),0) + G.,(G(E),0), il suffit
de montrer que & (G(E),0) est contenu dans l’expression & droite de 1'égalité
dans 1’énoncé. Soit (I, A) une o-représentation fortement irréductible de G(E).
On a (II, A) ~ (I, A¢) pour un o-triplet de Langlands o-stable £ dont la classe
d’isomorphisme est déterminée par celle de (II, A). Ecrivons
[T, A] = [T, A¢] — Z[HiaAi]a
i=1

ou (II;, A;) est une o-représentation irréductible de G(E). Soit i € {1,...,m}.
Si (II;, A;) n’est pas fortement irréductible, alors la classe [II;, A;] appartient a
G.0(G(E),0). Supposons que (II;, A;) soit fortement irréductible. On peut de la
méme maniére écrire

ML, Aj] = [[e,, Ag,] = Y [ g, Ais],
k=1
ou &; est un o-triplet de Langlands o-stable dont la classe d’isomorphisme est
déterminée par celle de (II;, A;), et (II; x, A; 1) est une o-représentation irréductible
de G(E). Comme ’application j de e(G(F)) dans B(G(FE)) est a fibres finies, d’aprés
[7, 2.9] et [9, 4.13] le processus de décomposition s’arréte au bout d’un nombre fini
d’étapes. D’ou le corollaire. O

I1.5.11. — Un triplet de Langlands (o, 2, ) est dit induit si I(«) > 1. De méme, un
o-triplet de Langlands (7, Bp) est dit induit si le triplet de Langlands 7 est induit.

Notons ﬁfl 4(G(E),0) le sous-groupe de H(G(E),o) engendré par les éléments
(ﬁg, ;15) pour £ parcourant les classes d’isomorphisme de o-triplets de Langlands qui
sont induits. Notons aussi &, ,(G(E), o) le sous-groupe de (G(E), o) engendré par les
classes d’isomorphisme de o-représentations irréductibles essentiellement tempérées
(I, A) de G(E), c’est-a-dire telles que II est essentiellement tempérée. D’aprés la
proposition de 5.10, on a la décomposition

Y9(G(E),0) = G, ,(G(E),0) ® iy (G(E),0).
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De maniére analogue, notons ﬁ({md (G(E),o) le sous-groupe de Y,(G(E),o)
engendré par les projections canoniques sur 7(G(E),0)/ 7. ,(G(E),0) des éléments
(ﬁg,flg) pour & parcourant les classes d’isomorphisme de o-triplets de Langlands
o-stables qui sont induits. Notons aussi &, , ,(G(E), o) le sous-groupe de (G (E), o)
engendré par les classes d’isomorphisme de o-représentations fortement irréductibles
essentiellement tempérées de G(E).

REMARQUE. — D’aprés le corollaire de 5.10, on a I’égalité

Go(G(E),0) = Gy . (G(E), o) + Gy 1nq(G(E), 0),

mais la somme n’est a priori pas directe. Elle le devient (cf. le lemme 2 ci-dessous) si
I'on remplace §,(G(E), o) par son quotient G(G(E), o).

LEMME 1. — Soit s > 1 un entier divisant d. On a inclusion

(G(G(E), 0%) C Gos (G(E), 0).

Démonstration. — Soit (I, Ag) une o®-représentation irréductible de G(E). Notons
(I, A) la o-représentation °(Ily, Ag) de G(E), et montrons que limage de
(I, A) dans G(G(E),o) appartient a G,,(G(E),0). Posons dy = %, o9 = o°
et X9 = (op). D’aprés le lemme de 5.4, il existe un entier ¢ > 1 divisant dy
et une of-représentation fortement irréductible (Zg,By) de G(E) telle que of
engendre le stabilisateur de la classe d’isomorphisme de Ey dans Xy, et (Ilg, Ao)_ est
isomorphe & la og-représentation (IIj, Aj) de G(E) donnée par IIj = @f;éEg‘l) et
Ap(vo, .-, ve-1) = (v1,...,vt-1, Bo(vo)), vi € Vg,. Alors (II, A) est isomorphe a la

4 . / / 2 1 _ ts—l':Uf)
o-représentation (II'; A’) donnée par II' = @2, Z° et

A (0o, . Vs_15Vsy v, V2 15 - U(t—1)s) -+ - Vts—1)
= (U1, Vst1s e o> V(t—1)s415 V2, Vst 2y - « -, V(t—1)s425 - - - 3 Vs
V2sy - - - ,’U(tfl)s, Bo(’Uo)).
On en déduit si la représentation Zy n’est pas o-stable, alors [II, A] = [II', A']

appartient & _ (G (E), o). Supposons maintenant que = soit o-stable. Alors t = 1,
et l’on peut prendre (Z¢, Byg) = (Ig, Ap). Soit Iy un isomorphisme de Iy sur IIg tel
que I§ = Ay, et soit p une racine primitive s-iéme de l'unité. Pour ¢ € Z, posons
I; = p'ly; on a donc I{ = Ag. Soit ¢ = 19 X t1 X -+ X 1,1 I'automorphisme de I’espace
V= VHXOS défini par

Li('U) =vy + Ii_l('Ul) + -+ Ii_s+1(vs—1)7 v = (/UOa'Uh" 'avs—l)'
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Pour g € G(E), v = (vg,v1,...,Vs—1) EVeti=0,...,s—1,ona
Li(M(g) (v)) = 4i(Mo(g)(vo), TI§ (9) (v1), ..., TS (g) (va-1)
= Io(g)(vo) + I; L o TG (g) (v1), ..., I~ 0TI " (ve_1)
= Io(g) (1 (v))
et
ti(A(v)) = i(v1,. .-, vs-1, Ao(v0))
=v1 + Ii_l(UQ) + -+ Ii_s—H o Ag(vp)
= Ii(i(v)).
En d’autres termes, ¢ est un isomorphisme entre (II, A) et (II$*, I x Iy x -+ x I;_y),

ce qui achéve la démonstration du lemme. O

La décomposition suivante trouvera son utilité dans la preuve de la proposition
de 5.13. Notons @, (G(E),0) et GL,(G(E),0) les projections canoniques de

G,(G(E),0) et Gi,(G(E),0) sur G(G(E),0).

LEMME 2. — L’espace G(G(E),0) est somme directe de G, (
Gina(G(E), 0).

Démonstration. — 1l s’agit d’établir la décomposition
gO‘F (G(E)’ U) =
(9. (G(E),0) N Gy (G(E),0)) & (Gina(G(E),0) N Gy (G(E),0)).

La somme & droite de l'égalité ci-dessus est directe, et elle est contenue dans

G(E),o) et de

(%)

Go+ (G(E), o). Montrons I'inclusion inverse.

Soit (II, A) une o-représentation irréductible de G(E) telle que s(II) > 1. Posons
s = s(I) et écrivons (II, A) ~ *(Ilp, Ap) pour une o®-représentation fortement
irréductible (Ilp, Ag) de G(E). On a la décomposition

S S f S
G(G(E),0°) = §.(G(E),0°) ® F;,4(G(E),0°).
Ecrivons [Ily, Ag] = (If, A})) + (IIj, AJ) pour des éléments (II), A)) du groupe
G..(G(E),0®) et (IIj, Ay) de ﬁﬁd(G(E),US). Alors *(II}, A,) appartient a
4. (G(E),0) et 1*(I1}, AY) appartient a §~ ,(G(E), o). Comme
[T, A] = * (T, Ag) + +* (TTg, Ap),

d’aprés le lemme 1, on obtient que §_(G(E), o) est contenu dans la somme & droite
de égalité (x).

Reste & considérer les autres générateurs de . (G(E),0): soit maintenant (II, A)

une o-représentation (réductible!) de G(E) de la forme @!Z}(Ily, u'Aoy) pour une
o-représentation fortement irréductible (Ily, Ap) de G(E), un entier ¢ > 1 et une
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racine primitive t-iéme de 1'unité p. Ecrivons [IIy, Ag] = (I1), A)) + (11§, Ay) pour des
éléements (I, Ap) de @, (G(E),0) et (IIg, Ay) de ﬁfld(G(E),U). On a

t—1 t—1
I, A] =) (I, p* Ap) + > (T, ' Af).
=0 =0

Comme la somme Zf;é (10§, 1t Ap) appartlent a .. (GE)o)N G, (GE),o), et
la somme EZ;&(H{)’, u'Ay) appartient a ﬁind( (E), ) NGy (G(E),0), le lemme est
démontré. 0

I1.5.12. — On peut maintenant prouver la remarque (2) de 5.7. Soit « une partition
de n. Les définitions introduites en 5.8 et 5.9 pour G(E), ainsi que les résultats de
5.10 et 5.11, s’étendent naturellement & G, (E).

LEMME 1. — On a linclusion
La(F5o(GalE),0)) C Go+ (G(E), 0).

Démonstration. — Si @« = (n), il n’y a rien démontrer. Supposons I(a) > 0, et
soit (2, B) une o-représentation irréductible de G, (FE) telle que s(E) > 1. Posons
s = s(E) et écrivons (E,B) = 1°(Eg, Bg) pour une o®-représentation fortement
irréductible (Eg, By) de Go(E). Notons (IIp, Ag) la o®-représentation tq(Zo, Bo) de
G(E), et (II, A’) la o-représentation ¢*(Ilp, Ag) de G(E). Alors ¢, (E, B) est isomorphe
a (IT) A’), et d’apres le lemme 1 de 5.11, son image dans J(G(E),o) appartient a

Go+ (G(E), 0). O

LEMME 2. — Soit ® un élément de G, (G(E), o) tel que pour pour toute o-représentation
fortement irréductible tempérée (II, A) de Go(E), la fonction ¥ — ®(to[Ily, Ay))
est réguliere. Alors pour pour toute o-représentation fortement irréductible (I, A) de
Go(E), la fonction 1 — ®(1o[Ily, Ay]) est réguliere

Démonstration. — Soit (II, A) une o-représentation fortement irréductible de G, (E).
D’aprés le corollaire de 5.10, il existe des o-triplets de Langlands o-stables &;,...,&,
dans G,(E) deux & deux non isomorphes et des entiers ay,...,a,, non nuls, tels que
Pélement [IT, A] — Y7 | a;[[Ie,, A¢,] de G(Go(E), o) appartient & G (Go(E), o), ou
(Ilg,, A¢,) est la o-représentation de Go(E) construite a partir de £ comme en 5.9.
Pour i = 1,...,m, écrivons &; = (7;, B;) et 7, = (84, E4, 1), ol

— f; est une partition de n telle que Gg, C G,
— (&4, B;) est une o-représentation fortement irréductible tempérée de Gg, (E),
— U, est un caractére non ramifi¢ de Gg, (E) positif par rapport & (Pg, N Go)(E).

MEMOIRES DE LA SMF 124



11.5. PSEUDO-COEFFICIENTS DES SERIES ¢-DISCRETES 113

Par hypothése, la fonction 9 — ®(u4,[Z; ¢, Bi,y]) sur ¥(Gg, (E)) est réguliére. D’autre
part, Uapplication ¢ — (¢¥|g, (&))¥: de U(Go(E)) dans ¥(Gg, (E)), est un morphisme
de variétés algébriques. Par transitivité des foncteurs induction parabolique, on en
déduit grace au lemme 1 que la fonction ¢ — @(iq[Ily, Ay])