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LA FILTRATION CANONIQUE DES POINTS
DE TORSION DES GROUPES p-DIVISIBLES

PAR LAURENT FARGUES
AVEC LA COLLABORATION DE YICHAO TIAN

REsuME. — Etant donnés un entier n > 1 et un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n et de
dimension d sur un anneau de valuation d’inégales caractéristiques, nous donnons une borne explicite
sur son invariant de Hasse qui implique que sa filtration de Harder-Narasimhan posséde un sous-
groupe libre de rang d. Lorsque n = 1 nous redémontrons également le théoréme d’Abbes-Mokrane
([1]) et de Tian ([36]) par des méthodes locales. On applique cela aux familles p-adiques de tels objets
et en particulier a certaines variétés de Shimura de type PEL afin de montrer 1’existence de familles
compatibles de sections de certaines correspondances de Hecke sur des voisinages tubulaires explicites
du lieu ordinaire.

ABSTRACT. — Given an integer n > 1 and a truncated Barsotti-Tate group of level n and
dimension d over an unequal characteristic valuation ring, we give an explicit bound on its Hasse
invariant so that its Harder-Narasimhan filtration has a break which is free of rank d. Whenn = 1
we also give a local proof of the Abbes-Mokrane ([1]) and Tian ([36]) theorem. We apply this to p-adic
families of such objects and, in particular, we prove the existence of compatible families of sections of
some Hecke correspondences on explicit tubular neighborhoods of the ordinary locus in some PEL
type Shimura varieties.

1. Introduction

1.1. — Soitp un nombre premier. Soient K une extension valuée compléte de Q,, de valuation
discréte et A un schéma abélien de dimension g sur Ok . Si A a réduction ordinaire sur le corps
résiduel de K et n > 1 est un nombre entier, les points de p™-torsion de A sont munis d’une
filtration canonique

0 — A[pn]o _ A[pn] . A[pn]ét -0
ou A[p"]° est un schéma en groupes de type multiplicatif d’ordre p™9 et A[p"]¢" est étale du
méme ordre. Soit J 4 le lieu formé des points a bonne réduction ordinaire dans Iespace

analytique rigide p-adique f associé aux variétés de Siegel de niveau premier a p. C’est un
ouvert admissible au sens de la géométrie rigide que 1’on peut voir comme le tube au-dessus
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906 L. FARGUES

de 'ouvert d’ordinarité¢ de la réduction modulo p des modeéles entiers canoniques de ces
variétés. Soit d‘ﬁn —  le revétement étale fini associé au sous-groupe de congruence

PBn = {m € GSpy,(Zy) |z = <; *) mOdpn} ,
*

les blocs de la matrice précédente étant de taille g x g. Sur le lieu ordinaire, les filtrations
précédentes se mettent en famille et fournissent une section du revétement Jy =~ — .
Lorsque n varie, ces filtrations vérifient certaines relations de compatibilité.

Sur la réduction modulo p des variétés de Siegel, il y a une forme automorphe algébrique
de poids p — 1. Sa valuation définit une fonction « invariant de Hasse »

Ha:J — [0,1].

De plus, le lieu d’ordinarité de f est exactement le lieu Ha™~'({0}). Se pose alors la question
de savoir si ’on peut étendre pour un n donné la section canonique précédente sur un voi-
sinage tubulaire Ha ™' ([0, ¢,,[) de ¢, 4 pour un ¢, € Qs¢ que ’'on aimerait pouvoir contrd-
ler. La question précédente s’étend en un probléme plus général concernant les groupes de
Barsotti-Tate tronqués (pour I’étude du méme probléme dans le cas des variétés de Shimura
autres que les variétés de Siegel, le cas des points de torsion des schémas abéliens est insuffi-
sant).

Le cas des courbes elliptiques a été complétement résolu par Katz ([25]) et Lubin ([30]).
Dans l’article [1] Abbes et Mokrane ont résolu le cas des variétés abéliennes de dimension
générale lorsque n = 1, c’est-a-dire le cas des points de p-torsion. Ils utilisent pour cela la
description donnée par Bloch et Kato des cycles évanescents p-adiques sur les variétés pro-
jectives lisses ayant bonne réduction, couplée a la théorie de la ramification développée par
Abbes et Saito dans [2]. Dans larticle [36], Tian a étendu le résultat d’Abbes-Mokrane au
cas des groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon 1. 1 fait usage pour cela de résolutions
de tels groupes par des schémas abéliens et des résultats de Bloch-Kato sur les cycles éva-
nescents p-adiques associés. Dans I’article [3] Andreatta et Gasbarri ont retrouvé le résultat
d’Abbes-Mokrane par d’autres méthodes globales, c’est-a-dire faisant intervenir des sché-
mas abéliens. Conrad a montré dans [10] la surconvergence en général pour les points de
p™-torsion des schémas abéliens pour tout n mais sans borne explicite. Le cas des variétés
modulaires de Hilbert a été étudié en détail dans [26], [21] et [22]. Notons enfin que, dans [32],
des résultats sur les sous-groupes canoniques de niveau quelconque ont été obtenus par des
méthodes complétement différentes. Ces résultats concernent d’autres filtrations des sché-
mas en groupes finis et plats que celles que nous utilisons (ces filtrations interviennent tout
de méme dans la section 3 ou nous les appelons filtrations de ramification inférieure naives,
mais uniquement comme intermédiaires pour en étudier d’autres).

1.2. — Nous commengons tout d’abord par redémontrer le théoréme d’Abbes-Mokrane et
Tian par des méthodes locales ne faisant pas intervenir de schémas abéliens (cependant
contrairement a Abbes et Mokrane, nous ne traitons pas dans ce texte le cas des schémas
semi-abéliens). Nous précisons également le comportement de leurs filtrations vis-a-vis de la
dualité et donc des polarisations. Voici le théoréme démontré dans la section 6. On fixe une
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extension valuée compléte K|Q, pour une valuation a valeurs dans R. On suppose de plus
que p # 2,3 dans le reste de cette introduction.

THEOREME (Théoréme 4 point (2) et Corollaire 2). — Soit G un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon 1, de hauteur h et de dimension d < h sur Ok. Soit (GAg)x>o0 la filtration
d’Abbes-Saito de G. Supposons que son invariant de Hasse w € [0, 1] soit strictement plus
petit que % Alors pour 1% <AL ﬁ(l —w) le groupe G\ est de rang d, indépendant de \.
1l en est de méme de GP, la filtration étant alors de rang h — d. Pour \ comme précédemment,
via l'accouplement G(O7) x GP(0%) — Fy(1), on a l'égalité (GP)rs(O7) " = GiAs(O%).

La démonstration de ce théoréme fait intervenir une étude fine de ’application de Hodge-
Tate des schémas en groupes finis et plats sur @k . Dans la section 6 nous démontrons d’autres
résultats concernant cette application qui sont utiles dans la suite, notamment le résultat
suivant.

THEOREME (Théoréme 4 point (3)). — Sous les hypothéses du théoreme précédent la
réduction du cran de rang d de la filtration de G modulo les éléments de Oy de valuation
supérieure ou égale a 1 — w coincide avec le noyau du morphisme de Frobenius de la réduction
de G.

L’un des résultats-clefs pour la suite est également le théoréme suivant (qui de notre avis,
en dehors de I’existence des sous-groupes canoniques, est un des résultats les plus importants
de cet article cf. section 9.2). Si FE est un schéma en groupes fini et plat sur §x on note
deg(E) = >, v(a;) lorsque wg ~ &; Ok /a; Ok, la valuation du «discriminant » de E.

THEOREME (Théoréme 4 point (1)). — Sous les hypothéses précédentes si C C G désigne
le sous-groupe canonique construit précédemment alors deg(G/C) = Ha(G).

1.3. — Le second but de cet article est le suivant. Dans [16] ’auteur a développé une théorie
des filtrations de Harder-Narasimhan des schémas en groupes finis et plats. Nous utilisons
cette théorie afin de construire des sous-groupes canoniques en niveau quelconque dans la
section 7. Voici une version abrégée du théoréme 6 de cette section.

THEOREME. — Soit n > 1 un nombre entier. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon n, de hauteur h et de dimension d < h sur O. Soit w € [0,1] son invariant de

Hasse. Supposons que
1

2pn—1 '
La filtration de Harder-Narasimhan de G posséde alors un cran C' tel que C(0O%) soit un

Z/p"Z-module libre de rang nd. La filtration de GP posséde également un cran D tel que
D(0%) soit libre de rang n(h — d). De plus C(0%) = D(O%)*.

w <

Le théoréme précédent est plus précis au sens ou il comprend un résultat de compatibilité

lorsque n varie. Sil < k < n, I'adhérence schématique dans G de C(0%)[p*], Cy,

est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G[p*]. Soit ¢, = Qpn%l la borne

donnée dans le théoréme précédent. On montre alors que le groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon n — k, p~ "=k, /C est d’invariant de Hasse strictement plus petit que €, et
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908 L. FARGUES

C/Cy; est le cran de sa filtration de Harder-Narasimhan libre de rang (n — k)d. Voici un des
autres résultats que nous démontrons dans la section 7 (cf. théoréme 5 et le corollaire 3).

THEOREME. — Soit H un groupe p-divisible sur Ok tel que Ha(H) < 1. Soit C C H{[p] le
sous-groupe canonique du théoréme précédent.

- SiHa(H) < ;17 alors Ha(H/C) = pHa(H).

- Si p% < Ha(H) <  alors Ha(H/C) > 1 — Ha(H).
En particulier tout groupe p-divisible non-ordinaire sur O est isogéne & un groupe p-divisible
d’invariant de Hasse supérieur ou égal a %

Le cas des courbes elliptiques a réduction supersinguliére montre que le théoréme précé-
dent est optimal.

On remarquera enfin que, dans [38], Yichao Tian démontre que le sous-groupe plat fini
précédent C, qui est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G et dont on a montré
qu’il est un cran de la filtration d’Abbes-Saito lorsque n = 1, est également un cran de la
filtration d’Abbes-Saito pour tout entier n. Cela compléte donc les résultats précédents.

1.4. — On montre dans [16] que les filtrations de Harder-Narasimhan des groupes finis
et plats se mettent en famille. Le théoréme qui suit découle alors facilement des résultats
précédents et de ceux de [16]. Nous énongons le théoréme dans le cas des variétés de Siegel
mais celui-ci s’applique a d’autres cas de variétés de Shimura de type PEL (par exemple toutes
celles associées a un groupe de similitudes symplectiques sur un corps totalement réel). Il est
probable que les techniques de cet article s’appliquent a toutes les variétés de Shimura de type
PEL (une fois défini un bon invariant de Hasse qui modifie I'invariant usuel).
On note Py = Gspy,(Zy). Sin > k > 0ily a une correspondance de Hecke

I,

wly Y}c

Sj‘p k (J“Bk

ol 7y p 1 est I'application d’oubli du niveau et 3, ;, associe a un couple (A4, C) le couple
(A/C[p"*],C/C[p"~*]) ou A est une variété abélienne principalement polarisée et
C C A[p"™] un sous-groupe totalement isotrope maximal.

THEOREME (Théoréme 8). — Posons pour n > 1, €, = w%l. PourkeN eecQ k>0

et € > 0 on note (S, )ora(€) le tube du lieu ordinaire dans Jq, ou Uinvariant de Hasse est
strictement plus petit que e.

1. 11y a alors pour tout n > 1 une section sy,

(dmn )ord (en)

7Tl,n,()l/ Sn

gjord (én ) :

étendant la section canonique sur le lieu ordinaire.
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2. Posons U, = ma 1090 81 : dord(%) - d l’opérateiur « quotient par le sous-groupe
canonique ». On a alors en restriction au tube J, Ord(p—j_l)
Ha o U, = pHa.

3. Lorsque € < 1)(’2’%_22) le morphisme induit U, : J.4(€) — J..q(p€) est étale fini et
surjectif.
4. On a les relations de compatibilité suivantes

T1,nk ©Sn = sk‘dord(scn)

8k © M2,n—k,0 © (Sn—k)|g,.4(€n) = T2,k © Sn-

1.5. — Disons quelques mots sur la stratégie utilisée pour démontrer les résultats précédents.
Nous procédons a une étude fine de ’application de Hodge-Tate des groupes de Barsotti-
Tate tronqués. Cette stratégie n’est pas nouvelle puisqu’elle apparait déja dans [1] et [3] sous
la forme de I’étude de ’application « dlog ». Dans ces articles, les auteurs caractérisent le
sous-groupe canonique des points de p-torsion d’une variété abélienne comme étant le dual
du noyau de cette application dlog (cf. par exemple [1] rem. 6.1 pour une telle description
conjecturale et [3] prop. 13.4 et section 13.6). C’est 1a que 'auteur a pris connaissance du
fait que 1’étude de I’application de Hodge-Tate est un outil pour étudier les sous-groupes
canoniques. L’ingrédient principal que nous ajoutons est le suivant. Si G est un schéma en
groupes fini et plat sur &k son application de Hodge-Tate est un morphisme

[6 72 G(@f) — WagD X @?

On démontre et utilise alors le résultat suivant de théorie de Hodge p-adique (théo. 3) : le
Oz-module de torsion
wgp & @?/ @?.Im(ag)

est annulé par pplj. Ce théoréme combiné a des manipulations « élémentaires », mais astu-
cieuses, d’algebre linéaire et sur les schémas en groupes finis et plats fournit miraculeusement
les résultats cités précédemment (le terme semble adapté car, partant de ce résultat de théorie
de Hodge p-adique, la preuve est une succession de manipulations qui s’emboitent de fagon
mystéricuse).

1.6. — Voici une description des différentes sections de I'article.

La section 2 contient des rappels et définitions sur I'invariant de Hasse et I’application
de Hodge-Tate des groupes de Barsotti-Tate tronqués. On y explicite le lien entre ordinarité,
invariant de Hasse et filtration de Harder-Narasimhan. Le seul résultat original est la pro-
position 2 reliant I'invariant de Hasse d’un BTj a celui de son dual de Cartier.

La section 3 contient un argument montrant 1’existence d’une borne non-effective
e(n,d,h) > 0 telle que si G est un BT, de hauteur h et de dimension d dont la valua-
tion de son invariant de Hasse est plus petite que ¢(n, d, h) alors G posséde un sous-groupe
canonique au sens des filtrations de Harder-Narasimhan (cf. prop. 3). Pour les schémas
abéliens et d’autres filtrations des schémas en groupes finis et plats, ce type de résultat non-
effectif a été obtenu par Conrad dans [10]. Les résultats de cette section ne sont pas utilisés
dans la suite de l'article. Cependant leur preuve est élémentaire et constitue tout de méme
une motivation pour les résultats effectifs qui suivent. C’est pourquoi nous I’avons inclus.
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La section 4 contient des propriétés générales des différentes filtrations des schémas en
groupes finis et plats que nous utilisons dans la suite. Le point principal est la proposition
6 qui est une preuve élémentaire du théoréme 1.6 de [36] reliant 'orthogonal de la filtra-
tion d’Abbes-Saito a la filtration de congruence du dual définie par Andreatta et Gasbarri
dans [3].

La section 5 contient le résultat cité précédemment sur le conoyau de ’application de
Hodge-Tate d’un groupe fini et plat (le théoréme 3). Cette section peu paraitre inutilement
longue, mais nous avons préféré détailler ce résultat et 'inclure dans le corps du texte pour
deux raisons. Tout d’abord il s’agit de I'ingrédient nouveau essentiel par rapport aux travaux
d’Abbes-Mokrane et Andreatta-Gasbarri. De plus, ce résultat, que 'auteur a déja utilisé
dans[16] et [15], n’a semble-t-il pas été remarqué auparavant et 'auteur pense qu’il pourrait
avoir des applications dans d’autres contextes. L’auteur a donc décidé de détailler ce résultat
et notamment de le mettre en perspective par rapport a la presque décomposition de Hodge-
Tate de Fontaine ([18]). Le lecteur peut trés bien admettre ce résultat de théorie de Hodge
p-adique et lire le reste de I'article.

La section 6 est le ceeur de cet article. Le résultat principal en est le théoréme 4. On y
construit le sous-goupe canonique d’un BT; comme noyau de ’application de Hodge-Tate
légérement modifiée. Le point nouveau par rapport aux résultats de [1] et [3] est que ’on
montre que si C' est le sous-groupe canonique du BT} G alors le degré du groupe fini et
plat G/C est égal a la valuation de I'invariant de Hasse de G (point (1) du théoréme 4). Ce
résultat est fondamental. C’est autour de celui-ci que s’articule tout le reste de I'article et
en particulier la construction du sous-groupe canonique des BT, pour tout entier n. Outre
le résultat cité¢ précédemment sur le conoyau de I’application de Hodge-Tate, la preuve du
théoréme 4 utilise un argument de découpage du groupe plat fini G/C en une extension
successive de groupes de Oort-Tate (groupes pour lesquels on peut calculer explicitement leur
application de Hodge-Tate). Cela peut paraitre naif au premier abord, mais combiné a des
arguments d’algebre linéaire cela donne le résultat.

Dans la section 7 on construit le sous-groupe canonique en niveau quelconque et on
démontre ses propriétés énoncées précédemment (théoréme 6). Le point consiste a effec-
tuer une récurrence a partir des sous-groupes canoniques des BT;. Plus précisément, si
I’on suppose construit le sous-groupe canonique des BT, et G est un BT, on regarde
le BT,, (G/C)[p™] ou C est le sous-groupe canonique de G[p]. Grace au résultat énoncé
précédemment sur le degré de G[p]/C, on dispose d’un bon contrdle sur la valuation de
I'invariant de Hasse de (G/C)[p™] et on peut lui appliquer ’hypothése de récurrence. Cela
permet de construire un sous-groupe fini et plat D de G contenant C et tel que D/C soit
le sous-groupe canonique de (G/C)[p"]. 1l s’agit ensuite de montrer que D satisfait aux
propriétés demandées pour le sous-groupe canonique.

La section § contient les applications aux variétés de Shimura énoncées précédemment. 11
s’agit d'une traduction géométrique des résultats précédents.

J aimerais exprimer mes remerciements a Yichao Tian qui dans une lettre ([37]) m’a expliqué
comment aboutir aux résultats finaux de la section 7 a partir d’une version préliminaire de cet
article. Je remercie également Farid Mokrane, Marc-Hubert Nicole, Vincent Pilloni, Torsten
Wedhorn et Daniel Wortmann pour des remarques et des corrections.
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Notations

Soit p un nombre premier. On fixe K |Q, une extension valuée compléte pour une valua-
tionv : K — RU{+o0} telle que v(p) = 1. On ne fait aucune hypothese sur le corps résiduel
de K. La valuation v peut étre quelconque, pas forcément discréte. Sit € Rsg Nv(K ™) on
notera mg; = {z € Ok |v(z) > t}et Oxy = Og/mg . Si M est un Hx-module on
note M; := M ® O ;. On fixe une cloture algébrique K de K. On utilisera le méme type de
notations mg . @?,t’ M, pourt € U(FX) et M un Oz-module.

Si M est un @ -module de présentation finie annulé par une puissance de p, on note
deg(M) = v(Fittg M)

ou Fitto M désigne le 0-ieme idéal de Fitting de M et si I est un idéal non nul de type

fini de Ok on note v(I) = wv(a) si I = (a). En d’autres termes, si M ~ @bk /a;k,
i€l
deg(M) = > wv(a;). On utilise le méme type de notations pour un /z-module de présen-
icT
tation finie. On remarquera que cette fonction degré est additive sur les suites exactes de
modules du type précédent.

Tous les schémas en groupes finis et plats que nous considérons dans cet article sont
supposés commutatifs. On note G — GP la dualité de Cartier de tels schémas en groupes.

Nous utilisons la théorie développée dans [16]. Rappelons en particulier les notations
suivantes. Si G est un schéma en groupes commutatif fini et plat d’ordre une puissance de p
sur Ok on note ht(G) = log, |G| et deg(G) = deg(wg). Enfin, si G est non nul, sa pente de
Harder-Narasimhan est par définition

deg G
w6 =16
Rappelons également ([16]) que 'on peut associer & un tel G un polygone de Harder-
Narasimhan que nous notons HN(G). Remarquons enfin le probléme de terminologie
suivante qui nous ’espérons ne génera pas trop le lecteur; si G est un groupe de Barsotti-
Tate tronqué par définition sa hauteur est la hauteur au sens précédent de ses points de
p-torsion et non de G lui-méme.

€ [0,1].

2. Groupes p-divisibles ordinaires et invariant de Hasse

2.1. Quelques rappels sur les groupes finis localement libres en caractéristique p

2.1.1. Groupes annulés par leur Verschiebung. — Soit S un schéma tel que pfg = 0. Si M est
un faisceau quasi-cohérent de ©)s-modules on note M le faisceau fppf associé. Lorsque M
est localement libre de rang fini /i est représentable par un S-schéma en groupes localement
isomorphe pour la topologie Zariski de S a une somme de copies du groupe additif G,. Pour
un faisceau de groupes abéliens fppf & sur S on note & ®) = FrobgF etF : F — F ®) 1e
morphisme de Frobenius relatif. Si  est un faisceau cohérent on note M = Frob% ). Les
notations précédentes sont compatibles au sens ou (1)) = m® que I’on notera donc sans
ambiguité NP
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Soit & la catégorie formée des couples (M, 1)) ou M est un g-module localement libre
de rang finiet ¢y : M — M. D’aprés le théoréme 7.4 de [20], il y a une équivalence de
catégories

& — S-schémas en groupes finis localement libres annulés par V'

ou V désigne le Verschiebung. Cette équivalence se décrit de la fagon suivante. Au couple
(M, 1)) on associe le schéma en groupes G noyau de F' — 1),

0—>G—>ﬂﬂ>ﬂ(m—>0.

Au groupe G annulé par V on associe le couple (wgp, ¥a) ou g : wgp — wigpym = wg’g,
est le morphisme induit par F : G — G®).

Si G est un S-schéma en groupes fini localement libre, il y a un morphisme canonique
ag: G — wgp

universel pour les morphismes de G vers un faisceau de la forme /4 avec /M quasi-cohérent.
11 est défini de la fagon suivante :

ag G = ﬂom(GD, Gm) — Wagp
Lar
T

On a de plus I'égalité (F — ¥g) o ag = 0, ou ¢ est défini comme précédemment.

Si H est le groupe annulé par V' associé a (i, ) alors, via I'identification wgzp = M, le
plongement canonique H <— M est égal a ag. En effet, le morphisme a gy est compatible
au changement de base, fonctoriel en H et une section de H est donnée par un morphisme
Z/pZ — G. 1l suffit alors de vérifier que, pour H = Z/pZ = ker(G, EimiiN Ga), le
plongement Z/pZ C G, est égal a a7 ce qui ne pose pas de probleme.

Si H est un groupe annulé par V comme précédemment, le foncteur £ — (wgp,¥g)
induit la formule d’adjonction pour tout schéma en groupes fini localement libre G (théo-
réme 7.2 de [20])

Hom(G,H) = Hom((wgp,zbg), (wHD,wH)).
L’inverse de cet isomorphisme est donné par ag et la formule H = ker(F — ¢g).

2.1.2. Lecasdes BT;. — Onrenvoie au chapitre I de [31] et a [24] pour les généralités concer-
nant les groupes de Barsotti-Tate tronqués. Soit maintenant G' un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon 1 sur S. Le module wgp est alors localement libre. Via ’équivalence de
catégories précédente, le couple (wgp, 1) correspond au groupe annulé par V, G/ ker(F).
Iy a alors une suite exacte

0 — ker F — G 2% wgp ——295 ) — 0,

Cette suite exacte est a la base de I'idée suivante sur laquelle se fonde la section 6 de cet
article, la construction de la filtration canonique des points de p-torsion. Supposons que G
provienne par réduction modulo p d’un groupe de Barsotti-Tate tronqué G’ et que I’on veuille
relever le noyau du Frobenius de G en un sous-groupe de G’. L’application ag se reléve
toujours canoniquement en une application ag- et il est logique de s’intéresser au noyau
de agr.

La proposition suivante sera tres utile plus tard.
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PrOPOSITION 1. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 sur un schéma
annulé par p. Soit C C G un sous-groupe fini localement libre. L’inclusion C' C ker Fg est
vérifiée si et seulement si l'application wgp — wgp est nulle.

Démonstration. — Le morphisme composé C — G — G/ker F est donné d’apres la
formule d’adjonction précédente par le morphisme associé¢ (wep, ¥¢e) — (wgp, Ya)- O

2.2. Invariant de Hasse d’un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1

2.2.1. Le cas dun point. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de
dimension d et de hauteur h > d sur Spec(x ). Le Ok 1-module wgo est libre de rang h — d.
On a de plus 'égalité¢ wgp = wgpgp, - On note encore P pour Y, ,- Prenant le
déterminant de ce morphisme de @k 1-modules, on obtient un élément

Ha(G) € det(wgn)®®D.
De fagon équivalente, apres avoir fixé une base de wgp, prenant la valuation du déterminant
de ¥, on voit cet invariant de Hasse comme un élément
Ha(G) € [0,1].
On remarquera bien slir que si L| K est une extension valuée compléte alors

Ha(G) = Ha(G ®y,, O1).

2.2.2. Le cas des familles. — Soit K|Q, comme précédemment. Soit X un Spf(®x )-schéma
formel topologiquement de type fini sans p-torsion (un schéma formel admissible au sens de
Raynaud, cf. [8]). Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de dimension d et
de hauteur h sur X. Le Ox/pOx-module wgp est localement libre de rang h — d. On note
YG = YG mod p- Prenant le déterminant de ¢ on obtient alors un invariant de Hasse

Ha(G) € [(%, det(wgn)®®~V).

Voyant cet invariant comme un morphisme ﬁé(G) : Oz /pOx — det(wen)®P~D il induit
un morphisme Ha(G)Y : det(wgn)®=P) — Oz /pOyx et donc en particulier un faisceau
d’idéaux cohérent

Haz(G) C Ox
contenant pBx et tel que Hay(G)/pOx = Im(Ha(G)V) soit localement engendré par un
¢lément.

Soit
f:9—x

un morphisme de schémas formels du type précédent. Posons f*G := G xx 2. Il y a une
identification

W(f*G)D = f*wGD.
On vérifie aussitot les formules
Ha(f*G) = f*Ha(G)
Ha;(f*G) = @@.fleaj(G).
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Soit 7 : ¥ — X I’éclatement formel admissible de I'idéal Ha;(G). Le diviseur exception-
nel de 7 est I'idéal Hay(7*G). Quitte a faire un éclatement formel admissible de la base, on
peut donc toujours supposer que Hay(G) définit un diviseur de Cartier sur cette base.

Soit X'&_ resp. X", la fibre générique de ¥ comme K-espace rigide ([8]), resp. comme
K-espace analytique au sens de Berkovich ([4]). Si z € X*" on note K (x) le corps résiduel
associé, un corps valué complet extension de K . Rappelons que les points de ¥ s’identifient
aux z € X" tels que [£(z) : K] < 4-00. A un point z € X" est associée une spécialisation
G, de G, un groupe de Barsotti-Tate tronqué sur ) ;). On peut donc définir I'invariant
numérique

Ha(G,) € [0, 1.

On remarquera que cet invariant ne dépend que de I'idéal Ha;(G). On vérifie facilement le
lemme qui suit.

LEMME 1. — La fonction

X — [0,1]
z — Ha(G,)

est continue. De plus sie € [0,1] N ’U(FX) le fermé
{z € X*" | Ha(G;) < €}

est un domaine analytique dans ¥*® associé a un ouvert admissible quasicompact de X™'. De
méme en remplagant fermé par ouvert, < par < et en enlevant l'assertion de quasicompacité.

2.2.3. Compatibilit¢ a la dualité. — Soit G défini sur X comme dans la section 2.2.2
précédente.

PROPOSITION 2. — Supposons 0 < d < h. Il y a un isomorphisme canonique
det(wg)®P~D ~ det(wep)®®~1). Via cet isomorphisme Ha(G) = Ha(GP).

Démonstration. — Notons X la réduction modulo p de X, ¥ = Spec(IF,,) et & la réduction
modulo p de G. Soit

6 = 6xt<1:ris(g7 @X/E)X

I’évaluation du cristal de Dieudonné contravariant de ¢ sur I’épaississement tautologique
([7], chapitre 3), un @x-module localement libre de rang h. Il y a une suite exacte de
O x-modules localement libres

O—>wg—>£—>wép — 0.

Soient F' : F — ﬁ(”) le morphisme de Frobeniusde etV : ﬁ(p) — ¢ son Verschiebung.
Ils induisent des morphismes

F . 6% ¢
V6 — &P,
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Ces deux morphismes sont compatibles a la suite exacte précédente

0 wa é wy, GD 0
Aol
0 wg)) é(p) V )(P) — 0.

En restriction a wg’ ) le morphisme F™* est nul. Il se factorise donc en un morphisme
F*: (w\ép)(p) — 6.
Le morphisme V* : (wéD)(P) — w}p est nul et donc

(p)

Viié —wg.

I1y a une suite exacte de complexes parfaits de £)y-modules (dans le diagramme qui suit les
complexes sont les lignes horizontales)

WLG *>V* wg)
e

(wGD)(p) = 5 wGD

Notons 0 — C; — Cy — C3 — 0 cette suite. Chacun de ces complexes parfaits est de rang
nul. Le diagramme précédent induit donc un isomorphisme ([27])

det(Cy) ® det(C3) — det(Cs).

On a det(C4) = wg(” D et det(C3) = wG(l P) . Remarquons maintenant qu’étant donné
que ¢ est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, le complexe C; est exact. Il y
a donc un isomorphisme canonique det(Cs) — @Ox qui induit I'isomorphisme cherché
w®<p—1) ~ w®(p—1)
G =Wgp -
Supposons maintenant que sur un ouvert schématiquement dense de X les complexes C
et C3 soient acycliques. Les invariants Ha(G) et Ha(GP) sont donc des diviseurs de Cartier.
Avec les notations du chapitre IT de [27] cela induit une égalité de diviseurs de Cartier

0 = Div(Cy) ~ Div(C}) 4 Div(Cs) = Ha(G”) — Ha(G).

On en déduit le résultat sous I’hypothése précédente. Passons au cas général. Soit Y le
foncteur qui a un Fp-schéma S associe les classes d’isomorphismes de couples (H, a) ou
H est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de hauteur h et de dimension d et
o @gh — O unisomorphisme de f)s-modules. On vérifie aisément qu’il est représentable
par un F,-schéma de type fini. D’aprés le point a) du théoréme 4.4 de [24], ce schéma
est lisse sur Spec(F,). La proposition A.2.2.1 de [24] implique que I'ouvert d’ordinarité
dans Y est dense. Il est donc schématiquement dense. Soit H le groupe de Barsotti-Tate
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tronqué universel sur Y. D’aprés I’étude précédente on a Ha(H) = Ha(H?P). Or il existe

un diagramme de schémas
X/
27X
X Y

tel que g soit fidélement plat (un GL,,»-torseur) et
9°G ~ f*H.

On en déduit que g*Ha(¥) = g*Ha(ﬁD). Le morphisme g étant fidélement plat on en déduit
que Ha(%) = Ha(g"). O

REMARQUE 1. — La preuve de la proposition précédente utilise le fait que G est un
groupe de Barsotti-Tate tronqué. Un tel type d’énoncé n'existe pas pour des groupes plats
finis plus généraux. Plus précisément, soit G un schéma en groupes de QOort-Tate sur
Spec(Ok) ([35]). Ona G ~ Spec(Ok [T)/(T? — 6T)) et GP ~ Spec(Ok[T]/(TP — ~T)) ou
v,8 € O sont tels que «§ est une somme de Gauss de valuation p-adique 1. Le Verschiebung
Vi(GE® @K,l)(p) — G ® O 1 est induit par le morphisme d’algébre

O 1[T)/ (TP — 6T) — Ok a[T]/ (TP — 6°T)

T — ~T.
Appliquant cela a GP, on voit que le morphisme Fg. : wgp — wg’g 8’identifie a
O /70 — Ox/(p,7")
1+ § mod (p, 7).

(p)
GD

deg(coker(Fgy)) = inf{v(d), pv(v)}
deg(coker(Fgn,)) = inf{v(7), pv(d)}

qui ne sont pas égaux en genéral.

(p)

On en déduit que pour Fg, : wgp — wyp et Fgp, t wg = wg’' ona

2.2.4. Calcul explicite sur les espaces de déformation. — Soit H un groupe p-divisible de
hauteur h et de dimension d sur F,. Soit (M, F, V') son cristal de Dieudonné covariant. On
a donc Lie H = M/V M. Fixons une base (e1, ..., ep) du W(F,)-module libre M telle que
e1,...,eq induise une base de M/VM et egi1,...,e, € VM. Soit A € GLh(W(Fp)) la
matrice telle que

Fel 61\
Fed —A
V716d+1
V_leh €h
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Soit X I'espace de déformation par isomorphismes de H, un Spf(W (F,))-schéma formel.
Soit

0 I_q 1<j<h-d

B = (Id [l‘u]> A e GL, (W(W(Fp)[[mij]] L<ica ))

D’aprés la formule (86) page 174 de [41] il existe un isomorphisme Spf(W (F,,)[z;]) = X
et une base (e1,...,€e,) du Display de la déformation universelle telle que B soit la
matrice exprimant (Fey,...,Feq,V Yeqi1,...,V Len) en fonction de (eg,...,€p). Soit
B € GL4(W (Fp)[z:;]) la réduction de B via W (W (F,)[zi;]) — W (F,)[zi;]). Si

A
A= 1A2
Az Ay

B _ (Al + (ZL’ij)i7]‘.A3 *) .

avec A, de taille (d, d) alors

* *

Soit alors f = det(A; + (zi5),;.A3) € W(Fp)[zs;]. Cette fonction f définit une fonction
rigide analytique sur la fibre générique de X. Alors,

Ha: X% — [0, 1]
x — inf{v(f(z)),1}.

Le cas de I’espace de Lubin-Tate est particulierement simple. Supposons doncd = 1 et H
formel. On peut choisir

0---01
1
A =
1
et donc f = x; ou Spf(W (F,)[x1,...,2n_1]) — X (avec les notations précédentes,

x; 1= x1;5). On vérifie que le module de Cartier associé au Display de la déformation univer-
selle ([41] prop. 90) posseéde pour V-base un élément e qui satisfait a I’équation fonctionnelle
h—1
Fe= Z Vizjiie+ Vhe.

=0

Si H'V désigne la déformation universelle sur X = Spf(R), e € H"™V(R[T]) est une courbe
p-typique qui induit un isomorphisme Spf(R[T]) = H"™Y, ¢’est-a-dire une loi de groupe
formel associée a la déformation universelle. L’équation fonctionnelle précédente se traduit
en ce que le logarithme de la loi de groupe formel universelle précédente satisfait a I’équation
fonctionnelle (5.4) de la section 5 de [23]. Cette loi de groupe formelle universelle est donc
celle étudiée dans [23]. Pour celle-ci, le polygone de Newton de la multiplication par p est
donné par 'enveloppe convexe des points (1, 1), (p, v(z1)), ..., (P" 1, v(za_1)), (", 0).
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De cette analyse on déduit que si & est un groupe formel p-divisible de dimension 1 et
hauteur h sur O et Newt(F[p]) : [1,p"] — R, désigne le polygone de Newton de la
multiplication par p sur & alors on a toujours

Ha(g[p]) > Newt(F[p])(p)

avec égalité dés que Newt([p]) posséde un point de rupture en I’abscisse p.

2.3. Groupes de Barsotti-Tate tronqués ordinaires

Nous avons défini précédemment I'invariant de Hasse d’un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon 1 dans divers contextes. Pour un groupe de Barsotti-Tate d’échelon quel-
conque, ou bien un groupe de Barsotti-Tate, on définit son invariant de Hasse comme étant
celui de ses points de p-torsion.

DEFINITION 1. — Un groupe de Barsotti-Tate tronqué sur un schéma formel p-adique est dit
ordinaire s’il s’écrit comme une extension d'un groupe étale par un groupe de type multiplicatif.

Lorsque G est ordinaire, il s’écrit canoniquement comme une extension d’un groupe étale
par un groupe de type multiplicatif, il s’agit de la suite

0—G'—G— G —0.

Soient K|Q, et X comme précédemment. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué sur X.
Il est alors bien connu que les assertions suivantes sont équivalentes :

Le groupe G est ordinaire.

Le groupe G|[p] est ordinaire.

Pour tout = € X8, resp. x € ¥, G,, est ordinaire.
Pour tout z € X™8, resp. x € X**, Ha(G,) = 0.

Le groupe G X x X,.¢q4 est ordinaire.

Pour tout point fermé x € X,cq, Gy () est ordinaire.

Lapplication Ygp) : wgpr — w(Gp[)p jp estun isomorphisme, i.e. ﬁ;(G) induit une

trivialisation Oy /pOx — det(wgiy) p)®@E=1),

DEFINITION 2. — On note X33y, resp. .’:Ef)irgd, le lieu ordinaire. Pour € €]0,1] N v(KX), on
rig

note X% (), resp. X, > (€), le lieu ou I'invariant de Hasse est plus petit que €. On note X374 (€)

et %;irgd(é) les lieux ou l'invariant de Hasse est strictement plus petit que e.

D’aprés le lemme 1, X2, est un domaine analytique fermé dans X*" associé a I'ouvert

admissible quasicompact .’f;irgd. Le lieu d’ordinarité de la réduction modulo p de G définit un

ouvert {f = X \ V(Hay(G)) de X. On a alors X2, = 4> et X18 = (s,

Le lieu 222, (), resp. X~% (¢), est un domaine analytique fermé dans X", resp. un ouvert

admissible quasicompact dans X8, Néanmoins en général il faut procéder & un éclatement
formel admissible de X afin de faire apparaitre ces lieux comme des ouverts de X (éclatement
qui dépend de ¢).

rig

Le lieu X327, (€) est un ouvert de X*" associé a 'ouvert admissible X_;

o
sible qui n’est pas quasicompact en général).

(€) (ouvert admis-
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2.4. Caractérisation de I’ordinarité via les polygones de Harder-Narasimhan

Rappelons que dans la théorie développée dans [16] les pentes des polygones de Harder-
Narasimhan sont a valeurs dans [0, 1]. Si G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’éche-
lon n, de hauteur h et de dimension d sur Ok on a les formules

deg(G) = nd, ht(G) = nh et u(G) = %

Le polygone de Harder-Narasimhan d’un tel groupe est alors en dessous du polygone
concave de pentes 1 avec multiplicité nd et 0 avec multiplicité n(h — d). Rappelons de plus
que pour ces filtrations de Harder-Narasimhan la partie de pente 1 correspond au plus
grand sous-groupe de type multiplicatif et celle de pente 0 au plus grand quotient étale. Le
lemme qui suit est donc immédiat.

LEMME 2. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n, de dimension d et de
hauteur h sur Ok. Il est ordinaire si et seulement si le polygone HN(QG) est le polygone concave
de pentes 1 et 0 avec multiplicités nd et n(h — d), si et seulement si HN(G)(d) = d. Si c’est le
cas, la suite

0—G' G —G"—0

est la filtration de Harder-Narasimhan de G.

2.5. Caractérisation de I’ordinarité via Papplication de Hodge-Tate de G
Soit G fini et plat sur O . On note encore
ag G(@?) — wWgp ® @f

le morphisme de groupes induit par ag : G — wean. Cest ce qu’on appelle 'application
de Hodge-Tate de G. On considérera également le morphisme de f/z-modules

ag®1:G(0f) ®z U — wep ® Of.
Le lemme qui suit est immédiat.
LEMME 3. — Soit G un schéma en groupes fini et plat sur O annulé par p. L'image de
lapplication de Hodge-Tate ac de G est contenue dans le IFp-espace vectoriel
{z cwgp ® O | Ya(z) =z ® 1}
ol pour ¥ € wgp ® O onnotex ® 1 € (wgp ® U%) ®p, , Frob OK,1 = (Wgp @ O=)®).

On remarquera que, lorsque G est annulé par p, 'application de Hodge-Tate précédente
se factorise via ’application de réduction modulo p :

ag

G( @?) wgp ® @f

|

G(Ox/pVx) —= wieox.)r © Ox/pU%.
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LEMME 4. — Un groupe de Barsotti-Tate tronqué G d’échelon 1 sur Oy est ordinaire si et
seulement si ag ® 1 est surjective. Si c’est le cas, l'application ag détermine complétement la
suite 0 — G° — G — G — 0 puisqu’alors

G°(P%) = kerag.

Démonstration. — Si G est ordinaire, on vérifie aussitot par un calcul sur les groupes
multiplicatifs et étales que aig ® 1 est surjective et G°(0%) = ker(ag).

Réciproquement supposons ag ® 1 surjective. D’aprés le lemme 3, cela implique que le
Oz-module wg’ ,)3 ® Oz est engendré par des éléments dans I'image de ¢ et que donc ¢ est

surjective apres extension des scalaires a f)3- et ¥ ’est donc. O

3. La filtration canonique : une borne non effective

Les résultats de cette section ne seront pas utilisés dans la suite. On montre comment obte-
nir simplement des bornes non effectives sur I'invariant de Hasse impliquant ’existence d’un
sous-groupe canonique en niveau quelconque au sens des filtrations de Harder-Narasimhan.
Dans le cas des schémas abéliens et pour d’autres filtrations ce type de résultat a été obtenu
par Conrad dans [10].

3.1. Sur le champ des BT,

Soit n > 1 un nombre entier. On munit la catégorie des Spec(Z,,)-schémas de la topologie
lisse. Soit
BT,
le champ des groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon n. Il s’écrit comme une union
disjointe de sous-champs ouverts
BT, = [[ BTunx
heN
ou BT, j, est le sous-champ ou la hauteur du groupe de Barsotti-Tate tronqué est h. Il y a
une identification
BT, ®Q, = BGL,(Z/p"Z).

Soit X, 5 le foncteur qui a un Z,-schéma S associe les classes d’isomorphismes de couples
(G, @), ou G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n et de hauteur h et

nho
a: 0 = Og

est un isomorphisme de f)s-modules. Iy a une action du groupe algébrique GL,nx sur X, p,
par action sur la rigidification « ainsi qu’'un morphisme GL,,»»-invariant

Xnn — BTy p.

D’apres la proposition 1.8 de [40], X, 5, est représentable par un Z,-schéma de type fini. Le
morphisme précédent induit de plus un isomorphisme

[GL,nr \Xn,n] = BTy p.
En particulier, BT, ;, est un champ algébrique de type fini sur Spec(Z,).
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Considérons la catégorie des Spf(Z,,) schémas formels p-adiques, c’est-a-dire les schémas
formels X tels que pOx soit un idéal de définition de X. Par définition, un morphisme lisse de
schémas formels p-adiques est un morphisme dont la réduction modulo p* est un morphisme
lisse de schémas pour tout k£ > 1. On munit la catégorie des schémas formels p-adiques de la
topologie lisse. Soit

BT, n
le champ sur ce site classifiant les groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon n et de
hauteur h. Il y a une décomposition en union disjointe de sous-champs ouverts
BT,n= || BTuha
0<d<h
ou d désigne la dimension du groupe de Barsotti-Tate tronqué. Soit 5(\" r le complété
p-adique de X, 5. Il'y a une décomposition GL,,»-invariante

Xnp = H X h,d
0<d<h

et un isomorphisme
[GLpnh\Xn’h’d] = BTn,h,d-

Remarquons que, d’aprés le théoréme 4.4 de [24], le champ ﬁn,h,d est formellement lisse
sur Spf(Z,) et donc X, p, 4 est un Spf(Z,)-schéma formel lisse.

3.2. Une borne non effective

PROPOSITION 3. — Soient 0 < d < h et n > 1 des nombres entiers. 1l existe e(n,d,h) > 0
tel que si K est une extension valuée compléte de Q, pour une valuation de rang 1, G est un
groupe de Barsotti-Tate tronqué sur Ok d’échelon n, de hauteur h et de dimension d vérifiant

Ha(G) < €(n,d, h)

alors la filtration de Harder-Narasimhan de G posseéde un cran C' tel que C(O%) soit un
Z/p"™Z-module libre de rang d.

Démonstration. — Commengons par le cas n = 1. Soit F le groupe universel sur X 1,hd-
D’apres le théoréme 3 de [16], la fonction
X35, — { Polygones : [0,h] — [0,d] }

est continue, I’ensemble des polygones étant munis de la topologie de la convergence uni-
forme. De plus, d’aprés le lemme 2,

(X%, a)oral = HNT*({Pora})
ol Porq est le polygone concave de pentes 1 et 0 avec multiplicités d et h — d. Il existe
un voisinage U de %,.q dans lequel tout polygone a un point de rupture en I’abscisse d.
L’ensemble
HN™Y(U)
est alors un voisinage de |()/(\ Uh.d)ora|. Puisque |5(\ 'h.al est compact, 'application

.

Ha: | X7}, 4 — [0,1]
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est propre. De cela on déduit que
{Ha "([0,¢]) |0 < e< 1}

forment une base de voisinage de Ha™*({0}) = |(5(\f17d)ord| et qu’il existe donc e(d, h) > 0
tel que 7

(X%, )ora(é(d, h)) C U.
Lorsque n = 1 on peut alors prendre ¢(1,d, h) := €(d, h).

Traitons maintenant le cas n > 2. Soit F le le groupe universel sur X\n,h@. Par le méme
raisonnement que précédemment sur I’espace Xn h,a» o0 verifie qu’il existe € > 0 tel pour
tout z € (Xn h,a)ord (€), le groupe spécialisé E; posséde un cran de sa filtration de Harder-
Narasimhan qui est de hauteur nd. L’espace analytique ()/(\ an  Jord(€) est compact. Il pos-
séde donc un nombre fini de composantes connexes qui sont ouvertes et fermées. En effet, si
@ est une algebre affinoide, les composantes connexes de I’espace de Berkovich (&) sont
en bijection avec les composantes connexes de Spec( &) et il s’en suit que tout espace de Ber-
kovich compact posséde un nombre fini de composantes connexes. Soit

(X\nhd ord HY

el
la décomposition associée avec I fini et pour tout s € I, Y; connexe. Soit J C I le sous-
ensemble défini par
J={i € I1YiN (X3 aora # 2.
Pour tout i € J, choisissons Z; un point géométrique a valeurs dans ¥; N (X wih.d)ord- Soit
pouri € J
pi m(Y;, %) — Aut(Eii)

la représentation de monodromie associée au groupe étale fini £2". Soit C; C Ej, le sous-
groupe de Ez, associé au cran de hauteur nd de la filtration de Harder-Narasimhan de la
spécialisation de E sur ’anneau des entiers du point associé au point géométrique ;. D’apres
le théoréme 4 de [16], ce sous-groupe est invariant sous la représentation de monodromie p;.
Puisque Z; est a valeurs dans le lieu ordinaire, C; est un Z/p™Z-module libre de rang d. On
en déduit qu’en tout point = de Y;, le cran de la filtration de Harder-Narasimhan de E, de
rang nd a pour fibre générique géométrique un groupe libre de rang nd.

Constatons maintenant que | J;c; Y; forme un voisinage de (X\gnh 4)ora- 11 existe donc
e(n,d, h) > 0 tel que

(X% dora(e(n, d, 1)) € |J Ve
ieJ

On conclut aisément. ]

4. Sur les filtrations des schémas en groupes finis et plats

Dans cette section nous rappelons et établissons quelques propriétés de certaines filtra-
tions des schémas en groupes finis et plats définies par Abbes-Saito et Andreatta-Gasbarri.
Les points nouveaux sont la proposition 6 qui est une démonstration élémentaire du théo-
réme 1.6 de [36] ainsi que la proposition 5 qui relie la filtration de congruence a la fonction
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degré définie dans [16]. Ces résultats seront utilisés dans la section 6. On note I' = v(f>< ).

Soit G un schéma en groupes fini et plat sur £)x d’ordre une puissance de p.

4.1. Les différentes filtrations en jeu
4.1.1. La filtration de ramification inférieure naive
DEFINITION 3. — Pour A € ', A > 0, on pose
G\ (0g) = ker(G(Og) — G(O% ,))-

Cela définit une filtration Gal(K |K )-invariante de G(0Oz) et donc une filtration du groupe
étale G ® K. On note (G)\) o la filtration obtenue par adhérence schématique dans G, que
lon appelle filtration de ramification naive (il est sous-entendu dans cette notation que A
parcourt des éléments deT").

La filtration (G),) x>0 est décroissante. Le sous-groupe G2 coincide avec la composante

connexe neutre de G lorsque A est suffisamment proche de 0. On vérifie de plus aisément que
les sauts de cette filtration sont dans I". Cette filtration est compatible a la restriction a un
sous-groupe : si G’ C G est un sous-groupe plat fini de G, alors, pour A € ', A > 0,

Gh®K = (G ®K)n(G), ®K).
4.1.2. La filtration de ramification d’Abbes-Saito

DEFINITION 4. — On note (GAg)xer,a>o la filtration de ramification définie par Abbes et
Saito ([2], [1]).

La définition d’Abbes et Saito concerne le cas ou la valuation v de K est discréte. Néan-
moins, la définition s’étend aussitot au cas de valuation quelconque. D’apreés le théoréme 5.1
de [2], lorsque la valuation est discréte, les sauts de cette filtration sont des nombres ration-
nels. L’auteur ignore si cette assertion s’étend au cas de valuation quelconque, i.¢. si les sauts
de cette filtration sont dans I" (nous n’utiliserons de toutes fagons pas ce type d’assertion).

D’apres la proposition 2.8 de [36], cette filtration est compatible aux quotients. Plus
précisément, si

f:G—G
est un épimorphisme de schémas en groupes finis et plats alors, pour tout A > 0, A € T,
f\c;gs : G/A/\s(@f) - Ggs(@f)

est surjectif.
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4.1.3. La filtration par les sous-groupes de congruence d’Andreatta-Gasbarri ([3]). — Pour
u € O vérifiant v(u) < p%l, on peut définir ([3] §5) un schéma en groupes fini et plat de
hauteur 1, C, sur Spec(0) d’algebre O[T/ (P.(T)) ou

14+uT)? -1
Pu(r) = LU 21
ub
Via cette identification, la section neutre de C, correspond a T = 0. Il y a donc une

identification
we, =~ Ox/pu' P Oz.
De cela on déduit qu’avec les notations de [33] (auxquelles 'auteur est plus habitué)
Cy =~ Spec(O%[T]/(T? — 6T))

ouwv(d) =1—(p—1)v(u). La famille (Cu)ue@?v(u)gﬁ n’est qu’une reparamétrisation de

la classification de Oort-Tate ([35]). Elle est de plus munie de morphismes canoniques non
nuls, si v(ug) > v(us),

Nuryus € Hom(Cyy, Cu,)

vérifiant que si v(u1) > v(uz) > v(us), alors

Nuy,us = Thuz,us © Thiy,ug-
Ces morphismes sont des isomorphismes en fibre générique. On a de plus

(0) siv(ur) < v(uz)

Hom(C,,,Cy,) = {Fp-nul,uz siv(ug) > v(ug).

Il'y a un isomorphisme C,,, >~ C,, si et seulement si v(u1) = v(uz). On a I'égalit¢ C, = p,,.
Il y a donc un morphisme canonique

nu,l: (7u — lev

qui est un isomorphisme en fibre générique.

, , Lo 1
DEFINITION 5. — Supposons G annulé par p. Pour A € T vérifiant 0 < X < 5—1, on note

N, 15

Clong(0) = Hom(GB_,C)" Hom(GB_, ) = G(0)

ou u € O est nimporte quel élément de valuation X\. Cela forme un sous-groupe
Gal(K|K)-invariant de G(0O%). On note GY,,, le sous-groupe associé de G par adhérence

cong

schématique du sous-groupe de G ® K de K-points Gy, (O%).

cong

Cela définit une filtration décroissante (Go,ng) xer.0<a< _1_deG. Elle est compatible a la
OSAS 5L

restriction a un sous-groupe.
EXEMPLE 1. — Le sous-groupe Giér(é—_l) est le plus grand sous-groupe de type multiplicatif

de G. Le sous-groupe U Gg\ong est la composante connexe neutre de G.
A>0
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4.2. Comparaison des différentes filtrations pour les groupes annulés par p

Le point de cette section est le suivant. Si ’'on a défini une filtration sur les schémas en
groupes finis et plats compatible a la restriction a un sous-groupe, alors celle-ci est comple-
tement déterminée par les filtrations associées des groupes E tels que E () soit cyclique,
i.e. engendré par un seul élément. Il en est de méme pour les filtrations compatibles aux quo-
tients.

Maintenant, si on se restreint aux schémas en groupes annulés par p, de tels sous-
groupes F sont les groupes de hauteur 1. Or, d’apres Oort et Tate ([35]), on peut effectuer
des calculs explicites sur ceux-ci.

4.2.1. Filtration de ramification naive et filtration par les sous-groupes de congruence. — Un
calcul explicite sur les schémas en groupes de Oort-Tate fournit le lemme qui suit.

LEMME 5. — Soit E un schéma en groupes fini et plat de hauteur 1 sur Oz et A\ € T', X > 0.
Alors

p—1

Esi\< degE

rn

. deg
N :{ 0siA>EF

PROPOSITION 4. — Supposons G annulé par p. Alors, si A\ € ', A > 13, on a G}, = 0.
De plus, 5i0 < X < 25, on a I'égalité

A A
Grn - Gcong'

Démonstration. — Puisque nos deux filtrations sont compatibles a la restriction a un sous-
groupe, il suffit, quitte a prendre ’'adhérence schématique d’un sous-F,-espace vectoriel de
dimension 1 de G(f), de démontrer la proposition pour un schéma en groupes de hauteur 1
sur Oz Or, si E est un tel schéma en groupes, puisque deg(E) < 1, d’apres le lemme 5 on a
Ep, = 0 pour A > -1y De plus EP ~ C, oltu € O vérifie v(u) = d;%lE. On en déduit le
résultat. O

4.2.2. Filtration par les sous-groupes de congruence et fonction degré

PROPOSITION 5. — Supposons G annulé par p. Pour © € G(0O), notons (x) l'adhérence
schématique dans G - du sous-IF,-espace vectoriel engendré par x dans G(Oz). Alors pour

;. 1
)\EFverlﬁamOS/\gpj,

Grong(05) = {z € G(O) \ {0} | deg((x)) > (p — 1)A} U {0}.

Démonstration. — Soit x # 0. Posons E = (z).Onaz € G),,, < E), . # 0. Mais

cong cong
. deg(E - -
EP ~ C, pourunu € O vérifiant v(u) = %, Donc, EJ,,, # 0 si et seulement si

%&E) > ). D’ou le résultat. -
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4.2.3. Filtration d’Abbes-Saito et dual de la filtration de congruence d’Andreatta-Gasbarri

LEMME 6. — Soit E un schéma en groupe fini et plat de hauteur 1 sur . Soit X € T' tel
que A > 0. Alors,

E si \ < bdeg(E)

Eﬁs:{ y dp_uls)
. e,

OSI)\>%.

Démonstration. — L’algébre du groupe E est monogene, E ~ Spec(Ok[T]/(TP — 6T))
pour un § € By vérifiant v(d) = deg(E). D’aprés I'appendice de [14], on a donc
B = B4

ou ¢ est la fonction de Herbrand de E (cf. ’'appendice de [14]), fonction qui se calcule a partir
du polygone de Newton du polynéme 7?7 — §T'. On trouve facilement que

A< p”(‘sl)
,(/} )\ — p - p—
» X —v(8) si x> 2O,
P
Le résultat se déduit alors du lemme 5. O

Le résultat qui suit a déja été démontré par Tian dans [36] (théoréme 1.6). Néanmoins,
la démonstration de Tian fait intervenir des résolutions des groupes plats finis par des sché-
mas abéliens ainsi que la filtration de Bloch-Kato des cycles évanescents p-adiques sur ces
schémas abéliens. Nous donnons une démonstration élémentaire de ce résultat.

PROPOSITION 6. — Supposons G annulé par p. Soit A € T tel que A > 0. Alors,

GgszosM>L1.

Considérons I'accouplement parfait G(O%) x GP (0%) — pp(K). Alors, via cet accouplement,
siA< P, ona
P
GXS(@K)J_ = U (GD)?:\ong(@f)'

’ 1 _ 2
)\>p_1 P

Démonstration. — Soit z € GP(0%) \ {0}. Notons E I'adhérence schématique du sous-
groupe engendré par x dans Ggf. Il y a une factorisation
K

Go._

. ")
A
ED

ou  est un épimorphisme et ¢ est un isomorphisme en fibre générique. La compatibilité de
la filtration d’Abbes-Saito aux quotients implique alors que

S Ggs(@?)J_ <~ (ED)XS = 0

Le résultat se déduit alors du lemme 6 et de la proposition 5. O
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5. Sur Papplication de Hodge-Tate des groupes p-divisibles
et des schémas en groupes finis et plats

Dans cette section nous expliquons plus en détail les théoremes I1.1.1 de [15] et 7 de [16]
sur la suite de Hodge-Tate d’un groupe p-divisible. Nous expliquons en particulier le lien
avec la presque décomposition de Hodge-Tate de Fontaine ([18]), ce qui n’est pas fait dans
[15]. Le seul résultat que nous utiliserons dans la suite est le théoréme 3 de cette section (qui
est le théoréeme 7 de [16]). Nous en faisons ici beaucoup plus que nécessaire. Cependant, il a
semblé adéquat a 'auteur d’expliquer plus en détail ce type de résultat indépendamment de
son application a la théorie des sous-groupes canoniques.

Pour montrer le théoréme 3 nous utilisons les résultats de [13] concernant les périodes
cristallines entiéres des groupes p-divisibles. Notons cependant qu’une modification des
arguments de [9] permettrait d’obtenir le théoréme 3. Plus précisément, dans [9] Chambert-
Loir considére le site cristallin relatif de Spec())/Spec(@x ). En remplagant celui-ci par
le site cristallin absolu c’est-a-dire celui associé a Spec(®)/Spec(Z;,) on peut obtenir le
théoréme 3. Néanmoins I'auteur ignore si la méthode de [9] permet d’obtenir le théoréme 2
de cette section. C’est pourquoi nous avons préféré utiliser les méthodes de [13].

Le lecteur effrayé par les considérations de théorie de Hodge p-adique pourra aisément
admettre le théoréme 3 et passer a la section suivante.

5.1. Relévement cristallin de ’application de Hodge-Tate

5.1.1. Relévement du morphisme ag. — Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes
fini localement libre. Comme dans la section 2.1, on note

anG—>gGD

I’application universelle de G vers des faisceaux fppf de groupes abéliens de la forme M, ou
M est un Og-module quasi-cohérent. Supposons que p soit localement nilpotent sur S et que
S soit un X-schéma, ou X est un schéma affine qui est le spectre d’un anneau p-adiquement
complet sans p-torsion. L’idéal p@s, de Oy, est canoniquement muni de puissances divisées.
On note CRIS(S/X) le gros site cristallin fppf de S/X ([7]). Rappelons ([7] 1.1.4) qu’il y a un
morphisme de topos
(i5/5is/54) : Spps = (S/X)oRrs

ou si & est un faisceau fppf sur S et (U, T, 0) € CRIS(S/X) alors T'((U, T, 6),ig/5.F) = F(U).
Si C est un S-schéma en groupes il définit donc un faisceau cristallin ig/5,C que nous
noterons C dans la suite. Posons maintenant

D(G) = &zt'(G”, Osy»)

le cristal de Dieudonné covariant de G ([7] chap. 3). Soit Jg,5 Iidéal & puissances divisées
canonique de g/x. Il y a une suite exacte

1—)1+JS/E—)@§/E—>G7WL—>1

qui fournit un morphisme dans la catégorie dérivée des faisceaux de groupes abéliens sur
CRIS(S/%), Gy, — (14 Jg/5)[1]. On dispose de plus d’un morphisme logarithme ([7], 5.1.7)

log:1+ Js/z — JS/Z-
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Poussant ’extension précédente en avant par ce morphisme, on obtient un morphisme dans
la catégorie dérivée

Gm — Jgsl].
Appliquant le foncteur ﬂom(QD ,—) a ce morphisme et composant avec l'inclusion
Js/z C Og/x, on obtient un morphisme de groupes dans (S/X)crrs

ad®: G — D(G).

Rappelons ([7], 3.2) que si A(G) = 7<iRHom(G",0s/x) € ]D)Lot;i]f(@s/g) désigne le
complexe de Dieudonné covariant de G, son évaluation sur 1’épaississement tautologique
s’insére dans un triangle « filtration de Hodge »

() tn[-1]

o~

0,

Ce triangle de complexes zariskiens s’identifie a I’évaluation sur I’épaississement tautolo-
gique du triangle cristallin

7'<1R%O’I7’L(G JS/E) T<1R5[{0m G @S/E)

T T

<1 R#om(GP, G,)

cris

déduit de la suite exacte 0 — Jg/x — Og/x — G, — 0. Le morphisme o™ évalué sur
I’épaississement tautologique s’insére alors dans un diagramme commutatif

(ags™

G— " D(G)s

] |

En effet, un tel diagramme est fonctoriel en G et compatible au changement de base. Une
section de G étant donnée par un morphisme de schémas en groupes fini et plat Z/p"Z — G
avec r > 0 il suffit de vérifier que ce diagramme est commutatif lorsque G = Z/p” Z mais
cela ne pose pas de probléme. Ainsi, o™ est un « relévement cristallin» de ag.

Lorsque pfls = 0, I'image de ag est contenue dans ker (gGD Fve, ggl)j). Le
morphisme ol vérifie le méme type d’assertion. Plus précisément, soit Sp la réduction
modulo pde S et Gy = G x5 Sp. Le site CRIS(Sy/X) se « plonge» dans le site CRIS(S/Y),
I’'immersion a puissances divisées i : So — S induit un morphisme de topos

(iriss feriss) t (So/E)crrs — (S/E)crris-

Le couple de foncteurs adjoints (i¥,, icris«) induit de plus une équivalence de catégories
entre la catégorie des cristaux de g, /»-modules et celle des cristaux de @)g/5;-modules ([3]
IV.1.4.2). Via cette équivalence

D(G) = icrisx D(Go) et D(Go) = i, D(G).
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On suppose désormais que ¥ = Spec(Z,). Le morphisme de Frobenius de .S, induit
un morphisme Frob : (Sp,%X) — (So,X). Si & est un cristal en @)g,/5-modules on note

&P = Frob*é. Via I’équivalence de catégories précédentes si & est un cristal en f)g,5-mo-
dules on note &P = dorise ((15356)P)). Concrétement, si (U,T,6) € CRIS(S/L),
Uy =U xg Sy, s’il existe ¢ : T'— T relevant le Frobenius de Uy,

UOC—> UC—>T

o s

U()C—> UC—> T
et o commute aux puissances divisées de 1'idéal de Uy dans T associées a §, alors

) (EP)wrs) = " (Ewrs)

ousi & € (S/X)crrs on note ¥ (1,4 le faisceau associé sur le petit site fppf de 7. Le
morphisme de Frobenius F' : Gy — Gép ) induit un morphisme

V = F, : D(Go) — D(GP) = D(Go)®.
Il induit donc un morphisme noté de la méme fagon
V:D(G) — D(@)®),

Soit maintenant ((U, T, d), ¢) comme précédemment. Notons 7 la projection du petit topos
fppf de T sur son topos zariskien. Soit

6 = mD(G)w,rs);

un Or-module cohérent tel que le morphisme d’adjonction

=716 — D(G)(U,T,é)
soit un isomorphisme. Si s : U < T, le morphisme de faisceaux induit par o',

(accris)(U,T,zs) Dk (G xgU) — 6,
vérifie via la formule (2)
Im((a&™)w,r,5) C {z € £|V(e) =z ®1},

ouV : & — ¢* 6. Cette formule reléve alors la formule Im(ag, ) C ker (wgp Lfve, gggj).

Soit maintenant 4 I'idéal de U dans T. D’aprés les considération précédentes sur la
filtration de Hodge il y a un morphisme de @yy-modules wgo iy = wgp ®¢ Ou — &5/76.
Notons Fil§ le sous-Op-module de & tel que JECFiLE et E/FilE=
Im (wgp ®p, Ou — &/JE). On obtient au final que I'application des périodes o™ évaluée
sur (U, T, §) vérifie

Im((ag™)w,rs) C {z €FilE|V(z) =2 ®1}.
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5.1.2. Relévement de l'application de Hodge-Tate. — Soit maintenant G un groupe plat fini
sur O. On note S = Spec(Pk), So = Spec(Ok /pOK), Go = G x5 Sy, S = Spec(@%),
So = Spec(Oz/pO%) et © = Spec(Z,). Rappelons que, d’aprés Fontaine, puisque le
morphisme de Frobenius de O /p Oz est surjectif, la catégorie CRIS(Sy /%) posséde un ind-
objet initial, I’épaississement p-adique

Acris i’ @% - @f/p@f
Si R = lim O/pOF désigne le perfectisé de /pOy, il y a une application surjective

N
0: W(R) — @% et Panneau de Fontaine A.s est le complété p-adique de ’enveloppe a
puissances divisées de W () relativement a ker(6) ([19]). Il est muni d’un Frobenius cristallin
¢ et d’une action de Gal(K|K). Soit alors
E = H°(S,/%,D(Gyg,))
= lim I'(Spec(O%/pO%) — Spec(Acris/p" Acis), D(Go)).
n>0
C’est un A.s-module de présentation finie annulé par une puissance de p et muni d’un

Verschiebung, un morphisme A s-linéaire

ViE—FE ® Acis-
Acrisy@

Si G est un groupe de Barstotti-Tate tronqué d’échelon n et de hauteur h, c’est un
Acris/P" Acris-module libre de rang h. L’application des périodes précédentes définit un
morphisme Gal(K|K)-équivariant

(3) G(Ox/p0%) — {zr€E|V(z)=x®1}.
Soit maintenant
M =D(Go)sy—s;
un Ox-module de présentation finie de torsion. D’aprés la propriété de cristal on dispose

d’une identification canonique

E Afi,e Q? =M@, @%
car le membre de gauche s’identifie a D(Go)go_@. Remarquons maintenant que H~1(4g) =0
et H '(¢gp) = 0. Le triangle filtration de Hodge (1) insére donc M dans une suite exacte
de Ox-modules de torsion

0 — wgp — M — wl — 0,

ouwy := Homy, (wg, K/Ok) désigne le dual de Pontryagin du £)x-module de torsion wg.
Notons alors Fil M = wgp, safiltration de Hodge. Lorsque G est un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon n, de hauteur h et de dimension d, M et wgp sont des O /p™ O -modules
libres de rang h et h — d. Dans ce cas la, Fil M est un O /p™Ox-module facteur direct
dans M.
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Via I'isomorphisme £ ® 4
FilM ® @%. On a donc

criss

0 @% SMe @%, notons Fil £ 'image réciproque par 6 de

Fil' Aeis E CFIlE C E et FilE/Fil' Agis E = FilM ® O=.
La composée de [Iapplication des périodes (3) avec I’application de réduction
G(P%) — G(Pz/pO%) définit un morphisme a@'™ s’insérant dans un diagramme

cris

G(Og) ——~{zcFiE|V(z)=2®1}

oo J/a

wagp & @? M® @f

5.2. Un isomorphisme des périodes entier pour les groupes p-divisibles

On reprend les notations de la section précédente. Soit maintenant H un groupe p-divi-
sible sur Ok . Notons Hy = Hg, la réduction modulo p de H. Soit

D(H,) = &azt' (Hy , Os/s)
son cristal de Dieudonné covariant ([7], 3.3). Soit
E = H°(50/%,D(Hy)),

un Ags-module libre de rang la hauteur de H, muni d’un VerschiebungV : E - F ® Agis
AC!‘iSv(P

induit par FF : Hy — Hép ) et d’un Frobenius F : E ® Aais — FE induit par
Acris,p

V:HP — H,.

Décrivons plus précisément ce module E. Il y a un morphisme surjectif

R ={(z:i)ien | zi € Ox/pOx, 24 =2} — Ox/pO%
(ﬂfi)izo — Zo.
L’application de réduction modulo p induit une bijection
{(m(i))ieN | @ e 0=, (20D = x(i)} adNy/ 3
K
Via cette bijection, la fonction v : ® — R U {+oo} qui a (z(¥);5( associe v(z(®)
définit une valuation sur &. L’anneau & est alors un anneau de valuation complet parfait
de caractéristique p et a := ker(R — O /pOr) = {r € R |v(z) > 1},ie
%/a = @f/p Qf

Puisque X est a-adiquement complet, le groupe p-divisible Hg_sur Spec(O%/pOy) se releve

en un groupe p-divisible ﬁo sur Spf(&) que I’on voit encore comme un groupe p-divisible H 0
sur Spec(R) ([31], 4.16). Soit alors

N = ]D)(HO)W(%)*»%a

un W(R)-module libre muni de deux morphismes F' : N — N, o-linéaire,et V : N — N,
o~ L-linéaire. Si
M (Hy) = Hom(H,CW)
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désigne le module de Dieudonné covariant « classique » de H, ([17] chap. III), il y a un
isomorphisme canonique de W (R)[F, V]-modules ([7] 4.2.15, [6])

M(H,)? ~ N.
Le morphisme de CRIS(S, /%)

Spec(Oz/pOz) ——= SPf(Acris)

L l

Spec(R) Spf(W(R))

couplé a la propriété de cristal induit alors un isomorphisme canonique compatible aux
opérateurs F etV
E~N ®W(R) Acris-

Supposons momentanément que K soit de valuation discréte a corps résiduel parfait.
Notons alors Hy, la réduction sur le corps résiduel de K de H. Via la section de Teichmiiller
7: k — Ok /pOk, par rigidité des quasi-isogénies, il existe une unique quasi-isogénie

P Hiy Qky.r Or /pOx — Hy
relevant I'identité de Hy, . Soit
M (Hy,.) = Hom(H}_,CW),
le module de Dieudonné « classique » de Hy, . Il y a un isomorphisme ([7] 4.2.14)
D(HkK)W(kK)**kK ~ M(Hy, )

et donc un isomorphisme

. orl + ~
Px M(HkK) [5] ®W(kK)Q Bcris
oul'onnote B}, := Acris[%]. Néanmoins, nous nous intéressons ici a des isomorphismes de
périodes entiers. C’est pourquoi nous n’utiliserons pas cette identification lorsque K est de
valuation discréte a corps résiduel parfait.

B[]

Considérons maintenant
M = D(H)sy—s,
un Ox-module libre de rang la hauteur de H. Il est muni d’une filtration de Hodge
Fil M = wyp qui s’inseére dans la suite exacte

0 — wygp — M — wiy — 0.

Il y a un isomorphisme

E ~~M ~.
AS 0 V% Box U

Soit alors Fil E C E I'image réciproque via 6 de la filtration de Hodge,
Fil'! AoixE C FilE C E et FilE/Fil' Ay E = FilM ® @%.
Les applications de périodes oz;}i[;n] sont compatibles lorsque n varie et fournissent une

application des périodes
a$® 1 T,(H) — FilE¥=P
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ol ¢ : E — FE estle morphisme (Agis, ¢)-linéaire défini par ¢(xz) = F(z ® 1). Cette
application reléve I'application de Hodge-Tate de H, oy : Tp,(H) — wyp ® @% au sens
ou la composée

cris

T,(H) 2 FilE*= L wyp @ 0=

coincide avec oy Rappelons que t € Fil' A, désigne une période du groupe multiplicatif
(cf. [19]). On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 1 ([13] théorémes 7 et 5*). — Supposons p # 2. Soit H un groupe p-divisible
sur O.

1. L'application des périodes précédente induit un isomorphisme
T,(H) — Fil E¥=P,

2. Le morphisme Acis-linéaire induit par I'application des périodes T,,(H) ®z, Acris — E
est injectif de conoyau annulé par t.

3. Munissons E de la filtration décroissante définie par Fil™'E = E, Fil° E = FilE et
pour i > 1, Fil' E = Fil'" A . E + Fil' Acyis.Fil E. Munissons T,(H) ® Aeis de la
filtration Fil'(Ty(H) ® Acyis) = Tp(H) ® Fil’ Aeyis. Posons deg(t) = 1. Les inclusions
de Aciis-modules filtrés

tE C Tp(H) ®Zp Acris cFE

sont alors strictement compatibles aux filtrations.

REMARQUE 2. — Dans [13] le théoréme précédent est démontré lorsque K est de
valuation discréte. Néanmoins, les résultats de [13] énoncés précédemment s’étendent au
cas que nous considérons, la propriété essentielle étant que le Frobenius de O /pO est
surjectif ce qui est vérifié dans un contexte plus général que celui de [13] (¢f- la discussion
avant [’énoncé du théoréme 5* de [13]).

— Tel qu’énoncé dans [13], le théoréeme fait intervenir le complété de Ac.is relativement a
sa filtration a puissances divisées, i.e. Faltings travaille avec le site cristallin nilpotent
au lieu du site cristallin. Dans la suite de cet article nous n'utiliserons en fait que les
gradués de A.ps, ¢’est pourquoi cela ne pose pas de probleme. Néanmoins, le lecteur
pourra vérifier que les preuves de [13] montrent le résultat énoncé précédemment sans
passer au complété relativement a la PD filtration.

— Lorsque p = 2 on peut montrer unrésultat moins précis : l'application T,,(H) — Fil E¥=P
est injective de conoyau annulé par 2. Le reste de I'énoncé est valable sans restriction.

— Linclusion tE C T,(H) ® Aeris induit par dualisation un morphisme t T,(H)* ® Acris —
E*. Il y a une identification canonique t T,(H)* = T,(H)*(1) = T,(HP). De plus, E*
s’identifie a I'évaluation du cristal de Dieudonné de HP ([7]5.3). Via ces identifications,

cris

le morphisme T,(HP) — E* est a5,
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5.3. Sur la suite de Hodge-Tate entiére d’un groupe p-divisible

5.3.1. Structure de gr' A..;s. — Notons Acris(O) pour 'anneau noté précédemment Acys.
Le morphisme naturel de gr’ Acis(0%) = Q%—algébres graduées a puissances divisées

gr.Acris(Zp) & _ grOAcris(@f) — gr.Acris(@f)
groAcris(Zp)
est un isomorphisme. Le Z,-module des différentielles de Kahler Q3 )z, est p-divisible
de torsion. Fontaine constrAuit dans la section 1.4 de [19] un isomorphisme canonique
Gal(Q,|Qy)-équivariant de Z,-modules

I, (QZP/ZP ) = gt Acxis (Zp)-

L’application des périodes

cris
[e%

Zp(1) = Ty(ptpee) —2 Fil' Acris(Z,)

a pour image Z,.t. De plus, la composée

cris

- o .
Fil' Acris(Zp) — gr' Aexis(Zp) = Tp( /)

Hp

Tp(ppe-)

est ’application

dlog : Zp(1) — p(QZP/ZP)
(en)nzl = (egldﬁn)nzl
ol €, € Z, est une racine p"-iéme de 'unité et €/ | = ¢,. D’aprés le théoréme 1 de [18],

celle-ci induit une injection de Z,-module libre de rang 1

Zp(l) — TP(QZ,/ZP)

de conoyau annulé par pﬁ. On en déduit que I’application
(4) @%(1) — TP(QZP/ZP) ®zp @% ~ grlAcris(Q?)
est injective de conoyau annulé par pvlj.

5.3.2. La cohomologie de la suite de Hodge-Tate entiére est annulée par pﬁ. — Voici
maintenant le théoréme I1.1.1 de [15].

THEOREME 2 ([15]). — Soit H un groupe p-divisible sur Oy . La cohomologie de la suite de
Hodge-Tate de H

*(ayp®1)(1)

* ag®1
O—>wH®@§(l) Tp(H)®@%H—>wHD®@%—>O

est annulée par tout élément de @% de valuation supérieure ou égale a p%l. En particulier
Uapplication de gauche est injective et la composée des deux applications est nulle (i.e. la suite
est bien un complexe ).
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Démonstration. — 1l y a un diagramme de @%—modules

0 —— Fil* Aeyis.E/Fil' E —— Fil’E/Fil' E —— Fil’E/Fil' A¢pis. E — 0

1 0
w;l ® gr Acris wgp @ gr Acris

wi® @%(1)

T,(H)® @%
ou

— la suite horizontale du haut est exacte,

— la suite horizontale du bas est la suite de Hodge-Tate,

— I’application verticale de gauche est induite par I’application (4) de la sous-section
précédente,

— l’application verticale du milieu est induite par I’application des périodes
Ty(H) ® Aeyis — FilE.

On sait que le conoyau de I’application verticale de gauche est annulé par pplj . Il suffit donc
de voir qu’il en est de méme pour 'application verticale du milieu. Or, il y a un diagramme
commutatif

Tp(H) ® groAcris —FilE® groAcris

| |

Ty(H) ® gr' Aeris — Fil E ® gr' Acyis.

La stricte compatibilité aux filtrations de I'inclusion tE C T,,(H) ® Acris implique que dans
le diagramme précédent I'image de I’application verticale de droite est contenue dans I'image
de l’application horizontale du bas. On conclut ais¢ément. O

5.4. Application au conoyau de I’application de Hodge-Tate
Du théoréme 2 précédent on déduit le théoréme 6 de [16], auquel on renvoie pour la

preuve.

THEOREME 3 ([16]). — Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Og. Le conoyau de
I'application de Hodge-Tate de G, ac ® 1 : G(05) ® O — wgp ® Oy, est annulé par tout
élément de O de valuation supérieure ou égale d -2 .

5.5. Lien avec la presque décomposition de Hodge-Tate de Fontaine

Dans cette section on suppose que K est de valuation discréte a corps résiduel parfait. On
note Ky C K le corps des fractions des vecteurs de Witt a coeflicients dans le corps résiduel
de K.
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5.5.1. L’anneau Aqis, k. — Reprenons les notations de la section 5.1. Nous avons considéré
précédemment les sites cristallins CRIS(Sy/X) et CRIS(Sy/X) avec Sy = Spec(Ok /pOk),
So = Spec(O%/pO%) et © = Spec(Z,). Soit maintenant £ = Spec(BOxk). Le site
CRIS(So/X k) posséde un objet initial donné par I’épaississement

Acris, K 2, @ﬁ — Ox/pO%
ou,sif: W(R) — @%, Acris, i €st le complété p-adique de 'enveloppe a puissances divisées
du noyau de ’application
01:W(R)®g,, Ok — @%
et on note encore 0 : Agyis, xk — @% I’application induite par § ® 1. D’aprés la section 1.4 de
[19]1l y a un isomorphisme
Ty(Qo/0x) = 1" Acris, K -
Il y a un morphisme naturel de Q%—modules grlAcris — grlAes k et le diagramme suivant
est commutatif

Tp(sz/Zp) ®/Z\p Q% - Tp(QO?/UKo) - grlAcris

|

1
gr Acris,K .

TP(Q@?/ @K)

De ce diagramme on déduit que le morphisme gr' Ais — gr! A.is k est injectif de conoyau
annulé par v(Pg  k,) oU Dk, désigne la différence de K'|Ky. En particulier I'annulateur
de I'image de ¢ dans gr! A.,;s i est de valuation p%l +v(Dk /Ky )-

5.5.2. Presque décomposition de Hodge-Tate. — Soit H un groupe p-divisible sur .
Rappelons que I'on note Hy sa réduction modulo p et D(Hy) son cristal de Dieudonné
covariant. Soit

Ex = H°(So/Zk,D(Hy))

, . . .. ]
I’évaluation de ce cristal sur I’épaississement Acris, x  — @% —  O%/pOz. Cest un

Acris, k- -module libre de rang la hauteur de H. Rappelons que I'on note E = H%(Sy /%, D(Hy)).
D’apres la propriété de cristal, il y a un isomorphisme canonique

EK ja E & Acris,K'
Par application de (—) ®a.,,, Acris,x aux inclusions tE C T,(H) ® Acis C E, on obtient
que I'application des périodes T),(H) — Ek induit une injection T},(H) ® Acris k C Ex de
conoyau annulé par ¢, c’est-a-dire

tEK C Tp(H) ® Acris,K C EK

Comme pour E, Ex est muni d’une filtration Fil Fx qui induit une filtration (Fili Ex)i>-1
de Ex avec Fil’ Ex = Fil Eg. Le sous-module Fil Ex; de Ex est I'image de Fil E ® Agis i
dans Ex = E ®a,,. Acis, k. L'application des périodes T,(H) — Eg est a valeurs
dans Fil Ex. On en déduit que les inclusions tEx C T,(H) ®z, Aais,kx C Ex sont
compatibles aux filtrations. Comme dans la preuve du théoréme 1 (cf. [13]), la compatibilité
de I'application des périodes a la dualité de Cartier et la compatibilité aux filtrations des
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inclusions du type précédent associées & H” impliquent que les inclusions tEx C T,(H) ®
Aqris,k C Ex sont strictement compatibles aux filtrations.

Le point nouveau par rapport au cas ¥ = Spec(Z,) est maintenant le suivant. Soit
M = D(Hp)s,—s muni de sa filtration de Hodge 0 — wj; — M — wyp — 0.1llya
un morphisme d’épaississement dans CRIS(Sy/X k)

Acris,K > @?/p@?

T T

Ok — Ok /pOk.
Celui-ci induit via la propriété de cristal un isomorphisme
Ex ~ M Qg,. Acris,k

via lequel
Fil Ex = FilM ®¢, Acisx + M ®p, Fil' Aeig 1.

Observons maintenant que cette description de la filtration induit un scindage canonique de
I’analogue de la filtration apparaissant dans la démonstration du théoréme 2 :

Fil’Eg /Fil' Exy — M/FilM ®¢),_ gr'Acris x ® FilM ®¢,_ gr%Acris ¢

L application des périodes T,(H) ® Acyis, k — Fil Ex induit un morphisme Gal(K|K)-équi-
variant de @%-modules

T,(H) ®z, @% — Fil’Eg /Fil'Ex = (w} ® gr'Aeris k) @ (wyp @ g’ Ais i)
= Wi @ Tp(Qor/0,) © war ® O=.

On vérifie comme dans la preuve du théoréme 2 que ce morphisme est injectif de conoyau
annulé par tout élément de valuation Iﬁ +v(PDk/k,). De plus, la composée

“ayp®Id)(1)
_—

wir © O=(1) Tp(H) ® O= — wi @ Tp(Qo/0x)

est donnée par I'inclusion @%(1) — grlAcris, k. On retrouve donc le résultat de [18] sur le
presque-scindage de la suite de Hodge-Tate d’un groupe p-divisible.

6. La filtration des points de p-torsion : une borne effective

6.1. Notations

Dans ce chapitre on suppose K algébriquement clos. Puisque les filtrations que nous

étudions descendent automatiquement de K a K, on peut toujours se ramener a ce cas-1a
pour les problémes qui nous intéressent.
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6.2. Un lemme d’approximation d’Elkik

LEMME 7. — Soit (A,T) un couple hensélien tel que A soit séparé pour la topologie J-adique
et l'idéal 3 de type fini engendré par une suite réguliere. Notons S = Spec(A). Soit X un
S-schéma fini et plat étale sur un ouvert schématiquement dense et globalement intersection
compléte dans un espace affine AY. Notons

D= DlV(Lx/S),
un diviseur de Cartier sur X. Soient n et h deux entiers tels que n > 2h. L'application de
réduction modulo 3"~" induit alors une bijection
{z € X(4)|3" c2*D} = Im[{z € X(4/3") | 3" c z*D} — X (A/3"""})].
Démonstration. — L’assertion de surjectivité résulte du lemme 2 de [12]. Montrons I'injec-
tivité. Soit
X = SpeC(A[Xla' = 7XN]/(f1a . -afN))'

- (%)

37 1<ij<N
la matrice jacobienne et A = det(M) I'idéal jacobien. En restriction a X, le polyndme A
engendre le diviseur D. Soient z,y € AN tels que pour tout entier i tel que 1 < i < N on ait
les égalités

Notons

filz) =0, fi(y) =0,
ainsi que les inclusions
" C Adz) et 3" C Ay).
Supposons que
z=y [
Montrons par récurrence sur k > 0 que

z=y [ij(n72h)+h].

Cela conclura la preuve puisque A est séparé pour la topologie J-adique. Supposons I’hy-
pothése vérifiée au rang k. Ecrivant un développement de Taylor & ’ordre 1, on obtient la
relation de congruence

fl(y) fi(z) Yy — 21
= s )M | mod 92**" (n-2h) 21
In(y) fn(z) YN — TN
et donc
Y1 — 1
M(z) : =0 mod 72" (n—2m)+2h,
YN — TN

En multipliant par la matrice des cofacteurs de M (z) on obtient, pour tout entier ¢ tel que
1 < i < N, la relation de congruence

A(z).(y; — z;) = 0mod 52" (n—2h)+2h
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et donc
(yi _ l‘l)jh c j2k+1(n—2h)+2h'
Le choix d’une suite réguliére engendrant 4 définit un isomorphisme (EGA 1V, 15.1.9)
A/3[T,. .., Ty = Gr5 A.

De cela on déduit qu’on peut « simplifier» la relation de congruence précédente par 3" pour
obtenir
z; = y; mod 32 (n=2h)+h

ce qui est le résultat escompté. O

6.3. Préliminaires d’algébre linéaire

Voici I’analogue des propositions 5.1 de [1] et 9.1 de [3].

PROPOSITION 7. — Soit M un Ok 1-module libre de rang n muni dun morphisme
¥ M — M@ vérifiant

1
w := deg(coker ¢) < 3

Soit
N={meM|yp(m)=me1},
un sous-IF p-espace vectoriel de M. Alors,
1. Le sous-Fp-espace vectoriel de M _,,

V:i=Im(N — M;_,)

est de dimension n. De plus pour tout € € v(K>) vérifiant 1% <e<1-—w,V s’injecte
dans M..
2. Sivi,...,v, estune base de V., (\1,...,\n) € O, € vérifie p“’j <e<l-wetilya
une relation
Z \iv; = 0 dans M. ;
i=1
alors pour tout i € {1,...,n}, v(\;) > 0.
3. Soit f:V ®, Ok 1—w — Mi_y Uapplication naturelle. 1l existe alors un morphisme
de O, 1—w-modules g : My_,, — V Qr, O, 1w tel que fog=06Idet go f=461d
ou d € O veérifie v(§) = 2.

p—1

4. Pour tout € € v(K™*) vérifiant I% <e<1—w, deg(M./O.Im(V — M,)) = qur

Démonstration. — Fixons une base de M. Pour X = (z;)i<i<n € 0%, notons
xX® = (@¥)1<i<n. Soit A € M, (0k) une matrice se réduisant modulo p sur la matrice
de 9. L’ensemble N s’identifie aux solutions de la congruence

X® = AX modp

avec X € @?(71. Le lemme 7 s’applique et montre que I’application de réduction modulo
Mg 1—q induit une bijection

5 (X e 0| XP = AX} V.
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Plus précisément, si A = (a;j)1<i,j<n, O0 applique le lemme 7 a la variété algébrique affine
d’anneau

Ok[Xa,... ,Xn]/(XzP - ZaiiXﬂ')lgign
Jj=1

(a strictement parler le lemme 7 s’applique lorsque w € Q mais le lecteur n’aura aucune
difficulté a en déduire le résultat pour w quelconque en 1’écrivant comme limite de nombres
rationnels).

L’ensemble de gauche dans la bijection (5) s’identifie aux @ -points d’une g -algébre
finie et libre de rang p™ étale en dehors de p. Il est donc de cardinal p™ ce qui implique que
dim]f‘p V =n.

Montrons maintenant que, pour ¢ comme dans I’énoncé, V' s’injecte dans M,. Soit
X € 0% non nul tel que X®) = AX . Ecrivons X = (z1,...,2,) et soit & = inf{v(z;) | 1 < i < n}.
Soit B la matrice des cofacteurs de A. L’équation précédente fournit I’équation

BX® = det(A)X.

Celle-ci implique I'inégalité
pa<w+ o

et donc a < p%l. Cela implique que V s’injecte dans M. dés que pwfl <e<1l-—w.

Montrons maintenant le point (2) de I’énoncé. Soient x4, ..., x, € N induisant une base
de V. Soit f : M®) — M un morphisme Ox-linéaire tel que f o ¢ = ald ol v(a) = w.
Définissons un morphisme Frob-linéaire ¢ : M — M en posant p(z) = f(z ® 1). Pour
1<i<nonaalorsp(x;) = ax;. SiA1,..., A, € Ok sont tels que >°7; \;xz; = 0 dans M.,
par application de ¢ on obtient que a > ;- AYz; = 0 dans Mi,e(1 pey et done >0 Ay = 0
dans Min¢(1 pe}—w- Grace a ’hypothese faite sur e, on a inf{1, pe} —w > e. On obtient donc
que Y iy AVz; = 0 dans M.. A partir de 14 la suite de la preuve du point (2) est strictement
identique a celle du lemme 9.7 de [3] auquel on renvoie.

Montrons maintenant le point (3) de la proposition. Soit C € M,, (8 ) une matrice dont
les colonnes vérifient I’équation X () = AX et induisent par réduction une base de V. Le
point (2) implique que det(C) # 0. De plus, I’équation

c® — AC

implique I’égalité v(det C) = p%l. Les points (3) et et (4) s’en déduisent. O

Nous utiliserons le lemme suivant. On renvoie au lemme 14 de [16] pour la preuve de
celui-ci.

LEMME 8. — Soient M un Ox-module de présentation finie et N C M un sous-module de
type fini. Soit r > 1 un entier. Si M est engendré par v éléements, alors N est engendré par r
éléments.

La proposition qui suit sera importante dans la preuve du théoréme 4.
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PROPOSITION 8. — Soit M un Ox-module de présentation finie de torsion muni d'une
filtration croissante

0= FilgM C FillM C --- C Fil,_;M C Fil,M = M

dont les gradués sont monogenes. Supposons donnée une collection d’éléments (x;)1<i<r
d’éléments de M telle que, pour tout i, x; € Fil; M et vérifiant pour (\;)1<i<, € O,

Z Nix; = 0= Vi, U()\i) > 0.

i=1

Alors, pour 1 < i <, l'image Z; de x; dans Fil; M /Fil;_1 M est non-nulle et
T T
deg (M/Z @K.xi) =" deg ((Fil, M/Fil,_1 M)/ O &)
i=1 i=1
Démonstration. — 11 suffit de montrer la propriété

r J
(*r) Vi<j<r, FibMnN Z Ox.x; = Z Ok .x;.
=1

=1
En effet, si la propriété (x,.) est vérifiée et que I’on avait un indice ¢ tel que x; € Fil;_1 M, i.e.
Z; = 0, il existerait A1,...,\;_1 € O tels que

i—1
T = E AkTg
k=1

et donc z; — E};ll Axxr = 0, ce qui est impossible par hypothése. De plus, la propriété (x,.)
implique que I’on a une suite exacte

r—1 T
0— Fil,_1M/> Ox.zi — M/ Og.a; — (Fil, M/Fil,_y M)/ Ok .z, — 0.
i=1 i=1
Par additivité de la fonction degré et par récurrence on en déduit I’assertion de la proposition
concernant I’égalité des degrés.

Montrons maintenant la propriété (x,) par récurrence sur r. Supposons-la vérifiée au
rang r — 1. Soient A1,..., A\, € O tels que

.
y=Y_ M\az; € Fil;M,
i=1
avec 1 < j < r.Onadonc
Aoz, € Fil,_1 M.
Puisque Fil,_; M /Fil,._o M est monogene, il existe o, 8 € Ok tels que
al .z, + /er—l € Fil,_oM
avec soit « = 1, soit = 1. Supposons d’abord que 8 = 1i.e. al,.x. + z,._1 € Fil,_s M. On
vérifie aisément que le module Fil,_; M muni de la filtration (Fil; M)o<;<,—1 et des éléments
(z1,...,Tr_2, @\ 2, + x,_1) satisfait & ’hypothése de récurrence. D’apreés le raisonnement
précédent (cf. début de la démonstration) cela implique que aA,z, + z,.—1 ¢ Fil,_oM, ce
qui est une contradiction. On a donc a = 1 et Az, + Bz, € Fil,_o M.
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Montrons maintenant par récurrence descendante sur k a partir de k = r — 1 qu’il existe
/6k7 e 7/87‘—1 € @K tels que

AT+ Brxr + -+ Br_12,_1 € Filg_1 M.

Le casinitial £k = r —1 vient d’étre vérifié¢. Supposons donc vérifiée I’hypothése de récurrence
au rang k. Notons

= )\rmr + ﬁkxk ++ ﬁr—lxr—l € Fily_1 M.
Puisque le module Fil,_ M /Fil,_s M est monogene il existe a,y € Ok tels que
Yrp—1 + az € Filg_o M

aveca« = 1 oubieny = 1. Sil’on avait v = 1, on pourrait appliquer I’hypothése de
récurrence sur r au module filtré Fil,_; M muni des éléments (z1,...,Tx—2,Tp—1 + @z2).
Comme précédemment cela est impossible. On a donc o = 1 et I’hypothése de récurrence
au rang k — 1 est vérifiée.

Appliquant le résultat que I’on vient d’établir a £ = 1 on obtient que

r—1

ATy € Z Ok .x;.

i=1
On a donc

r—1

y €Y Ok NFil; M.

i=1

De cela on déduit par application de I’hypothése de récurrence (*,_1) que y € Zle Oxx;.
O

6.4. Sur I’application de Hodge-Tate des points de p-torsion d’un groupe p-divisible

Nous allons maintenant utiliser le théoréme-clef 3.

DEFINITION 6. — Pour e € v(K*), 0 < € <1, on note ag,. l'application composée
G(Ok) =% wgp — wap .
PROPOSITION 9. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 et de dimension d
sur Og. Pour p%l < e < 1, l'inégalité suivante est vérifiée :
dimp, ker ag . < d.
Démonstration. — Soit h la hauteur de G. Puisque G est un groupe de Barsotti-Tate

tronqué d’échelon 1, wgp ~ (O /pOk )"~ On en déduit que si § € Ok est un élément de
valuation 2=, dwep . estun O .1 -module libre de rang h — d. D’aprés le théoréme 3,
p—1 ’ [y

dwgp ¢ C Ok Im(ag,).

Puisque Ok .Im(ag ) est un sous-module de type fini du module de présentation finie wgo ,
c’est un module de présentation finie. On peut alors appliquer le lemme & pour conclure que
dwgnp . est engendré par moins de dimp, Im(ag) éléments et que donc

h —d < dimp, Im(ag). O
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On renvoie a la proposition 13 de la section 7.2 pour un énoncé plus général concernant
les groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon quelconque.

6.5. Sous-groupe canonique des groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon 1

ProrosITION 10. — Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 1, de hauteur h et de dimension d < h sur Ok. Supposons vérifiée l'inégalité

1

Alors, si
Ha(G)

p—1

< e<1-Ha(G),

on a l'égalité
dimy, ker(ag,c) = d.

Démonstration. — Posons w = Ha(G). D’aprés la proposition 9, puisque 1 —w > 13,

on a I'inégalité dimp, Im(ag,1—w) > h — d. D’aprés le lemme 3 et la proposition 7, I'image
de a@,1—w est contenue dans un F,-espace vectoriel V' de dimension h — d. On a donc
dimg, Im(ag,1-w) = h — detV = Im(ag,1-w). Le point (1) de la proposition 7 dit que
V s’injecte dans wgp . pour tout e comme dans I’énoncé. Cela permet de conclure. O

REMARQUE 3. — Dans la proposition 10 la preuve de l'inégalité dimg, ker ag,c < d utilise
de fagon essentielle le fait que G est un groupe de Barsotti-Tate tronqué et que le conoyau
de lapplication de Hodge-Tate est annulé par pﬁ. C’est la 'ingrédient nouveau que nous
apportons a[1], [30] et [3]. Comme l'a fait remarquer I'un des rapporteurs a l'auteur, l'inégalité
dans l'autre sens, dimg, ker g 1_Ha(q) = d résulte en fait de [36] et [3] et n'est pas liée au
Jait que G soit un BTy. Cette partie n'est donc pas nouvelle. Plus précisément, dans le cas
des points de p-torsion d’un schéma abélien, c’est une conséquence du théoréeme 8.1 et de la
proposition 9.1 de [3]. Le cas d’un groupe fini et plat annulé par p général peut alors se déduire
du cas précédent par un dévissage standard en utilisant la proposition 5.5(i) de [36].

LEMME 9. — Soit G un groupe de hauteur 1 sur Ok. Soit x € G(O) un générateur du
groupe cyclique G(O). 1l existe alors un isomorphisme wgp ~ Ok /vOK avec v € Ok, ainsi
qu'un élément y € Ok, tels que via I'isomorphisme précédent, ag(x) =y mod yOx et

v(y) = 1 - deg(G)

deg G
v(y) = o1

Démonstration. — Le schéma en groupes G est du type de ceux étudiés par Oort et Tate
dans [35]. On peut calculer explicitement I’application de Hodge-Tate d’un tel schéma en
groupes (cf. [14] chapitre 1.1.1). O

THEOREME 4. — Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1,

de hauteur h et de dimension d < h sur O. Supposons vérifiée I'inégalité
1

Ha(G) < 7
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L’égalité suivante est alors vérifiée
dimp, ker ag 1 _Ha(q) = d-
Si p = 3 supposons de plus que Ha(G) < % On a alors les propriétés suivantes.
1. Soit C l'adhérence schématique de ker ag 1 _wua(q) dans G. L'égalité suivante est alors
vérifiée
deg(CP) = deg(G/C) = Ha(G).
2. Soit (G)) x>0 la filtration de ramification naive de G (cf. définition 3) et ((GP)Ag)r>0

celle d’Abbes-Saito de GP (cf. définition 4). Posons w := Ha(G). Alors, pour \ vérifiant

1% <A< ;_f’f, on a l’égalité

G =C.

Pour X vérifiant 1% <A< p%(l —w), on a l'égalité

(GP)As(Pk) = C(Ok)™.
3. Lesous-groupe plat fini C® Ok 1, C G Ok 14, coincide avec le noyau du morphisme
de Frobenius de G @ Ok 1—q.

Démonstration. — La premiére assertion est contenue dans la proposition 10.
Montrons le point (1) de I'énoncé. Posons E = G/C. Il y a un morphisme de suites exactes

OHC(@K) HG(@K) HE(@K) —0

0—— wWeDb wagb WgD

On en déduit en particulier que mg ,,.Im(ac ® 1) = 0. Le théoreme 3 appliqué a C implique

quemg _1_.wep C Im(ac ® 1). On en déduit donc que
o=
mK’erplj.ch =0.
Soite € v(K*) tel que ;% < e < 1—wete < 1— 3 —w (il existe toujours un tel e grace

a I’hypothese faite lorsque p = 3). La projection wgp — wgp induit un isomorphisme
(;LJGD’E ;) (““)ED,G'
Soit (eq,...,en—q) une base du F,-espace vectoriel E(@x). Notons, pour 1 < ¢ < h — d,
E; Padhérence schématique de Fpe;,® - - - @ Fpe; dans E. Il y a donc un drapeau de groupes
plats finis
0)=EcCE1C- CEya=E,
dont les gradués sont des groupes de hauteur 1. Celui-ci induit un drapeau de )k -modules
(0) = wpp Cwgp C -+ Cwgp = wgp
dont les gradués sont des O -modules monogenes. Notons (Fil; wgp )o<i<n—q la filtration
image

Fiiwgo . = Im(wElp’6 — wED,e).

Pour 1 < < h — dily a une surjection canonique

q; : W(Ei/Ei—l)D7€ - Flll wED7E/Fi1i_1 WED -
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Dr’apres le point (2) de la proposition 7, la collection d’éléments (ag c(€;))1<i<h—d Satis-
fait aux hypotheses de la proposition 8. On en déduit que pour 1 < ¢ < h —d,

q; © O‘Ei/Ei,l,e(éi) 7é 0e FilinD’e/Fﬂi_leD’E
oue; € (E;/E;_1)(0k) désigne 'image de e; € E; (O ). On a donc en particulier

aEi/Ei—lae(éi) 7é 0e W(E;/E;_1)P e+
D’apres le lemme 9, cela implique que
deg Ez Ei—l
deg (W(Ei/Ei—l)D7€/QK'aEi/Eifl’e(ei)) - %
Mais puisque 'application g; est un morphisme surjectif de @y -modules monogénes et
gioag, /g, , (&) #0ona

deg (W(Ei/Ei,l)D,e/@K-aEi/Ei_l,e(ei)) = deg ((FﬂinDye/Fﬂi_leDye)/@K.qi o aEi/Ei_l,e(éi)).

Le dernier point de la proposition 8§ fournit alors 1’égalité
h—d
deg coker(ag,® 1) = Z deg ((FﬂinDwe/Fili_leD,e)/@K.qi o aEZ./EFhe(éi))
i=1
h—d

_ Z deg(Ez/Ez_l)

i=1 p-1
_degE
=1

Mais d’aprés le point (4) de la proposition 7 on a

deg coker(ag . ®1) = %
On obtient donc bien que deg ' = w.

Montrons le point (2) de I'énoncé. Pour z € C(Ok) \ {0} notons (z) I"adhérence
schématique du sous-groupe de C (@) engendré par z dans C. Soit donc z € C(0k) \ {0}.
D’aprés le point (1), mg ».wepr = 0. Puisque w,yp < wep ona done mg y.wizyp = 0. On
en déduit que

deg({z)) > 1 —w.
Maintenant siz € G(0k) \ C(Ok) ety € E(Ok) désigne la projection de z, le morphisme
naturel de schémas en groupes (z) — (y) est un isomorphisme en fibre générique. On
a donc deg((z)) < deg((y)). Pour e > -*; suffisamment proche de *7, ap . et donc
les oy . sont injectifs. On déduit alors du lemme 9 que deg({y)) < w. On a donc, pour
z € G(Ok)\C(Ok),
deg((z)) < w.

Les propositions 5 et 6 permettent de conclure.
Montrons maintenant le point (3) de I’énoncé. Puisque d’aprés le point (1) deg(C?) = w,
wep est annulé par mg ,,. On en déduit que le morphisme
WCPROK1—w — WCP,1—w — > WGP 1—w = WGPROK, 1w

est nul. I1 suffit alors d’invoquer la proposition 1. O
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REMARQUE 4. — Nous montrons dans la section 7 que C est également un cran de la
filtration de Harder-Narasimhan de G.

6.6. Compatibilité a la dualité

PROPOSITION 11. — Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 1, de hauteur h et de dimension d sur Oy tels que 0 < d < h. Supposons
vérifiée I'inégalité Ha(G) < % sip # 2 et Ha(G) < % sip = 3. Soient C le sous-groupe de G
adhérence schématique de ker ag 1 _wa(q) et D le sous-groupe de GP adhérence schématique
de ker agp 1 _wa(q). On a alors I’égalité

C(Ox) = D(Ok)*.
Démonstration. — D’apreés la proposition 2, Ha(G) = Ha(GP). On peut donc appliquer

le théoréme 4 & GP et G. On obtient ht(D) = h — d et ht(C) = d. Il suffit alors de montrer
que D(Ok)*+ C C(Dk). Notons w = Ha(G). Il y a une factorisation

aGD,l—w®1
GP(Ok)® O 1w ———= WG 1-w

|

GP(Ok)/D(0k) © Ox 1w
qui induit en passant au dual une factorisation

aéD,l—w(1)®1

wé@—w(l) G(Ok)® Or,1—w
fl /
D(Ok)*" ® Ok1—w-
D’aprés le point (3) de la proposition 7 il existe un morphisme
9:D(OK)" ® Ok 1w — wi_y(1)
vérifiant go f = 6 Id ou § € O est tel que v(d) = 57~ Considérons la suite de Hodge-Tate

\2
acD,pw(l)@l ag,1-w®1
G(Ok)® @K,l—w —— WGD 1—w-

wé,l—w(l)

D’apres le théoréme 2, la composée des deux applications dans la suite précédente est nulle
(lorsque K est le complété de la cloture algébrique d’un corps valué complet de valuation
discrete cela est da a Tate [34], ou bien a Fontaine [18]). Des considérations précédentes on
déduit donc que

vaﬁ.(D(@K)l ® @K,l—w) C ker(agvl_w ® 1).

On en déduit que D(Ok)*+ C kerago - v = C(Ok)carl —w — 7 > 2 (la

proposition 10 s’applique donc avece =1 — w — ﬁ). O
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COROLLAIRE 1. — Supposons p # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1
et de hauteur h > 0 sur Og. Supposons-le muni d’'un isomorphisme \ : G = GP vérifiant
AP = eX pour un € € 7.%. Cela définit un accouplement parfait G(Ok) x G(Ok) — Fy(1).
Supposons vérifiée I'inégalité Ha(G) < § sip # 3 et Ha(G) < 1 si p = 3. Soit C le
sous-groupe de G adhérence schématique de ker ag 1 _wa(c). Le groupe C(Ox) est alors un
sous-espace totalement isotrope maximal de G(O ).

COROLLAIRE 2. — Supposonsp # 2. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1,
de hauteur h et de dimension d vérifiant 0 < d < h. Supposons vérifiée I'inégalité Ha(G) < %
sip # 3etHa(G) < & sip = 3. Alors, si X € v(K*) vérifie % <A < 2 (1-Ha(Q)), les
groupes Gg et (GP)\g sont de hauteur d et h — d. De plus GAg(Ok) = (GP)rs(Ok)*L. En
particulier, si G est muni d’'un isomorphisme )\ : G = GP tel que \P = e\ pour un e € 7.%,
alors Grg(Ox) est un sous-espace totalement isotrope maximal de G(Ox) relativement a
laccouplement défini par .

7. Une borne effective pour la filtration des points de p™-torsion

Dans cette section on suppose que K est algébriquement clos, ce qui est suffisant pour nos
besoins.

7.1. Un critére de liberté

Le lemme qui suit ne pose pas de probléme.

LEMME 10. — Soient n > 1 et d > 1 des nombres entiers. Soit M un Z/p"Z-module de
longueur nd. Alors, pour tout entier k vérifiant 1 < k < n on a long(p*M) < (n — k)d. De

plus, M est libre si et seulement si les inégalités précédentes sont des égalités pour tout k
vérifiant 1 < k < n.

PROPOSITION 12. — Soit n > 1 un entier. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon n et de dimension d sur Q. Soit C un sous-groupe plat fini de G de hauteur nd.
Supposons que

deg(C) > nd — 1.
Le Z/p"Z-module C(Ox) est alors libre de rang d.

Démonstration. — Soit k un entier vérifiant 1 < k£ < n. Notons E ’adhérence schéma-

tique dans G de C (0 )[p*] et F celle de p*C (D). 1l y a une suite de groupes plats finis

0 E-—C X F 0

telle que E soit un sous-groupe fermé de C' et la suite devienne exacte en fibre générique.
D’apres le corollaire 3 de [16], cela implique I'inégalité

deg(C) < deg(E) + deg(F).

Puisque E est un sous-groupe de G[p*], deg(E) < deg(G[p*]) = kd. On a de plus
deg(F) < ht(F) ([16] corollaire 2). On a donc

nd — 1 < deg(C) < kd + ht(F).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



948 L. FARGUES

On obtient donc

ht(F) > (n—k)d—1
et donc d’apres le lemme 10, ht(F) = (n — k)d. Cela étant vrai pour tout k, d’apreés le
lemme 10 C (@) est un module libre. O
7.2. Sur Papplication de Hodge-Tate des groupes de Barsotti-Tate tronqués

Dans cette section nous étendons les résultats de la section 6.4 qui concernaient les
groupes de Barsotti-Tate tronqués d’échelon 1 a ceux d’échelon quelconque.

PROPOSITION 13. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n sur ©y. Pour
€ € v(K*) vérifiant 0 < e < 1 — p%l, ker ag, n—. est engendré par moins de d éléments. En

d
d’autres termes, ker oG n—e =~ @ Z/p*Z pour des entiers (a;)1<i<q vérifiant 0 < a; < n.
i=1 ==
Démonstration. — Notons h la hauteur de G et d sa dimension. Apres choix d’une base
de wgp, la suite exacte

0 — wgppp — wgp — wgpr-110 — 0,

déduite de la suite exacte 0 — G[p] — G =2 G[p"~1] — 0, s’identifie a la suite
0— (p" 'Ok /p"Ok)"™* — (O /p"Ok)"™* — (Ok /p" ' Ok)"™* — 0.

On en déduit que le morphisme wgpp — wep induit une injection WP 1—c = WGP e
Celle-ci s’inscrit dans un diagramme commutatif

Glpl(Ox)—— G(Ok)

O‘G[p],l—et LQG,n—e

WGP 1- = wgp

Soient V' = Im(agn—c) et V! = Im(agpy1—e) C V. Puisque G[p](Ok) = p"'G(Pk),
V' = p"~'V. D’aprés la proposition 9, dimg, V/ > h — d. On en déduit donc que
dimp, p" YV > h—d.

SiVe~ Z,/p%7Z pour des entiers (b;); vérifiant 1 < b; < n, on a donc que |{i |b; = n}| > h —d.
i=1

De cela on déduit 'existence d’une décomposition V = M; @& My, ou M; est un Z/p™Z-mo-
dule libre de rang h — d. Le morphisme surjectif de Z/p™Z-modules libres

G(Ox) 2Sn—, v P,
posséde alors une section qui fournit un isomorphisme
G(Ok) ~ M ® N,
via lequel, le morphisme

M1®N§G(@K)E>V:M1®M2

Idy, 0
* * ’

a une matrice de la forme
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On en déduit que I'application composée
ker(agn_c) — G(Ox) ~ My & N 22, N

est injective. Pour conclure, il suffit donc de montrer que N est engendré par d éléments. Or
Iisomorphisme G(0k) ~ M; ® N induit un isomorphisme G(0k)/pG(0k) ~ My /pM; & N/pN
ou dimg, (G(Pk)/pG(0k)) = h et dimp,(M:/pM;) = h — d. On en déduit que
dimg, (N/pN) = d et donc N est engendré par d éléments. O

7.3. Sur la filtration de Harder-Narasimhan d’un groupe de Barsotti-Tate tronqué

PROPOSITION 14. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n, de dimension
d et de hauteur h sur O . Supposons qu'il existe un sous-groupe plat fini C de G tel que

1
Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
1. Sie=deg(G/C), C(Ok) = ker(agn—e) qui est un Z/p™Z-module libre de rang d.
2. SiC' est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G vérifiant ht(C") < nd alors
C'ccC.
3. Si C" est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G vérifiant ht(C") > nd
alors C C C".

Démonstration. — Commengons par le point (1). Puisque ht(C) = deg(G), deg(G/C) =
deg(wep). On en déduit que le sous-module wep de wgp est annulé par mg . L’application
composée wop — wgp — wep . est done nulle. Il en résulte que C(Ok) C ker(ag n—c).
Les propositions 13 et 12 permettent alors de conclure quant au point (1).

Considérons maintenant le point (2). Puisque les pentes du polygone de Harder-
Narasimhan de G sont comprises entre 0 et 1, la fonction
[Oa nd] - R-‘r
z — = — HN(G)(z)
est décroissante. On a donc I'inégalité
deg(wep) = ht(C") — deg(C’) = ht(C’) — HN(G)(ht(C"))
< ht(C) — HN(G) (ht(C))
— deg(G) — HN(G)(B¢(C))
< deg(G/C).
On en déduit comme dans le point (1) que C'(fk ) C ker(ag,n—.) = C(Ok)etdoncC’ C C.

Le point (3) résulte du point (2) appliqué a GP. En effet, si D c GP désigne le sous-
groupe plat fini tel que D(0x) = C (D)~ via I'accouplement parfait G(Ox) x GP (Of) —
Qp/Zy(1), on a deg(GP /D) = deg(G/C). On peut alors appliquer le corollaire 8 de la
section 5.1 de [16] pour conclure. O
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PROPOSITION 15. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n et de dimension
d sur Ok. Supposons qu’il existe un sous-groupe C de G tel que ht(C) = nd et deg(G/C) < %
Alors, C est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G. De plus, C(O) est un
7./p™ Z-module libre de rang d et 'adhérence schématique de C(Ox)* dans GP est un cran de
la filtration de Harder-Narasimhan de GP.

Démonstration. — On vérifie sur la figure 1 que la condition implique bien que le polygone
de Harder-Narasimhan de G a un point de rupture en I’abscisse nd. D’aprées le point (2)
de la proposition 14, ce cran coincide avec le groupe C. La proposition 12 permet alors de
conclure quant a I’assertion de liberté. Enfin les résultats de la section 5.1 de [16] montrent
la compatibilité a la dualité. O

MU e
deg(C) e e

nd—1 [ .

| | |
\ \ i =

nd—1 nd nd+1 nh

FI1GURE 1. Une condition suffisante pour que HN(G) ait un point de rupture en
I’abscisse d.

REMARQUE 5. — Dans la section 4.12 de [10] on réindexe la filtration de Harder-
Narasimhan de G en une filtration décroisslante (Gin)o< AL La proposition précédente

peut se reformuler en disant que le cran Gy est tel que Gin(Ok) soit libre de rang d
sur Z/p"Z.

7.4. Variation de l'invariant de Hodge sous I’isogénie canonique

THEOREME 5. — Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 2 sur O . Supposons
que Ha(G) < p—il. Soit C le sous-groupe canonique de G[p) construit dans le théoréme 4. Le
groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, p~1C/C, vérifie

Ha(p~'C/C) = pHa(G).
De plus, si zﬁ < Ha(G) < 3, dlors
Ha(p~'C/C) > 1 — Ha(G).
Démonstration. — Soient S un schéma annulé par p et H un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon 2 sur S. Soit F' le morphisme de Frobenius de H. Le groupe plat fini
E = plker F/ker F est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 et il y a un

isomorphisme
F:E = Gp|®.
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Celui-ci induit un isomorphisme wg — wg’ ) et donc

det(wg) — det(wg)®?.
On vérifie aussitot que via cette identification on a
Ha(E) = Ha(G)®”.

Notons maintenant w = Ha(G). D’apreés le point (3) du théoréme 4 la réduction sur Ok 1,
de C coincide avec le noyau du Frobenius de G. On a donc

inf{pw,1 — w} = inf{Ha(p~'C/C),1 — w}.

Le résultat annoncé se déduit de cette égalité. O
Comme conséquence des théorémes 4 et 5 on obtient le corollaire qui suit.

COROLLAIRE 3. — Supposons p # 2, 3. Soit H un groupe p-divisible non-ordinaire sur Og.
1l existe alors un groupe p-divisible H' sur O isogéne a H et tel que

1
Ha(H’) Z 5

REMARQUE 6. — Dans cette section nous supposons K algébriquement clos. Notons
néanmoins que si ce n’est pas le cas, le corollaire précédent reste valable ; le groupe p-divisible H'
peut étre pris défini sur Og.

7.5. Le théoréme final

THEOREME 6. — Supposons p # 2. Soient 0 < d < h des entiers. Soit G un groupe de
Barsotti-Tate tronqué d’échelon n, de hauteur h et de dimension d sur O tel que

1

Ha(G) < 22)717_1,

sip # 3 et Ha(G) < 5= sip = 3.

1. La filtration de Harder-Narasimhan de G posséde alors un cran C tel que C (D) soit
un Z/p"Z-module libre de rang d.

2. La formule suivante est vérifiée : deg(G/C) = p:__ll Ha(G).

3. Sipour 1 < k < n si l'on note Cy 'adhérence schématique de C(Ox)[p*] dans G, Cy,
est le cran de hauteur kd de la filtration de Harder-Narasimhan de G[p"].

4. Pour 1 < k < n considérons p~"=*)Cy,/Cy, un groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelonn — k. Alors Ha(p~ (=% C}, /Cy) = p*HaG et C/Cy, est le cran de la filtration
de Harder-Narasimhan de p~ =% Cy /Cy, de hauteur (n — k)d.

5. Lafiltration de Harder-Narasimhan de GP posséde également un cran dont les O i -points
Sforment un Z,/p"Z-module libre de rang (h — d) et ce cran est égal a I'orthogonal du
précédent via l'accouplement parfait G(Ox) x GP(0x) — Z/p"Z(1).

6. Pour 1 < k < n le sous-groupe Cy @ O 1_pr-11a(c) de G @ Ok 1_pr-11a(q) coincide
avec le noyau du k-ieme itéré de Frobenius.

7. Le groupe C(Og) coincide avec le noyau de [lapplication de Hodge-Tate

aG,n— 717::11 Ha(G)"
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Démonstration. — On suppose p # 2, le cas p = 3 étant laissé au lecteur. On procede
par récurrence sur n, le cas n = 1 étant une conséquence du théoréme 4. Supposons donc
I’hypothese vérifiée pour les groupes d’échelon n—1 avecn > 2. Soit G un groupe d’échelon n
vérifiant les hypothéses de I’énoncé. Le groupe G[p] satisfait en particulier aux hypothéses
du théoréme 4 et de la proposition 15. Soit donc D C GJp] le sous-groupe fourni par le
théoréme 4. Le groupe plat fini p~1 D/ D est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1,
de hauteur h et de dimension d. Puisque n > 2, G[p?] satisfait aux hypothéses du théoréme 5
qui donne donc I’égalité

Ha(p~'D/D) = pHa(G).
On peut donc appliquer I'hypothése de récurrence au groupe de Barsotti-Tate tronqué
d’échelon n — 1, p~ (=1 C/C. Soit donc C tel que D ¢ C < p~ =YD et C/D soit
le sous-groupe donné par ’hypothése de récurrence. D’apres le point (1) du théoréme 4,
deg(G[p]/D) = Ha(G). On a ’égalité

deg(G/C) = deg(G/p~ "~V D) + deg(p~ """ D/C)

pn—l -1
= deg(G/p~ "V D) + =———pHa(QG).

p—1
Or, il y a un isomorphisme

xp"t:G/p~""YD = Glp]/D.

On obtient donc deg(G/C) = p::f Ha(G), c’est-a-dire le point (2) de I’énoncé au cran n.
La difficulté réside maintenant a montrer que C est un cran de la filtration de Harder-
Narasimhan de G. En effet, on aimerait appliquer la proposition 15 mais malheureusement

p:__ll X gmi=r West pas strictement plus petit que 3. Néanmoins on vérifie que
1 -1 1
x P <1-
2pn—1 - p—1 p—1

et donc d’aprés la proposition 14 il suffit de montrer que le polygone de Harder-Narasimhan
de G posséde un point de rupture en I’abscisse nd. Notons & = HN(G) ce polygone. Il suffit
de montrer que, pour des entiers 4, j vérifiant 0 < i < nd < j < mh et tels que ¢ et j soient
des abscisses de points de rupture de &, I'inégalité suivante est vérifiée :

p"—1
p—1

d—i j —nd

(6) P2 90y + L2293 < nd —
j—1 j—1

Commengons par vérifier que c’est le cas si ¢ < nd — 2. Rappelons que si 0 < x < nd alors

P(x) < z et pour tout z, P(z) < nh. De cela et de I'inégalité i < nd — 2 on déduit en

raisonnant sur un dessin analogue a la figure 1 que

Ha(G).

M=ty + L2 gy < nd - 2
j—i 3

j—i
Or,on a
1 v —
=l 2
2pn—1 7 p—1 3
Cela fournit I'inégalité (6) lorsque ¢ < nd — 2. On vérifie de la méme fagon cette inégalité
lorsque j > nd + 2.
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Reste donclecasou ¢ = nd — 1let j = nd + 1. Notons w = Ha(G). Soit donc A un
sous-groupe de G de hauteur nd — 1 tel que A soit un cran de la filtration de Harder-
Narasimhan de G. D’aprés la proposition 14, A C C. Puisque C(0k) ~ (Z/p"7Z)?,
AOk) =~ (Z/p"Z)* 1 @ (Z/p"~'7Z). Notons A[p"~'] I'adhérence schématique de
A(Ok)[p™ '] et p" 1A celle de p"~1A(Ok). D’apreés le corollaire 3 de [16], la suite
0— Afp" 1] - A — p"~ 1A — 0, exacte en fibre générique, fournit I'inégalité

deg(A) < deg(A[p"~"]) + deg(p" ' A).

On a de plus A[p"~1']=C,_1, le sous-groupe canonique de niveau n—1, et
ht(p"1A) =d — 1. Lhypothése de récurrence au cran n—1 nous donne donc
deg(A[p"~]) = (n — 1)d — 2" =1y De cela on déduit que

p—1

n—1 _ 1
deg(A) <nd—1-— LA
p—1
Maintenant si B est un sous-groupe plat fini de G qui est un cran de sa filtration de Harder-
Narasimhan de hauteur nd + 1, par application du raisonnement précédent a G (qui
satisfait aux méme hypotheéses que G) et du corollaire 8 de [16], on obtient
n—1 __ 1
deg(B) < nd — LA—
p—1
Plus précisément, (G/B)P est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G de
hauteur n(h — d) — 1 et de degré n(h — d) — (nd + 1) + deg B. Le groupe de Barsotti-Tate
tronqué GP est de hauteur h et de dimension h — d et vérifie Ha(G) = Ha(GP). On a donc
par application du raisonnement précédent a G et B,

pnfl -1

deg(G/B)P <n(h—d) -1 - o1

w,

inégalité de laquelle on déduit celle annoncée pour deg(B).

11 suffit maintenant de vérifier que si w = Ha(G), alors

1 nl 1 1 | "—1
f(nd—l—piw)—i—f(nd—piw)<nd—p w
2 p—1 2 p—1 p—1
ou encore que
n_ ] n—1 __ 1 1
(p P )w <z
p—1 p—1 2
ce qui résulte de I’hypothése faite sur w.
Les autres points de I’énoncé s’obtiennent aisément (il faut bien stir invoquer le théoréme 5
pour le point (6)). O

7.6. Isogénies anticanoniques

PROPOSITION 16. — Soit H un groupe p-divisible sur Ok tel que Ha(H) < 2’;;_22. 1l
existe alors un groupe p-divisible H' sur Ok vérifiant Ha(H') = %Ha(H) et H= H'/C' ou
C' C H'[p] est le sous-groupe canonique déduit du théoréme 4, c’est-a-dire le cran de hauteur

dim H de la filtration de Harder-Narasimhan de H [p).
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Démonstration. — Puisque Ha(H) < 3 le théoréme 4 s’applique. Soit donc C C H|p]
le sous-groupe fourni par ce théoréme. Soit D C HIp] un sous-groupe plat fini tel que
Hpl(Ok) = C(Ok) ® D(Ok) (rappelons que ’on suppose que K est algébriquement clos,
il existe donc toujours un tel D). Posons H' = H/D et C' = H[p|/D. Il y a un morphisme
naturel C — C’ qui est un isomorphisme en fibre générique. Cela induit un diagramme
commutatif

C(Ox) — C'(Oxk)

ac l Lac/

Wop — WgrD.

Posons w = Ha(G). On a C(0k) = ker agp)1—w (cf. théoréme 4). On en déduit donc que

acr1—w = 0. D’apres le théoréme 3, cela implique que m 1 gyworr = 0. On en déduit
—

que le morphisme

wC’D,lfpljfw - wH’[p}D,lfpljfw

est nul. D’apreés la proposition | cela implique que C’ ® Oy 1- 1w coincide avec le noyau
-5t

du morphisme de Frobenius de H'[p] ® O 1- 1, Comme dans la démonstration du

=
théoréme 5, on en déduit que

1 1
inf{Ha(H'/C"),1 — —— — w} = inf{pHa(H'),1 — —— — w}.
N———— p— 1 p— 1
L'inégalit¢t w < 1 — ﬁ — w implique donc que pHa(H') = w. O

8. Application aux familles et aux espaces de modules

8.1. Le théoréme général pour les familles

THEOREME 7. — Supposons p # 2. Soit F|Q,, une extension valuée compléte de valuation
discréte. Soit X un Spf(Or)-schéma formel topologiquement de type fini sans p-torsion et
réduit. Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n, de hauteur h et de dimension d

telle que 0 < d < h. Posons
1

zpnfl

sip#3eten, =57 sip=3. Soit U= X8 (€,) le voisinage tubulaire du lieu ordinaire ot

€En =

Uinvariant de Hasse est strictement plus petit que €. Il existe alors un unique sous-groupe
étale fini Fil G™' du groupe étale fini G"8|y; tel que :
— Fil G™® est localement isomorphe pour la topologie étale au groupe constant (Z,/p™7)°.
— En tout point de U, la fibre de Fil G*® est un cran de la filtration de Harder-Narasimhan
de la fibre de G.

La filtration précédente de G*& est invariante sous End(G). Si de plus G est muni d’un
isomorphisme X : G = GP vérifiant \P = eX pour un € € 7.5 alors Fil G*¢ est totalement
isotrope de rang maximal relativement a l'accouplement G*'& x G*'® — Z/p"7Z(1) défini
par \.

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme 6 et du théoréme 4 de [16]. O
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8.2. Application a certaines variétés de Shimura de type PEL

8.2.1. — Soit (G, X) une donnée de Shimura de type PEL ([11], [29]). On note Q la cloture
algébrique de Q dans C. Notons E le corps reflex associé, un corps de nombres dans Q. A une
telle donnée est associée une tour de variétés de Shimura quasi-projectives lisses sur £ munie
d’une action de G(Ay)

(Shi)kcaay)

ou K parcourt des sous-groupes compacts ouverts « suffisamment petits» dans G(Ay). 1y
a de plus une uniformisation complexe

She(C)= [ G@\(X xG(Af)/K),

ker!' (Q,G)

ol I’ensemble fini ker! (Q, G) paramétre 'obstruction au principe de Hasse pour G.

Soit maintenant p un nombre premier tel que le groupe réductif G, soit non ramifi€.
On fixe une cloture algébrique Q,, de Q, ainsi qu’un plongement v : Q — Q, qui déter-
mine un complété p-adique E, de E. Soit € un sous-groupe compact maximal hyperspécial
dans G(Q,). I y a alors une tour modulaire de Spec(@g, )-schémas quasi projectifs lisses
munie d’une action de G (A?) (cf. [29])

(SKP)KPCG(A‘;)

qui forme un mod¢le entier de la tour précédente en niveau € en p. En d’autres termes, la
tour précédente est munie d’un isomorphisme G (Afc)-équivariant

(Skr ®pp, EV)KPCG(A?) — (Shexr @5 By) 4y -

Notons
Sicr = (Sk»)"

I’espace analytique rigide fibre générique du complété p-adique de Skr. C’est un ouvert
admissible quasicompact Hegke-invariant dans I'espace rigide Shy%,. I s’agit du «lieu de
bonne réduction » dans Shy%,, par exemple si nos variétés de Shimura sont des courbes
modulaires, il y a un morphisme j-invariant Shg, x» LAlety K, xe = (778) 71 (B(0,1)).
Pour un sous-groupe ouvert K,, C €, via le morphisme d’oubli du niveau Sh?{i Kr — Shghs,
cela définit par image réciproque en niveau K, un espace rigide quasicompact Ky K- Ilya
donc une tour G(Ay)-équivariante d’espaces rigides

(%KI,KP)KPCe:’KP'

8.2.2. — On suppose maintenant pour simplifier que le groupe G est un groupe de simili-
tudes unitaires ou bien symplectiques (les cas (A) et (C) de [29]). Décomposons le groupe
dérivé G?Q‘Zr en facteurs simples,
G, = 11 G
iel
Dans le cas (A) les groupes Gdj , sont soit des restrictions des scalaires de groupes spéciaux
linéaires soit des groupes spéciaux unitaires p-adiques. Dans le cas (C) ce sont des restrictions
des scalaires de groupes symplectiques p-adiques. Soit A le schéma abélien universel sur Sk »
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muni de sa polarisation principale en p. A la décomposition précédente est associée une
décomposition du groupe p-divisible polarisé

Ay~ - D H,

i€l
ou:

— Dans le cas (A) si Gdff’i est un groupe spécial linéaire alors H; = #; & I iD muni
de la polarisation tautologique, J¢; étant un groupe p-divisible muni d’une action de
I’anneau des entiers d’une extension non ramifiée de Q.

— Dansle cas (A) si G%‘;ﬁ ; est un groupe unitaire H; est un groupe p-divisible principale-
ment polarisé, muni d’une action de ’anneau des entiers d’une extension non ramifiée
de Q, équipée d’une involution non triviale, de telle maniere que I'involution de Rosati
induite par la polarisation soit compatible a cette involution du corps p-adique.

— Dans le cas (C) H; est un groupe p-divisible principalement polarisé muni d’une action
de 'anneau des entiers d’une extension non ramifiée de QQ,, de telle manicre que
I'involution de Rosati agisse trivialement sur ce corps p-adique.

Fixons uni € I et soit H le groupe p-divisible associé, H = H; dans le cas (A) unitaire ou
le cas (C) et H = J¢; dans le cas (A) linéaire. Soit i : G, — G@ un cocaractere de Hodge de
la forme p,, pour un z € X. Via le plongement v il définit un cocaractére de Hodge p-adique

b, G,, — G@p bien défini a G(Q,)-conjugaison pres. Soit p; : Gp, — G@p’m d
la projection de ce cocaractére sur le groupe adjoint de G@p’i, un cocaractére minuscule.
Kottwitz a défini et étudié dans [28] un ensemble fini B(Gq,,ad,s, 1s) (on triche légérement ici
car en fait il ne faut pas prendre le groupe G, ; mais un certain groupe réductif de groupe
dérivé Gg,,; et un certain relévement de p; dans ce groupe) qui paramétre les différents
polygones de Newton possibles pour la réduction modulo p du groupe p-divisible muni de
ses structures additionnelles H. Il y a toujours un polygone minimal dans cet ensemble qui
définit un ouvert de la fibre spéciale de Sk» appelé lieu u-ordinaire. D’apres [39] ce lieu est
Zariski dense dans la fibre spéciale. Ce lieu ne coincide par toujours avec le lieu d’ordinarité
de H qui peut étre vide (s’il est non vide les deux coincident bien siir). Nous allons maintenant
faire ’hypothese suivante :

Hypothese : Le lieu p-ordinaire de H correspond au lieu ordinaire au sens de la définition 1.

Cette hypothése est toujours vérifiée dans le cas (C). C’est par exemple le cas des variétés
de Siegel ou bien des variétés modulaires de Hilbert. On vérifie en général que cette hypothése
est vérifiée si et seulement si la classe de conjugaison de p; est définie sur Q, ([39] 1.6.3).

8.2.3. — Soit & un modéle entier réductif de G tel que € = &(Z,). A I'indice i € I
précédent et au polygone de Newton ordinaire est associé un sous-groupe parabolique de &.
On peut lui associer une famille décroissante de sous-groupes de congruence (p)n>0 du
groupe compact hyperspécial € ou Py = €. Le groupe P est un sous-groupe parahorique
etpourn > 1

PBrn = {9 € 6(Z,) | gmod p™ € P(Z/p"Z)} .
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EXEMPLE 2. — Soit GSp,, le groupe de similitudes symplectiques associé a la matrice
(Iog _019 ) Considérons le cas ou G = {r € Resp/qGSpy, | det(z) € Q*} pour un corps
totalement réel F. Le cas F' = Q est celui des variétés de Siegel. Quant au cas g = 1 il s’agit
de celui des variétés modulaires de Hilbert. On a alors

Go, = {(#)u € [ Resr, /0, Gspa, | Vo1, v, det(z,,) = det(a,) € Q5 }.
v|p
Le groupe p-divisible A[p™] se scinde en A[p™] = @& H,, ou H, est muni d’une action de O, et
vlp
d’une polarisation principale compatible a I'action de Op,. On a de plus ht H, = 2[F, : Q,]g
et dim H, = [F, : Q,lg. Fixons vy|p. Alors
€ = {(z0)0 € [ GSPsy(OF,) | Yv1,v2, det(wy,) = det(zy,) € Z)},

vlp
PBn = {(:Uv)v €| my, = (; I) modpn},

les blocs précédents étant de taille g X g.

Considérons la tour G(A")-équivariante d’espaces rigides (Jy g )n>0,x7. Afin dalléger
les notations oublions I'indice K? dans les notations précédentes. Pourn > k > 0,1l y a une

correspondance de Hecke
(Jmn
‘ﬂ'ly Y Jk
93‘13 k J‘Bk

OU 71, €st le morphisme d’oubli du niveau. Au niveau de la variété algébrique Shy x»
le morphisme 3, 1, envoie le couple (A4, C), ou A est une variété abélienne avec structures
additionnelles et C' C H|[p"] un sous-groupe satisfaisant certaines propriétés, sur le couple

(A4/Clp"~*],C/Clp"")).

THEOREME 8. — Posons, pourn > 1, €, = W%' Pour 'k >0, € > 0, on note (dm)ord(é)
le tube du lieu ordinaire dans dgpk ou l'invariant de Hasse est strictement plus petit que €.

1. Il'y a alors pour tout n > 1 une section sy,

(‘Jmn )ord (én)

Wl,n,OJ/ > Sn

Pora(én)

étendant la section canonique sur le lieu ordinaire.
2. Posons U, = ma100 81 : Joq(3) —  lopérateur « quotient par le sous-groupe
canonique ». En restriction au tube (-

ﬁ) on a l'égalité suivante de fonctions a
valeurs dans [0, 1],
Ha o U, = pHa.
-2

—5y le morphisme induit U, : Bora(€) = Jopa(pe) est étale fini et

P
3. Lorsque € < 20op

surjectif.
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4. On a les relations de compatibilité suivantes

TLnk © Sn = Sk|d, q(n)

Sk ©T2,n—k,0 © (sn—k)Mord(én) = T2.n,k © Sn-

Démonstration. — Le point (1) résulte du théoréme 7. Le point (2) est une conséquence
du théoréme 5. Le point (4) est contenu dans le théoréme 6. Pour le point (3), il est clair que
le morphisme Up, : J,.4(€) — J,.4(Pe) est étale. D’apres la proposition 16, il est surjectif. I
reste donc a voir qu’il est fini. Notons V' = 7y, %70(<Jord (pe)) un ouvert admissible de Jgs . Soit
D c Hlp] ’{}g le sous-groupe étale fini sur V donné par la structure de niveau. Puisque pe < 1,
il y a un sous-groupe canonique d’échelon 1 sur H ‘r}g /D.SoitdoncD Cc C C H [p2]§}g ouC
est le groupe étale fini tel que C'/ D soit le sous-groupe canonique. Soit U C V I'ouvert/fermé
de V ouC = Dl[p] et pD = C (par ouvert/fermé on entend que ’on a un recouvrement
admissible de la forme V' = U [[U’). L'image de s1 : ,,4(€) — g, est contenue dans V

car le sous-groupe canonique d’échelon 2 sur J_ 4 (€) est localement libre sur Z/p*Z. O

9. Perspectives

9.1. Optimalité

Soit H un groupe formel p-divisible de dimension 1 et de hauteur 2 sur O (le groupe
formel associé a une courbe elliptique a réduction supersinguliére). On vérifie facilement les
assertions suivantes :

(H[p]As)r>0 admet un cran de hauteur 1 <= Ha(H) > P

p+1

1
(H[P]ﬁN)Ae[o,U admet un cran de hauteur 1 <= Ha(H) > 3

D’aprés la section 6 de [16], lorsque Ha(H) > 3 les crans de la filtration de Harder-
Narasimhan et d’Abbes-Saito de H [p] coincident. De ces calculs on déduit que le théoréme 6
est optimal pour la filtration de Harder-Narasimhan mais que le théoréme 4 ne I’est pas pour
la filtration d’Abbes-Saito. Cependant, on va voir que cela n’est pas si important.

Supposons que Ha(H) > p%. Soit C le cran de hauteur 1 de la filtration d’Abbes-Saito
et H = H/C, alors

Ha(H') = pHa(H) siHa(H) > 35
Ha(H') € [27,1] siHa(H) = 3

Ha(H') =1 —Ha(H) sip% > Ha(H) >

P

p+1°

En particulier, la borne du théoréme 5 est optimale. De plus, on déduit de cela que lorsque
1 > Ha(H) > o7 alors Ha(H') > Ha(H) et donc, dans la zone ou il y a un sous-groupe
canonique au sens d’Abbes-Saito mais pas au sens de la filtration d’Harder-Narasimhan,
I'isogénie canonique fait grandir I'invariant de Hasse, ce qui n’était pas le but du jeu.
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9.2. Un meilleur invariant que celui de Hasse ?

Replagons-nous dans le cadre de la section 8.2 et considérons pour simplifier uniquement
le cas des variétés de Siegel. La variété de Siegel analytique rigide en niveau parahorique g,
admet un modéle entier modulaire qui est le suivant. On considére les couples (A4, C), ou A
est une variété abélienne principalement polarisée (munie d’une structure de niveau hors p
que I’on oublie dans les notations) et C C A[p] est un sous-groupe fini localement libre de
hauteur g isotrope vis-a-vis de la polarisation. Notons Sy, le Spec(Z,,)-schéma représentant
cet espace de modules. On a alors, ga”% = §;g1 11y a de plus une correspondance de Hecke

ou S désigne la variété de Siegel sans niveau en p. Par définition, ¢; envoie le couple (A4, C)
sur A et ¢y 'envoie sur A/C. Avec les notations de la section 8.2 on a donc ¢}® = 7 1
et c;ig = ma,1,0. 51 A désigne la variété abélienne universelle sur .S posons ¥ := det(wa4),
un fibré automorphe sur les variétés de Siegel. L’invariant de Hasse est alors donné par la
valuation d’une section de #®®~Y modulo p. Sur S, 81 f: A — A/C désigne I'isogénie
universelle celle-ci fournit un morphisme f* : wq,c — wa qui est un isomorphisme en
fibre générique. Passant au déterminant, cela nous donne une section

oc € F(S‘ﬁucif@ c;fil)

qui définit un diviseur de Cartier sur Sy, (il s’agit du diviseur associé a C' au sens de la
section 2 de [16]). La valuation de ce diviseur définit une fonction

d: dml - [079]'

Le point (1) du théoréme 4 se retraduit sous la forme de la proposition suivante.

PRrROPOSITION 17. — Soit s7 : Ly, la section canonique. On a alors une égalité
ord\ 2 B
de fonctions

Ha =g—34§0s.

|Sora ()

Il semble a I'auteur de cet article que la fonction § est plus facilement manipulable que
I'invariant de Hasse.
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