ISSN 0012-9593

quatriéme série - tome 45 Jascicule 5 septembre-octobre 2012

ANNALES

SCIENTIFIQUES
de

I/ ECOLE
NORMALE
SUPERIEURE

Wen-Wei LI

La formule des traces pour les revétements de
groupes réductifs connexes. LL. Analyse harmonique locale

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



Ann. Scient. Ec. Norm. Sup.
4 série, t. 45,2012, p. 787 a 859

LA FORMULE DES TRACES
POUR LES REVETEMENTS
DE GROUPES REDUCTIFS CONNEXES.
II. ANALYSE HARMONIQUE LOCALE

PAR WEN-WEI LI

RESUME. — On établit des résultats de I’analyse harmonique locale nécessaires pour la formule
des traces invariante d’Arthur pour les revétements de groupes réductifs connexes. Plus précisément,
on démontre pour les revétements locaux (1) la formule de Plancherel et des préparatifs reliés, (2) la
normalisation des opérateurs d’entrelacement soumise aux conditions d’Arthur, (3) le comportement
local de caractéres de représentations admissibles dans le cas non archimédien, et (4) la partie spécifique
de la formule des traces locale invariante. Comme un sous-produit de la démonstration de la formule
des traces locale invariante, on obtient aussi la densité de caractéres tempérés pour les revétements.

ABSTRACT. — We establish some results in local harmonic analysis which are necessary for Arthur’s
invariant trace formula for coverings of connected reductive groups. More precisely, for local cover-
ings we will study (1) the Plancherel formula and its preparations, (2) the normalization of intertwin-
ing operators subject to Arthur’s conditions, (3) the local behavior of characters of admissible repre-
sentations in the nonarchimedean case, and (4) the genuine part of the invariant local trace formula.
As a byproduct of the invariant local trace formula, we deduce the density of tempered characters for
coverings.

1. Introduction

Cet article fait suite a [31] qui vise a établir une formule des traces invariante a la Arthur
[6] pour une grande classe de revétements des groupes réductifs connexes. Afin d’arriver a la
formule des traces invariante, Arthur a besoin des résultats profonds d’analyse harmonique
locale. Tandis qu’ils sont admis par certains mathématiciens, il s’avére que les modifications
nécessaires ne sont pas toujours triviales. Notre objet est donc d’établir, ou plutot de justifier,
de tels résultats. Plus précisément, nous visons a établir

— la formule de Plancherel [36];

— la normalisation des opérateurs d’entrelacement [8], avec formules explicites dans le
cas archimédien ;

— la régularité et le développement local de caractéres dans le cas non archimédien [25];
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788 W.-W. LI

— le théoréme de Paley-Wiener invariant pour les fonctions de Schwartz-Harish-
Chandra [12], qui est un ingrédient crucial pour mettre la formule des traces locale en
une forme invariante ;

— la formule des traces locale invariante [9];

— le théoréme a la Kazhdan de la densité de caractéres tempérés dans le cas non archi-
médien [26].

Le Graal de cet article est la formule des traces locale invariante sous la forme présentée
dans [14, Proposition 6.1] :

Tael$) = 3 IWRWE | (ayimAniao [ Iy (v, f) dv
Me (M) TG —regen (M (F))bon

pour tout f € G--(G x G), o

— 6--(GxQ) estla «composante anti-spécifique » de I’espace des fonctions de Schwartz-
Harish-Chandra sur G x G ;

— Ijisc(+) est la «partie discréte » du coté spectral spécifique de la formule des traces locale
non invariante ;

— I;(v,-) est la distribution invariante fabriquée des intégrales orbitales pondérées et
des caractéres pondérés. C’est I'intégrale orbitale usuelle lorsque M = G. Cette
distribution est reliée aux distributions apparaissant dans la formule des traces globale
par une formule de scindage (le lemme 5.8.4).

Voir §5 pour les détails. Il peut paraitre curieux car la formule des traces locale n’est pas un
ingrédient dans la preuve originelle d’Arthur de la formule des traces globale. Néanmoins,
Arthur fait usage d’un argument global pour compléter son argument de récurrence (voir [6,
§5]), ce qui est problématique sur les revétements car il faudrait une propriété d’approxima-
tion faible des bons ¢éléments. Un cas particulier du résultat d’Arthur est la densité de carac-
teres tempérés due a Kazhdan [26] qui est indispensable dans toute application de la formule
des traces. Donc il faut les établir a tout prix. Ici la formule des traces locale en fournit une
approche contournée mais purement locale, cf. [10, Corollary 5.3]. D’ailleurs, la formule des
traces locale interviendra dans toute étude séricuse d’analyse harmonique locale, e.g. 1a théo-
rie de représentations tempérées elliptiques ; elle est également utilisée dans le travail de Mezo
[33, §3] sur la correspondance métaplectique.

Vu les travaux de Harish-Chandra, il est tentant de penser que les théories archimédiennes
s’adaptent aux revétements sans peine. Bien au contraire ! Par exemple, le théoréme de Paley-
Wiener invariant pour les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra fait 'usage de la théorie
de K-types minimaux de Vogan, notamment la multiplicité 1, ce qui dépend des hypothéses
d’algébricité ou de connexité du groupe de Lie en question.

C’est inévitable d’admettre les généralisations aux revétements de certains résultats stan-
dard d’analyse harmonique dans cet article, a savoir :

— la théorie de décomposition de Bernstein, notamment le lemme géométrique [16];

— la classification des représentations tempérées en termes des représentations de carré
intégrable modulo le centre dans le cas non archimédien [36];

— laclassification de Langlands des représentations admissibles dans le cas non archimé-
dien [30];
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LA FORMULE DES TRACES II 789

— la théorie de R-groupes, cf. [34].
On donnera des justifications pour le lemme géométrique en 2.2.

Organisation de cet article. — Dans le §2, nous recueillons des définitions de base pour I’ana-
lyse harmonique locale non archimédienne pour les revétements et nous établissons la théorie
de Harish-Chandra pour les revétements : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra, représen-
tations tempérées, opérateurs d’entrelacement, fonction c et p, la formule de Plancherel. Les
preuves sont plus ou moins identiques au cas des groupes réductifs connexes et nous adop-
tons les notations de [36] ; le but de cette section est plutdt de fixer les notations et les choix
de mesures. Une exception : il faut choisir un sous-groupe ouvert d’indice fini Ay, (F)' de
A (F), ou M est un sous-groupe de Lévi semi-standard de G (voir la proposition 2.1.1).
Afin de compenser cette ambiguité, les intégrales concernant A, (F)T sont multipliées par
le facteur ¢y, défini dans (1).

Dans le §3, nous étudions la normalisation des opérateurs d’entrelacement satisfaisant
aux conditions d’Arthur, cf. [8, §2] et [1 1, §2]. Nous en donnons des formules explicites simi-
laires a celles d’ Arthur dans le cas archimédien. Pour le cas non archimédien, nous reprenons
I’argument dans [21, Lecture 15] a quelques corrections preés. Enfin, il faut aussi considérer le
cas des revétements non ramifiés et nous le faisons a I’aide de la théorie de séries principales
non ramifiées spécifiques. Pour les revétements archimédiens a deux feuillets, par exemple
ceux provenant des Ks-extensions de Brylinski-Deligne [19], nos facteurs normalisants sont
liés a ceux d’Arthur pour les R-groupes réductifs connexes qui s’expriment en termes de fonc-
tions L archimédiennes.

Dans le §4, nous reprenons [25]. La méthode de descente semi-simple nous raméne a
l’algébre de Lie, ou le revétement disparait mais un caractére intervient. Le méme phénoméne
parait aussi dans [31]. On peut se débarrasser du caractére en travaillant systématiquement
avec le module croisé [Gsc X Z&. — G]. Remarquons que I'intégrabilité locale des caracteres
admissibles irréductibles pour les revétements est déja apparue comme une hypothése dans
des travaux sur la correspondance de Howe.

Il semble que notre méthode permettrait de montrer le théoréme de régularité de Harish-
Chandra au niveau du groupe, ainsi que le développement local, dans le cadre tordu par un
caractére w. C’est la situation rencontrée en endoscopie tordue. Nous ne poursuivons pas ce
probléme dans cet article.

Dans le §5, nous établissons la formule des traces locale d’Arthur. Les arguments sont
presque identiques a ceux d’Arthur et nous n’en donnons que des esquisses ; les intégrales
d’Eisentein sont évitées dans notre article. Comme le formalisme d’Arthur évolue, la tache
est plutot de faire une mise a jour. Notre référence est [14, §6]; en particulier, les fonctions
test sont dans I’espace de Schwartz-Harish-Chandra et les distributions sont rendues inva-
riantes a I'aide du théoréme de Paley-Wiener invariant pour de telles fonctions, dont la dé-
monstration dans le cas archimédien est une variante de celle de [12]. Nous démontrons le
« théoréeme 0 » de Kazhdan dans le théoréme 5.8.10. Cette section est quelque peu formelle
a ’exception du théoréme de Paley-Wiener invariant, qui nécessite des constructions combi-
natoires techniques.
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790 W.-W. LI

Selon Arthur, les caractéres pondérés peuvent étre non normalisés (ceux dans la formule
des traces locale non invariante), normalisés relativement a un choix de facteurs normali-
sants, ou canoniquement normalisés a ’aide de fonctions p. Dans I’étude de la formule des
traces locale invariante, il nous faut utiliser et comparer tous les trois. Néanmoins, dans les
énoncés finaux les caractéres pondérés canoniquement normalisés sont toujours préférés.

Récapitulons le rapport entre les résultats principaux comme suit.

La formule de Plancherel

/ \

Normalisation des Théoreme de
opérateurs d’entrelacement Paley-Wiener invariant

\/

La formule des traces
locale invariante

Régularité des Densité des
caractéres caractéres tempérés

Les corps locaux des §§4-5 sont supposés de caractéristique nulle.

Notations générales. — Sauf mention expresse du contraire, les notations seront celles de [31],
qui sont compatibles avec celles d’Arthur. Si V est un espace vectoriel, son dual est noté V'V
et ’accouplement entre eux est désigné par (9, v) ou 9(v).

Remerciements. — Je remercie trés vivement J.-L. Waldspurger pour ses remarques sur le
manuscrit, ainsi que T. Ikeda, P. McNamara et P. Mezo pour des conversations utiles. Je
remercie aussi le rapporteur pour ses conseils trés pertinents.

2. La formule de Plancherel

2.1. Définitions de base

On vise a établir la formule de Plancherel pour les revétements locaux. Le cas archimédien
est déja traité dans les travaux de Harish-Chandra [24]. On se limite au cas ou F’ est un corps
local non archimédien. Notons ¢ le cardinal du corps résiduel de F'. Nous suivrons I’approche
de Waldspurger [36] en mettant ’accent sur les énoncés et les changements nécessaires pour
adapter ses preuves aux revétements.

Soient m € Z, m > 1 et G un F-groupe réductif connexe. Considérons un revétement a
m feuillets

1—» mw—oG2GF) -1

Nous adoptons les conventions de [31] : les objets associés au revétement sont affectés
de ~, e.g. P,#; les symboles sans ~ désignent leurs images par p. Une décomposition de
Lévi d’un parabolique P s’écrit toujours de la forme P = MU. On construira des objets
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LA FORMULE DES TRACES II 791

associés a G ainsi qu’a ses sous-groupes de Lévi ; on fera référence au groupe en question en
affectant les notations d’exposant lorsqu’il convient de le faire.

Fixons un sous-groupe de Lévi minimal M, de G, un sous-groupe compact maximal
spécial K de G(F) en bonne position relativement a My, et Py € $(My). On définit ainsi les
sous-groupes de Lévi ou paraboliques standards et semi-standards. La proposition suivante
est aussi valable pour le cas F' archimédien.

PROPOSITION 2.1.1. — Soient F un corps local, p : G — G(F) un revétement am feuillets.
11 existe une famille de sous-groupes An;(F)T de Ap(F), otr M parcourt les sous-groupes de
Lévide G, telle que

1. Ay (F)T est ouvert et fermé dans Ay (F) d’indice fini ;

2. ;1;\? = p~ YA (F)) est central dans M ;

3. si My, My sont des sous-groupes de Lévi et yMyy™ = My ouy € G(F), alors

yAu, (F)Ty™! = Ay, ()T
4. soit L un Lévi contenant M, alors Ar(F)' C Ay (F);
5. on pose

an,r = Hy (M(F)),

&M,F = HM(AM(F)),
aM,F = HM(AM(F)T)7
alors ﬁTL,F = EJVLF Nag pour tout L O M.
Démonstration. — Indiquons une construction possible : posons Ay (F)f := Ap (F)™
pour tout Lévi M. Alors on a &LvF =m-ay,p. Soit L O M ;la propriété ﬁLF = aL,F Nag
résulte du fait que ar, p = aps,r N ar. Les autres propriétés sont triviales. O

En fait, on a déja utilisé une version moins précise de ces sous-groupes dans [31]. Fixons
une telle famille désormais. Lorsque M = M, on utilise les notations Ag(F), Ao(F) et ZZ)T.
Rappelons que dans [31] on a défini 'application de Harish-Chandra H : G — ag par
Hg = Hgopet Gl := Ker (Hg) = p~'(G(F)'). Elle différe de celle de [36] par un signe,
mais peu importe. Rappelons que, lorsque F' est non archimédien, on choisit la mesure de
Ag(F) de sorte que mes(Ag(F) NKer Hg) = 1. On munit Ag(F) de la mesure induite de

Ac(F).
Soit M un Lévi de G. Etant donné Ay (F)T, on définit

(M o= [An(F) - A (F)'7H
alors pour toute fonction ¢ € C°(G(F)) invariante par Ay (F)T, I'intégrale
LM p(z)dz
Ay (F)IN\G(F)
ne change pas si ’'on remplace A/ (F)' par un sous-groupe d’indice fini A (F)*. Si ¢ est
invariante par Ay (F), alors cette intégrale est égale a fAM(F)\G(F) p(z)dz.
On pose
X (@) := Hom(G/G*,C>).
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792 W.-W. LI

Selon nos définitions, X (G) s’identifie & X (G). Il est muni d’une structure de variété algé-
brique complexe, isomorphe a (C*)4im= ¢ qui se déduit de I’lhomomorphisme surjectif
a*G,C — X(G)
qui envoie x®s€agc sur |x(-)]°; rappelons que afc=X*(G)®zC ou
X*(G) = Hom(G,Gyp). Son noyau est de la forme 22-L ol L est un réseau dans
X*(G) ®z Q. Cela permet de définir la partie réelle Re(x) pour tout x € X(G). Notons
ImX(G) := {x € X(G) : Re(x) = 0}. On définit ainsi ImX (G) = ImX (G).
Soit L un sous-groupe de ag, on pose LY := Hom(L, 27iZ) C ia,. Alors
ImX (G) = iag/ag p-
C’est un tore compact comme F' est non archimédien. Introduisons des mesures de Haar et
des constantes comme suit.
— On munit ImX (G) de la mesure de Haar de sorte que I’application quotient
iag/ag p — i0g /8 F
préserve localement les mesures et que mes(iay;/ ﬁé ) = 1. Ceci est compatible avec
la convention dans [31, §2.5].
— Pour tout M € ¥£(Mp), choisissons la mesure de Haar sur M (F) telle que
mes(K N M(F)) = 1. De tels choix sont invariants par W§.

— On munit M de la mesure de Haar telle que mes(p~'(E)) = mes(E) pour tout
E C M(F) mesurable. La méme convention s’applique aux groupes K, K N M et

- Soit P = MU € (M), on munit U(F) de la mesure de Haar telle que
mes(U(F) N K) = 1. On note P = MU l'opposé de P. Rappelons aussi que
Harish-Chandra a défini la constante positive

v(P) := /U(F) dp(m(a))da

ou z = u(a)m(u)k(a) selon la décomposition d’Iwasawa G(F') = U(F)M(F)K. Elle
est proportionnelle & la mesure de Haar sur U(F), qui est déja choisie. En fait, elle ne
dépend que de G et M (cf. [36, p.240]), donc il est loisible de la noter v(G|M). On a la
formule d’intégrale pour toute f € C.(

2) G|M)/ fz 3:—/U(F)/ /U(F) m) "t f(uma) du dm da.

On définit le sous-ensemble MO (resp. AO bt ) comme I'image réciproque de
al == {H € ap:Va € Ay, (a, H) > 0}

e N , . 5 11s
par Hy; (resp. Hy; restreinta Ao ); ici on a change les notations de [36] afin d’alléger les
symboles. On en déduit la décomposition suivante.

PROPOSITION 2.1.2. — Il existe un sous-ensemble fini T de G tel que
G=||7EM, K.

Fel
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Démonstration. — Cela résulte de la décomposition correspondante G(F) = KM K, ou
My est 'image réciproque de aj par Hyy, . O

Enfin, on peut prendre une fonction hauteur || - ||¢ : G(F') — {r € R: r > 1} adaptée a
K comme dans [36, p. 242] et on pose || - ||z := ||p(-)||c. Ceci joue le role de la fonction || - ||
dans [36] qui intervient dans diverses majorations. Il convient aussi de considérer la fonction
o(z) = o(z) := sup{1,log ||z||}.

2.2. Représentations

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Le scindage unipotent [31, §2.2] donne
une décomposition canonique P = MU (F). Cela permet de définir le foncteur d’induction
parabolique normalisée

I5()=mdé (6}’ @)
ou Jp signifie la fonction module de P(F') composée avec p, ce qui est aussi la fonction
module de P.

De méme, on sait définir le foncteur de Jacquet normalisé : soit (7, V') une représentation
lisse de G, on note jp : V' — V3 le quotient maximal sur lequel U (F') opere trivialement.
On obtient la représentation lisse (75, V) de M en posant

75(M)jp(v) = 6p(m) V2 (n(m)v), wvEV.

En outre, le groupe X (G) opére sur ’ensemble des classes de représentations lisses (resp.
admissibles, unitaires) par produit tensoriel. On peut ainsi développer une théorie de décom-
position de Bernstein comme le cas de groupes réductifs connexes. Ces foncteurs ont des pro-
priétés algébriques comme le cas de groupes réductifs connexes, par exemple le lemme géo-
métrique de Bernstein-Zelevinsky, I’admissibilité uniforme, la réciprocité de Frobenius et le
second théoréme d’adjonction, pour en citer quelques-uns. Observons en passant que toutes
ces opérations préservent ’équivariance sous .

Au lieu de reproduire toutes les démonstrations des assertions ci-dessus, c’est peut-étre
plus raisonnable de les admettre comme des hypothéses. Donnons toutefois une esquisse.

— Le groupe topologique G est un I-groupe au sens de [15, 1.1]. Il suffit que G soit un
l-espace ; cela résulte du fait que G(F') est un l-espace.

— Deméme, G est dénombrable 4 I'infini (c’est-a-dire qu’il est une réunion dénombrable
de sous-ensembles compacts) d’apres la propriété correspondante de G(F').

— Pour le lemme géométrique, on doit vérifier les conditions (1)-(4) et (%) dans [16,
5.1]. Pour cela, on utilise la décomposition de Lévi sur le revétement P = MU (F)
et ses conséquences suivantes : I'action adjointe de M sur U(F) se factorise par
p : M — M(F), et I'action du groupe de Weyl W& sur les sous-groupes P, M,
U(F) c G se déduit de celle sur P, M,U C G.

Des cas spéciaux du lemme géométrique pour revétements se trouvent dans [27, §1.2] et [22].

Passons maintenant a ’aspect « analytique ». Le résultat suivant est important pour
I’étude des coefficients matriciels des modules de Jacquet, cf. [36, 1.2]. Faute d’avoir une
référence convenable, on en donnera aussi une démonstration.
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. . . . ~ 1
PROPOSITION 2.2.1. — Soit V un sous-espace de dimension finie de C*°(Ag ) stable par
la représentation réguliere a droite de Ag , notée p. Alors il existe un sous-ensemble fini X de

—~ . I .
Hom(Ag ,C*) et un entier d > 0, tels que pour tout x € X et tout f € V, il existe un polynéme
P, s sur ag, deg Py ¢y < d, tel que

~ ~ . 1
f@ =Y x(@Pys(Ha(a), acAq.
XEX
Si l'on prend X minimal vérifiant les propriétés ci-dessus pour tout f, alors pour tout x € X,
les fonctions a — x(a) et a — x(a)Py, r(Hn(a)) sont dans'V.

, . . . . s

Démonstration. — Prenons d = dim V. La finitude de dim V et la commutativité de Ag
donnent une décomposition finie V = ®x€% V., stable par p, ou

~ ~\\d
Vi= [ Ker(p(@) — x(a))".
acAs'

On se rameéne ainsi au cas ou X = {x} est un singleton. En multipliant les éléments de
V, par a — x(a)~!, on peut supposer de plus que x = 1. Soit f € V;. Comme p(a) agit sur
V1 comme une matrice unipotente pour tout @, la fonction f se factorise par le sous-groupe

~1 = . .
compact Ag N G*. Alors I’équation
~ . . 1
(p(a) —id)if =0, a€Ag
devient un systéme de suites récurrentes linéaires sur le réseau ag r C ag, et 'assertion en
découle. O

DEFINITION 2.2.2. — Soient (m,V) une représentation admissible de G et
X € Hom(;lvGT, C*). Définissons

Vi=qveV:3d ve [ Ker(n(a)—x(a)*
acAg
Onaalors V = P, V,. Définissons I'ensemble des exposants de (w, V) par
~ 1
&xp(m) = {x € Hom(Ag ,C*): V, # 0}.

REMARQUE 2.2.3. — Soit x € &ap(m). On peut vérifier aisément que Rey est un objet
«infinitésimal » : il ne change pas sil’on remplace Ag (F)' par un sous-groupe ouvert d’indice
fini Ag(F)* et x par sa restriction a szi.

Posons C’lisse(é’) I’espace de fonctions sur G bi-invariantes par un sous-groupe ouvert et
compact. Il y a deux représentations p, A de G sur cet espace, définies par

(p(2)f)(@) = f(52),
(@) )(@G) = F(E"9).

Soit (7, V) une représentation admissible de G. Notons (7, V) sa contragrédiente. Soient
v € V, % € V. On définit le coefficient matriciel comme 1’élément de Clisse (G)

Z — (n(Z)v, D).
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LA FORMULE DES TRACES II 795

Notons &(w) la sous-représentation de Clsse(G) (par p et ) engendrée par tous les
coefficients de 7, et posons

aG) =t = an).

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. On dispose de I’application terme
constant le long de P, cf. [36, 1.6.2]
a(G) — a(m),
[ s

La fonction f5 est caractérisée par la propriété suivante. Pour tout m € M, il existe € > 0

tel que, sia € :4\]\7 et |a(a)|r < € pour tout « € X p, alors
3) (65" 1) (Md) = fp(ima).

La démonstration est basée sur un théoréme de Casselman [36, [.4.1], et sa preuve s’adapte
aux revétements a I’aide de la proposition 2.1.2.

2.3. Fonctions de Schwartz-Harish-Chandra

Introduisons la fonction ¢ de Harish-Chandra sur G(F). Rappelons que Z€ est définie
comme un coefficient matriciel de I'induction parabolique normalisée de la représentation
triviale de Py. On pose simplement

G ._ =G

op.

[1]
[1]

Cette fonction vérifie des majorations liées a || - || et o, cf. [36, II]. De méme, les résultats
d’intégrabilité de [36, II] demeurent valables pour G, ce qui justifie toutes les intégrales que
I’on considérera.

Soit P € #(M,). On note
tabr = Z Rso - a

aEAp

et on note *a&* son adhérence.

PROPOSITION 2.3.1 (Cf. [36, IIL.1.1]). — Soit (m, V) une représentation admissible de G
admettant un caracteére central unitaire. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Les valeurs absolues des coefficients de w sont de carré intégrable sur G/ ZE;T.

2. Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout x € &Exp(mps), ona Rey € +taGr.

3. Pour tout parabolique standard propre maximal P = MU et tout x € &xp(np), ona
Rey € ta§*.

Supposons vérifiées ces conditions et soit f € G(r). Pour tout r € R, il existe ¢ > 0 tel que

@) f@)| < E@)(1+o@) ", zed.
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On appelle une telle représentation de carré intégrable modulo le centre, ou bien L2
modulo le centre. Si (7, V') est de carré intégrable modulo le centre, on définit son degré
formel comme la constante positive d() telle que

e /~f (&), 0) (v, 7V (2)0') dZ = d(n) v, ') (', 0), v,v €V, b,0 € VY.
Ac ' \G

Remarquons que d() dépend de la mesure de Haar sur G mais pas du choix de Ag(F)1.
Définissons des versions dites faibles de Clisse(é) et ﬁ(é) comme suit.

Clise(G) == {f € Clisse(G) : Fc, r tels que (4) est vérifié },
a@" (G) = G(G) N Cle(G).

Soit (m,V) une représentation admissible de G. On dit que (w,V) est tempérée si
t(mr) C G"(G). Les représentations de carré intégrable modulo le centre sont tempé-
rées. Un fait important est

@G = |J am= > ).

T:tempérée :tempérée

PROPOSITION 2.3.2. — Soit (,V) une représentation admissible de G. Les conditions
suivantes sont équivalentes.
1. (m, V) est tempérée.
2. Pour tout parabolique semi-standard P = MU et tout x € éxp(m3), on a Rex € Tag*.
3. Pour tout parabolique standard propre maximal P = MU et tout x € &xp(np), on a
Rey € ta§*.

En résumé, nous avons défini les ensembles

HQ(M) - Htemp(M) C Hunit(M) C H(M)

qui désignent les ensembles de classes d’équivalences de représentations de carré intégrable
modulo le centre, tempérées, unitaires et admissibles irréductibles de M, respectivement.
On peut aussi considérer I’équivariance sous , et introduire les sous-ensembles IT, _ (M),
Miemp,- (M ), etc.

Soient 7 € Ret f € Cligse(G). On définit

vr(f) == sup (1f@IE@) A +o(2)").
el

Soit H C G un sous-groupe ouvert compact. Notons & I'espace des fonctions f bi-
invariantes par H telles que v,.(f) est fini pour tout » € R. Les semi-normes v, définissent
une topologie sur €. On pose (&) = |J g @, munidela topologie lim. C’est une algebre
pour le produit de convolution, qui est séparément continu. Les éléments de &(G) s’appellent
aussi les fonctions de Schwartz-Harish-Chandra. L’application G x G x €(G) — %(G)
définie par (Z, 7, f) — p(Z)A(g)f est continue.

Si (m,V) € Htemp(é) et f € 6(G), on peut définir "opérateur 7(f) de sorte que

(m(f)v,d) = /@f(fc)(w(ﬁ:)v,@) diz, wveV,peV.

4¢ SERIE - TOME 45 —2012-N° 5



LA FORMULE DES TRACES II 797

Alors f — 7(f) est un homomorphisme d’algébres. Pour tout f, 'opérateur «(f) est de
rang fini et on peut définir la fonctionnelle linéaire continue f — O,(f) := trw(f), i.e. le
caractere de .

Citons deux variantes faibles des constructions précédentes. Soit (7, V') € Iiemp(G). Soit
P =MU € F(My), alors le module de Jacquet admet une décomposition canonique

(5, Vp) = (x4, V) & (w5, V)

ou V3’ se constitue des V avec Rex = 0, et Vg se constitue du reste. Alors (7%, V') est
tempérée, cf. [36, I11.3.1]. La réciprocité de Frobenius demeure valable dans la catégorie des

représentations tempérées admissibles si I’on remplace le foncteur 7 +— 75 par m — TE.

On dispose de I'application terme constant faible le long de P, analogue de (3)
a"(G) — a"(M),
fe=TE
La fonction fp est caractérisée par la propriété suivante. Pour tout 7 € M, on a

) lim (052 ) (ma) — [ (@) = 0,

&—P>c><>
ou la limite signifie que @ € ZJT/IT et —Hjps(a) tend vers l'infini dans un cone ouvert
strictement contenu dans celui déterminé par A p, cf. [36, IIL.5].

On définit la fonction f;”’lnd : G x G — @" (M) en posant
(6) FE(@9) = (@M@ N

2.4. Opérateurs d’entrelacement

Le tore complexe X (G) opére sur II(G) par (x,w) — w ® x, ou x € X(G) etw € II(G).
Si x est 'image de A € ag; ¢, on écrit aussi my := 7 ® x. L’action induite du tore compact

Im X (GQ) préserve II2(G). Pour toute orbite @) sous ImX (G), on peut choisir un point base
w € O et munir @ de la structure de variété C* par I'application

ImX (G)/Staby, x (& (@) = 0.
X w®X.

Le stabilisateur Staby,, v(z)(w) est fini. De fagon analogue, pour I'action de X (G) on
définit I’orbite Hc qui est une variété algébrique complexe. Ainsi, on peut parler de fonctions
C*°, réguliéres ou rationnelles sur @c. Ces notions ne dépendent pas du choix du point
base w.

Soient M € £(My), P = MU et P’ = MU' dans $(M). Soient (, V') une représentation
admissible de M, f € 45V, # € G. On dit que l'intégrale

Upipm @) = [ F'E) du’
(UNU")(F)O\U'(F)
est absolument convergente, égale a v € V, si pour tout & € V I'intégrale

/ (f(u'5),5) dul
(UNU")(F)\U'(F)
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est absolument convergente et égale a (v, ¥). Si (Jp,p(m)f)(Z) est absolument convergent
pour tous f et Z, on dit que J | p(m) est défini par des intégrales convergentes, et il définit
un opérateur d’entrelacement J 5 (1) — 4 5, (7).

On peut identifier /5(V) a I'induction Indgn (V) par restriction sur K. Lorsque 7 varie
dans Oc, cet espace ne change pas. En introduisant les C[M / M !-familles de représentations
(cf. [36, 1.5]), on peut parler des familles d’opérateurs J5(w) — 4z (m) réguliéres ou
rationnelles, ou w € @c, voir [36, IV.1].

Soient P € P(M) et a € Xp, la coracine oV € ays peut étre définie en choisissant
un parabolique minimal Py C P et en restreignant vV € Ay a apr. On voit qu’elle est
indépendante de Py.

Nous renvoyons le lecteur a [36, IV.1] pour les résultats suivants dans le cas des groupes
réductifs connexes.

THEOREME 2.4.1. — Soit (, V) une représentation admissible de longueur finie de M.
Alors il existe R € R tel que si (Re(x),a) > R pour tout « € ¥ p N X p/, alors I p(m @ X)
est défini par des intégrales convergentes. L'opérateur J pr| P (7 ® x) défini pour de tels T @ x se
prolonge en un opérateur rationnel sur Oc.

Si (w, V) est tempérée, alors J | p(m ® x) est défini par des intégrales convergentes pourvu
que (Rex, aV) > 0 pour tout o € £759 N E’I—ﬁfi.

Posons d(P', P) := | n xred),
PROPOSITION 2.4.2. — Soit (w, V) une représentation admissible de longueur finie de M.

Alors

L Jpp(m)¥ = Jp i (7), ou V signifie l'opérateur dual ;
2. Tpnp(7) = Jpr (1) () 5i P € P(M) et d(P', P) = d(P', P") + d(P", P) ;
3. soit P = M"U" € T (My) contenant P et P’ on fait les identifications
I p(m) =9 pnd pani (7)),
M//
jﬁ/(ﬂ-) = jp”JP’ﬁM”(ﬂ-)?
o TG
alors JP’|f’ ‘
4. soient w € W§ et w € K un représentant, alors

T 05 (B7) = A(D) T p () A1) ™!

w

() est l'opérateur déduit de JI{E;;M”UE’HM” (m) par le foncteur I 5, (-) ;

on A(@) : Jp(m) = J,p(0n) (ou avec P' au lieu de P) est la translation
o) (1),

Supposons maintenant que = € I (M), son orbite sous X (M) est notée fc. On dit qu’un
élément dans €)c est G-régulier si son stabilisateur dans W (M) est trivial. De tels éléments
forment un ouvert de Zariski dense dans Oc.

Montrons qu’il existe un ouvert dense de Zariski dans @¢ tel que pour tout =’ de-
dans, Jp(n’) est irréductible pour tout P € P(M). En effet, il suffit de montrer que
Hom(J s(m), s(m)) = C lorsque m est G-régulier, car J5(m) est unitaire de longueur
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finie. Or cela résulte immédiatement de la réciprocité de Frobenius et du lemme géométrique
de Bernstein-Zelevinsky.

Grace au théoréme 2.4.1 et a la proposition 2.4.2, on montre (cf. [36, IV.3]) qu’il existe une
fonction rationnelle j sur O¢ telle que

Tpp(@) T p(n") = j(n), 7' € Oc, P € P(M).

Notons X% I’ensemble des racines réduites de Aps. A chaque o € & est associé
un sous-groupe de Lévi M, contenant M tel que Z‘%‘“red = {a}. Notons j, la fonction

rationnelle définie en remplagant G par M. On a alors
Jj= H Jas
S yES

ou « parcourt X5 au signe prés. Définissons la fonction y sur Oc par

) po=jt

Pour a € ¥4, on note u, la fonction définie en remplagant G par M,.

PRrROPOSITION 2.4.3 (Cf. [36, IV.3]). — La fonction p est rationnelle sur Oc. Elle est régu-
liere et réelle non négative sur ). On a

= H Ko

aexd /+
De plus, p est invariante par W§ et par passage a la contragrédiente m v .

REMARQUE 2.4.4. — Soit € Ap. On note r,, le plus petit rationnel positif tel que
ro -V € ag p. On note

®) & =rqoa.

Supposons choisi un point base 7 dans Oc. On pose P’ := P, alors les fonctions
A= Jp p(ma) €t A p(my), ol A € aj ¢, sont rationnelles en les variables {g=™% .o € Ap}.
Cette propriété est implicite dans la preuve de la rationalité des opérateurs d’entrelacement
[36, p. 278].

2.5. Coefficients d’induites et fonction ¢

Fixons toujours M € £(My). Soient P € (M), (w, E) € 0. Posons

L(w,P)= 95U ERE)
= j}s(E) X jp(E)v — End(JpE).

Ici X désigne le produit tensoriel extérieur des représentations, par exemple EXE est 'espace

vectoriel E ® E considéré comme une représentation de M x M, et ainsi de suite. Le

revétement G x G — G(F) x G(F) n’appartient pas rigoureusement a notre classe car son

noyau n’est pas cyclique, mais peu importe.

Pourv ® © € L(w, }5), on peut définir le coefficient

ES(v®): & — (w(&)v, 8).
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Ceci induit une application linéaire Eg : L(w, 15) — Clisse(é)- Plus généralement, soient
P =MU €T (My)telque M' D MetP € WM,(M), posons
BE %X L (w0, P) = /5%, Crie ()
I’application qui se déduit de Eg " par fonctorialité.
Soient M, M’ € #(My). Posons
W(M'|GIM) = {w e W§ :wM c M'},
W(M|G) := W(M|G|M),
W (M'|GIM) == W \W(M'|G|M).

Ces ensembles sont éventuellement vides. Ils opérent sur des paraboliques par conjugai-
son. Dans ce qui suit il convient de fixer des représentants dans K de ces ensembles. Néan-
moins, les résultats ultérieurs seront indépendants des choix. Soient s € K un représentant
d’un élément dans W et w une représentation de M, on note sw la représentation de sM
obtenue par transport de structure. Elle est indépendante du choix du représentant a isomor-
phisme preés.

Pour P € (M), s € W(M'|G|M), définissons

P, := (M'nsP)U’,
P¢ = (M' N sP)U".

Notons A(s) : & p(w) = 7, (sw) la translation & gauche par s en se rappelant que I g(w)
est un espace de fonctions sur G. Vu les identifications

I Nnsh = I
pIdmnsh =9 p,
’
I 5T wnsh = I pos
on définit

cprp(s,w) L(w, P) — jg,)(j;,LM’(sw,M’ N sP),

VRV ’y(G|M’)—1 (JIE’S\SIE’(SUJ))\(S)U (4 Jﬁglsﬁ,(sw))\(S)TVJ) .

THEOREME 2.5.1. — Fixons P € P(M), P' € P(M') et O une ImX (M )-orbite contenant
une représentation de carré intégrable modulo le centre. Soient w € O un élément G-régulier et

Y € L(w, P), alors
¢ Ind,w p’
(ng)[o/ = Z Eﬁﬂsﬁ(cls"ﬁ’(s’ UJ)’QZ})
SEW (M'|G|M)

Rappelons (6) pour la définition de (- - - )g‘,d’w. Il faut aussi des fonctions auxiliaires. Soient

M e £(My), w € O une ImX (M)-orbite contenant une représentation de carré intégrable
modulo le centre, P, P’ € P(M) et s € W(G|M). Définissons

‘cpipls,w) = cls,‘p(l,sw)_lcp,@(s,w) € Homg, & (L(w, P), L(sw, P)).
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Les opérateurs cp, (1, sw) 7", cprp(s,w) et °cp p(s,w) sont définis comme des fonc-
tions rationnelles en w € O¢, puisque les opérateurs d’entrelacement le sont. On peut ainsi
parler de la régularité de ces opérateurs sur @) ; cf. [36, V.1].

PROPOSITION 2.5.2. — L'application w + OCﬁ,‘p(s,w) est réguliere sur ©. Pour tout
w € 0, lopérateur °cpi p(s,w) est unitaire. On a

ES, (Ccp p(s,w)e) = ES ()

pour tout ¥ € L(w, P).

2.6. Enoncé de la formule de Plancherel

Considérons un parabolique P = MU € F(My). Soit & une ImX (M)- -orbite rencontrant

I, (M). Soient (w, E), (W', E') € O tels que w ~ w’. Alors les espaces JPXp(E X E)

et J}G;ig(E’ X E') sont canoniquement isomorphes : Iisomorphisme étant induit d’un
isomorphisme w = w’ quelconque et de son dual.

Définissons C>(#), P) comme I’espace des fonctions ¢ : w — 1, € L(w, P) respectant
les isomorphismes ci-dessus, telles que 1) est C> sur #). Rappelons que I'espace de L(w, P)
ne change pas lorsque w varie dans @), pourvu qu’on le réalise comme un espace de fonctions

sur K x K ; notons-le L (0). Si H est un sous-groupe ouvert compact de G, L 7(O)H*H
est de dimension finie. Comme Im X (M) est compact, C°° (ImX (M)) est muni de la famille

des semi-normes || || p := sup | De|, ot D parcourt les opérateurs différentiels sur ImX (M).
Donc I’'espace

O (X (M) ® Ly (0)"*7

est muni d’une topologie canonique. Il contient C° (0, P)*H comme un sous-espace
fermé. On munit C*° (@), P) de la topologie lim en variant H.

PROPOSITION 2.6.1 (Cf. [36, VI.2.1]). — Soit ¢ € C*® (0, P), alors

1. pour tout % € G, la fonction w — (EG’(/}w)( ) est C sur O,
2. pour tout P = M'U’ € F(My) et i/ € M’, les fonctions w +— (ngw)ls,(m’) et
W (ngw);g,(m') sont C* sur .

I est donc loisible de poser pour ¢ € C*°(0), P),
£o(@) = [ w)EGR)@d, 7€ G
ou © est muni de la mesure telle que Im X (J\;I ) — @ préserve localement les mesures.

PROPOSITION 2.6.2 (Cf. [36, VI.3.1]). — L'application+ — fy, est une application linéaire
continue de C* (0, P) sur G(G).
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On fait varier les (€, P). Notons © ’ensemble des paires (0, P) ou P = MU € (M)
et ©) est comme ci-dessus. Posons C*°(0) := @(@,P)e@ C>° (@), P). On écrit un élément ¢ de
C>(©) sous la forme ¢ = (1[0, P])p p. On définit I'application £ : C*(©) — 6(@) par

r) = > AGIMWHWE P fyi0.p)-
(0,P)e©
On note C™(0)" le sous-espace de C*(0) des éléments 1 tels que
TP[SQ? Pl]sw = OCP/|15(S>W)1/}[@7 P]w
pour tout (€, P) € © et tout P’. On définit la projection pri™ : C=(0) — C>(©)™ par
(pr™)[0, Plo = WP D0 D0 cppls,w) ls0, Pl

sEWE P eP(sM)

Un fait important est que & se factorise par pri™¥ ; on utilise toujours le symbole  pour
Papplication C*(©)™ — ©(G). Voir [36, VL.3.2].

L’étape suivante consiste a définir 'inverse de . Soit f € G(G), notons f la fonction
& f(Z71). Alors f € 6(Q). Soient M € £(My) et P € P(M). Soit (w, E) € Iy (M),
notons (m, V) := Jz(w, E) et

f(w, P) := d(w)n(f).
On vérifie que f(w, P) € L(w, P) comme dans [36, VIL1]. Soit (€, P) € ©, on obtient

ainsi une fonction ¢ ¢[0, P] sur @) par ¢¢[0, P],, = f(w, P), pour toutw € 0.

PROPOSITION 2.6.3. — Pour tout (0, P) € ©, lapplication f — [0, P| définit une
application linéaire continue G(G) — C*(0, P).

On arrive a I’énoncé de la formule de Plancherel.

THEOREME 2.6.4. — Lapplication f v v;[0, P) induit une application 6(G) — C>=(6)™.
Elle est l'inverse bilatéral de k. En particulier, k est un isomorphisme.

Pour (0, P) € © et w € 0, on note OF le caractére de I p(w).

COROLLAIRE 2.6.5. — Soit f € €(G), alors

W)= S @MW WE| ()| /@ d(w) ()OS (f) dw,

(0,P)eO6
= ) 7(G|M)|W0M||W0G|71/ ~ d(w)p(w)O08 (f) dw.
Me#(Mo) 11> (M)

REMARQUE 2.6.6. — Afin de se débarrasser de tout souci de mesures, vérifions la dépen-
dance de ladite formule des divers choix. Fixons (f), P) € © avec P = MU.

— Le degré formel d(w) pour w € 0 est inversement proportionnel a la mesure dm sur
M.

— D’aprés la définition des opérateurs d’entrelacement, la fonction y est proportionnelle
a (duadu)~! ou du (resp, du) désigne la mesure sur U(F) (resp. U(F)).

— O5(f) est proportionnel & la mesure dg sur G.
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— v(G|M) est proportionnel & dadm du(dg)~! pourvu que v(G|M) soit défini par la
formule (2) de 2.1.
— Il n’y a aucune dépendance du choix de A (F)*.

Par conséquent, le produit indexé par (€, P) dans le corollaire 2.6.5 est indépendant de
tout choix. Cela nous permettra de varier certains choix de mesures dans le §5.

3. Normalisation des opérateurs d’entrelacement

On se place toujours dans le cadre d’un revétement local
1- =GB GF) -1

ou F est un corps local et G est un F-groupe réductif connexe. On fixe un sous-groupe de
Lévi minimal M) et un sous-groupe compact maximal spécial K de G(F') en bonne position
relativement & M. On a les ensembles TI(M), Tliemp (M), To (M) de classes d’équivalence des
représentations irréductibles de M ; ils sont définis dans le §2 lorsque F est non archimédien,
dans le cas F' archimédien leurs définitions sont bien connues. En rajoutant 1’équivariance
sous ., on définit leurs variantes spécifiques I1_ (M), Iiemp,— (M), I, _ (M), etc.

Nous avons précisé les choix de mesures dans le cas non archimédien. Pour le cas archi-
médien, nous suivons le choix fait dans [8] qui sera rappelé en 3.2.

3.1. Facteurs normalisants

Soit M € ¥(My). Rappelons que, pour tout corps. local F, on peut définir le groupe
X (M) := Hom(M/M?",C*) et son sous-groupe ImX (M). Ces groupes opérent sur II(M).
Les X (M )-orbites admettent une structure de variété complexe algébrique via la surjection
canonique aj; o — X(M ). Soit m € M ; 'action de X (M) s’écrit sous la forme habituelle
(m,x) — T@x avec x € X (M), ou (m, A) — my avec A € ajrc- SiF estarchimédien, I'action
de aj ¢ est libre et tout €lément de IT, (M) admet une écriture unique 7y avec 7 € o (M)
et A € iaj,.

DEFINITION 3.1.1 (cf. [8, §2] et [11, §2]). — Soient M € £(Mp) et €c une X (M)-orbite
dans II(M). On dit qu’une famille de fonctions méromorphes sur €

rg,lp(w), L e £(M), P,P € P"(M), 7 € Oc

est une famille de facteurs normalisants si elle satisfait aux conditions suivantes. Posons
d’abord

R1L5’|13(7T) = ré,‘ﬁ(ﬂ) 1JII;,“__,( ).

L
(R1) Pour tous P, P, P" € 9~ (M), onaRII;,,IP(w) = P,,‘P,(W)RL,lp(ﬂ‘).

(R2) Si 7 est unitaire, alors
P/‘p(ﬂ.)\) P|15/(7T—;\)’ A€ a}kW,C'

En particulier, REL /| 5(m) est un opérateur unitaire.
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(R3) Cette famille est compatible au transport de structure par le groupe de Weyl, au sens
suivant
RE L, p(0m) = A@)RE, 5(m)Ad) !
ouwe Wletwe K est un représentant, cf. la proposition 2.4.2.
(R4) Avec les notations de 2.4, on a

7'}[5//“5(71-) = H Tl—f,MafD (7T)7
ae(zél)redm(zé)red
ou P, := PN M, )
(R5) Soit P” = M"U" € 5" (M) contenant P et P', alors leg,lp(w) est I'opérateur déduit
it I
de R%HM,,@HM/, (m) par le foncteur S5, (-). )
(R6) Si F' est archimédien, les coefficients K N L-finis de RL~,| B

rationnelles en (A, o) ou a € AL . Si F est non archimédien, notons g le cardinal du

(mx) sont des fonctions

corps résiduel de g, alors r1L5'/| P () est une fonction rationnelle en les variables g~ (M),
ota € AL eta € Qo - ¥ est défini dans (8); donc les coefficients de Ré,m(m\) le
sont aussi.
(R7) Sim est tempéree, A — 75, 5(mx) n'a ni zéros ni poles lorsque (Re, aV) > 0 pour tout
a€ AL,
(R8) Si F est archimédien, 7 € Iiemp(M?) et X € ia},, on pose
.Zl «
OV 11 (A av)n
ae(zé,)redm(zfs)red
ou n, est 'ordre du pole de A — r,(my) en A = 0. Alors pour tout opérateur

différentiel invariant D sur ia},, il existe des constantes C, N > 0 telles que
ID(aE, )k, o (1)) M < O+ [l + MDY

pour tout 7 et tout A\, ou nous adoptons les notations

b est une sous-algebre de Cartan de g;

W est le groupe de Weyl complexe de M ;

pr € bE /W est le caractére infinitésimal de 7 ;

|| - || est une norme hermitienne W/ -invariante sur hc telle que

s % =l + AI* = lll* + I, VX € dajy.

Signalons qu’ici le caractére infinitésimal est défini de la méme fagon que dans le cas
des groupes réductifs connexes sur R, voir [37, 1.6.5 et 3.2.3].

La condition (R7) interviendra dans ’é¢tude des quotients de Langlands. Dans cet article
nous ferons usage d’une notion moins stricte.

DEFINITION 3.1.2. — On dit qu’une famille de fonctions méromorphes sur O¢

rg,lp(w), Le (M), P,P' € P*(M), 7 € Oc
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est une famille de facteurs normalisants faible si elle vérifie toutes les conditions de la
définition 3.1.1 sauf (R7). Deux familles de facteurs normalisants faibles r, r¥ sont dites
complémentaires si

9) rE s(m) =1k 5 ()

pour tous P, P’ et L.

REMARQUE 3.1.3. — Etant donnée une famille de facteurs normalisants faible r, on peut
toujours définir une famille complémentaire r¥ par (9). Mais r et r ne peuvent pas simul-
tanément vérifier (R7) : on peut le voir en prenant P’ égal a I'opposé de P.

La construction des facteurs normalisants se réduit au cas L = G, Oc N Hg(M ) £ Det
P, P’ des paraboliques propres maximaux, au sens suivant.

ProrosITION 3.1.4. — Supposons choisies des familles de facteurs normalisants TC%’I C~2()

pour tout L € £(My), L # G et Q,Q" quelconques, qui sont compatibles au transport de
structure par W§.

Soient v 5, 5 () des fonctions méromorphes sur les X (M )-orbites rencontrant Il (M) véri-
fiant toutes les conditions de la définition 3.1.1 sauf (R4) et (RS ), ou M € £ (M) est standard
L

propre maximal, P, P' € P(M). Alors les facteurs r o Q(') et Tp, p(+) ci-dessus font partie

d’'une famille de facteurs normalisants pour G, dont la construction est canonique.

Démonstration. — C’est exactement ce qu’Arthur fait dans [8, §2]. En résumé, grace a
(R5), la condition (R7) et un critére simple de 'unitarisabilité des quotients de Langlands
[29, Theorem 7], qui est valable pour les revétements sur tout corps local, permettent de
se ramener au cas tempéré. On se raméne finalement au cas des représentations de carré
intégrable modulo le centre d’apres le fait qu’une représentation tempérée est un constituant
d’une induite parabolique normalisée d’une représentation de carré intégrable modulo le
centre. La compatibilité au transport de structure est garantie par (R3). A chaque étape, on
peut supposer M propre maximal grace a (R4). La préservation de (R8) est claire. O

REMARQUE 3.1.5. — Pour les applications a la formule des traces, on considérera le cadre
ol F est un corps de nombres, p : G — G(A) un revétement adélique, S un ensemble
fini de places de F et Gg — G(Fs) la fibre de p au-dessus de G(Fs). On peut toujours
considérer les normalisations des opérateurs d’entrelacement dans ce cadre, cf. [8, §1]. Les
résultats découlent sans peine du cas F' local en prenant

=@

veES

1"15,“5(77') = H 7'15,“5(71'1,),
vES

Rp, p(m) = ®RPI\P(%)'
vES

Cf. [8, p.31].
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3.2. Le cas archimédien

Conservons les conventions de §3.2. Nous donnerons une construction canonique de
facteurs normalisants dans le cas archimédien a la Arthur [8] avec formules explicites. 11 est
loisible de supposer que F' = R.

Soit v une R-algébre de Lie. On adopte la convention t¢ := t(R) ®r C. Notons 6
I'involution de Cartan associée a K. Prenons une forme bilinéaire G(R)-invariante B sur
g(R) telle que X — —B(X,0X) est positive définie. Si T est un R-tore maximal #-stable de
M, alors B est non dégénérée sur t(R). Prenons 7" un R-tore fondamental dans M anisotrope
modulo Ay, ce qui existe d’aprés [23, §39] car Iy (M) # @. Le groupe Gal(C/R) = {id, o'}
opére sur X, (7Tc), d’ou une action sur tc.

On se ramene au cas ou M, P, P’, = sont comme dans la proposition 3.1.4, en particulier
P’ = P. Or la notation P’ sera conservée pour des raisons de typographie.

apip = 1;[ \/ %B(a,a)

ou « parcourt les racines de (gc, tc) dont les restrictions sur ay; appartiennent 2 Xp,. On
munit (ups N up)(R) de la mesure induite par la forme positive définie X — —B(X,0X);
on choisit la mesure de Haar sur (Up: N Up)(R) de sorte que

On pose

/ $wdu=app [ blexp X)dX, Vg € Col(Up NUp)(R)).
(UpNUR)R)

(uprnup)(R)
On montre que cette mesure ne dépend pas du choix de B.
Notons pjs 1a demi-somme des racines positives de (mc, tc) par rapport a une base fixée.
On prend dy € t& tel que dx + pas est un représentant du caractere infinitésimal de 7. On
peut prendre Ao € t¢, p € it* tels que

1
<dX7H>:<)‘0>H_UH>+§<M_pM,H+UH>a Het(c)v

cf. [8, (A.1)]. Ici \g est pour I’essentiel la dérivée du caractére central de 7, et i est le paramétre
de Harish-Chandra. D’aprés Harish-Chandra, il est connu que dy se reléve en un caractére
de T'; notons-le x.

Notons Xp(G,T) 'ensemble des racines de (G,T') dont les restrictions sur ay; appar-
tiennent & X p et étudions les {id, o }-orbites de X p(G,T). Supposons d’abord que a est
une racine réelle dans Xp(G,T). Il y a au plus une telle racine. Rappelons la définition
de I'élément v € T dans [24, §30, Lemma 2]. On note H, 1’élément dans ¢(R) tel que
B(H,H,) = (a,H) pour tout H € t(R), et on note H' := 2(a, H,) 'H,. Prenons
X' €ga(R)etY’ € g_,(R) tels que (H', X',Y”) est un sly-triplet, c’est-a-dire

[H' X'| =2X', [H,Y']=-2Y', [X',Y'] = H.

Posons 7 := exp(n(X’ —Y")) € T. Le triplet (H’, X’,Y") induit un homomorphisme
®, : SL(2,R) — G, ou SL(2,R) est un revétement de SL(2, R). Prenons k € {0,...,2m—1}
tel que
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D’autre part, si « est une racine complexe, en remplagant « par o« si besoin est, on
suppose toujours que

(op — p,av) € Z<o.
Définissons le facteur normalisant rp, 5(m). S’il existe une racine réelle dans $p(G, T),

on la notera g et on écrira Jay ; dans ce cas-la on définit y, v et k d’aprés ce qui précéde.
Posons

Pc(z) :==2(27) *I'(2),
INE N E
G(Z) :ﬁ 2 (k2) (i 2) kN
PG+ 500G +1-35>)
(et désolé pour I'abus du symbole 7). Pour tout A € aps,c on définit

Mocs g LelntAa)
e Te({u+ A V) +1)

aFag

si E'Oé() )

G(<#+)‘7a(\)/>)a si E'Oé(),

(10) 7"13,‘15(7'(')\) =
Moo cogy et Aa%))
wer ) Te((n+ A aY) + 1)’

sinon,

ou les représentants o des {id, o }-orbites dans X p (G, T') sont choisis comme précédemment.
C’est méromorphe en A; on définit ainsi les opérateurs Rp, 5(my) := r}a,lp(w,\)*lJﬁ,,‘p(wA)
qui sont méromorphes en A.

THEOREME 3.2.1. — Les facteurs Tls,‘p(ﬂ’A)fOnl partie d’une famille de facteurs normali-
sants dont la construction est canonique.

Démonstration. — On utilise toujours la proposition 3.1.4. On note X.(G,T) :=
Sp(G,T) \ {ap} si Jag. C’est une conséquence de la formule explicite de la fonction
[24, §36] (voir [8, Proposition 3.1 + Lemma A.1]), qui est aussi valable pour revétements,
que

Voo pQy p(2m) T AP LA T o (i, 0¥)], i a,
p(m) =
p0p @) U T es, @y (ma¥)l,  sinon,
ou uo(x) est 'expression
Vv Vv Vv 1 v
77(#:@0) . sinh (77<lla-040>> . [cosh <7r(,u,'a0)> _ 7(_1)<PP7040)(X(,Y) + X(’Y)_l)

-1

1 i 1 2
Avec le choix de mesures dans [3, §3], on a Jp, p(7)*Jp, (1) = ﬁ;,lpa?mlpu(ﬂ)*l
et pour démontrer (R1) il faut montrer I'égalit¢ Jp, 5(m)* Jp, p(7) = |r}~,,|15(7r)|2; le cas

général ou m est remplacé par 7y (A € aj, ) en découlera par prolongation méromorphe.
Supposons d’abord que Jay. Remarquons que
1 wk

S0 () 4 1)) = os (2.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



808 W.-W. LI

Notons v := {u,ay) € iR;ona

_y _ cosh(%) —cos (T£)  cos(mv) — cos (Z)
po(x)™" = T inh(22) = (e
2un(r (34 ) sn (e (5= )
- ¢ sinh (%) '

D’une part, les formules I'(2) = T'(2) et |T'(iy)|? = Fsmh(my) POUr ¥ € Rentrainent que le

dénominateur est égal a (I'(v)T'(—v)) ' 72. D’autre part, il résulte de la formule de réflexion
I'(1-2)(z) = (e que le numérateur est égal a

vk kv vk Eoov\]7! 9
[F(2+2on>r<1_2m+2>r<_2+27n)r(1_2m—2ﬂ 2m”.

Donc po(x) ™" = g(v)g(—v) ou

) e V2T(2)
TG G- )

F(G+5m)T(G+1-35)
ou la deuxiéme égalité résulte de la formule de multiplication I'(z) = (ﬁ)*122*%F(§)F(
On voit que G(v)G(—v) = 27%g(v)g(—v).
Montrons (R1). Si Jay, la formule |Tc(iy)Tc(1 + iy) 12 = (27)2|y| =2 poury € Retle
raisonnement ci-dessus entrainent que

rpqp(mI® =TT @02, a)| 72 - Glr{p, o)) G(—m(n, o)

+1).

[SJENS

aFag

= I enlwa)l™ gmed)g(—(u ay)) - 2>
o€ (G,T)

_ T dim Up a -1 T

a€X . (G,T)
2 2 —1
= Yprpoprp ()
Si Ao, les mémes manipulations des fonctions I'c donnent

dim _ _
rpp(@P = om0 T e} =23 padp ulm)
aeXp(G,T)

Montrons (R2). Comme I'(2) = I'(2), il en résulte que 75, 5(mx) = 755 (7_5), ce qui
suffit pour conclure.

Siw € WE&(M) est 'élément non trivial, alors il envoie P a P/, A a —X et ua —pu, d’ou
Twb'jwp (WTwr) = 75, p(mx). Cela entraine (R3).

Les conditions (R6) et (R8) résultent des arguments dans [8, §3], car Arthur n’utilise que la
formule du déterminant de L. Cohn [38, 10.4.4] et la propriété que r | p(myx) est de la forme

[TV, T(eh — i)

, c€R*, a;b; €C,
1Y, T(ch —b,) v
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a une constante multiplicative prés. La condition (R7) résulte d’une propriété bien connue
des fonctions I" car on a supposé k > 0 dans le cas Jag. O

Lorsque p : G — G(R) provient d’une Ks-extension de Brylinski-Deligne [19, §10], on
a forcément m = 1 ou 2 et les facteurs normalisants sont étroitement liés a ceux d’Arthur.
Cela est contenu dans les remarques suivantes.

REMARQUE 3.2.2. — Supposons que Jay et ﬁ €{0,1}. Alorsona

—1){ppPrg)
EDZ o +x(n) ™) = (-1

ou Ny :=1si & = 0et N := 0si ;& = 1. On pose

Ir(z) :=n 2T (%)

et on vérifie que

r N
G(z) = BTN
I'r(z+ No+1)
On a toujours % e {o, %} lorsque m = 1. En comparant la définition des facteurs

normalisants et I'interprétation de la constante Ny dans [8, Appendix], il en résulte que nos
facteurs normalisants sont exactement ceux d’Arthur dans le cas archimédien.

REMARQUE 3.2.3. — Supposons que Jag et 5= € {1, 3}. On déduit de la formule de
duplication pour les fonctions I que

VAL ()T (5+3) I'r(22)
ST TG Y e
D’ot
" ranp(m) = [ ~Feletro) 5 Telnt\2ap)
PIPEV T L8 Te(u+Aa¥) +1) Tr((t+ A 204) +1)°

Au facteur v/2 prés, c’est le facteur normalisant d’Arthur pour les groupes réductifs
connexes sauf que o est remplacé par 2. Cela refléte un phénoméne de « renversement
du diagramme de Dynkin » qui se passe pour certains revétements a deux feuillets, cf. [1].

3.3. Le cas non archimédien

Supposons F local non archimédien de corps résiduel F,. Le résultat suivant ainsi que sa
démonstration sont dus a [21, Lecture 15], a quelques corrections pres.

THEOREME 3.3.1. — Il existe une famille de facteurs normalisants pour G.

Démonstration. — On peut supposer que M est un Lévi propre maximal de G,
P,P' € P(M) tels que P' = Petn € TIy(M) grace a la proposition 3.1.4. Vu la Re-
marque 2.4.4 il suffit de considérer les représentations m ® x ou x provient de (aﬁc)* via
I’application

ahyc — X(M).
De telles x forment un sous-tore complexe X’ de X(M). On note « 'unique élément de

Ap, et & I’élément dans Qsq - oV défini dans (8). L’application (aﬁl’c)* — C* définie par
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A= z = ¢~ M permet d’identifier X’ 2 C*. On note 7 — 7 ® z ’action de X’. On définit
ainsi pup(m, z) € C(z) telle que pup(m, 2) = pu(r  2).
Soit P(z) € C(z); on adopte la convention

P(z)" := P(z71) € C(2).

On construira Vp(7, z) € C(z) telle que

— Vp(m, z) n’a ni zéros ni poles dans la région 0 < |z| < 1;

- :U'P(ﬂ-7z) = Vp(?T, Z)VP(T[-7 Z)* >

— Vp(m, z) est déterminé par 7 ® z.
Si ces conditions sont satisfaites, on pose 75, 5(mx) = Vp(m, g~ @),

Fixons m € TIy(M) et construisons Vp(m, z). On sait que pup(m,z) = wp(m, 2)* et
up(m,z) > 0si|z| =1.D’ou

— la distribution des zéros (resp. poles) dans C U {oo} est symétrique par rapport a
1

Iinversion z — z 7+

— les zéros (resp. poles) dans le cercle |z| = 1 ont multiplicités paires.

Notons al_l, oy an L (resp. ﬂfl, ..., B 1) les zéros (resp. pdles) de u(r, z) avec multipli-
cités, tels que || < 1 (resp. |8;] < 1) pour tout . Montrons qu’il existe un unique b € R5g
tel que
zZ — &i)
z—0Bi)

Si'on pose P(z;t) := z71(1 — tz) pour t € C, alors P(z;t)* = 2z — £. On note Q(z) le
produit [T;_, (- - -) dans I'expression précédente ; il s’écrit

i

9 ! 1— a2
wote) =P T3

L P(z;04)P(z; )"
Q(z) := .
&= 56 5)pa)

OnaQ(z) = Q(z)*, d’ot ord,—o(Q(z)) = ord,— (Q(2)). Idem pour up(7, z). D’autre
part ord,—.(Q(z)) = ord,—(pp(m, 2z)) pour tout t € C avec 0 < |t| < oo par construction.
La formule de produit sur P¢ entraine qu’il existe a € C* tel que aQ(z) = up(m,2). En
I’évaluant en zq tel que |zg] = 1 et pup(m,29) > 0, on voit que a € Rsq. On prend donc
b:=+/a.

Posons

Il en résulte immédiatement que pp(m, z) = Vp(w, z)Vp(w, 2)*. Par construction Vp(m, z)
n’a ni zéros ni poles dans la région 0 < |z| < 1. Sil’on remplace 7 par ™ ® 2z¢ ou 29| = 1,
alors pp(m, z) est remplacé par up(m ® zg, 2) = pp(w, 202) et a; (resp. B;) est remplacé par
zoa; (resp. zpf;) pour tout ¢. Soit t € C, on a défini P(z;t) € C(t) etona

._ (1 — zot2)(z — 20t) _ (1 = t(202)) (202 — t2020)
z 202
1—t(z2)

= ———"= . (202 — t) = P(202;t)P(202;t)".
zZo2

P(z; 20t) P(z; z0t)
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Attention : ici P(zgz;t)* signifie I'élément dans C(¢) obtenu en remplagant z par zpz dans
P(z;t)*. On conclut en prenant ¢t = o, B; (1 = 1,...,7) tel que Vp (7 ® 29, 2) = Vp(m, 202),
donc Vp(m, z) est déterminé par 7 @ z.

Vérifions les conditions dans la définition 3.1.1. (R1) et (R7) sont déja vérifiées. (R3)
résulte du transport de structure car notre construction est canonique.

Montrons (R2). Puisque P’ = P, on a up/(m,2) = up(r,z71), d’ou

(1—a;z7 (271 —al B2 (1 — @;2)
/,LPI’TTZ_b2II — = || .
(1_ﬂz 1 i1 Z_/gz 1_/61')

On en déduit que Vp: (7, 2) = b]_[f:l(l —&;z)(1 — Bz)~". Soit A € aj; ., ona

1~ g
7"15|15/(7">\)=VP’(7T,q<)‘* >):b]-_[7]_—5 nay
i=1 i

- 11— aiq@d)
o p(rs) = Ve(ma ™) = T[ 1= 34
. E—)

Dot rp p (mx) = 1p p(T_3)- O

3.4. Le cas non ramifié

On considére maintenant le cas F' local non archimédien, X un sous-groupe hyperspécial
de G(F) en bonne position relativement a My, et p : G — G(F) un revétement non ramifié
au sens de [31, §3.1]. On fixe une section s : K — G de p, par laquelle on identifie K
a un sous-groupe de G. Pour tout Lévi M € £(My), les données KM := K N M(F) et
s|gm : KM — M définissent encore un revétement non ramifié.

Une représentation admissible irréductible (7, V') de G est dite non ramifiée si VE # {0} ;
dans ce cas-1a on a dim VE = 1 d’aprés [31, corollaire 3.2.6].

THEOREME 3.4.1. — Il existe une famille de facteurs normalisants faibles
rglﬁ(w), M € £(My), L € £(M), P,P' € " (M),

ou (1, V) € II(M) est non ramifiée, tels que siv € J 5(m)¥, alors la restriction de RP,lp(ﬂ',\)v

a K ne dépend pas de \.

Avant d’entamer la preuve, rappelons briévement la théorie des séries principales non
ramifiées spécifiques. Soit (7, V) € II_(M) non ramifiée. Il résulte de I'isomorphisme

de Satake [31, proposition 3.2.5] que 7 est une sous-représentation de Ind%(x), ou y est
une représentation irréductible spécifique non ramifiée de M. Attention : My n’est pas
commutatif en général et x n’est pas forcément dans X (J\Zfo). Néanmoins il admet une
description simple : notons H := Zy (K N My(F)) (voir [31, Definition 3.1.1]), c’est un
sous-groupe commutatif maximal de My. Alors y est de la forme

= Ind?’ (Xo)

oll o est un caractére spécifique de H, trivial sur K N H ; sa restriction a Z (Mg) est unique-
ment déterminée par x. Cela résulte d’une variante du théoréme de Stone-von Neumann, cf.
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[39, §3]. Donc  se réalise comme une sous-représentation de Indy (xo), ce que nous appe-
lons une série principale non ramifiée spécifique.

Démonstration du théoréme 3.4.1. — La restriction de m au sous-groupe central ,, est
un caractére w,. Quitte & pousser I'extension 1 — ,, — G — G(F) — 1 en avant
par w;, on peut supposer m spécifique. D’apres ce qui précede, on réalise 7 comme une
sous-représentation irréductible de Ind%[ (x0)- Vu la transitivité de I'induction parabolique
normalisée, on se raméne au cas M = My, m = Ind]\H~40 (xo0)- Il est aussi loisible de supposer
que L = G.

L’espace sous-jacent de /5(my) s’identifie a un espace de fonctions sur K muni d’un
produit hermitien invariant, noté (|). Cet espace ne dépend pas de A; son sous-espace de
K-invariants est aussi indépendant de A et est de dimension 1.

Pour tout P € P(M), prendre vp € J5(m)K la fonction telle que vp(1) = 1. On définit
756/ (m2) de sorte que
(11) Rp, p(ma)vp = vpr
pourtous P, P’ € P (M) et presque tout . Le fait que J pp(mx) est rationnel en les variables
{g=™% . o € Ap} entraine que 75 p(ma) Pest aussi. D’autre part (11) entraine que
Rp, p(mx)vp est indépendant de X. On vérifie (R1), (R3) et (R6) sans difficulté.

Vérifions (R2). Les induites / 5(my) et s, (m) sont irréductibles si A est en position

générale (voir les remarques apres la proposition 2.4.2), donc il existe ¢y € C* tel que
Rp/ p(ma)" = eaRpp/(m_3). D’autre part, on a

(Rp p(ma)vplvp) = (vprlvp),
(vp|Rp p (m_5)vpr) = (vp|vp).

Or (vp/|vp:) = (vplvp),d’oucy = 1et RP'|P(7T>\)* = Rpp(m_3).
Les propriétés (R4), (R5) découlent des propriétés paralléles des opérateurs J | p(m) et
de notre définition de 75, 5 (). O

REMARQUE 3.4.2. — 1l sera plus raisonnable d’établir une formule a la Gindikin-
Karpelevic pour les séries principales non ramifiées spécifiques, puis en déduire une formule
explicite de 75, (7). On en obtiendra (R7). En fait, de nombreux cas ont ¢té établis par
McNamara [32], y compris les revétements des groupes déployés simplement connexes
construits par Matsumoto. Nous ne poursuivons pas cette approche ici.

4. Intégrales orbitales et caractéres

Dans cette section, on étudiera des distributions invariantes sur un revétement
p: G — G(F), ou F est un corps local de caractéristique nulle. Lorsque F est archimédien,
les résultats que nous cherchons sont déja établis par Bouaziz [17, 18]. Par conséquent, on
se limitera au cas F' non archimédien.

Soit M un F-groupe réductif. Une distribution sur m(F) signifie une fonctionnelle linéaire
sur C°(m(F)). Pour f € C®(m(F)) etz € M(F), on écrira f* : X — f(zXz1). Le
groupe M (F) opére sur les distributions par (*©, f) = (0, f*).
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Le support d’une distribution 6 a encore un sens et sera noté Supp §. Les mémes no-
tions s’appliquent aux distributions sur G. On définit les distributions spécifiques ou
anti-spécifiques comme dans [31].

4.1. Théorie sur I’algébre de Lie
On se donne

— F un corps local non archimédien,
— G un F-groupe réductif, sa composante neutre est notée G°.
— w : G(F) — C* un caractére unitaire continu, trivial sur Zgo (F).

Notre hypothése sur w est justifiée car les résultats de cette sous-section deviendront
triviaux si w n’est pas trivial sur Zgo (F'). La composante neutre de Zgo, notée Zg., est un
F-tore.

Munissons G(F') d’une mesure de Haar. On utilise les notions définies dans [31, §5]. On
note m : Gsc — G le revétement simplement connexe de G, et ¢ : Z&. — G l'inclusion.
Alors on a un module croisé

G/ = GSC X ngo (ﬂ—’L? G.
L’action de G sur Gsc est la conjugaison et son action sur Zg. est triviale. On note
E := Coker (G'(F) — G(F)).

C’est un groupe fini.

Un fait important a se rappeler est que w o (m,¢) = 1. Un élément X € g(F) est dit
w-bon sous G(F) si w est trivial sur Zg(X)(F'). On définit ainsi les classes de conjugaison
w-bonnes sous G(F) ; 'ensemble de telles classes est noté I'(g(F'))*. On introduit le C*-tor-
seur I'(g(F))* — T(g(F))* ; les éléments dans I'(g(F'))* sont les w-bonnes classes de conju-
gaison par G(F') munies d’une mesure complexe non triviale u telle que (u, f¥) = w(y){y, f)
pour tout f. On définit I'veg (g(F)), Treg(g(F))* (resp. Tni(g(F'))*, Trit(g(F))*) en se limi-
tant aux classes semi-simples réguliéres (resp. nilpotentes). Ces définitions généralisent celles
de [31] pour les groupes connexes.

Dans ce qui suit, on s’intéressera aux distributions 6 sur g(F') avec Y0 = w(y)d pour tout
G(F'). On définit des espaces vectoriels en dualité

J(@(F))w = CZ((F))/ (f —w(y)f : f € CZ(a(F)), y € G(F)),
J(g(F)) = {6 : distribution sur g(F), Yy € G(F),Y0 = w(y)6}.
Siw = 1, ony omet le symbole w; dans ce cas-la ce sont I’espace de Hecke invariant et
I’espace de distributions invariantes, respectivement.
Les applications f — f¥ ',y € G(F) induisent une action de = sur J(g/(F)). Son
action contragrédiente sur J(g'(F)) se déduit de § — ¥6. Posons II(Z) ’ensemble de
représentations irréductibles de = ; on obtient donc les décompositions

J@(F)= P JdF)e

§€I(E)

J(F)= P J )",

E€II(E)
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ou (---)¢ désigne la composante ¢-isotypique et nous adoptons la convention
() = (- )(gv). Notons prg, pré les projections é-isotypiques correspondantes. Vu
notre hypothése, w induit un caractére de =, noté encore w. Les espaces J(g'(F')), et
J(g'(F))* sont en dualité.

Notons que g = g’ comme F-algebres de Lie. Le résultat suivant est évident.

LEMME 4.1.1. — Ona

Pour tout X € T'(g(F))*, on peut définir les intégrales orbitales normalisées J& (X, f),
qui n’est que (X, f) car X est regardée comme une mesure complexe. Soit X € g(F) qui
est w-bon, le symbole X désignera toujours un élément X € I'(g(F))“ tel que la classe de
conjugaison sous-jacente de X contient X. Notons Gx := Zgo (X)°. Si une mesure de Haar
sur Gx (F) est choisie, on peut choisir X de sorte que

(12) JE(X, f) = DO} /G e, S@ X

ot DY (X) := det(ad (X)|g/gx) est le discriminant de Weyl sur I’algébre de Lie, qui ne
dépend que de G°. Cf. [15, 1.21].

LEMME 4.1.2. — Soit X € g(F).

1. X est w-bon si et seulement si pour tout (ou ce qui revient au méme, pour un)
X" e I'(g/(F)) a support contenu dans la G(F)-orbite de X, on a pr* X' # 0.
2. Supposons que X est w-bon. Soit X € F(g(F))“’ asupport dans la G(F')-orbite contenant
X, alors il existe un unique élément X' € T'(g/(F)) tel que
— pr* X’ correspond a X sous l'isomorphisme du lemme 4.1.1 ;
— X appartient a la G'(F)-orbite sous-jacente de X'.
De plus, tout X' € T(g'(F)) avec pr® X' # 0 est obtenu de cette maniére.

REMARQUE 4.1.3. — Il est plus commode de remplacer X’ par X. Alors ledit lemme
signifie que
(X, ) =Ja(X,prof), [e€I(g(F)).
Dorénavant, on adopte cette convention.

Le résultat précédent permet de généraliser des résultats dans le cas w = 1 au cas général.
Donnons des exemples importants.

THEOREME 4.1.4 (Germes de Shalika avec caractére). — Soit T C G un F-tore maximal
tel que w|T(F) = 1. Posons treg := t N greg et choisissons une mesure de Haar sur T(F'), qui
permet définir par (12) les intégrales orbitales J¢ (H,-) pour tout H € treg (F).

Alors il existe des fonctions Ty, : t(F) — C onu € T'niy(g(F))®, telles que

1. T,y = 27Ty, pour tout z € C* ;

2. Ty(t2H) = |t|~ 9mG/CGuT, (H) pour tout t € F* ;

3. Pu(H + Z) = Fu(H) siZ € 3(F) N

4. Ty, est localement constante sur tieg(F') et localement bornée sur t(F) ;
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5. pour tout f € C°(g(F)), il existe U un voisinage ouvert de 0 dans t(F') tel que pour tout
Hetee(F)NUona

JEH, f)= Y. Tu(H)JE(u,f)
u€l i (g(F))«

ou le produit dans la somme ne dépend pas du choix de 1.

PROPOSITION 4.1.5. — Soit f € J(§(F))w. Supposons que J&(X,f) = 0 pour tout
X € Dyeg(g(F))®, alors f = 0. Autrement dit, les intégrales orbitales J&(X , -) sont faiblement
denses dans 9 (g(F))%.

Démonstration. — Vulelemme4.1.1, on peut regarder f comme un élémentde J(g'(F)).,.
D’aprés la densité des intégrales orbitales réguliéres [25, Lemma 4.1] appliquée a G/, il suffit
de montrer que Jg/ (X', f) = 0 pour tout X’ € TI'eg(g'(F)) avec pr“X’ # 0. D’apres

le lemme 4.1.2, de tels X’ correspondent aux éléments de I'eg(g(F))“. On conclut en
appliquant ’hypothese. O

L’étape suivante est de généraliser [25, Part II]. On fixe un sous-groupe compact maximal
spécial K de G(F') en bonne position relativement a un Lévi minimal Mj. On aura besoin
de la transformée de Fourier sur g(F'). Pour ce faire, il convient de fixer

— un caracteére additif unitaire non trivial ¢ : F' — C*,

— une forme bilinéaire non dégénérée B sur g(F') qui est invariante par G(F).

Montrons I’existence de B, qui n’est pas triviale car G peut étre non connexe. On pose
H = GF)/G°(F), Z = Zg.. Vu la décomposition g = 3 @ gder, 3’1l existe une
forme bilinéaire non dégénérée By sur 3(F') qui est invariante par H, alors on peut prendre
B = Bz + Bger 0 By est la forme de Killing de gq.r. L'existence de B est garantie par le
résultat suivant.

PRrROPOSITION 4.1.6. — Soient F' un corps de caractéristique nulle, H un groupe fini, Z un
F-tore muni d'une action H — Autp_iore(Z), alors il existe une forme bilinéaire non dégénérée
By sur 3(F) qui est invariante par H.

Démonstration. — La variété des formes bilinéaires non dégénérées H-invariantes sur 3
est un ouvert de Zariski d’un espace affine. Donc I’ensemble de ses F'-points est dense pour
la topologie de Zariski. Pour montrer que cette variété admet un F-point, il suffit de montrer
qu’elle est non vide en tant qu’une variété algébrique, donc il est loisible de remplacer F' par
une extension quelconque. On se raméne ainsi au cas Z déployé.

Supposons Z déployé. Puisque les tores déployés ainsi que les homomorphismes entres
eux sont définis sur Z, on se ramene au cas F' = Q. L’argument précédent nous rameéne encore
au cas F' = R. C’est bien connu qu’il existe une forme définie positive H-invariante sur 3(R).
Cela permet de conclure. O

La transformée de Fourier est définie par
fof0= [ FORBXAX, S e O,
g(F

ou g(F) est muni de la mesure autoduale par rapport a ¢ o B. La transformée de Fourier
d’une distribution 6 est notée 0, définie par (0, f) = (0, f) pour tout f € C(g(F)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



816 W.-W. LI

On considérera les o p-réseaux « bien adaptés » a (My, K). Au lieu de donner la définition
précise dans [25, Definition 10.6], il suffit de donner une construction directe : on prend un
sommet spécial x correspondant a K dans 'immeuble de Bruhat-Tits, alors les réseaux de
Moy-Prasad g(F), . sont adaptés a (Mo, K) pour tout r > 0. Cf. [2].

Pour € un sous-ensemble ouvert compact de g(F"), on pose

JQ):=¢0€J(g(F)): Suppb C U xQx~t H
z€G(F)
J0)* =S (a(F)* NI ().
On pose aussi
JO = UJ(Q)a
Q

g5 =IO =J(6(F)* nd,.
Q

Définissons une norme | - | sur g(F') comme dans [25, §2]. Soient ¢ > 0, L un réseau bien
adapté a (My, K), et V un voisinage de gn;i(F)!''=! dans g(F)I''='. Définissons

JV,t, L) = {0 € J(@(F))* : VX € g(F), |X| > tet (0, 1x 1) #0= X € F-V}

ou 1y, désigne la fonction caractéristique de X + L. On vérifie que J(V,t,L)* C
J(V, ¢, L) sit’ > t. On pose

J(V,00,L)% := | JJ(V,t,L)“.

t>0

Soient L’ C g(F) un op-réseau quelconque et § € J(Q)%, on note jr.0 la restriction
de 6 a l'espace C.(g(F)/L’). Le résultat suivant interviendra dans la démonstration du
théoréme 4.3.2.

PROPOSITION 4.1.7. — Soient L un o p-réseau bien adapté a (My, K) et V un voisinage de
gnit(F)'=1 dans g(F)V1=1. Quitte a rétrécir V., il existe un o p-réseau L' O L tel que
jL’j(Vv 0, L)w C jL//ﬁ

Démonstration. — On choisit 2 C G(F) un ensemble de représentants de = tel que 1 € =.
On pose

L':==) ¢ L>L

£eE
Soit § € J(V,t,L)*. D’aprés [25, Corollary 11.4], il existe 6y € /,(£2) tel que
Vi € Ce(g(F)/L), (0,9) = (6o, ).
On a C.(g9(F)/L') <C C.(g(F)/L). De plus, si ¢ € C.(g(F)/L") alors
©f € C.(g(F)/¢ L") C C.(g(F)/L) pour tout ¢ € E. Pour tout ¢ € C.(g(F)/L"),
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on a donc
(0, 0) = (pr“0, ) = (0, pr,p)
=271 w(€) 7N, %)
1=
=27 w(©) (6o, ¢°)
ceE
= (bo, pryp) = (pr¥bo, ).

Autrement dit j; 6 = j.(pr¥fp). Puisque E est fini, on vérifie que pr*fy € jg’ Cela
achéve la preuve. O

Le résultat suivant ne sera pas utilisé dans cet article, toutefois on en donne I’énonc¢ a
cause de son importance.

THEOREME 4.1.8. — Soient Q C g(F) compact, L C ¢(F) un réseau bien adapté a
(K, My). Alors 519 (Q)* est de dimension finie.

Soit D C g(F'). On dit que D est un G-domaine si D est ouvert, fermé et G(F')-invariant.
Pour X € g(F) semi-simple, on note (X) I’ensemble des G(F)-orbites dans g(F') dont
I’adhérence contient X . C’est un ensemble fini.

THEOREME 4.1.9. — Soient Q un ouvert compact dans g(F) et 0 € J(Q)“, alors 6 est
représentée par une fonction localement intégrable g sur g(F) telle que

— g est localement constante sur greq(F) ;
— |DS|z g est localement bornée sur g(F).

THEOREME 4.1.10. — Soient Q un ouvert compact dans g(F'). Alors il existe un G-domaine
D contenant 0 tel que pour tout 6 € J(Q)%, il existe des coefficients c;, (), ouu € I'ny(g(F))*,
tels que

— Cuy = 2" Yey pour tout z € C* ;
— posons p;, = J& (4, -), alors

o= S @il
u€lni (g(F))«

Pour tout voisinage V de 0 dans g(F), les distributions [1;, sont linéairement indépendantes
Sur V-0 greg (F).

Démonstration des théoremes 4.1.8,4.1.9 et 4.1.10. — Vu les lemmes 4.1.1 et 4.1.2, on se
rameéne aux assertions concernant 4 (g'(F))%, qui découlent immédiatement du cas établi
par Harish-Chandra [25]. Remarquons aussi que le passage de G(F') a G'(F) n’affecte pas
les notions de la transformée de Fourier, des réseaux bien adaptés et des G-domaines. O
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4.2. Théorie sur le groupe : descente semi-simple
Revenons a la théorie sur le groupe. Considérons un revétement local
- w—=G2GF)—1
ou G est un F-groupe réductif connexe. On normalise les mesures comme dans le §2. On fixe
- 0 € G(F) semi-simple, G° := Zg(0), Gy := Zg(0)°;
-Gep(o);
- Go ==p Gy (F)).
On obtient ainsi le caractére continu [-, 0] : G°(F) — ,,, défini par

Y96, ye Go(F),

~—1

ly, 0] =3 "6

avec § € p~'(y) quelconque. On a

Posons

On choisit les objets suivants

-V c go(F) dela forme g, (F), := U, 9o (F)a,» avec r > 0[2, §3.1]; de tels ouverts
ne dépendent que de r et forment une base locale en 0 pour la topologie définie par les
ouverts G? (F')-invariants;

- W= exp(ﬂ/b) C @;0 ; on peut prendre r > 0 de telle sorte que 'exponentielle définit
un homéomorphisme de 9" sur ‘M/b, et que W’ est ouvert et invariant par G° (F).

On peut aussi supposer que
—~b
W= |J e
€E m

est une réunion disjointe.

On définit ainsi

—~b
o i — G(F) x W
X W= (ah i ~ (g alhih ), Vh e Go(F)

Notons ® : G(F) x G — G lapplication (g,f) +— g&tg~'. Faisons opérer G(F) sur
G(F) x G (translation a gauche sur la composante G(F)) et sur G (’action adjointe), alors
® est G(F)-équivariant. Le fait suivant est di, pour I’essentiel, a Harish-Chandra.

ProposITION 4.2.1. — L'application ® est submersive. Quitte a rétrécir (Vb, elle induit un
homéomorphisme G(F)-équivariant

_ —b  ~
. GF)x" W > W
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ot W = O(G(F) x W ). Il existe une application « intégrer le long des fibres »
—b —_
D, :CFX(GF)x W) — CZ(W)

caractérisée par l'égalité

[ eebF@e)agi= [ @o@F@a,  vFec=m),
G(F)x W w
qui est une application surjective G(F')-équivariante.

On notera ®* le dual de @, au niveau des distributions. Observons que tous les espaces en
vue sont munis d’actions évidentes de ,,, et toutes ces applications sont ,,-équivariantes.
On note 1 la distribution ¢ +— fG(F) ¢(g) dg sur G(F).

PROPOSITION 4.2.2. — Soit © une distribution invariante spécifique sur W. Alors il existe

—~b
une unique distribution spécifique ©° sur W, caractérisée par

(©,8.f) = (106", f), [feCX(G(F)x W).

Soity € G°(F), alors
ve® = [y,0]0",  ye G(F).

Démonstration. — L'image par ®* de O est une distribution spécifique G(F)-invariante

—~b
sur G(F) x W , donc est de la forme 1 ® ©°. La formule pour (6, ®,f) en découle.
La deuxiéme assertion découle de la premicre, du fait que © est G(F)-invariant et de la
proposition 4.2.1. O

COROLLAIRE 4.2.3. — Notons désormais 6 := exp*(@”wb), alors 8 est une distribution
sur V° telle que Y0 = [y, o]0 pour tout y € G°(F). De plus, § détermine ©°.

REMARQUE 4.2.4. — Proprement dit, ce principe de descente semi-simple n’est pas celui
de Harish-Chandra, car on n’utilise que des ouverts stables par ,, et le caractére [-, o]
intervient. Pour obtenir une version purement « analytique », il suffit de considérer # comme
une distribution G (F)°-invariante sur 9"

Appliquons la théorie du §4.1 au groupe G et le caractere |-, o]. Utilisons les conventions
de [31, §6.3] pour les intégrales orbitales sur G. Le résultat suivant est immédiat selon la
définition de & et la proposition 4.2.1.

LEMME 4.2.5. — Un élément 4 = Gexp X avec X € 9" est bon si et seulement si X
est [+, a]-bon sous G°(F). Soient 4 € T'(G) et © := Jx(¥,-), alors il existe un unique
X € T(g, (F))1 tel que

9 =J570(X, ).

Inversement, toute distribution 0 de cette forme se remonte en une intégrale orbitale anti-

spécifique sur G.
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A Pinstar du cas de ’algebre de Lie, définissons
H(G)=C2@)/ ('~ |+ f €C2(G), y € G(F))

et posons 7 (G) son dual. Notons /--(G) la partie anti-spécifique de 4(G), son dual est noté
g _(G‘), qui n’est que ’espace des distributions invariantes spécifiques. Le résultat suivant
est paralléle a la proposition 4.1.5. Dualement a I'application © — 6, on a une application
IVl — (W), notée f* — f, satisfaisant &

(©,1)=1(6,1).

De plus, f° — f est surjective d’aprés la proposition 4.2.1.

PROPOSITION 4.2.6. — Soit f € J--(G) tel que pour tout ¥ € T'(G) avec ~ fortement
régulier, on a Jé(i, f)=0. Alors f = 0.

Démonstration. — On  peut prendre [’ e J(‘l/b)[""] tel que f°+— f. Soit
X e f‘reg(gg(F))[”"]. Si X ¢ 9" alors Jg’f] (X, f") = 0. Supposons donc X € 9’ ;
alors le lemme 4.2.5 affirme que J, Lol (X, f?) remonte en I'intégrale orbitale de f le long de
la classe de conjugaison de & exp X . Puisque 9" est supposé suffisamment petit, la classe de
g exp X est fortement réguliére. D’ou Jgf]()'(, £?) = 0 pour tout X € T'req(g, (F))l1.

Maintenant c’est une conséquence de la proposition 4.1.5 que f° = 0, d’ou f = 0. O

4.3. Distributions admissibles invariantes spécifiques

Soit H un groupe compact, on note II( H) ’ensemble des classes d’équivalences de repré-
sentations irréductibles de H. Sid € II(H), on note g € C*°(H) son caractere. La repré-
sentation triviale de H est notée 1.

Nous reprendrons les arguments de [25, Part III].

DEFINITION 4.3.1. — Soit © une distribution sur un ouvert W de G. Soit K, un sous-
groupe ouvert compact de G. On dit que O est (G, K)-admissible en 4 € G si
- 4Ky C W;
— pour tout sous-groupe ouvert K1 C Kgetd € K;,ona
O x fd =0
ou * désigne la convolution, sauf s’il existe x € G(F) tel que les restrictions a
zKoz~' N K7 de 1,x,,-1 et de d s’entrelacent.

On dit que © est admissible en 7 s’il existe K tel que © est (G, Ko )-admissible en 5. Si © est
admissible partout, on dit qu’elle est admissible.

Cette définition s’applique a tout groupe localement profini. Notre but est le résultat
suivant.

THEOREME 4.3.2. — Soit © une distribution invariante spécifique de G. Soient o € G(F),
G € p~ o). Si © est admissible en &, alors © est représentée par une fonction localement
intégrable au voisinage de &, qui est localement constante sur éreg. La fonction |DG|%@ est
localement bornée.

De plus, il existe des coefficients uniques cq, o tu € I'(g(F))7), tels que
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— ¢4 = 2~ Yey pour tout z € CX,
— pour X € g,(F) suffisamment voisin de 0, avec des conventions du §4.1, on a

O(GexpX) = Z cafta(X).
weT (g, (F))L7)

Enregistrons d’abord une conséquence qui justifiera toute opération de caractéres dans
les sections suivantes.

COROLLAIRE 4.3.3. — Soit (, V) une représentation admissible irréductible de G et notons
O, son caractere. Alors O vérifie les assertions du théoréme 4.3.2 en tout & € G semi-simple.

Démonstration. — Prenons Ky C G un sous-groupe ouvert compact tel que V0 £ {0}.
Le corollaire résulte du fait que O, est (G, K)-admissible partout ; voir [20]. O

Fixons ©, ¢ et 6 comme dans I’énoncé. Indiquons trés grossierement ’approche de [25].

Etape 1. — Ces assertions étant locales et G(F)-invariantes, on effectue la descente semi-
simple avec un voisinage G (F')-invariant Y go(F) et W= . exp((Vb), tous suffi-
samment petits, comme dans la proposition 4.2.2. On obtient ainsi la distribution descendue
bedg (‘Vb) [+o] D’apres la remarque 4.2.4, cette étape est de nature analytique si ’on se limite
a l'action de G (F")°, donc est identique a celle de [25, §18].

Etape 2. — Soient Ky, K1 et d comme dans la définition 4.3.1. Afin d’exploiter la condition
sur I'entrelacement de 1,x,,-: et d, on utilise la théorie d’orbites co-adjointes de Howe.
Précisons.

On prend un s-réseau L C g(F) (cf. [25, §17]), i.e. un réseau suffisamment petit, de sorte
que K := exp L est ouvert et compact de G, et il est muni de la structure de groupe a I'aide
de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff ; on suppose de plus que %L les vérifie aussi, et
on pose K1/2 := exp(%L), C’est un sous-groupe distingué de K.

Notons II(K) I'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de K
et IT'/2(K) I’ensemble des K'/2-orbites dans TI(K). Notons L* le dual de L par rapport a
o B.

La théorie de Howe fournit une bijection

II'/2(K) — {K'/? — orbites dans g(F)/L*}

d+— @d7
qui est caractérisée par la formule de caractére a la Kirillov
(13) d(d)éa(expd) = ) Y(B(X, ),
Xeba

ot d(d) est le degré formel et on a d(d) = [K : Kx|? ;ici X € g(F)/L* désigne un élément
quelconque dans f4 et Kx désigne son stabilisateur sous ’action de K.

On en déduit que, soient (L;, K;, d;) comme ci-dessus et §; I’orbite co-adjointe associée
(i = 1,2), alors pour z € G(F), les Kl1 /2_orbites de représentations d; et *d, restreintes
a K; N zKyx™!, ou *dy est la représentation de xKoz~ ! transportée de dy par Ad (),
s’entrelacent si et seulement si §y N * 0y # .
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Observons que ce formalisme ne fait pas intervenir le revétement. Les arguments de [25,
§§19-20] s’y adaptent immédiatement.

Etape 3. — Appliquons le formalisme du §4.1 au groupe G° (F). En particulier, on a fixé une
norme | - | sur g, (F).

Prenons des s-réseaux L C g(F) et A C go(F) tels que A C L. On demande de
plus que A soit bien adapté (par rapport a un sous-groupe compact maximal spécial et un
Lévi de G, (F)), alors A* := {X € g,(F) : Yv € A, ¥ o B(X,v) = 1} lest aussi.
Prenons un voisinage V' de gc,’nil(F)H:1 dans g,,(F)"':l, suffisamment petit de sorte que
la proposition 4.1.7 s’applique.

On en déduit des sous-groupes compacts ouverts K := exp L et K, := exp A. Quitte &
rétrécir A, on peut supposer que

[ollk, = 1.

LEMME 4.3.4 (cf. [25, Lemma 21.2]). — Quitte a rétrécir V, il existe v > 0 tel que pour
tout X € g,(F) avec | X| > ¢”, ona

(0, 1x4a-)#0 = X € F-V.

Autrement dit, § € J(V,q”, A*)*.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que I’on n’utilise que la partie « analytique »
des arguments de descente dans [25]. En particulier, on n’utilise que la conjugaison par des
éléments dans G°(F)°. D’autre part, la théorie des orbites co-adjointes est encore utilisable
sur le revétement, comme expliqué a I’étape 2. O

Démonstration du théoréme 4.3.2. — D’apres la proposition 4.1.7, il existe

— un sous-ensemble ouvert compact {2 € g, (F),
- b€ j(ﬂ)wa
— un op-réseau A7 DO A*,

tels que
jasfy = jas0.
On note A; C A le op-réseau tel que A} = (A1)*. En inversant la transformée de Fourier,
on en déduit que 61]|a, = 0|a,-

La distribution 6; vérifie les assertions dans le théoréme 4.1.9 sur un voisinage G, (F')-in-
variant de 0 dans g, (F), donc 6 les vérifie aussi sur un voisinage de 0 dans g, (F'). En par-
ticulier, quitte a rétrécir (l/b, 0 est représentée par une fonction localement intégrable F avec
F(y~'Xy) = [y,0]F(X). Donc O, est représentée par la fonction invariante localement
intégrable g& exp(X)g~! — F(X). Le développement local en termes des distributions jig
résulte immédiatement du théoreme 4.1.10. O
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5. La formule des traces locale

5.1. Le noyau tronqué

Soient F' un corps local de caractéristique nulle et G un F-groupe réductif connexe. On

considére un revétement
1—- ,—G3GF) —1.

Fixons un sous-groupe de Lévi minimal M, et un sous-groupe compact maximal spécial
K, supposés en bonne position. Lorsque F' est archimédien, on normalise des mesures de
Haar sur les groupes linéaires en question comme dans [9], ce qui détermine les mesures sur
les revétements selon la convention dans [31]. Lorsque F' est non archimédien, les mesures
sont normalisées comme dans le §2 sauf que ’on choisit les mesures sur les radicaux uni-

potentes de sorte que v(G|M) = 1 pour tout M € £(My), ce qui est loisible selon la re-
marque 2.6.6.

La formule des traces locale concerne la représentation R de G x G sur L?(G) définie par
(R(31,52)0) (&) = 63 'E2), ¢ € L*(G).

Soit f € C2°(G), on peut former 'opérateur R(f). Pour la formule des traces locale, on
s’intéresse plutot aux fonctions test dans les espaces

€(G) : fonctions de Schwartz-Harish-Chandra,

V4 (G‘) . fonctions lisses & support compact et K -finies,

ainsi que leurs variantes ,,-équivariantes €_(G), G--(G), # _(G) et # --(G). D’ici jusqu’a
la proposition 5.7.6, on prend

1(@,9) = H@) ), fLeH_(G), f» € H--(G).

On I’abrégera souvent par I'expression f = f; f.

On montre que R(f) estde noyau K (,§) = fg(F) f1(ZW) f2(0F) dw, ou @ € p~1(w) est
quelconque ; ce choix ne change pas le produit en question selon notre hypothése sur fi, fo.
Conservons cette convention dans les intégrales dans cette section.

Notons I'e;j (G(F')) I’espace des orbites semi-simples F-elliptiques dans G(F'). Il est muni
d’une mesure de Radon de sorte que pour toute ¢ € Co(Ten(G(F)) NTreg(G(F))), on a

[ sma =S weEnE)t [ s

Cen(G(F)) T T(F)

ou T parcourt les classes de conjugaison des F'-tores maximaux elliptiques dans G, et
W(G(F),T(F)) := Na(T)(F)/T(F).

Ici T(F') est muni de la mesure de Haar de sorte que mes(T(F)/Ag(F)) = 1. Idem pour
tout Lévi de G. Alors la formule d’intégrale de Weyl s’écrit

| h@ds= S wwEIt [ D@l e o) do dy
G(F) MER(Mo) P (M(F)) A (FYNG(F)
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pour toute h € C.(G(F)), ou D(~) signifie le discriminant de Weyl; on peut restreindre
I'intégrale a Le,g—reg (M (F)). Puisque K (z,z) = K(Z,2) = fG(F) f1() f2(x ™ bx) dw ne
dépend que de z, on peut appliquer cette formule et déduire que K (z, x) est égal a

> wwEt [ DGl fler o0 fole™ o7 ) dan .
MeTO) T (M(F)) At (F)N\G(F)

C’est le développement géométrique. Pour le coté spectral, on utilise la formule de Plan-
cherel (corollaire 2.6.5) et la remarque 2.6.6 sur le choix des mesures. Soit M € £(M),
munissons TTp,_ (M) de la mesure de sorte que pour toute h € Cg‘i,(é), I’égalité du corol-
laire 2.6.5 soit vérifiée. Comme les mesures sont choisies de sorte que v(G|M) = 1 pour tout
M € £(Mp),ona

h = S WIS [ deuto) (o) do,

Me £(Mo) 2, (M)

Fixons Z € G et posons
Mo = [ RS0 do.
G(F)

On vérifie que h(1) = K(z,z) et h = fi * f§; en particulier, h € Cg‘i,(é). Notons V
I'espace vectoriel sous-jacent de o et choisissons B (o) une base orthonormée de I'espace
hilbertien des opérateurs de Hilbert-Schmidt / 5(V) — 4 5(V'), formée d’éléments K -finis.
On en déduit comme dans [9, §2] que

r(Iploh) = D tr(Ip(0,8)S()r (p(0,7)S),
SeBp (o)

S(f) = d(0)I p(0, £2)89 (0, f1).

Alors la formule de Plancherel entraine que K (z, x) est égal a

> IWWIIWfl_l/ o) Y tr(Ip(0,8)S(f))tr (I5(0,7)S) do.

Me?(Mo) I, (M) SeBp(o)

On note ag = a7, comme d’habitude. On munit ag (resp. G(F')) d’une norme (resp. une
fonction hauteur) || - || comme dans [9, §4]. Adoptons le formalisme de (G, M)-familles de

[31].
Soit M € £(My).Si Yy = {Yp : P € P(M)} est un ensemble (G, M)-orthogonal, on
note Syr(%) son enveloppe convexe dans a§;. Soit 7' € ag. Pour tout Py € $(My), on note
Tp, 'unique élément dans aJISO N(WE - T). Alors {Tp, : Py € $(My)} forme un ensemble
(G, My)-orthogonal positif'; on le note abusivement T'. Posons
d(T) := inf{(a, Tp,) : Po € P(Mp),c € Apy} > 0.

On dit que T est suffisamment régulier si d(7') > 0. Dans ce qui suit, nous supposerons
toujours que T € ayy,, r. Définissons u(z, T') la fonction caractéristique de I’ensemble

{z = kimksy : k1,ks € K, Hpgy(m) € Sy, (1)}
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On la regarde comme une fonction sur Ag(F)'K\G(F)/K. Le noyau tronqué est défini
par l'intégrale absolument convergente

KT(f) = Lg/ K(z,z)u(z,T)dz.
Ag(F)I\G(F)

5.2. Le c6té géométrique

Ona
K'(D= S wwEt [ KT
MEZ’(MO) Fell(M(F))
ou
KT ) =1DOla, | A e fales e )uly @, 22, T) do da,
M
UTM(.’L‘1,ZL‘2,T) =gty u(zy taxy, T) da,
Ac(F)"\An (F)T

of. [9, p. 30]. Soient M € #(My), z1,z2 € G(F). On définit I'ensemble (G, M)-orthogonal
Yy (@1, 22, T) associé a

Yp(l’l,xg,T) =Tp + Hp(.%‘l) - Hp(xz), P e Q(M),

ou Tp est la projection sur ap de Tp,, Py € P(My), P» C P quelconque. C’est un
(G, M)-ensemble orthogonal positif pourvu que d(7') soit suffisamment régulier par rapport
a (z1,z2), Ce que nous supposons.

D’autre part, Arthur [9, (3.8)] a défini la fonction combinatoire o/ (-, ¥, , (1, 22, T)) sur
a$;. Comme ¥, (z1, 2, T) est positif, oar (-, ¥, (@1, 22, T)) est la fonction caractéristique
de Sp (%) ; en particulier, elle est a support compact. Donc on peut définir la fonction poids

vl (@1, 20, T) = gty om(Hy(a), Yy (21,22, T)) da.
Ag(F)IN\AMm(F)T

Posons ainsi

JT (v, f) = |D()| 3, Fi(@T Fm) fo(ay Aae)ol, (21, 2, T) dzy das,
(Am (F)N\G(F))?
= S WWE [
MeP(Mo) Ten (M (F))

LEMME 5.2.1. — Soit 6 > 0, il existe des constantes C, €1, €5 > 0 telles que
|u}r\4($1,x2,T) - U}L\/[(:Ul,mg,Tﬂ < Ce~alTl
pour tout (T, x1,x5) tel que d(T) > §||T|| et ||zs|| < e2ITN i =1,2.

Démonstration. — Si F' est non archimédien, alors il existe des constantes C1, €1, €5 telles
que

un (2 azs, T) = on (Hu(a), Yy (21,22, T)), Va € Ay(F)

pour tout (T, 1, z2) comme dans ’assertion, d’apres [9, p.38]. On conclut en intégrant cette
égalité sur Ag(F)T\ Ay (F)T.
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Si F' est archimédien, ’argument de [9, p. 39-42] marche sans modification. En fait, on se
raméne a comparer des intégrales sur des R-espaces vectoriels ajc]?/[, ag, ou@® € ¥(M). De
tels arguments ne font pas intervenir Ag(F) et Ay (F)F. O

COROLLAIRE 5.2.2. — Soit 6 > 0, alors il existe des constantes C, e > 0 telles que
(KT (f) = JT(f)] < Ce=eITl
pour tout T tel que d(T) > 6||T|-

Démonstration. — On itére [9, §4]. En fait, la démonstration ne repose que sur le
lemme 5.2.1 et des majorations qui n’ont rien a faire avec le revétement. O

Pour I'instant, supposons que F' est non archimédien. Introduisons une version discréte
de la construction dans [31, §4.2]. Notons gr := |or/pr| et posons

Py o=
Par = (Bar + 06)/ac,
Ly = (apm,r +ag)/ag,
Lo = L,

a']tW,F + aG)/aG,

LEMME 5.2.3. — Ona
~ ~+ - - ~ ~ -
(20 Lag) = [, : Gy plldc,r : 85 0] "

Démonstration. — D’une part, on a la suite exacte

) (aL,F +ag)Nam,F am,F ay,rF 1
~ ~ ~ ~ )
a}L\/I,F a}L\/I,F (a;[\/I,F +ag) Nam,r

ay,F + ag
a}w)F + ag
- - o Al ,
et (A, F + aG)/(ahF +ag) = Lu/ L) D'autre part,
@, - +ag)na il -+ (agNayp) abyp+a
M,F G M,F Yy R G M,F)  BuMF G,F
o7 = o -
Ay, P Ay, F Om,F
___Gr _Ggr
a;r\/I,F N aG,F ag,F
car ﬁ& p=agn &}/17 - Cela permet de conclure. O

On pose AM(F)l = AM(F) N Ker Hyy et AM(F)T’l = A]\/](.F)]L NKer Hy,.
LEMME 5.2.4. — Ona

ulAn(F) - Ay (F) P [angr 8y o] = 1.
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Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme du serpent au diagramme suivant

1 —— Ay (F)D —— Ay (F)f il p 1 O

o

].*>AM(F)1 AM(F) anF 1.

Soient k € Rwg, M € £(My) et P € P(M). Posons
Mo,k = klog g - a¥, a€Ap,

Puk = klogqr - ZAY.

Alors £y 1 est un réseau dans aAG/I, qui est indépendant de P. Si k € Z- est suffisamment
divisible, alors £ps 1 C Las.

On a déja normalisé la mesure de Haar sur iag, (resp. sa},) dans le §2.1, ce qui détermine
la mesure duale sur ag (resp. aps) comme dans [31, §2.5]. On vérifie que la mesure induite sur
a§; satisfait & mes(a§;/# ) = 1. Supposons toujours k suffisamment divisible et posons

(14) 0p (V) = mes(afy/Lar) ™ T (1—e Pen)), Xeaye

aEAp

On va transformer v}\/[(:cl,xg,T) en une expression qui ne dépend pas de Ay (F)f
et Ag(F)'. Les arguments sont identiques a ceux dans [9, §6] sauf que certains facteurs
supplémentaires interviennent. Montrons qu’ils disparaissent a la fin. On a

i@y, 22, T) = taiad [Am(F)' s An(F)M )7 AG(F)' : Ag(F)1]
> om(X, Yy (w1, 22, T)).

xeal, g/l 5

- - - - Al il
Ona aEM’F/aTG,F = aL’F/(a;rVLF Nag) = £,;. Comme dans [9, §6], la somme sur ¥, se
transforme en

> X [ g mestafy/ L) fim | YD 0P (4 )

VGZ’;}IV/Z’X/I PeP(M) Xelrm/ Ly

ouA € (C‘?\;/[,c)* est supposé en position générale proche de 0, et Yp = Yp(z1,z2,T). Donc
v}w(:cl, z2,T) est le produit de

it A (F)' : Ay ()] [AG(F) s Ag(F))[2ar - 2]

avec

Z [{im Z [Par: Loarg) ™t Z M Xp (YD gL (A + 1)1

VE)Z’}L\)IV/ZVM PeP(M) XeLrm/ Ly k
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La premiere expression vaut 1 d’apres les lemmes 5.2.3, 5.2.4, tandis que la limite dans la
deuxiéme expression est exactement celle dans le cas des groupes réductifs. Il est justifié de
reprendre tous les arguments d’Arthur pour obtenir ’expression

(15) w2, T) = Y qe(T)e™,
Een 25 /28
ou
- T € £oNaf est suffisamment régulier en un sens indépendant de M, et af est une
chambre quelconque dans ag ;
— N € Z- suffisamment divisible, indépendamment de M ;
— pour tout &, g¢ est un polynome.
I1est loisible de parler du terme constant @y (x1, z2) := go(0). La somme sur £ provient de

la somme précédente sur v € 2 j\}v /#3r» done elle dépend du choix de A (F)*; cependant
le terme ¢q correspondant a £ = 0 n’en dépend pas. En adaptant [9, (6.6)], on obtient

(16)

dar(an, @) = hm o S0 [ La/Larel ™t DD MNP @ g, (4)
PeP(M) XelLm/Lm,k

ou k € Z- est suffisamment divisible en un sens indépendant de M. Cela permet de définir

(A7) Ty, f) = |D(7)|L?\4/ fi(@r ) fo (s yaa) o (21, 22) dzy das.
(Am (F)I\G(F))?

pour tout «y € Teyy (M (F)).

ProrosITION 5.2.5 (Cf. [9, proposition 6.1]). — Supposons F non archimédien. Alors il
existe une décomposition

TN = D peTHe®D,  Tefonag,
cex 2y /24

ouT, aaL, N sont comme précédemment et pe (-, f) sont des polyndmes. Son terme constant
J(f) == po(0, f) admet une décomposition

=Y e | T £) d.

MGf(Mo) Fell(M(F))

REMARQUE 5.2.6. — Les distributions K7, J7 sont W -invariantes, donc J(f) ne dé-
pend pas du choix de ag . En particulier, le terme constant J(f) n’en dépend pas.

Le cas archimédien est plus simple du point de vue combinatoire.

PROPOSITION 5.2.7. — Supposons F archimédien. Alors la proposition 5.2.5 demeure va-

lable si l'on remplace les réseaux £y, Z’M, %j\/f Lk par af/f, et sil'on remplace 0py, par la
Jonction Op définie dans [31, §4.1] dans la définition (17) de J (7, f).
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5.3. Le c6té spectral

La référence pour les discussions suivantes sont [9, §§8-11]. Fixons Py € $(Mp). On a

K= S (W we / K" (o, f) do,

MeP(Mo) M, (M)

KT(o, f) == plo)g / Z tr (I 5(0,2)S(f))tr (I (0, &)S)u(zx, T) dz,
Ag(F)N\G(F) g B4 (o)
ou P € P(My) est standard.

Soient (o,V) € 1'[2,,(]\;[), X € ImX(M). Rappelons que I’on peut réaliser J 5 (o ® x) tel
que I'espace /5 (V') muni de I'action de K ne dépend pas de x. Dans ce qui suit, on fixe un
point base o dans chaque ImX (M )-orbite de IT5 _ (M).

Donc dans I’expression de K7 (f) on peut regrouper les termes selon M et les Im X (M )-or-

bites de II; _ (M). On se rameéne a I’étude de I'intégrale

Lg/ tr (Jp(o @ x,Z)S(f))tr (Ip(o @ x,Z)S)u(z, T)dz
A (F)IN\G(F)

ou S € By(o) est fixé, et x varie dans Im X (M).
On note ©) la Im X (M)-orbite contenant o. Pour simplifier, supposons momentanément
F non archimédien. En examinant les définitions dans le §2, on voit que S et S(f) appar-

tiennent & C°°(#), P), regardées comme fonctions x — Sy et x — S(f)y. et que
tr (7p(0 ® X, )S()) = EZ(S())) (@),
tr (4 p(0 ® x,8)8) = BE(S,)(#).

Avec la notation usuelle (a|b) = ab pour a,b € C, définissons le produit scalaire tronqué
des coefficients

(@ 5(). 5) i= 16 [

e, (PESU@) B89 e,

On obtient donc I’expression suivante pour K7 (f) :

(18)

S WIS S [Staby, gy (o) / o @ )95 (0 @ X, S(f), S) do,
Me£(Mo) s s ImX (M)

ou

— o parcourt un systéme de représentants de ITp, _ (M) /ImX (M) ;
— S parcourt Bp(0);
— P € P(M) est standard.

REMARQUE 5.3.1. — Dans|[9, §§7-8], Arthur choisit le langage des intégrales d’Eisenstein
au lieu des coefficients d’induites. Nous laissons le soin au lecteur de réconcilier les défini-
tions.

Comme dans [9], le coté spectral nécessite des majorations en trois étapes. Donnons-en
une esquisse.
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De KT a k™. — Pour M € P(M,), P € P(M,) standard et ¥;, ¥, € @, (M), on note
pp : ap — Rla fonction caractéristique de I’ensemble

{H e ay: (w, H) <0,V € Ap}

et on pose

7";(\1/1|\112) = Lg/ (U1 ()| Vo (m))ep(Hp (m) — Tp) dm.
Ag(F)'\M(F)

Pour tout o € I, _ (M) et Sy, Sy € L(o, P), on pose

wh(0,51,8) = Y 15 (BEZ(S1)% | EE(S2)%)-
P1DPy

Avec la convention de (18), posons k7 (f) égale a
(19)
Do IWTIWETEY 0D " IStaby, x iy (0) / n(e ® x)wi (o ® X, 5(f), 5) do.

Me2(Mo) s S ImX (M)

PROPOSITION 5.3.2. — Soit § > 0, il existe des constantes C, e > 0 telles que
KT (f) = KT (f)] < CemeITl

pourvu que d(T) > 6||T|.

Démonstration. — C’est ’analogue de [9, Lemma 10.1]. Le fait crucial est la majoration
[9, Theorem 8.1] reliant Qg et wg, dont les ingrédients de la preuve sont établisdansle§2. O

De kT a JJ,.. — On définit une distribution J&..(f) comme dans [9, Lemma 11.1], qui
consiste en des fonctions ¢ de Harish-Chandra et des fonctions combinatoires. Sa définition
précise est malheureusement trop compliquée a rapporter ici. On montre que pour tout
n € Z ettout § > 0, il existe une constante c, telle que |k”(f) — JE..(f)| < el T~
lorsque d(T) > 6||T||. Vu I’étape précédente et la majoration pour |[KT(f) — JT(f)|, on

obtient [JT(f) — JE..(f)] < cul|T||~™ sous les mémes conditions, quitte & agrandir c,,.

D’autre part, on montre, comme dans la preuve de [9, Lemma 11.1], que

Js?oec(f) = Z VI3 (T, f)e<€7T>7

Eex Ly /2y

pourvuque T € £oNag et N € Z»; suffisamment divisible, ot ag est une chambre fixée. Les
fonctions g¢ (-, T) sont des polyndmes. Or JT'(f) admet une décomposition du méme genre
pour T € af. Comme a est quelconque, la majoration précédente pour |J7(f) — JEec ()
affirme que J7(f) = JL..(f) pour de tels T.

Notons Jypec(f) := qo(0, f) le terme constant. Il en résulte que Jspee(f) = J(f).
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Description de jspec. — Donnons finalement une expression explicite pour jspec comme dans
[9, Corollary 11.2, Proposition 11.3].

Soient L, M € £(My), L O M. Nous posons

WE(M)reg := {t € WE(M) : det(t — 1]|ak;) # 0}.

Soitt € WE (M), onnoteIly, (M)t := {¢ € Iy _ (M) : to ~ o}. Soient L, M € £(My),
L>M,Re€ PL),PePM),(Eias, t € WE(M)eg, 0 € I (M), Introduisons les
objets suivants.

— II:= PN L, R(IT) est 'unique élément de P(M) tel que RII) N L = et R(II) C R.

— Fixons des facteurs normalisants faibles 7, 5(0) (rappel : la définition 3.1.2), d’ou les
opérateurs d’entrelacement normalisés R, 5(0) pour @, Q' € P(M).

- Rp(t,0) :=a(f) o A(f) o R, pp(0), ot € L N K est un représentant de t, et o (%)
est lisomorphisme 7 5(t0) = 4 5(o) induit par un isomorphisme fixé to = o. C’est
bien défini a une constante multiplicative pres.

-7 7(C) est

r (450, 1) Rp(8,0) 5 s (00) T3 s (0) )
- 7, 1(C) est

tr (Jé(‘ﬁ)|ﬁ(")_1*]§(‘1f)u;(oc)3ﬁ(taU)Jp(U, fz)) :
— Ji(o,t, f)est

CUREE D D W (LA (k27 2 D DI M (O
Re®P(L) XelL/Lrk

avec k € Z>; suffisamment divisible.

— On note
»d(o) :={B e X% rgaunpoleenc}
={fex: usaunzéroenc},
et on pose
1) €x(t) i= (—1)IZE @M@,

Pour L, o comme ci-dessus, on munit InX (L) - o de la mesure quotient déduite de la
mesure de iaj.

PrROPOSITION 5.3.3. — Ona

() = 3 (W der a2 0J3(0' 8, 1) do

LMt mX(L)a'

ou L, M, t sont comme précédemment, et o parcourt les Tm X (L)-orbites de Ty ;(M)*.
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Démonstration. — Puisque la théorie des opérateurs d’entrelacement, des fonctions ¢
de Harish-Chandra et la formule de Plancherel pour revétements sont établies dans le §2,
il suffit d’adapter [9, §11]. Comme pour le coté géométrique, des facteurs de la forme
oy [Am(F) 2 Ay (F)PY ou [ayr ajw] (ou M € £(My)) peuvent intervenir dans
Js:foec( f), donc dans la description de ji(al ,t, f). Toutefois on peut inspecter les argu-
ments d’Arthur et montrer, comme dans le §5.2, que ces facteurs se compensent a 1’aide des
lemmes 5.2.3, 5.2.4. Ces compensations ne sont pas surprenantes car le formalisme est choisi
de sorte que si G = ,, x G(F) et p = (1,id), alors on revient 2 la situation considérée par
Arthur. O

5.4. Interlude : R-groupes

Avant de procéder a la formule des traces locale, rappelons briévement le formalisme de
R-groupes de [10, §2]. Des sources possibles des démonstrations sont [34, 35]. Les preuves
reposent sur

— la formule de Plancherel,

— la normalisation des opérateurs d’entrelacement,

— une formule de Casselman [36, 1.4.1] des coefficients matriciels du module de Jacquet,
pour le cas archimédien.

On a tous ces ingrédients pour les revétements.

Soient M € £(My), P € P(M), (0,V) € II, _(M). Notons II,(G) I'ensemble des
classes de constituants irréductibles de 4 5(0), qui ne dépend pas du choix de P. Notons
W, :={w € W¢(M) : wo ~ o}. Fixons des facteurs normalisants faibles rona(o) etles
opérateurs d’entrelacement normalisés R, 5(0).

Soient w € W, et w € K un représentant, alors o se prolonge en une représentation du
groupe Mjg engendré par M et @ ; désignons cette représentation par o,. Ce prolongement
est unique a une constante pres, nous y imposerons des conditions plus tard.

Définissons 1’opérateur d’entrelacement

A(ow) . jw,lls(d) = jls(a'),
¢(-) = ow(@)p(@ ™).
Posons Rp(w,0) := A(ow)R,,-1p5(0) et
W2 = {we W, : Rs(w,o) € C*id},
Ry := W, /W?.
Notons que R, ne dépend pas de P.

L’un des faits de la théorie de R-groupes est que W2 est le groupe de Weyl associé au
systéme de racines engendré par {8 € £%¢ : ug(o) = 0}. Sil'on fixe une chambre a} de
ce systéme, alors on peut identifier R, et {w € W, : wal = al}; avec ce choix, on peut
écrire

W, =W? x R,.
Supposons maintenant que pour tout w € W2, o, est choisi de sorte que R s (w, o) = id.

L’application r — Rz(r, o) pour r € R, n’est pas forcément un homomorphisme : il existe
un 2-cocycle n, : RZ — C* tel que Rp(rire,0) = 15(r1,72)Rp(r1,0)Rp(ra, o). Plus
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précisément, on a 9, (r1,72) = A(0y,ry)A(o,, )" A(0,,) L. Fixons désormais une extension
centrale

(22) 1> Z, >Ry > R, — 1

de sorte que Z, est fini et 'image de 7, dans H? (Rg, C*) est triviale. Autrement dit, il existe
£y : Ry — C* tel que 1y (r1,72) = &, (r1712)Ex (1) 1€ (r2) ™" pour tous r1, 7, € R,. Onen
déduit le caractére x, : Z, — C* tel que &, (21) = xo(2)é,(r) pour tout r € R, et tout
z € Zy.Sil’on pose

Rﬁ(r, o) = fg(r)_lRp(r, o), r € R,,
alors 7 +— R(r, o) est un homomorphisme avec R (2, 0) = x,(2) "' Rp(r, o).
Notons II(R,, x,) I'ensemble des classes de représentation irréductibles de R, dont la
restriction sur Z, est x,. Le théoréme principal des R-groupes (d’aprés Harish-Chandra,

Knapp, Stein, Silberger) s’exprime comme suit, ce que nous admettons comme une hypo-
thése dans le cas non archimédien.

THEOREME 5.4.1. — La représentation Rp(r,i) = Rp(r,0)dp(0,%) de R, x G sur
I (V) admet une décomposition

Rp = @ (p" X))

PEM(Ro,X0)

ou p — m, est une bijection de (R, Xo ) Sur Ha(é). En particulier, on a

tr(Rp(r,0)dp(o,f) = >,  trp’(r) (On,, ), reR,, feC (G).

pE(Ry,X0o)

REMARQUE 5.4.2. — Selon notre normalisation R (w, o) = id pour tout w € W2, on
voit que 'opérateur R3(r, o) est indépendant du plongement R, — W,, autrement dit
indépendant du choix de la chambre a7 .

Enregistrons des propriétés de R-groupes, dont les preuves se trouvent dans [10].

1. Fixonsa}.Soit L € £(M) tel que a} contient un ouvertde ay,. Notons RZ le R-groupe
relativement & L au lieu de G, alors on a une identification RX = R, N\WE(M). Vu les
propriétés des opérateurs d’entrelacement normalisés, on peut tirer 'extension centrale
(22) par RX — R, et on obtient

1—>Za—>R£‘—>R§—>1

qui trivialise encore les 2-cocycles &£ associés a L.

2. Soit L comme ci-dessus. On note KO(RJ, Xo) I'espace des caractéres virtuels engendré
par H(RU, Xo ). Idem pour KO(R(%, Xo ). Alors un élément de KO(RU, Xo) est induit de
Ko(RL, x,) si et seulement si le caractére virtuel associé de G est induit d’un caractére
virtuel engendré par Ha(i).

3. Le signe e, (t) défini dans (21) est égal & (—1)4®") sit = wOr avec w® € W2, r € R,.
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Supposons de plus que de tels choix (e.g. facteurs normalisants, at, o, I’extension cen-
trale (22), etc.) sont faits pour tout wo, w € W, de fagon compatible. Par exemple, on exige
que l'action de w € W induise un isomorphisme R, 5 Ry,. L’étape suivante est d’intro-
duire des espaces de paramétres convenables pour le c6té spectral.

Soit (M, o, ) un tripletavec M € £ (M), o € Iy _ (M), r € R,.On dit qu’il est essentiel
si pour tout z € Z, tel que zr est conjuguéa r, ona x,(z) = 1. Le groupe de Weyl W§* opére
sur de tels triplets par w(M,o,7) = (wM, wo, wrw™!). Posons R, reg := Ry N W (M )yeg,
notons Rg,reg son image réciproque dans R, et

T(G) := {(M, 0, r) : un triplet essentiel. },
Taise(G) := {(M,0,r) € T(G) : W2 - 7N VVG(M)reg + o},

Ten(G) := {(M,0,7) € T(G) : 7 € Ry reg},

On aT(G) D Tuise (@) D Ton(G). Le groupe ImX (G) opére sur Ty (G) par x - (M, 0, 7) =
(M, ® x, ), ce qui munit To;(G) d’une structure de variété analytique connexe. On vérifie
aussi que T(G) = | | LeP(Mo) Tun(L). Donc T(G) et Tyise(G) sont aussi munis de structures
de variété analytique. Posons

Certes, on peut introduire I’équivariance sous ,, et définir les espaces T_ (&), T-- (G), etc.

Munissons Tyisc,— (G) de la mesure de Radon telle que

/ _O(r)dr = Z |Rc,’,,|_1 / ~O(r)dr
Tdisc,— (G) ImX(G)~T

T€Tdise, - (G) /ImX (G)

pour toute 0 € Cc(Tdisc,_(CNJ)), ou Rg,,« est le stabilisateur de r dans R,,, et ImX(G) - T est
muni de la mesure quotient déduite de la mesure de iaf,.

DEFINITION 5.4.3. — Une représentation 7 € Tliemp(G) est dite elliptique si la restriction
de son caractére sur I’ensemble des éléments réguliers F-elliptiques n’est pas nulle. On définit
les représentations virtuelles tempérées elliptiques de la méme maniére.

La proposition suivante décrit les représentations tempérées (resp. virtuelles tempérées)

en termes du R-groupe ; elle explique aussi la notation Ty (G). Sa démonstration dans le
cas non archimédien dans [10, §2] nécessite un résultat de Kazhdan qui sera prouvé dans le

théoréme 5.8.10. Nous n’utiliserons pas cette proposition dans cet article.

PROPOSITION 5.4.4. — Soient M € £(My), 0 € Ty _(M) et p € T(Ry,xo). La

représentation , € I1,(G) est elliptique si et seulement si tr p ne s’annule pas sur Ry reg.

L'ensemble Ten,— (G) paramétre une base de 'espace engendré par les représentations virtuelles
tempérées elliptiques spécifiques de G.
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Pour tout g € G--(G) et 7 = (M, 0,r) € T(G), définissons

(23) O(r,9) == tr (Rp(r,0)I5(0,9)),

Q4 i(r) = WOt > e, (1) det(1 — t]a§)| ™2,  lorsque 7 € Tyise(G).
teW2-rNW G (M )reg

On vérifie que © est bien défini, c’est-a-dire qu’il ne dépend que de la W& -orbite de (M, o, 7).
D’autre part, on vérifie que ©((M, o, 27),9) = xo(2) " 'O((M,0,7),g) pour tout z € Z,.
Idem si I’on considere g € G_(G) et 7 € Tyise,-- (G).

Soit f = f1fs avec f1 € H_(G), fo € H--(G). On définit

5) lael$)= [ O, 1O f:)dr.
Tdisc, — (G)
Cette distribution est reliée a la formule des traces locale grace au fait suivant.

PROPOSITION 5.4.5. — Soit f = f1fs avec fy € H_(G), fo € H--(G). Alors Iaisc(f)
est la somme des termes correspondant @ L = G dans l'expression de Jupeo(f) dans la

Y

proposition 5.3.3.

Démonstration. — 11 suffit de reprendre [10, p. 95-96]. O

5.5. La formule des traces locale

Le cdté géométrique. — Soient z = (z1,z2) € G(F)?, M € #(My). Rappelons que
'on choisit la mesure de Haar sur af; de sorte que mes(a$;/#n) = 1, ou £y =
(ap,Fr + ag)/ag. Les fonctions

vp(A, ) = e~ Hp(@2)+Hp(21),A) PeP(M)

forment une (G, M )-famille, d’ou est défini le terme vps (z) = vpr (21, z2). C'est le volume de
I’enveloppe convexe de {—Hp(z2)+ Hp(z1) : P € P(M)} dans a§;, donc c’est une fonction
sur (M(F)\G(F)/K)~.

Soit v € Mg_reg(F'), posons

(26) Jy (v, f) = |D(7)|L?\4/ fi(@T 5@y) fo (23 Fae)vas (@1, 22) doy das.
(A (F)IN\G(F))?

Ce seront les ingrédients dans le coté géométrique de la formule des traces locale.

Un élément 5 € M est dit bon si son commutant est I'image réciproque du commutant
de v := p(§) € M(F). Cela ne dépend que de la classe de conjugaison de . On définit
ainsi le sous-ensemble T'(M (F))®°" C I'(M(F)), etc. Observons que J; (v, f) = 0 sauf si
v € D(M(F))>".
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Le coté spectral. — Onnote Igise — (G) laréunion des I, (G) ou M € £(My), 0 € Uy _(M)*
pourunt € WY (M)eg. Idem pour tout Lévi de G. Soit 7 = 7y Ky tel que la X (M)-orbite

de m; rencontre Igisc,— (M), pour ¢ = 1,2. Soient P, Q € P(M), on définit
jﬁ(ﬂ—7 f) = jp(’/’[‘Y, fl) X jﬁ(ﬂ-27 f2)u
Top(m) = Jg p(m) B I p(m2),
ma = (ma)Y Bmoa, A€ajyc,
I, P) i= Jg5(m) " g 5(ma)-
En variant @, on montre que les /5 (A, 7, P) forment une (G, M )-famille a valeurs dans les
endomorphismes de /5 (7)) K 5(m2), méromorphes en 7. D’ot les opérateurs .7  (, P)

méromorphes en 7.
Désormais, nous supposons que m = my X my avec 1, 73 € Mgise,— (M).

LEMME 5.5.1. — Les coefficients matriciels de 4 y; (m, P) sont analytiques. Leurs dérivées
sont a croissance modérée pour de telles my, Ta.

Démonstration. — On reprend [9, Lemma 12.1]. O

Soient 7 = 7 X my comme ci-dessus et f = fifs avec fi € H_(G), fo € H--(G), on
pose
(27) Ty (w0, f) = tr (I (m, P) I (m, ).
Nous démontrerons (la proposition 5.7.4) que Jy; (m, -) ne dépend pas du choix P € P (M),
ce qui justifie la notation.

Sit = (M,o,r) € Tdisc,_(J\Zf), alors pour tout p € H(Rf‘f, Xo ), la représentation m, de
M appartient a Ilgisc, (M), donc il est loisible de poser
(28) JM(T7 f) = Z trpl(r) 'tI‘pz(T) ’ JM(TF;/l &ﬂpw f)

P1 ,PQEH(RS/IJ(U)

THEOREME 5.5.2. — Soit f = f1fo avec f1 € H_(Q), fo € H--(G). Posons

Tom(f)i= X (WRWE| ayimavse [ Ty, £y,
MeP(Mo) Len(M(F))ben

Tpeclf) = 3 WWE| A ayim At [ i)y,
MeP(Mo) Taisc,— (M)

Alors on a Jgeom (f) = Jspec(f)-

On observe aussi que le terme correspondant & M = G dans Jyec(f) est exactement
Liisc(f). Désormais, on note J(f) := Jgeom (f) = Jspec(f)-

Démonstration. — On itére 'argument pour [9, Proposition 4.1] avec récurrence sur
dim G. Donnons-en une esquisse trés bréve. On part des deux développements de J(f)
fournis par la proposition 5.2.5 et la proposition 5.3.3. Observons d’abord que les termes

Jir (7, f) du coté géométrique sont similaires a J,; (7, f) sauf que la fonction poids est
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Upr(x1,x2) définie dans (16) au lieu de vy (z1, z2) lorsque F est non archimédien. Pour
passer de I'un a I'autre, on introduit les fonctions

cq(A) = [Latg/ Lrag ™" Yo P4 ()M 05(A)
XEfMQ /Z)MQ k
pour Q@ = MqUg € ¥ (M), ou k € Z>; est suffisamment divisible.
Avec les notations de [31, §4], on montre que
Oy (@1, @2) = (1) AM/AG N 0@ (21, 29)ch,.
QeI (M)
Comme dans [9], cela entraine que
7 M — im Mo
J(y= D W W | (=) B A/ T (Fo) - .
QeI (M)
Lorsque F est archimédien, nous utilisons la convention de la proposition 5.2.7 de sorte
que les résultats précédents demeurent valables. En fait, on aura c¢g(A) = 1 dans ce cas-1a.

Les fonctions cg interviennent aussi dans le coté spectral via I’expression (20) : on a

Jilout, f) = (1) AR lim: Y 7 7(Om,R(Qer(©9r() !

0
ReP(L)

pour tout L € £(My). Un raisonnement comme dans [9, p. 92-94] donne

7 M — im Mo
J(f)y =D, Wy W (—1)tmAn/Ae JE& (fa) - c-
QEeT(My)

Comme cj; # 0, I'hypothése de récurrence entraine que Jyeom (f) = Jspec(f)- O

5.6. Théoréme de Paley-Wiener invariant tempéré

Transformation de Fourier invariante. — Soit f € i?(é), on note fg la fonction sur Htemp(é)
donnée par

fé(ﬂ-) = @)‘n(f)

On note [ i?((}) I'image de f — fa (étymologie : I = I'adjectif « invariant »), qui est un
sous-espace de I’espace vectoriel des fonctions sur Iemp(G). En se restreignant & 6--(G)
(resp. €_(QG)), on obtient I'espace I G- (&) (resp. IE_(QG)) formé de certaines fonctions sur
Htemp,,(é) (resp. Htemp;—(é)). Le théoréme de Paley-Wiener invariant tempéré donnera
une description de ces espaces comme des espaces vectoriels topologiques pour lesquels
f +— f& est ouverte et continue. Les résultats ci-dessous concernant 6(G) et I€(G) seront
valables si ’on rajoute I'indice -- (resp. —), pour des raisons évidentes.

Expliquons bri¢vement la méthode de notre démonstration. On factorisera f — fx en
T 6(G) — %(C;‘) (la  « transformation de Fourier non invariante ») et
tro: %(é) — I6(G). On sait caractériser 'image de & (théoréme 5.6.3). Ensuite, on
construira une section de tr a I’aide de la théorie de R-groupes. Il faut éviter I'usage dans
[12] de « multiplicité un » des K-types minimaux dans le cas archimédien ; pour cela nous

aurons besoin d’une partition de I'unité quelque peu technique (corollaire 5.6.7).
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Soient M € £(M,), P = MU € $(M). Comme dans le cas des fonctions C°, on définit
la descente parabolique

6(G) — G(M)
fr— fp(im) = 6p(m)? /K/U(F) f(k~Ymuk) dudk, m e M.

C’est une application linéaire continue bien définie : le cas archimédien est [23, Lemma 22];
pour le cas non archimédien, on utilise la majoration [36, Proposition I1.4.5].
On étend la définition de fs par linéarité & des combinaisons linéaires formelles des

éléments de ITiemp (G). On montre que pour tout o € Iemp(M), on a
G
(fp)ir(0) = fg(o™)
ou o désigne la somme directe des constituants irréductibles de /(o). Il en résulte que
f + fp induit une application linéaire

I6(G) — IE(M),
qui ne dépend que de G et M.

DEFINITION 5.6.1. — On dit que ¢ € T6(G) est cuspidal si pour tout M € (M), on a
@y =0si M # G.Ondit que f € G(G) est cuspidal si son image dans I §(G) est.

Cela étend la définition d’Arthur de cuspidalité pour les fonctions Cg°.

REMARQUE 5.6.2. — On peut aussi regarder I%(G) comme un espace de fonctions sur

T'(G) grace au théoréme 5.4.1. Ainsi, on regarde fz comme une fonction sur 7'(G) pour tout
f e 6(G).
Des espaces de Fréchet. — Soient M, M' € £(My), on note
W(M'|M) :={weW§ :wM = M'}.
Soient (0, V) € I(M), » € K un représentant de w € W(M|M') et P € P(M),
P’ € P(M’). On pose
Rp,lls(lz), O’) = A(@)Rw,lﬁ,,‘p(a) : fls(V) - jp, (’II)V)

On utilisera I’égalité suivante a plusieurs reprises. Soient P € P(M"), P’ € P(M’),

Pec PM),w; € WM'|M), wy € W(M"|M") et (o,V) € II(M). Alors les propriétés de
la définition 3.1.1 entrainent que

(29) Rp p(W2t01,0) = Rpu p/ (D, 010) Rp,  p (1, 0)

ou les opérateurs A(-) sont ceux définis dans la proposition 2.4.2, et les données définissant
le R-groupe de w; o sont obtenues par transport de structure.
Lapplication f — f5 se factorise comme suit

= Ia =y tr

IB(G)

fr——lr = f@]——[r — 0x(f)]
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ot m € Iiemp(G). Le résultat suivant décrivant %(C;’) est essentiellement une partie de
la formule de Plancherel lorsque F' est non archimédien; c’est di a Arthur [3] pour F
archimédien (voir aussi [7, §4]).

THEOREME 5.6.3. — L'espace %(C:') est formé des opérateurs

P (P7 o) — @13(0) S Endc(jls(V)),
ot P = MU € (M), (0,V) € Iy (M), vérifiant les conditions suivantes.
Lissité: Pour P, M,o comme ci-dessus, X — ® (o) est lisse, ou X € ia},.
Symétrie: Soient M, M' € £(My), P € P(M), P € P(M'), w e W(M'|M) et v € K
un représentant de w. Alors

@5, (w0) = Rp: p(0,0)@p(0) R, (0, 0) .

Croissance (cas non archimédien): Supposons F non archimédien, alors ® est a support
compact.
Croissance (cas archimédien): Supposons F  archimédien. Soient n,mi,ms € Zs,

M € £(My), o € IIo(M) et D un opérateur différentiel invariant sur ia’y,, alors

L Sup [D(Ts,® () Cs ) I (L + o D™ (X + flpsy )™ (14 [l s, )™ < o0

oul
- D(S(0)) == 1a=0D(S(0))) pour S(c) une famille lisse d’opérateurs paramé-
trée par o € Ty(M);
— 81,69 parcourent les K-types et Ls,, I's, sont les projecteurs correspondants ;
— on définit la sous-algébre de Cartan ), le caractére infinitésimal u, et la norme
hermitienne || - | comme dans la définition 3.1.1 (R8), et us,, ps, € H& sont les
plus hauts poids de 61, 02 respectivement.

Dans le cas non archimédien %(C:') est l'espace C>(©)™ défini dans le §2.6, donc est muni
d’une topologie. Dans le cas archimédien, les expressions dans la derniére condition définissent
des semi-normes pour %(G‘) En tout cas %(C:’) est un espace de Fréchet pour lequel & 5 est un
isomorphisme topologique.

Cette description est indépendante de facteurs normalisants. En effet, la condition de
symétrie peut aussi s’exprimer en termes des fonctions °c P p(w,0) dans le §2.6.

DEFINITION 5.6.4. — Posons PW(G) I’espace des fonctions
e:T(@) = || Tuwl@)—cC
Le2(Mo)

vérifiant les conditions suivantes.

Lissité: La fonction ¢ est lisse.

Equivariance: Pour tout 7 = (M, 0,7) € T(G) et z € Z,, on a (27) = xo(2) " Lo(7).
Symétrie: ¢ se factorise par T(G).

Croissance (cas non archimédien): ¢ est & support compact.
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Croissance (cas archimédien): Soient L € £(My), n € Z-o, D un opérateur différentiel
invariant sur ¢a} , alors
lellz,pn = sup  [Do(7)[(1 + [|pol)™ < +oo
7=(M,o,r)ETen(L)

avec les conventions dans le théoréme 5.6.3.

Ainsi, 'espace PW(G) devient un espace de Fréchet.

Dorénavant, on adopte le point de vue de la remarque 5.6.2 afin de comparer I6(G) et
PW(@). En contemplant le théoréme 5.4.1, on voit que I"application tr : §(G) — Ii?(é)
devient

T : ®+— [(p :(M,o,r) = tr(Rp(r,o0)®p(0))
ou P € P(M) est arbitraire.

PROPOSITION 5.6.5. — On a I6(G) c PW(G). Lapplication f v~ fg se factorise par
PW(Q) et induit une application linéaire continue €(G) — PW(G), ou bien §(G) — PW(G)
d’apres le théoréme 5.6.3.

Démonstration. — Standard modulo le théoréme 5.6.3. O

Cette notation est provisoire : nous allons bientdt démontrer que PW(G) = I5(G).

Combinatoire. — Nous allons montrer une variante de la partition de 'unité, qui intervien-
dra dans la preuve du théoréme de Paley-Wiener.

On note ap := aypy,. On fixe une norme euclidienne WOG -invariante sur ag, la distance
associée est notée d(-,-); on note aussi || - | := d(+,0). Soient L € £(My), A € ag, on écrit
A = AL + )y selon la décomposition orthogonale ag = al @ ay. Pour tout Q € #(L), on

a la chambre positive associée ag C az qui vérifie azg = |_|Q,3Q aa (elle est de la forme

ag = ag’+ X ag, et on pose ag’+ := {0}). Il y a une décomposition en facettes

ag = |_| aa

QeT(Mo)

LEMME 5.6.6. — Supposons fixé un voisinage ouvert V" de 0 dans al pour tout L € £(My).
Alors il existe une famille de fonctions (8°) e (u,) telle que
(1) soit @ = LU € (M), alors 3%(N) = B2(AF) pour tout X € ag et f%|,g € C(af),
toute dérivée de B9 est bornée ;
(2) BR(N) # 0 entraine que \* € Y
(3) siB2(A) # 0, alors A € 1y a0y »
@) Xges B =1

Démonstration. — Pour simplifier, on suppose G semi-simple dans cette démonstration.
Pour @ = LU € J(My), on pose N(Q) := dimay. On prouve par récurrence sur N que
I’on peut trouver des 3% pour N(Q) < N vérifiant (1), (2), (3) et vérifiant : il existe ey > 0
tel que 3=y o)<y A%(A) = 1 pour tout A tel que d(A, U ()< 85) < en. On suppose N
fixé et les fonctions (39) y(g)<n construites.
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On considére un paramétre auxiliaire e > 0 et on suppose que pour tout L € £(M;) avec
dima, = N,ona {AL € al : |AF|| < €} € ¥*. Soit Q = LU € (M) avec N(Q) = N.
On choisit o € C°(af) telle que

aL()\L) _ 17 S% ||)‘L|| < 6/27
0, si|Af||>e

On définit la fonction sur ag

VN = ) (1= Y YN

N(Q)<N

On suppose € < ey_1. Montrons que

() drah) Ele vl = 120N =0.

En effet, soit A = ¥ + A1, tel que d(), ap)) €le,en 1. SiAL € af), alors d(A, ag) < [AF||
donc |[AL] > eet al(AL) = 0.Si A, ¢ ag, on fixe u € af) tel que d(\,p) < en_1.
Le segment [Ar,u] coupe 6(125 en un point ' et on a d(\, ') < d(\u). Donc
dX Unon<n ag,) < en-1, doul — > nigy<n B2 () = 0 d’aprés hypothése de
récurrence. Cela prouve (i).

On suppose 2¢ < ey_1. On définit 59 par

590 = {’YQ()\)v sid(r,a3) < 26
0, sinon.

Vu (i), B9 vérifie (1). Par définition de o, (2) est aussi vérifié. Montrons que
(i)  pourtout € > 0, il existe ¢’ > 0 tel que les conditions
d(\,a8) < €’

INF < €,

dlx U o] >¢
N(Q)<N

B +
entrainent A € Uy @5
On peut supposer \ € a§ et on écrit A = )\L+Za€AQ ToTWa,0U{wy : a € Ag} C af est
la base duale de Ag. Soita € Ag, I'élément pu:= 3", Tar@ar appartientd Uy o<y 85
et d(\, 1) = INEIZ F 22 [[wa], d'ou

e + l'i||wa”2 > d(A”u,) > d )\, U ag/ > 6,'

N(Q)<N

En supposant €’ < €, cela entraine que |z,| > ||wa|"1Ve2 —€2. Siz, < 0,0na
d(x, azg) > c|z,| OU c est une constante positive, Aot €’ > ||, ||TIVE2 — €72, Clest
impossible si €’ est assez petit. Donc on a z, > ||@a| V€2 — €’2. On note Ty := Xy,
I’ensemble des racines de Ay. Il existe ¢ > 0 tel que |(«, u)| < ||| pour tout p et tout
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a € ¥y. On note XY le sous-ensemble de g des racines dans U. Pour a € ©§, sa projection

sur aj, est de la forme ZQ,GAQ N0 avec ny € Z>q et ny > 1 pour au moins un o’. Alors

(@, X) = (M) + Y naze > —de + |wal| Ve — 2.
a’€Aq
C’est positif si €’ est suffisamment petit, donc («, A) > 0. Soit Q' € F (M) tel que A € ag,,
alors {a € % : (o, A) > 0} = BV . Donc ¥ ¢ XY, ce qui entraine Q' ¢ Q. D’ou (ii).
Prouvons que 39 vérifie (3). Si B9()\) = 0, alors

d()\,ag) < 2e,
INFLl < e,

d| A U aa > €eN-1
N(Q")<N

par notre construction de 3. L’assertion (ii) avec € = ey_, fournit une constante €”’. Si’on
suppose que 2¢ < €”, alors la condition (3) est satisfaite.

Il reste a établir ’hypotheése de récurrence, ce qui impliquera (4) si elle est satisfaite pour
tout N :

(i) ilexiste ey tel que (A, Un(g)<n 80) < en entraine -y oy B9(N) = 1.
Fixons A € ag tel que d(A\, Un(g)<n aZS) < en. S Y non<n B9 (\) = 1, on a par
construction 32(X) = 0 pour tout Q avec N(Q) = N. Donc 3y o)<y 8%(A) = 1. On

peut donc supposer que -y o< BN #£ 1, dou d(), Union<n aa) > en_1 par
I’hypothése de récurrence. Montrons d’abord que

(iv)  ilexiste au plusun Q € ¥ (My) avec N(Q) = N et S2(\) # 0.

En effet, supposons qu’il en existe deux, disons @1, Q2 avec Q; = L;U;, ¢ = 1,2. Comme
ci-dessus, on a d(X, af, ) < 2, [AF1]| < €, d(A, Un@)<n ab) > en_1. Dautre part on a
d(X, afy,) < 2e. Soit p € af), tel que d(X, u) < 2¢, alors on a aussi d(A", u**) < 2e. D’oul

d(p, ag,) < d(A, p) + d(N afy,) < 4e,
5 < d(uh A5) + (I ] < 3e,

dlp, U o&|zd|r U ab|—dim>ev1—2e
N(@)<N N(@)<N

De (ii) avec € = en—_1/2 se déduit €”. On suppose ey_1 — 2¢ > %61\1-1 et 4e < €. Alors
we UQ,CQ1 aa. Cela contredit I’hypothese que p € a252. Cela prouve (iv).
Montrons que

(v)  pour ey suffisamment petit, il existe un Q € F(Mp) tel que N(Q) = N et
BN =1 =Y ngnen B2 (N) #0.
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On suppose ey < eny_1. Les conditions

d < €N,
N(Q )<N
d > €EN—1
N(Q )<N
entrainent qu’il existe Q € F(My) avec N(Q) = N et d(A, uQ) < en. En particulier,

|AL]| < en. En prenant ey < €/2,0naa ()\L) =1let
BAN =1 =1- > YN #0
N(Q)<N
D’ou (v).

Draprés (iv) et (V), 2y (g)<n B2(A) est la somme de 3y o<y B2 (A) et d’un B2(N)
pour un unique Q € ¥(My) avec N(Q) = N, pour lequel B2 (\) =1 — 2N(@Q)<N B2 ().
Cela entraine (iii) et achéve la preuve. O

Donnons-en une généralisation simple.

COROLLAIRE 5.6.7. — Soit M € £(My). Supposons fixé un voisinage ouvert V" de 0 dans
ak; pour tout L € £(M). Alors il existe une famille de fonctions (B°) e (ar telle que
(1) soit Q = LU € J (M), alors 32(X) = B2 (XF) pour tout X € apr et f9,c € C2(a)y),
toute dérivée de B9 est bornée ;
(2) B2(N) # 0 entraine que \* € YE,
(3) si BeN) # 0, alors M € Upreqrco %95
@) Xgeoon B9 =1

Démonstration. — On a la décomposition ag = al! @ ays. On choisit un voisinage ouvert
%™ de 0 dans al! . Soit L € £(My). Si L ¢ #(M), on choisit un voisinage quelconque y*
de 0 dans al ;si L € £(M), alors af = ad! @ ak, et on prend le voisinage Yt = gM >< yr
de 0 dans af. Alors le lemme 5.6.6 fournit des fonctions 3% adaptées aux voisinages (V .On
note 8% := 39|,,, pour tout Q € ¥ (M), alors les propriétés (1) et (2) sont automatiquement
satisfaites.

Supposons que A € ayr, Q € F(Mp) et B2(N\) # 0, alors il existe Q' € F(My), Q' C Q
tel que A € aa. Or la décomposition ay; = |_|Q,,€9(M) aa, entraine que Q' € ¥ (M), donc
Q € F(M). Les propriétés (3) et (4) en résultent. O

REMARQUE 5.6.8. — Le corollaire 5.6.7 est aussi valable pour la décomposition dans
I’espace dual

ou pour
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Démonstration du théoréme de Paley-Wiener invariant. — Soient M € (M) et o € Iy (M).
Pour P € (M), w € W(M|M) et w € K un représentant, on note

Rﬁ(ﬁ), 0') = Rlsua(lﬂ,a).

Le résultat suivant jouera un role crucial dans notre preuve.

LEMME 5.6.9. — Soient L € £(M), P € P(M) et Q € P(L) tels que Q D P, alors pour
tout \ € ia} et tout w € WE N W (M|M) avec représentant v € K N L, on a

Ry(w,0\) = Rp(w,0).

; L _ pL
Par conséquent, ona R; = R, .

Démonstration. — D’aprés (RS) dans la définition 3.1.1, on a

RP(UN)7U)\) A(w)on(Rw 1PﬁL|PﬁL(0>‘))'

Cela est indépendant de A € ia} d’aprés (R6). L’assertion concernant RZ en découle d’aprés
la définition du R-groupe. O

THEOREME 5.6.10. — On a PW(G Y) = I6(G). Lapplication linéaire continue surjective
i?(G) - 16(G ) admet une section continue ; en particulier, c’est une application ouverte.

Démonstration. — Vu la proposition 5.6.5, on se raméne a montrer que T : @(C:‘) — PW(G)
admet une section continue ¢ — ®. La preuve du cas non archimédien est identique a celle
de [12]. Supposons donc F' = R dans ce qui suit. La preuve suivante est une variante de celle
d’Arthur qui évite 'usage de multiplicité 1 de K-types minimaux.

Soient M, o comme ci-dessus. Comme FF' = R, on peut écrire de fagon unique
o = (0% ol o se factorise par M! et A(¢) € ia},. Soit k& € K un représentant
d’un élément dans W¢. La condition ko ~ o équivaut a ko' ~ o' et kA(0) = (o). Si
Ao) € ia8+ avec Q = LU € F(M), la condition kA(¢) = (o) équivaut a k € L. Donc
W, = WUL1 et, pour P, @, r,7 comme dans le lemme 5.6.9 (on remplace le symbole w par r
pour souligner le role du R-groupe), on a R (7, 0) = Rp(F,0') et R, = RE,.

Dorénavant, on conserve la notation o pour un élément de Il (M 1) tel que A(o) = 0,
autrement dit o se factorise par M!. On écrit tout élément de II, (M) sous la forme o avec
A€ iayy.

On fixe un ensemble fini de K-types, noté K (M, o), tel que

— chaque élément de K (M, o) est un K-type minimal (voir [28, Chapter X]) d’un T, OU
pE H(Rda Xo) s ~ ~

— pour tout p € II(R,,X,), T, contient au moins un K-type minimal appartenant a
K(M,o);

— pour tout & € N (M), K(wM,w0) = K(M, o).
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Alors il existe des constantes A, B > 0, qui ne dépendent que de G, M et de la norme || - ||
sur g, telles que pour tout 6 € K(M, o), on a

(30) sl < Allps |l + B

En effet, le cas G connexe est [28, Theorem 10.26]; le cas général en résulte sans peine, cf. la
remarque de [28, p. 642].

On fixe fy,, € C°°(I§' ) qui agit comme la projection sur les K-types appartenant a
K(M,o).Soient P € (M), Q = LU € (M) avec Q D P. Le théoréme 5.4.1 donne

Iplo)= @B p'Rm,= P  Eplop")
PET(Rs ,Xo) pLEeT(RL xo)
ol Ep(o, p*) = (p*) B (g, p") avec
W(Uv pL) = @ mult((pL)V,pv)ﬂp,
PEH(RU,XU)
mult((p%)”, p*) = dimc Hom gz, ((p7)", p¥).
Autrement dit, on regroupe les termes selon les facteurs irréductibles de p| 5z
Soit r € RL. On définit 'opérateur de /5 (o) :
DR(r,0):=[RZ™" Y deg(p")(dimn (o, p")[K (M, o))"
pLEeT(RL X, )

: (RIE‘(T7 U)jﬁ(av fM,U))|EP(0',pL)

ol m(a, p)[K (M, o)] signifie le sous-espace de 7 (o, p») se transformant par des K-types
dans K (M, o). Montrons que pour r,7’ € RZ ona

i ~ Xo(2), sir=1'z,z¢€ Z,,
(31) tr (Rls(T/,U)Dg(T 17U)> = {0 ( ) sinon

En effet, tr (Rp(1",0)DE(r~",0)) est égal & |RE|™" > deg(ph)tr (p")Y (r'r~1) d’apres
notre choix de fa .

Pour X € ia},, on définit 'opérateur

Eg(a,)\) = Z Z Rp/‘ﬁ(@agA)_lRﬁqP(waU)
weWg /WM P e P(wM)
P'CQ

ou®w € K N L est un représentant quelconque de w. Cela ne dépend que de AL d’aprés le
lemme 5.6.9 et ¢’est une homothétie non nulle pour AX = 0. Donc Eg (o, \) est inversible et
lisse pour A~ dans un voisinage de 0 dans ia%;".

Soient w € W avec représentant @ € KN L, et P’ € P(wM) tel que P’ C Q. Montrons
que

(32) Rp. p(W,00)ER (0, \) = B, (0, w\) Rp, p(ih,0), X € ia}y.
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En effet,
Rp,|p(’lf}, O’)\)Eg(a, )\)Rp,“s(ﬁ}, 0)71
= Z RP’|15(71}7 UA)Rﬁl\P(ﬁjla UA)_lRPﬂP(wl? O—)RP/|P(U~)7 U)_l

w1, P

= Z Rplua/(ﬁ}lﬁ}_l, IDUw)\)_lRIS1|15/ (117171)_1, TI)O')\)
w1, P
ol on utilise la propriété Rpllp/(ﬂ}l’lf)_l, ’U~)0'w)\)R15,u§(U~J, oy = Rﬁllp(wl, o), qui résulte
de (29). On en déduit (32) en remplagant w; par wiw et M par wM.
Pour tout X € ia}, avec AL proche de 0, on pose

(33) DE(r,0,)) = EZ (0, ) D} (r,0)EZ(0,\) ", re€ R
Pour P € #(M),Q = LU € (M), r € RE, posons

SE(r,o,\) =W Y P € P(wM): P cwQ}|™!
weWwg
Z Rls,us(w,UA)_ng,Q(wrw_l,tba,w)\)R;,,‘p('zI),a,\)
P'eP(wM)
P'cwQ

ouw € K est un représentant de w. Cet opérateur est bien défini et lisse en A pour AX proche
de 0. Pour w € W§, @ € K un représentant et P’ € $(wM), 'argument pour (32) donne

(34) SpR(wrw™, bo, wA) = Rp, p(W,02)SE (1,0, \)Rp, (10, 02) "

On choisit des fonctions 3% sur ia}, fournies par le lemme 5.6.7 (et aussi par la re-
marque 5.6.8) adaptées aux voisinages ou les opérateurs Sg(r, o, A\) sont bien définis. On
peut aussi supposer que 39 (w)) = B9()\) pour tout Q et tout w € W§.

Soit (M,ox,7) — o(M,0,\,r) = ¢(M,oy,r) une fonction dans PW(G). Pour r € R,,
on note L(r) le Lévi contenant M tel que r € Ré,&zg. Etant donnés M, o et P € $(M), on
définit opérateur

Sp(e) = Y, AN D SR o Ne(M 0, ML), T)-
Q=LUe% (M) re€RL

En fait, il faut prendre un relévement de r dans RZ dans la somme. Vu I’équivariance de
Sg et v sous Z,, cela n’affecte pas la définition.

Montrons que @ := (®5)pec(nr,) appartient a i?(é) La lissité en A est évidente. Pour
w € W avec représentant @ € K et P’ € P(wM), on vérifie

O, (Wowa) = R, p(w,02)@ (o) Rps (@, 03) 7

alaide de (34). Cela permet de vérifier la condition de symétrie car 3*?(w)) = B9 (\) pour
tout Q.
La condition de croissance résulte des faits suivants.

— Pour tout Q € F(M), toute dérivée de 3 est bornée.
— La condition de croissance est satisfaite par .
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— Les coefficients matriciels K-finis des opérateurs d’entrelacement normalisés sont a
croissance modérée (cf. (R6) dans la définition 3.1.1).

— La majoration (30).

Vu les définitions des semi-normes définissant les espaces de Fréchet en question, ces argu-
ments impliquent aussi la continuité de ’application ¢ +— .

Il reste a montrer que ¢ +— & est une section de Ts. Soient P € P(M) et r’ € R,
Calculons d’abord tr (Rp (1", 0)® p(0x)). L'hypothése sur r' implique A € iay .y, donc
S zaQ(A) avec Q(\) = LIN)U(N) et L(r') € L(X\). Pour Q = LU € F(M), si B2(A\) # 0
alors Q(\) C @, donc L(r") € L(A) C L. Quitte a changer P, ce qui est loisible d’apres la
symétrie de ®, le lemme 5.6.9 affirme que 7’ € RL(T ) = RECD RL.

Les égalités (31), (32) et la définition de Sg( 1 5, )\) entrainent que pour tout r € RL,
ona

5 o 9 i =7 ) € ZU)
@9) r (Rp(, 05207, 0,3)) = {" (), sty =iz
0, sinon.
Donc
Z tr (R (’I" UA)Sg(T_l’Ua A)) SD(M’ g, )‘L('r/))r) = @(Ma g, )‘L('r‘)arl) = QD(M) UaA’T/)
reRL

car A € iay .. D’ou

tr ( p(r',oN)Pp ) Z BeN) (M, o, )\, 7") = (M, 0, \,1").
QET (M)
Ce qu’il fallait démontrer. O

5.7. Caractéres pondérés tempérés

Caractéres pondérés tempérés de M. — Fixons des familles de facteurs normalisants faibles.
Soient M € (M) et w une représentation admissible irréductible de M dont la X (M)-or-
bite contient une représentation unitaire spécifique. Soit P € (M), introduisons les
(G, M)-familles suivantes des opérateurs méromorphes en 7 (sur la X (M)-orbite en ques-
tion)

JQ(AﬂT?P) = JQ|15(7T)_1JQ|15(7TA)7
R5(A, 7, P) i= Ry p(m) " Rg p(ma), Q€ P(M), A€ ay.

Alors R (m, P) est régulier si 7 est unitaire, d’aprés (R2). Définissons le caractére pon-
déré

JXZI(va) = tr(‘%M(ﬂ-vp)jP(T“f))v feﬂ”(G)'
C’est facile de voir qu’elle ne dépend pas du choix de P a I’aide de (R1). C’est une distribution
tempérée en f si w est tempérée (voir [1 1, p. 175]).
Posons aussi 115 (7) := ], p1a(7) ot a parcourt B¢ N X9, et les (G, M)-familles

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



848 W.-W. LI

Le caractére pondéré canoniquement normalisé est défini comme
Tip(m, f) 1= tr My (7, P)I p(r, f)), | € H--(G).

Comme dans le cas de groupes réductifs [13], on utilise les propriétés des fonctions p et
des facteurs normalisants pour démontrer que

— Jyz(m,-) ne dépend pas du choix de P, cf. ci-dessous;
— Jy(m, f) est régulier si 7 est unitaire ;
— définissons la (G, M)-famille
~ — e~ -1 ~ ~
TQ(AﬁTr) T TQlQ(Tr) rQlQ(ﬂ-%A)? Q € ‘Q(M%
d’ou les termes T‘AR;[ (m) définis comme dans [31, §4], ou R € ¥(M); on montre que
R

T () ne dépend que de 7 et de la composante de Lévi de R, donc il est loisible d’écrire

rk(m)ou L € £(M);
— on a l'identité i
Ta(m )= Y. ri(m)Ji(x" f)

Le?(M)

ou 7 est en position générale de sorte que 7% := ./ ﬁ;l(w) est irréductible ;

— rk (m) est régulier si 7 est unitaire, pour tout L € £(M).

Par exemple, prouvons I'indépendance de P de J; (7, -). On peut supposer 7 unitaire. Vu
la propriété

Ta(m )= rg@Ji@"h ),
LeP(M)
on conclut en utilisant le résultat suivant, ce qui sera utile plus tard.

LEMME 5.7.1. — Soient P,P' € P(M). On a
Rz (7, P) = R, p(m) " Ry (m, P') Ry o ().

Par conséquent, la distribution J (w,-) est indépendante du choix de P.

Démonstration. — Fixons P € P(M). Soit f € #--(G). Pour P’ € (M), on a
R (A, 7, P) = (R p, ()R, (7)) " Ry s (ma) R p ()
= Rﬁ,‘ﬁ(ﬂ)_lﬁé(A, , P/)Rls,lls(’/TA).
Comme
. ) . .
Ry (m, P) = lim > Ra(A, 7, Pog(A)
QEP(M)

(resp. P’ au lieu de P), cela prouve que R, (r, P) = Rf,,‘p(w)‘l%M(w, P’)Rf,,“s(w). Il en
résulte que
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Soient M € £ (M) et f € €--(G), définissons les fonctions sur Iemp,— (G)
¢?\7[(f77r) = J&(T(,f), e Htemp,f(é)y
¢]\7[(f77r) = JM(TI',f), WEHtemp,—( )

[}

Alors on a
(36) ou(fm)y= Y rk(meh(f, 7).
LeL(M)

Ici, il se peut que % soit réductible ; dans ce cas-la on définit o%(f, 7) comme une somme
de ¢%(f, -) évalué en les constituants irréductibles (cf. [13, §3]). Remarquons aussi que
¢&(f) = fe- Le fait suivant est crucial.

THEOREME 5.7.2 (Cf. [11, p. 179] et [4, Corollary 9.2]). — L'application o8 (resp. ¢;7)

induit une application linéaire continue G--(G) — IG--(M).

Démonstration. — Pour 'application s I'outil essentiel dans ’argument d’Arthur est
le théoréme de Paley-Wiener invariant caractérisant 1G(M), qui est déja établi pour les
revétements. Pour ¢, vu (36), il suffit de majorer r%(m) et ses dérivées en \. Cela découle
de (RS8), cf. [13, Lemma 3.1]. O

Les distributions dans la formule des traces locale. — Maintenant, plagons-nous dans le for-
malisme de la formule des traces locale. Les distributions en question vivent sur G x G.
Nous fixons une famille de facteurs normalisants faibles rV (resp. r) dans la premiére (resp. la
deuxiéme) copie de G, telle que r¥ et r sont complémentaires (cf. la définition 3.1.2). Néan-
moins on utilise la méme lettre R (resp. Ji;) pour désigner les opérateurs d’entrelacement
normalisés (resp. les caractéres pondérés normalisés) dans chaque copie, puisqu’il n’y aura
aucune confusion a craindre.

Prenons 7 = 71y X g € Ilypir, - (M ) X Ilynit, _(M ). Rappelons que le caractére pondéré
non normalisé Jy (7, -) est défini a 'aide de la (G, M)-famille { /5 (A, 7, P):Q e P(M)}.
Définissons ses avatars en posant

et
HQ(A’T“P) ::u' (A, 7717 )/"’Q(A T2, )7
m-(A ™, P) = pg(A, 7, P)g 5(A, m, P),
Jh (7, f) = tr (M (m, P)I p(m, f)),

pour f = fif2 avec fi € H_(G), fo € H--(G).

Supposons désormais qu’il existe A € aj; ¢, M1 € PM(Mp) et o € Hg,_(]\Z) avec
T1,A,T2,A € HU(]\;[ ). Cela inclut les représentations qui interviennent dans la formule des
traces locale.
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LEMME 5.7.3. = Ona Ry (n, P) = 4y (, P) = My (x, P), d'oi J7, (n,) = Ty (m,) =
J;\L;I(ﬁv )

Démonstmtion — Montrons la premiere ¢égalité. Considérons d’abord le cas
w1,y € I, (M), alors

2V (MV
_ NV (M
= 7«13‘@(0 ) par (R2)
=7 P(O'M ) car r¥ et r sont complémentaires
= rlg‘Q(ch) par (R4),
ou oM = 4%1 (0). D’autre part rg 5(m2) = 75 (c™). Leur produit est donc égal a
Al F,(O'M ), qui est indépendant de @. Idem si 7 est remplacé par wp et o est remplacé par

OA.
Donc R (m, P) et J g (m, P) ne différent qu’a la constante

hm rPlP(UM) ! P|P(0A) 1.

Le méme argument permet de montrer la deuxiéme égalité ; il suffit d’observer que les
propriétés des fonctions p entrainent
Méu’a(’”i/) = MQUS(O—M,V)
pop(m2) = pgp(a™). O
LEMME 5.7.4. — La distribution J (7, -) ne dépend pas de P € P(M).

Démonstration. — Grace au lemme 5.7.3, il suffit de montrer que J¢ (7,-) ne dépend

pas de P. La preuve est similaire au cas d’une seule copie de G, cf. la démonstration du
lemme 5.7.1. O

Soient v € Tep (M (F))*°", 57 € p~1(y) et g € H--(G) (resp. g € H_(G)). On sait définir
Iintégrale orbitale pondérée J; (7, g), cf. [31, §6.3]. Pour ce faire, il faut fixer une mesure de
Haar sur M., (F)). On choisit la mesure telle que mes(M.,(F)/An(F)) =1

LEMME 5.7.5. — Avec le formalisme de [31, §4.2], on a
M(?T,f): Z dG (LlyLZ)JLl(ﬂ-lvfl Ql) (7T23f2 Q2)

Lyi,Loef (M)
I:l,r L ,T
= Z d%(LlyLZ)JM (KY?fl’@)JMQ (7T2,f2’©"2)
Li,Laef (M)

ouL; — Q; € P(L;), i = 1,2, est associé a un choix de § € {(H,—H) : H € ap} en position
geénérale.
D’autre part, on a

Tatn = Y (L, L) B (, f5) 05 (G )

Li,Lye¥ (M)

pour tout y € Loy (M (F))P" qui est G-régulier, et 5 — -y quelconque.
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Démonstration. — Pour I'assertion spectrale, les cas de Jy (m, -) et de J_ (mr, -) sont équi-
valents d’apres le lemme 5.7.3. On applique la formule de scindage [31, §4.2] a la (G, M)-fa-
mille (%Q(A,W,P))Qeg;(M) :

Ryg(m,Py= 3 d§(Ly, L) R (n), P) R R (s, P).
L1,L2€£(M)

Maintenant on peut reprendre I’argument standard d’Arthur (cf. la démonstration de [4,
Lemma 7.1]) pour obtenir la formule de J- (, f), puisque pour chaque L; dans la somme
(i = 1,2), on peut remplacer P par un parabolique contenu dans ; d’aprés un argument
analogue a celui de la preuve du lemme 5.7.1.

L’assertion géométrique résulte de la formule de scindage appliquée a I’ensemble
(G, M)-orthogonal définissant la fonction poids vas(x1, x2). O

On définit I’espace de Schwartz-Harish-Chandra €(G x G) et on note 6--(G x G) son
sous-espace des fonctions anti-spécifiques sous ’action de ,,, via 'immersion anti-diagonale
e — (e71,¢€). Les fonctions test f = f;f, considérées jusqu’a présent appartiennent a
6--(G x Q).

PROPOSITION 5.7.6. — Les distributions Jy; (7, -) et Jy(m,-) dans la formule des traces
locale (le théoréme 5.5.2) se prolongent de fagon unique en des formes linéaires continues sur

G-- (é X é) De plus, la formule des traces locale (théoréeme 5.5.2) demeure valable pour les
Jonctions test dans 6_(G) & G--(G).

Démonstration. — Elle est identique a [1 1, p. 189]. Cependant, pour la part concernant le
théoréme 5.5.2 il convient de remarquer que la majoration d’Arthur [11, (5.7)]

9525, ) < ve(£)(1 + [og [ D)) 5 (1 4+ [Hu ()", f € 6--(G)UE_ ()

oun € Zs est arbitraire et r = r(n) € R dépend de n, est encore valable pour des raisons
triviales. En effet, |J;; (7, f)| < Jm(v,|f]); on applique alors la majoration d’Arthur a

Ja (7, ]f]) et on note que la borne cherchée ne dépend que de |f| et v. Par conséquent, on
n’a pas encore besoin du théoréme de finitude de Howe sur les revétements dans le cas non
archimédien. O

On est en mesure de définir les applications ¢,; pour la formule des traces locale

by :6--(Gx G) — IG--(M x M)
w
f — [ﬂ- = JM(T(7f)]

oum = 7y Ky € Myemp,--(M) X Hiemp,— (M). C'est sous-entendu que 7+ JJ‘\‘;[ (m, f)
appartient a 16 -- (M x M ), un fait qui est inclus dans le résultat suivant.

THEOREME 5.7.7. — L'application ¢ est bien définie, linéaire et continue.

Démonstration. — Cest la méme que dans le cas d’une seule copie de G. O

REMARQUE 5.7.8. — Vu la théorie de R-groupe du §5.4, on peut aussi changer le para-
métrage et définir les caractéres pondérés Jy;(7,-) ou J J‘\‘;I(Tlv X 7),our,m,m2 € T_(M).
Les caracteres pondérés « en 7 » et «en 7 » s’expriment réciproquement a 1’aide du théo-

reme 5.4.1.
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5.8. La formule des traces locale invariante

DEFINITION 5.8.1. — Soient V, V' des espaces vectoriels topologiques et ¢ : V. — V'’
une application linéaire continue. On dit qu’une forme linéaire continue I : V. — C est
supportée par V' si I|ker 4 = 0. Dans ce cas-1a, la forme linéaire continue induite Im(¢) — C
est notée 1.

Dans cet article, cette notion sera appliquée aux cas suivants.

1. V=6-(G),V =16--(G) et = dg;

2. V=6--(GxQ), V' =16--(GxG)etd=dg.

En tout cas ¢ est surjectif. Afin d’établir la formule des traces locale invariante, raisonnons
par récurrence sur dim G avec deux hypotheses qui seront établies dans le corollaire 5.8.9.
Dans ce qui suit, v signifie un élément dans I'g_reg en(M(F))*°" et ¥ € p~1(7) est quel-
conque.

HyYPOTHESE 5.8.2. — On a défini les distributions spécifiques If;l(’y, 3 6--(L) — C.
Elles sont supportées par I€--(L) pour tout L € £(My), L # G. On définit
i35 =dutnH = D> Tg(nep(f).
Le#(M),L#G
HyPOTHESE 5.8.3. — On a défini les distributions spécifiques IJ%I (v,): €--(Lx L) — C.
Elles sont supportées par Ii?——(f/ X I~/) pour tout L € £(My), L # G. On définit
Ly(v D) =JutnH = Do Ig(nep(h),

LeP(M),L4G

IN)=J)— > WEWE| T (~1)dm AL/ L (g (f)).

Lef(My),L#G

La définition ci-dessus de I(f) est loisible car on vérifie que I(f) est égal a

6D Luom(H)i= 30 WRWE| aytm vt [ Ly, £ dy
MeP(My) LG —reg,eil (M (F))bon

a I'aide du théoréme 5.5.2 et de la définition de I (v, -) ; donc I(-) est spécifique supportée

par I'6--(G x G) si chaque I (7, -) l'est, et c’est satisfait si ’'on remplace G par L € £(Mp),

L#G.

Tout d’abord, on voit que J]\\,[‘;[ (-)y=14J g (--+). Cela permet de déterminer les distribu-
tions I;; par récurrence modulo les deux hypotheses ci-dessus. Nous pouvons énoncer la for-
mule des traces locale invariante maintenant. Rappelons que nous avons défini Jgeom €t Zgisc
dans (37) et (25), respectivement.

LEMME 5.8.4. — Soient M € £(My), v € TG—reg,en(M(F))P°. Avec le formalisme de
[31,84.2], ona

Ly £ =Y, dS5(Ly, L)IE G £ g) T2 (3 fy30)s
Li,Lyel(M)
ouL;— Q; € P(L;), i =1,2, est associé a un choix de ¢ € {(H,—H) : H € ap} en position
geénérale.
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Démonstration. — Vu le lemme 5.7.5 et la définition de I (v, f), cela résulte par récur-
rence. -

LEMME 5.8.5. — L’hypotheése 5.8.2 entraine 'hypothése 5.8.3.

Démonstration. — Les assertions dans I’hypothése 5.8.2 restent valables si ’on remplace
I’indice -- par —, car on peut toujours passer de I'un a I’autre en poussant le revétement par
I'automorphisme € — =1 de ,,,. L’assertion résulte du lemme 5.8.4. O

THEOREME 5.8.6 (Cf. [14, Proposition 6.1]). — Supposons vérifiée 'hypothése 5.5.2. Pour
tout f = f1fo € 6--(G x G),ona

I(f) = Igeom(f) = Idisc(f)'

Démonstration. — 1l suffit de prouver Igisc(f) = I(f). Soit M € #£(My). On définit par
récurrence des distributions

IL(r,): 6--(Gx G)—C, Le£(M),reT (M)
telles que Jy; (7,°) = > pcpan) IA]%;I (1,93 (). Lhypothése de récurrence est que IAL;I(T, -) est

supporté par I6--(L x L) pour L # G. Puisque toute représentation en vue est tempérée,
pourtoutT € T_(M)ona

~ fa(r), siM =G,
IJ(\;;[ (n )= {OG sinon.

D’ou I’hypothése de récurrence. Comme I(-) est défini suivant la méme procédure utilisant
J () = Jspec(+), il en résulte que I(-) est égal a la somme des termes avec M = G dans Jypec(-)
(voir le théoreme 5.5.2), ce qui est Lgisc(+). O

COROLLAIRE 5.8.7 (Cf. [10, Corollary 4.3])). — Pour 7 = (M,0,7) € Tey,—(G), on pose
d(7) == det(1 — r|a§)).
Soient f1 € G_ (G) quelconque et fy € G--(G ) cuspidale, alors
> W Wyt e | I6Gi, £ T3 £2) do

Me£(Mo) ell, G —reg (M (F))bon
[ e, fetr ) dr
Ten, 7(G)

Démonstration. — On utilise 'identité Igeom(f) = Ispec(f). Dans le coté géométrique,
pour tout M € P(My) et tout v € Tenj,g—reg(M(F ))bOn, on a un analogue direct du
lemme 5.7.5

Ly(v,f)= Y. ST, L)IE G, f g2 (. f, 5)-

Li,L2€£(M)

Si Ly # @G, alors IJ%; (3, -) est supportée par IG--(Ly x L), donc If:; (¥, £, @;) = 0 par
la cuspidalité de fo. D’autre part,

1, sili =M
d%(Ll,G):{ , S1.Lp ’

0, sinon;
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etona If;; (¥, f1.6,) =15, f1) lorsque Ly = M. D’ou

Teon(£) = 3 WIS (-t Anie | T 3y 1) iy (3 £2) do.

Me £(Mo) Tent, G —reg (M (F))bor

Par définition

Idisc(f) = /T (é)i(T)@(Tv’fl)@(T, f2) dr.

Soit 7 = (M,0,7) € T4ise,—(G). On fixe P € P(M). Supposons que 7 € Tey (L)
avec L € £(M). D’aprés la théorie dans le §5.4, O(r, fa) = tr(Rp(r,0)d 5(0, f2)) est
une combinaison linéaire de f2’ 7 (mr) ou mp, sont des éléments dans Ha(i). Puisque f5 est
cuspidale, on a ©(r, f2) = 0saufsi L = G. Montrons que danslecas L = Gona W2 = {1}.
En effet, rappelons que W2 est associé au systéme de racine sur ays engendré par les racines
réduites « avec o (o) = 0. On choisit une chambre a de ce systéme et on identifie R, au
sous-groupe de W,, fixant af. Si W2 # {1} alors af # @, et r fixe la demi-somme des
coracines positives pour a;f . Cela contredit I'hypothese que 7 € Ry reg.

Donc pour 7 € Ty _(G) onae,(r) = 1eti(r) = |d(7)| ! selon la définition de i(7) dans
(24). Par conséquent

Laisc(f) =/ _la(m)I7re(rY, f1)0(r, f2) dr. 0
Ten,— (G)
COROLLAIRE 5.8.8 (Cf. [10, Theorem 5.1]). — Soit fo € G--(G) cuspidale. Pour tout
M € £(Moy) et tout ¥ € T'g_reg (M (F))*°", 0n a

L f) =yt [ e e ) ar
Tenn,— (G)
ou

v - |D(7)|20(7V,7), si~ est F-elliptique dans M,
@y (rY,5) = .
0, Sinon.

Démonstration. — C’est plus commode d’utiliser les symboles M’,~" au lieu de M, v dans
cette preuve. Soient M’ € £(Mp) et v € T'g_reg(M'(F))P°". Supposons d’abord que
n’est pas F-elliptique dans M’. Alors une formule de descente (voir [5, Corollary 8.3]), le
lemme 5.7.5, ’hypothése 5.8.2 et la cuspidalité de fs entrainent que I,7, (v, f) = 0. D’autre
part ® 7, (7V,4’) = 0 pour tout 7. Cela prouve I'assertion.

Supposons que 7' est F-elliptique dans M’. Soit 7 € Tey _(G). Puisque ©(7V,-) est
une combinaison linéaire de caractéres admissibles irréductibles, il est représenté par une
fonction invariante localement intégrable sur G et lisse sur éreg d’aprés le corollaire 4.3.3.

Soit f1 € &_(G). La formule d’intégrale de Weyl donne

o = 3 wiwe | B (r DI (3, 1) .
MGZ)(M()) Fell,G—reg(M(F))bDn

Pour v € Ten,g—reg(M (F))b°" avec un relévement 4 dans G, on définit la distribution
spécifique

6(M,5,-) :==Iz(3,") — (—1)dimAM/AG/ ()|t ey (7Y, 3)e(r, ) dr.
Ten,—(G)
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Le but est de montrer que 6(M’, 7', f2) = 0. D’apres le corollaire 5.8.7 et la formule ci-
dessus pour ©(7V,-), on a

(38)

DWW () A / I4(%, f)5(M. 7, f2) dy = 0.
Me £ (M) Teil, G —reg (M (F))Pon

On a des isomorphismes

[M, 5/] S < U I‘e:ll,G—reg(J\~4)l)()rl> /WOG
Me £(My)
| N
5 c Freg(é)bon
(G, %) € L (T N Greg) /W (G(F), T(F)).

T:F—tore maximal
mod conjugaison

Ces espaces sont des ,,-torseurs au-dessus de leurs avatars associés a G(F'). On vérifie
que 6(-, -, f2) est bien définie comme une fonction sur le premier espace et I (-, f1) est une
fonction sur le deuxiéme espace. Le coté a gauche de (38) peut étre regardé comme une
intégrale sur ’'un des trois espaces.

On pose T’ := G.. On prend f; € ©_(G) a support dans les classes de conjugaison
rencontrant p~* (1" NGreg) (F). Sil’on regarde I 5(-, f2) comme une fonction sur le troisiéme
espace dans ledit diagramme, alors elle est a support dans la composante indexée par T".
De plus, on peut prendre une suite de telles fonctions f; de sorte que I5(-, f1) tend vers la
mesure de Dirac spécifique sur I'image réciproque de la W (G(F),T'(F))-orbite de 7. Le
coté a gauche de (38) tend vers m(—1)dmAn/Ae |\W(G(F), T'(F))| - §(M',%, f2). On en
déduit que 6(M’, 4, f2) = 0, ce qu’il fallait démontrer. O

COROLLAIRE 5.8.9. — Les distributions Iy (7, ) sont supportées par I'G--(M).

Démonstration. — Soit fo € €--(G) telle que f, 5 = 0, alors f5 est cuspidale. Le
corollaire précédent permet de conclure que Iy (9, f2) = 0 car O(r,-) est a support a
I16--(M). O

Ce résultat justifie les hypothéses 5.8.2, 5.8.3. On établit ainsi la formule des traces locale
invariante.
Donnons une application importante de ce corollaire.

THEOREME 5.8.10 (Cf. [26, Theorem 0]). — Supposons F  non  archimédien.  Soit
[ € C2-(G), les conditions suivantes sont équivalentes.

(@) f appartient au sous-espace de CZ2-(G) engendré par une fonction de la forme g — g,
oing € CX(G) ety € G(F).
(b) Pour tout 7 € Freg(é)bon, onals(7,f)=0.

(¢) Pour toutm € II_(G), ona (O, f) =0.

(d) Pour tout € Iiemp,—(G), on a (O, f) = 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



856 W.-W. LI

Rappelons que O siginifie le caractére de .

Démonstration. — C’est clair que (a) entraine (b), (c), (d) et que (c) entraine (d). Vu la
proposition 4.2.6, (b) entraine (a). D’apres le corollaire 5.8.9 appliqué au cas M = G, on
voit que (d) entraine (b). Cela achéve la démonstration. O

REMARQUE 5.8.11. — L’une des conséquences directes de la formule des traces locale
simple est le rapport de 'orthogonalité, cf. [10, §6]; les preuves sont identiques sauf que
I’on utilise le théoréme de Paley-Wiener invariant tempéré (le théoréme 5.6.10) au lieu de
sa version K-finie & support compact. Cette théorie sera importante dans des applications
de la formule des traces aux revétements.
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