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COMPLEXES DE GROUPES
DE TYPE MULTIPLICATIF

ET GROUPE DE BRAUER NON RAMIFIÉ
DES ESPACES HOMOGÈNES

 M BOROVOI, C DEMARCHE  D HARARI

R. – On calcule par des méthodes arithmétiques le groupe de Brauer non ramifié des espaces
homogènes de groupes algébriques linéaires sur différents corps. Les formules obtenues font intervenir
l’hypercohomologie de complexes de groupes de type multiplicatif.

A. – We compute by arithmetic methods the unramified Brauer group of homogeneous
spaces of linear algebraic groups over various fields. We get formulae in terms of hypercohomology of
complexes of groups of multiplicative type.

1. Introduction

SoitG un groupe algébrique linéaire connexe lisse défini sur un corps k. SoitX un espace
homogène de G, tel que le stabilisateur géométrique H soit de type (ssumult), c’est-à-dire
une extension d’un groupe de type multiplicatif lisse par un groupe connexe, lisse et sans
caractères (par exemple, un groupe linéaire lisse et connexe sur un corps parfait est de type
(ssumult), ainsi qu’un groupe linéaire commutatif sur un corps de caractéristique zéro). Le
but de cet article est d’établir des formules (obtenues précédemment dans des cas particuliers
par Colliot-Thélène et Kunyavskiı̆ [15], [16]) pour le groupe de Brauer algébrique Br1X

c

(et parfois pour tout le groupe de Brauer BrXc) d’une compactification lisse Xc de X. Le
groupe BrXc coïncide avec le groupe de Brauer non ramifié de X si k est de caractéristique
zéro (et le même énoncé vaut en caractéristique p exception faite de la torsion p-primaire).

Dans le cas où k est un corps global, on rappelle que ce groupe BrXc intervient de façon
cruciale dans l’étude de l’arithmétique de l’espace homogèneX et de sa compactificationXc,
via l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse et à l’approximation faible (voir par
exemple [48], théorème 5.2.1 (a)). Par ailleurs, ce groupe est également utilisé pour étudier la
rationalité de l’espace homogène X sur un corps k quelconque (voir par exemple [17]). Ces
deux exemples illustrent l’intérêt et la motivation que l’on peut avoir à disposer de formules
décrivant le groupe BrXc sur un corps k quelconque.
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652 M. BOROVOI, C. DEMARCHE ET D. HARARI

Comme dans les travaux antérieurs, les formules obtenues ici pour le groupe BrXc font
intervenir des groupes « Xω », mais ils sont associés à des groupes d’hypercohomologie
galoisienne de certains complexes (définis et utilisés dans [9] et [10]) au lieu simplement de
groupes de cohomologie galoisienne.

Les résultats principaux de cet article sont les suivants :

1. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro et X = G/H un espace
homogène d’un groupe algébrique linéaire connexeG, avecH connexe. Alors (théorème 5.1)
le groupe de Brauer BrXc d’une compactification lisse Xc de X est nul. Ceci étend le
résultat classique de Bogomolov (qui concerne le cas k = C et G semi-simple simplement
connexe), et répond par l’affirmative à une question posée par Colliot-Thélène et Kunyavskiı̆
(et également auparavant par Colliot-Thélène et Sansuc). Si k est séparablement clos de
caractéristique p, le même résultat vaut pour la partie première à p de BrXc si l’on suppose
de plus G et H lisses et réductifs.

2. Pour un espace homogèneX d’un groupe linéaire connexeG sur un corps k quelconque
de caractéristique zéro, on obtient une formule « de type Xω » pour le groupe de Brauer al-
gébrique Br1X

c, qui est valable dès que le stabilisateur géométriqueH est de type (ssumult)
et G est de groupe de Picard géométrique nul (théorème 8.1). Ce résultat généralise le théo-
rème principal de [16] dans deux directions : on ne demande plus que G soit quasi-trivial, et
l’hypothèse surH est plus faible que l’hypothèse habituelle de connexité (sous laquelle notre
théorème 5.1 permet également d’obtenir la formule pour tout le groupe de Brauer BrXc

et pas seulement pour Br1X
c). On a de plus des contre-exemples qui montrent que l’hypo-

thèse queH est de type (ssumult) ne peut pas être supprimée ; en particulier l’hypothèse que le
groupe des composantes connexes deH est commutatif n’est pas suffisante (proposition 8.4).

3. On montre également une formule analogue sur un corps global de caractéristique p
(théorème 7.4), et on prouve la trivialité du groupe considéré sur un corps fini (théorème 7.5)
moyennant quelques hypothèses de lissité additionnelles. Noter aussi que l’utilisation d’un
théorème récent de Gabber (qui précise le théorème d’ A. J. de Jong sur les altérations) permet
de démontrer la plupart de ces énoncés sur BrnrX en caractéristique p (en exceptant la
torsion p-primaire) sans supposer l’existence d’une compactification lisse pour X.

Une autre nouveauté importante de cet article est que la méthode de démonstration de
plusieurs de nos théorèmes passe (comme pour le résultat principal de [15]) par le cas des
corps finis, mais pour traiter ceux-ci on est amené à passer sur des corps locaux de caracté-
ristique p et à utiliser des théorèmes de dualité arithmétique pour obtenir le résultat dans ce
contexte. C’est pourquoi on a été amené à étendre certains résultats classiques de dualité sur
les corps p-adiques aux corps locaux de caractéristique quelconque, et aussi à certains com-
plexes de groupes de type multiplicatif au lieu de se limiter à des modules galoisiens (proposi-
tion 3.2, proposition 7.2). Enfin on donne aussi au passage une démonstration détaillée d’une
formule de compatibilité entre accouplements (théorème 6.2) qui est utile en elle-même, no-
tamment si on est intéressé par l’accouplement de Brauer-Manin sur les espaces homogènes
au-dessus d’un corps global.
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2. Notations et conventions

Dans ce texte, tous les schémas en groupes sont supposés localement de type fini. Si k est
un corps, on dit simplement « k-groupe » pour désigner un k-schéma en groupes linéaire, i.e.
affine et de type fini. Un k-groupe réductif (resp. semi-simple) est un k-schéma en groupes
affine, lisse, connexe, et réductif (resp. semi-simple). On note souvent G0 la composante
connexe du neutre d’un k-groupeG. SiG est un k-groupe connexe lisse sur un corps parfait,
on note Gu son radical unipotent, Gred := G/Gu le quotient réductif, Gss le sous-groupe
dérivé deGred etGsc le revêtement semi-simple simplement connexe deGss. On dit alors que
G est quasi-trivial si Gtor := Gred/Gss est quasi-trivial (i.e. son groupe des caractères est un
module galoisien de permutation) et Gss est simplement connexe.

Pour tout corps k, on note k̄ une clôture séparable de k et Γk = Gal(k̄/k). Si X est un
k-schéma et L une extension de k, on pose XL := X ×k L et X = X ×k k̄. Les groupes
de cohomologie étale Hn

et(X, . . . ) sont notés simplement Hn(X, . . . ), tandis qu’on note
Hn

fppf(X, . . . ) s’il s’agit de groupes fppf (les deux coïncident pour des faisceaux représentés
par des schémas en groupes lisses et quasi-projectifs). Pour simplifier on note aussi souvent
Hn(X,C•) les groupes d’hypercohomologie Hn(X,C•) quand C• est un complexe borné
de faisceaux étales sur X (et de même avec les groupes fppf). On adopte des notations
analogues pour les ensembles de cohomologie (non abélienne) H1(X, . . . ). En particulier
si G est un k-schéma en groupes lisse, l’ensemble H1(k,G) (resp. les groupes Hi(k,G) si G
est commutatif) s’identifie à l’ensemble de cohomologie galoisienneH1(Γk, G(k̄)) (resp. aux
groupes de cohomologie galoisienne Hi(Γk, G(k̄))).

Par convention, quand on écrit un complexe à deux termes sous la forme [A → B], cela
signifie que A est en degré −1 et B en degré 0. Si Z est un schéma, on note D(Z) (resp.
Dfppf(Z)) la catégorie dérivée bornée des faisceaux étales (resp. fppf) sur Z. Si k est un corps
et M est un Γk-module galoisien (ou encore un complexe borné de modules galoisiens), on
note (pour tout i ≥ 1) Xi

ω,alg(k,M) (ou Xi
ω,alg(M) s’il n’y a pas d’ambiguïté sur le corps k)

le sous-groupe deHi(Γk,M) constitué des éléments dont la restriction àHi(C,M) est nulle
pour tout sous-groupe procyclique C de Γk.

Un corps local est un corps complet pour une valuation discrète à corps résiduel fini : c’est
une extension finie de Qp (s’il est de caractéristique 0) ou d’un corps de séries de Laurent
Fq((t)) sur un corps fini (s’il est de caractéristique> 0). On utilisera fréquemment le fait (dû
à Kneser [37] en caractéristique zéro et à Bruhat-Tits [11] en caractéristique > 0) que pour
un groupe semi-simple simplement connexeG sur un corps localK, on aH1(K,G) = 0. Par
Hilbert 90, on en déduit alors le résultat analogue si G est quasi-trivial sur un corps local.

Un corps global est un corps de nombres (extension finie de Q) ou le corps des fonctions
d’une courbe algébrique sur un corps fini. Pour toute place v d’un tel corps k, on note kv le
complété de k en v. Si k est un corps global et M un Γk-module galoisien (ou un complexe
borné de modules galoisiens), on note Xi

ω(k,M) (ou simplement Xi
ω(M)) le sous-groupe

de Hi(k,M) constitué des éléments dont la restriction à Hi(kv,M) est nulle pour presque
toute place v de k. Si de plusM est un Γk-module galoisien de type fini (resp. de type fini sans
torsion), une conséquence facile du théorème de Čebotarev est que X1

ω(M) = X1
ω,alg(M)

(resp. X2
ω(M) = X2

ω,alg(M)), [44], section 2.
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Si A est un groupe abélien, et n ∈ N, A[n] désigne le sous-groupe de n-torsion de A.
Si l est un nombre premier, A{l} désigne le sous-groupe de torsion l-primaire de A, et A{l′}
le sous-groupe de torsion première à l.

3. Accouplement entre complexes de groupes de type multiplicatif

Dans cette section on étend l’accouplement S × Ŝ → Gm entre un groupe de type
multiplicatif S et son groupe des caractères Ŝ à des complexes à deux termes, et on montre
un résultat de dualité lié à cet accouplement sur un corps local.

L 3.1. – Soit Z un schéma. Soient C = [S → T ] un complexe de groupes de type
multiplicatif de type fini sur Z et “C = [T̂ → Ŝ] le complexe dual. Alors on a un accouplement
canonique

[S → T ]⊗L [T̂ → Ŝ]→ Gm[1]

dans la catégorie dérivée bornée Dfppf(Z) des faisceaux fppf sur Z. De plus, cet accouplement
induit pour tout n ≥ 0 un isomorphisme canonique

Hn
fppf(Z, [S → T ])→ RnHomZ([T̂ → Ŝ],Gm[1])

où HomZ(. . . ) désigne les homomorphismes dans la catégorie dérivée bornée D(Z) des
faisceaux étales sur Z. La même assertion est valable si l’on remplace HomZ(. . . ) par
Hom Dfppf (Z)(. . . ).

Démonstration. – On note que par dualité pour les groupes de type multiplicatif, le
complexe “C est le complexe des morphismes Hom∗(C,Gm[1]) correspondant au foncteur
« Hom interne » Hom(.,Gm[1]) dans la catégorie des complexes de faisceaux fppf sur Z.
Alors RHom(.,Gm[1])) est le foncteur dérivé total de Hom(.,Gm[1]), d’où un morphisme
naturel dans Dfppf(Z) : “C → RHom(C,Gm[1]) .

Par adjonction entre le produit tensoriel dérivé⊗L et RHom, on a un isomorphisme naturel
d’adjonction (cf. [50], Th. 10.8.7) :

Hom Dfppf (Z)(“C ⊗L C,Gm[1]) = Hom Dfppf (Z)(“C,RHom(C,Gm[1]))

qui donne un morphisme

Ĉ ⊗L C → Gm[1]

fournissant l’accouplement souhaité.

Pour la deuxième assertion, on note pour commencer que le groupe de droite ne change
pas que l’on travaille dans D(Z) ou dans Dfppf(Z) (via [48], lemme 2.3.7). L’isomorphisme
se déduit immédiatement par dévissage à partir des cas extrêmes S = 0 ou T = 0 (via le
lemme des cinq), le résultat étant alors connu (loc. cit.).

4 e SÉRIE – TOME 46 – 2013 – No 4



GROUPE DE BRAUER NON RAMIFIÉ 655

Remarque. – S’il n’y a pas d’hypothèse de lissité sur S et T , il est important de considérer
Hn

fppf(X, [S → T ]), et non pas le groupe étale correspondant.

Quand Z = Spec k est le spectre d’un corps, le lemme 3.1 donne en particulier un
accouplement de cup-produit

(1) H1(k, [T̂ → Ŝ])×H0
fppf(k, [S → T ])→ H2

fppf(k,Gm) = H2(k,Gm) = Br k.

Si K est un corps local, on a une topologie naturelle sur les groupes Hi
fppf(K, [S → T ])

pour i ≥ 0 : ce sont des groupes séparés (au sens de Hausdorff), localement compacts,
dénombrables à l’infini, et totalement discontinus. Si K est un corps local de caractéris-
tique zéro, on obtient des groupes discrets pour i ≥ 1 (et on peut définir la topologie sur
H0

fppf(K, [S → T ]) via le fait que ce groupe est extension d’un quotient de H0(K,T ) par
un sous-groupe du groupe fini H1(K,S), cf. [22], section 3). Si K est de caractéristique
p > 0, le groupe H1

fppf(K,S) est en général infini (il est seulement profini) si S contient de la
p-torsion ; la topologie sur les Hi

fppf(K, [S → T ]) est alors définie par le même procédé que
dans [41], section III.6. On a alors l’énoncé suivant, dans l’esprit du théorème 3.1 de [22] :

P 3.2. – SoitK un corps local (de caractéristique quelconque). Soit [S → T ]

un complexe de K-groupes de type multiplicatif. Alors l’accouplement (1) induit un isomor-
phisme entre le groupe discret H1(K, [T̂ → Ŝ]) et le dual de Pontryagin H0

fppf(K, [S → T ])D

de H0
fppf(K, [S → T ]).

Ici le dual de Pontryagin AD d’un groupe topologique abélien A est le groupe des homo-
morphismes continus de A dans le groupe discret Q/Z.

Démonstration. – On procède par dévissage en commençant par le cas où T = 0. Comme
S est de type multiplicatif, on peut écrire une suite exacte

0→ S → T1 → T2 → 0

où T1 et T2 sont des tores. On obtient un diagramme commutatif à lignes exactes

H1(K, T̂2) //

��

H1(K, T̂1) //

��

H1(K, Ŝ) //

��

H2(K, T̂2) //

��

H2(K, T̂1)

��
H1(K,T2)D // H1(K,T1)D // H1

fppf(K,S)D // H0(K,T2)D // H0(K,T1)D

et le résultat découle alors du lemme des cinq joint au fait que pour chaque tore Ti les
flèches H1(K, T̂i) → H1(K,Ti)

D et H2(K, T̂i) → H0(K,Ti)
D induites par (1) sont des

isomorphismes ([41], Th. III.6.9 ; noter que pour chaque tore Ti, le groupeH1(K,Ti) est fini
tandis que H0(K,Ti) et son complété pour la topologie des sous-groupes ouverts d’indice
fini ont même dual, [33], Lemme 2.2).
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Dans le cas général où S et T sont quelconques, on a, en posant C• = [S → T ] et“C• = [T̂ → Ŝ], un diagramme commutatif

H1(K, T̂ ) //

��

H1(K, Ŝ) //

��

H1(K, “C•) //

��

H2(K, T̂ ) //

��

H2(K, Ŝ)

��
H1

fppf(K,T )D // H1
fppf(K,S)D // H0

fppf(K,C
•)D // H0(K,T )D // H0(K,S)D

et le même argument de dévissage fonctionne à condition de savoir que pour un groupe de
type multiplicatif S quelconque, la flèche H2(K, Ŝ)→ H0(K,S)D est un isomorphisme. Or
ceci est connu si S n’a pas de p-torsion ([41], Cor. I.2.3, toujours avec le fait que H0(K,S)

et son complété ont même dual), et le cas général s’en déduit immédiatement vu que si µ est
un groupe de type multiplicatif de torsion p-primaire, on a H0

fppf(K,µ) = H2(K, µ̂) = 0 et

H1(K, µ̂)
∼=−→ H1

fppf(K,µ)D ([41], Prop. III.6.4 et Prop. III.6.10).

Remarque. – On pourrait montrer plus précisément qu’on obtient une dualité entre le
groupe discretH1(K, [T̂ → Ŝ]) et le complété (pour la topologie définie par les sous-groupes
ouverts d’indice fini) de H0

fppf(K, [S → T ]) ; nous n’aurons pas besoin de ce résultat.

4. Groupe de Brauer non ramifié, relation avec le complexe KD′(X)

Soit p : X → Spec k une variété lisse et géométriquement intègre sur un corps k, dont
on note BrX := H2(X,Gm) le groupe de Brauer cohomologique. Rappelons que X étant
un schéma intègre régulier, la flèche canonique BrX → Br k(X) est injective (où k(X) est
le corps des fonctions de X) par le corollaire II.1.8 de [30]. Si Xc est une compactification
lisse de X, alors la flèche composée BrXc → BrX → Br k(X) est injective, donc la flèche
BrXc → BrX est injective.

Comme dans [32], on considère le complexe de faisceaux étales sur Spec k défini par

KD(X) := (τ≤1Rp∗Gm,X)[1]

et on définit KD′(X) = (UPicX)[1] comme le cône du morphisme canonique
Gm[1]→ KD(X).

Posons Br1X = ker[BrX → BrX]. Un argument de suite spectrale donne des flèches

H1(k,Rp∗Gm,X)→ H1
fppf(k,Rp∗Gm,X)→ BrX = H2(X,Gm) = H2

fppf(X,Gm)

qui induisent un isomorphisme H1(k,KD(X)) ' Br1X, et une flèche

r : Br1X ' H1(k,KD(X))→ H1(k,KD′(X))

dont le noyau est Br0X := Im [Br k → BrX] ; de plus on a une suite exacte

Br k → Br1X
r→ H1(k,KD′(X))→ ker[H3(k,Gm)→ H3(X,Gm)]

([9], Prop. 2.18 et [32], page 7), ce qui fait que r est de plus surjective si H3(k,Gm) = 0 ou
si X(k) 6= ∅. Si m ∈ X(k) est un point rationnel de X, on notera Br1,mX le sous-groupe
de Br1X constitué des éléments dont l’évaluation en m est nulle. Ainsi Br1,mX s’identifie à
Br1X/Br k.
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P 4.1. – Soit X une variété lisse, géométriquement intègre sur un corps k. On
suppose que X admet une compactification lisse Xc. Alors l’image réciproque du sous-groupe
X1

ω,alg(KD′(X)) ⊂ H1(k,KD′(X)) par r est contenue dans l’image de Br1X
c dans Br1X.

Le même résultat vaut avec X1
ω(KD′(X)) à la place de X1

ω,alg(KD′(X)) si k est un corps
global.

Démonstration. – D’après [9], prop. 2.19, on a un diagramme commutatif exact

(2) Br k // Br1X
c //

i∗Br1

��

H1(k,KD′(Xc)) //
� _

i∗
KD′

��

H3(k,Gm)

Br k // Br1X
r // H1(k,KD′(X)) // H3(k,Gm) .

D’après [9], cor. 2.16, l’homomorphisme i∗KD′ est injectif et induit un isomorphisme

X1
ω,alg(KD′(Xc))

∼−→X1
ω,alg(KD′(X)).

Soit ξ ∈ Br1X tel que r(ξ) ∈X1
ω,alg(KD′(X)), alors

r(ξ) ∈ i∗KD′(X1
ω,alg(KD′(Xc))) ⊂ Im i∗KD′ ,

et par chasse au diagramme on obtient que ξ ∈ Im i∗Br1
. L’argument avec X1

ω à la place de
X1

ω,alg est identique.

Remarque. – Si k est de caractéristique zéro, l’existence de Xc est automatique par la réso-
lution des singularités d’Hironaka. Dans ce cas BrXc n’est autre que le groupe de Brauer non
ramifié BrnrX deX ([17], section 5). En caractéristique p, siXc existe, on sait juste que pour
tout nombre premier l différent de p, on a (BrnrX){l} = (BrXc){l} ([13], proposition 4.2.3).

Montrons maintenant une sorte de réciproque de la proposition 4.1, sur un corps global,
sans supposer l’existence d’une compactification lisse de X.

P 4.2. – Soient k un corps global de caractéristique p ≥ 0, X une k-variété
lisse et géométriquement intègre. Soit α ∈ (BrnrX){p′} (resp. α ∈ BrXc si on suppose
l’existence d’une compactification lisse Xc de X). Alors pour presque toute place v de k,
αv ∈ BrXv est orthogonal à X(kv) pour l’accouplement d’évaluation X(kv) × BrXv →
Br kv ∼= Q/Z, où on a noté Xv := X ×k kv.

Démonstration. – Supposons tout d’abord l’existence d’une compactification lisseXc de
X sur k (par exemple k de caractéristique nulle). Il existe alors un ensemble fini de places
Σ de k (contenant les éventuelles places archimédiennes) tel que la k-variété propre et lisse
Xc s’étende en un schéma propre et lisse X c au-dessus de l’anneau des Σ-entiers OΣ. Soit
α ∈ BrXc. Quitte à augmenter Σ, on peut supposer que α est dans Br X c car BrXc est la
limite inductive des Br ( X c× OΣ

OΣ′) quand Σ′ décrit la famille des ensembles finis de places
de k contenant Σ (cf. [40], Lemme III.1.16). Or le groupe de Brauer de l’anneau des entiers
Ov de tout complété non archimédien kv de k est nul ; par conséquent on a α(Pv) = 0 pour
toute v 6∈ Σ et tout point local Pv ∈ X(kv) car par propreté Pv s’étend en une Ov-section
de X c.

Traitons maintenant le cas général où k est de caractéristique p > 0, ce qui fait que
l’existence d’une compactification lisse n’est pas connue. Soit α ∈ (BrnrX){p′}. Pour
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montrer la propriété voulue, on peut supposer que α ∈ (BrnrX){l}, avec l premier distinct
de p. Le théorème de compactification de Nagata (cf. [19]) assure l’existence d’une immersion
ouverte X → Z, où Z est une k-variété propre. Un théorème de Gabber (voir [36], exposé
X, théorème 2.1) assure qu’il existe une extension finie de corps k′/k, de degré premier à l, et
une l′-altération h : Y → Zk′ , où Y est une k′-variété lisse. En particulier, le morphisme h est
propre, surjectif et génériquement fini de degré premier à l, et Y est donc propre et lisse sur
k′. On considère alors le diagramme commutatif suivant, où les deux carrés sont des produits
fibrés :

(3) V
i //

h′

��

Y

h

��
Xk′

//

��

Zk′

��
X // Z .

On note π le morphisme composé V → Xk′ → X. Par fonctorialité du groupe de Brauer
non ramifié (voir [17], lemme 5.5), on a π∗(α) ∈ (Brnr V ){l} = (BrY ){l}.

Le morphisme π : V → X étant génériquement fini de degré d premier à l, il existe un
ouvert affine U deX tel que la restriction πU : VU := V ×X U → U de ce morphisme soit un
morphisme fini et plat sur U , donc dont le degré des fibres est un entier constant d premier
à l.

Soit S un ensemble fini de places de k tel que le diagramme (3) (ou plus exactement son
analogue en remplaçantX,Xk′ , V respectivement parU ,Uk′ , VU ) s’étende en un diagramme
de Spec Ok,S -schémas

VU
i //

h′

��

Y

h

��
Uk′ //

��

Zk′

��
U // Z

avec Y propre lisse sur Spec Ok′,S′ , où S′ désigne l’ensemble des places de k′ au-dessus de
S. Quitte à agrandir S, on peut aussi supposer que α ∈ Br U et que π∗(α) ∈ Br Y (car
π∗(α) ∈ BrY ).

Soient v /∈ S et xv ∈ U(kv). Puisque l’on a l’égalité [k′ : k] =
∑
w|v ewfw (voir par

exemple [43], théorème 7.6), le fait que l ne divise pas [k′ : k] assure qu’il existe une place w
de k′ au-dessus de v telle que [k′w : kv] = ewfw soit premier à l.

Puisque πU : VU → Uk′ est fini de degré premier à l, il existe une extension finie de corps
L/k′w et un point y ∈ X(L) tels que xv = πU (y), avec [L : k′w] (et donc aussi [L : kv]) premier
à l.
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On a alors ResL/kv
(α(xv)) = ((πU )∗(α))(y) dans BrL. Or on dispose du diagramme

commutatif suivant :

SpecL
y //

��

Y

��
Spec OL // Spec Ok′,S′ ,

donc le critère valuatif de propreté assure l’existence d’une factorisation

y : Spec OL → Y.

Comme (πU )∗(α) ∈ Br Y, on en déduit que ((πU )∗(α))(y) ∈ Br OL = 0. Donc finalement,
on a montré que ResL/kv

(α(xv)) = 0 dans BrL. Comme [L : kv] est premier à l et que la
restriction Br kv → BrL correspond à la multiplication par [L : kv] (qui est premier à l)
dans Q/Z, on obtient que α(xv) = 0 dans Br kv. Par conséquent, l’élément αv ∈ BrXv

est orthogonal à U(kv) pour toute place v /∈ S. Enfin, puisque U est un ouvert non vide de
la variété intègre X, le théorème des fonctions implicites donne que U(kv) est dense dans
X(kv) pour la topologie v-adique. Or l’accouplement BrXv × X(kv) → Br kv est continu
pour cette topologie, donc αv est orthogonal à X(kv) tout entier, pour toute v /∈ S. Cela
conclut la preuve.

Voici une variante de la proposition précédente mettant en jeu des corps finis et locaux :

P 4.3. – Soit k un corps fini de caractéristique p. SoitK = k((t)). SoitX une
k-variété lisse et géométriquement intègre. Soit α ∈ (BrnrX){p′}. Alors pour tout K-point P
de X, on a α(P ) = 0 dans BrK.

Démonstration. – Supposons d’abord que X admette une compactification lisse Xc. On
a alors α ∈ BrXc. Soit αK l’image de α dans BrXK . Alors αK provient de Br (Xc

OK
), où

OK = k[[t]], donc pour tout K-point P de X (qui s’étend par propreté en une OK-section
de Xc → Spec OK) on a αK(P ) ∈ Br OK = 0 d’où α(P ) = 0.

On se ramène enfin au cas où on a une compactification lisse par le même argument
(utilisant le théorème de Gabber) que dans la proposition 4.2.

5. Le groupe de Brauer géométrique

Dans cette section, on montre que dans le cas des espaces homogènes à stabilisateurs
connexes sur un corps algébriquement clos, le groupe de Brauer d’un modèle projectif lisse
est trivial. Plus précisément le théorème principal de cette section est le suivant :

T 5.1. – Soit k un corps séparablement clos.
SoitG un k-groupe linéaire connexe lisse et soitH un k-sous-groupe connexe lisse deG. On

note X := G/H et on désigne par Xc une compactification lisse de X. On suppose l’une des
conditions suivantes

– k est de caractéristique nulle.
– k est algébriquement clos (i.e. k est parfait) etH est produit semi-direct deHu parHred.
– H et G sont réductifs.
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Alors (BrXc){l} = 0, pour tout l premier à la caractéristique de k.

Remarque. – Ce résultat étend le résultat classique de Bogomolov ([1], théorème 2.4, voir
aussi [17], théorème 9.13), qui concerne le cas où k = C et G est semi-simple simplement
connexe. Cela répond en particulier par l’affirmative à la remarque 9.14 de [17], ainsi qu’à
la question qui suit le théorème 1.4 de [16], où les auteurs demandent si le résultat de
Bogomolov s’étend (en caractéristique nulle) au cas où G est un groupe linéaire connexe
quelconque.

D’autre part, quelques mois après que le présent article a été terminé, Borovoi ([6]) a
donné une preuve simple du théorème 5.1 en caractéristique zéro en s’appuyant sur le résultat
de Bogomolov (tandis que la démonstration que nous allons donner ici est indépendante).

On commence par un lemme général (on remercie J.-L. Colliot-Thélène pour la démons-
tration qui suit) :

L 5.2. – Soit X une variété lisse géométriquement intègre sur un corps k. Soit
α ∈ BrX. On suppose qu’il existe une extension de corps K de k telle que la restriction
αK ∈ BrXK soit nulle.

Supposons k parfait ou α ∈ (BrX){p′}.

Alors α est algébrique (i.e. la restriction de α à BrX est nulle).

Démonstration. – Puisque BrXK est la limite inductive des groupes BrXA, où A décrit
les k-algèbres de type fini contenues dans K, il existe une k-algèbre de type fini A0 contenue
dans K telle que αA0 = 0 ∈ BrXA0 . Fixons un point fermé s ∈ SpecA0. Par fonctorialité,
on a αk(s) = 0 ∈ BrXk(s), et par construction k(s) est une extension finie de k, donc
αkalg = 0 ∈ BrXkalg , où kalg est une clôture algébrique de k contenant k. Cela ter-
mine la preuve si k est parfait. Sinon, montrons que le morphisme naturel (BrX){p′} →
(BrXkalg){p′} est injectif : puisque l’extension kalg(X)/k(X) est purement inséparable,
on sait que pour tout n premier à p, le morphisme H2(k(X), µn) → H2(kalg(X), µn)

est injectif, donc cela assure que (Br k(X)){p′} → (Br kalg(X)){p′} est injectif, donc
(BrX){p′} → (BrXkalg){p′} aussi. On conclut finalement que αk = 0 dans BrX.

Preuve du théorème 5.1. – La preuve de ce résultat se fait en plusieurs étapes.

Étape 1. – Cas de la clôture séparable d’un corps global.

L 5.3. – Soit k un corps global. Soit l premier à Car(k).

– Soient H et G deux k-groupes réductifs, avec H ⊂ G. On pose X := G/H. Soit Xc une
compactification lisse de X.

Alors (BrXc){l} = (Br1X
c){l}.

– Si H, G, X et Xc sont définis sur k, alors (BrXc){l} = 0.
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Remarque. – Grâce à la proposition 4.2 et au lemme 5.2, ce lemme reste valable sans suppo-
ser l’existence de la compactification lisse Xc de X, en remplaçant BrXc par BrnrX. Noter
aussi qu’en particulier H et G sont supposés lisses.

Démonstration. – Tout d’abord, il est clair que le second point du lemme est une consé-
quence du premier. En effet, si tout est défini sur k, et si α ∈ (BrXc){l}, alors il existe une
extension finie séparable K/k telle que H, G, X, Xc et α soient définis sur K. Or K est un
corps global, donc α vu dans le groupe de Brauer de la K-variété Xc est algébrique par le
premier point, donc α est nul dans le groupe de Brauer de la k-variété Xc.

Montrons maintenant le premier point. D’après [16], lemme 1.5, on peut supposer que le
groupe G est quasi-trivial. Soit α ∈ (BreX

c){l}. On souhaite montrer que α est algébrique,
c’est-à-dire que sa restriction à BrX

c
est nulle.

On note π : G→ X le morphisme quotient.

Quitte à remplacer k par une extension finie séparable, on peut supposer que les groupes
réductifs H et G sont k-déployés.

Alors π∗(α) = 0 dans Brnr eG (puisque (BrnrG){l} = (Br k){l}, vu que G est réductif
déployé, donc rationnel : voir [2], corollaires 14.14 et 18.8).

Par conséquent, la suite exacte du théorème 2.4 de [8] (valable en caractéristique positive,
avec la même preuve, en supposant H et G réductifs) assure qu’il existe β ∈ PicH tel que
δ(β) = α, où δ : PicH → BrX est le morphisme défini par Colliot-Thélène et Xu ([18],
section 2, p.314).

Puisque α ∈ BrX est non ramifié (i.e. appartient à BrXc) et que le groupe de Brauer de
l’anneau des entiers Ov est nul, on obtient que pour presque toute place v de k, la localisation
αv ∈ BrXv := Br (X ×k kv) est orthogonale à X(kv), pour l’accouplement canonique
d’évaluation (voir proposition 4.2).

On considère le diagramme commutatif suivant :

(4) X(kv)

��

× BrXv
// Br kv

H1(kv, H) × PicHv
//

δ

OO

Br kv .

Dans ce diagramme, le premier accouplement horizontal est l’accouplement d’évaluation
usuel. Pour la définition de la seconde ligne et la commutativité du diagramme, voir [18],
proposition 2.9.

Or G est quasi-trivial, donc H1(kv, G) = 1 pour toute place finie v de k. Donc l’applica-
tion caractéristique X(kv) → H1(kv, H) est surjective. Donc le diagramme (4) assure que,
pour presque toute place v, βv ∈ PicHv est orthogonal à H1(kv, H).

Soit TH un tore maximal deH et THsc son image réciproque par le morphisme canonique
Hsc → H. Notons CH := [THsc → TH ] et “CH := [T̂H → T̂Hsc ]. Rappelons qu’on
dispose alors du groupe H1

ab(kv, H) := H1(kv, CH) et d’un morphisme d’abélianisation
ab1
H : H1(kv, H) → H1

ab(kv, H) qui est surjectif pour toute place v de k ([5], théorème 5.4
en caractéristique zéro. En caractéristique positive, le théorème 5.5 et l’exemple 5.4(i) de [28]
assurent le résultat).
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On a un diagramme commutatif :

H1(kv, H)

ab1
H

��

× PicHv
// Br kv

H1
ab(kv, H) × H1(kv, “CH)

∼=

OO

∪ // Br kv .

Or le morphisme H1(kv, “CH) → PicHv est un isomorphisme (voir [9], corollaire 5) et
l’application ab1

H est surjective, donc l’image qv de βv dans H1(kv, “CH) est orthogonale à
H1

ab(kv, H) pour le cup-produit. Or l’accouplement H1
ab(kv, H) ×H1(kv, “CH) → Br kv est

une dualité parfaite de groupes finis (voir [22], théorème 3.1 pour la caractéristique nulle ; la
preuve en caractéristique positive est similaire), donc qv = 0, donc βv = 0.

Finalement, on a montré que βv = 0 pour presque toute place v, donc on a aussi
αv = 0 pour presque toute place v. Ceci implique en particulier que α est algébrique via
le lemme 5.2.

Remarque. – Sur un corps p-adique, la dualité entre H1(kv, H) et PicHv (variante de
résultats de Kottwitz) avait déjà été obtenue par Colliot-Thélène ([14], théorème 9.1) en
utilisant les résolutions flasques.

Étape 2. – Cas d’un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.
Dans cette partie, on démontre le théorème 5.1 dans le cas où k est un corps algébri-

quement clos de caractéristique nulle.
On suppose d’abord que H et G sont réductifs. On voit Q comme un sous-corps de k.

La théorie des groupes réductifs assure qu’il existe des Q-groupes réductifs H ′ et G′ tels que
H ′k = H et G′k = G. Par un théorème de Vinberg rédigé par Margaux (voir théorème 1.1 de
[39]), appliqué à l’inclusion (définie sur k) i : H → G, il existe une inclusion i′ : H ′ → G′

définie sur Q et g ∈ G(k) tels que i = int(g) ◦ i′k. On dispose alors d’une Q-variété
X ′ := G′/H ′.

Le k-morphisme int(g) : G → G induit alors un k-isomorphisme ϕ : X ′k → X. On en
déduit donc un isomorphisme de groupes BrXc ∼= BrX ′

c
k.

Or la rigidité de la cohomologie non ramifiée à coefficients finis assure que
BrX ′

c
= BrX ′

c
k ([13], théorème 4.4.1).

Le lemme 5.3 de l’étape 1 assure que BrX ′
c

= 0, d’où finalement BrXc = 0.
Supposons maintenant seulementH réductif. On définit Y := X/Gu = G/(H.Gu). Alors

Y est un espace homogène de Gred à stabilisateur réductif, donc par la preuve précédente,
on a BrY c = 0 si Y c est une compactification lisse de Y . D’autre part la fibre générique du
morphisme X → Y est un espace homogène W de Gu, elle admet donc un point rationnel
([4], Lemme 3.2) sur le corps des fonctions K de Y . En particulier on a un K-morphisme
GuK → W qui est un torseur sous un K-groupe unipotent, donc un torseur trivial. Ceci im-
plique queW estK-rationnel (puisque c’est le cas de tout groupe unipotent en caractéristique
zéro). Finalement la variétéX est stablement k-birationnelle à Y , donc BrXc ∼= BrY c, d’où
BrXc = 0.

On ne suppose plus maintenant ni H, ni G réductifs. Le théorème de Mostow assure
l’existence d’une décomposition en produit semi-direct H = Hu o Hred. On considère
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alors le quotient Z := G/Hred. On dispose d’un morphisme naturel Z → X. Par [24],
lemme 2.7, toute fibre (en particulier la fibre générique) de ce morphisme Z → X a un
point rationnel. On conclut alors comme ci-dessus que Z est stablement k-birationnelle à
X, d’où BrXc ∼= BrZc. Or BrZc = 0 par le cas précédent (Z est un espace homogène de
G à stabilisateur réductif Hred), donc BrXc = 0, ce qui conclut la preuve du théorème 5.1
dans le cas de caractéristique nulle.

Étape 3. – Cas d’un corps séparablement clos de caractéristique positive.

En caractéristique positive, le théorème de Vinberg-Margaux n’est pas vérifié pour des
groupes réductifs semi-simples : il vaut pour les groupes linéairement réductifs (voir [39],
remarque 5.2 pour un contre-exemple). Par conséquent, on ne peut pas adapter la méthode
de l’étape 2 pour déduire le théorème du cas des corps globaux. On va donc utiliser une autre
méthode, consistant à se ramener aux corps finis.

Notons d’abord qu’on peut supposer G et H réductifs, car sinon les hypothèses supplé-
mentaires (k parfait et H produit semi-direct de Hu par Hred) permettent de se ramener à
cette situation comme à la fin de l’étape 2.

On commence par les corps finis :

L 5.4. – Si k est la clôture algébrique d’un corps fini F, alors on a (BrnrX){l} = 0,
pour tout l 6= Car(F).

Démonstration. – On considère l’extension de corps k ⊂ K := F(t). Par le lemme 5.3
et la remarque qui le suit, on sait que (BrnrXK){l} = 0. Alors le lemme 5.2 assure
que tous les éléments de (BrnrX){l} sont algébriques. Or k est séparablement clos, donc
(BrnrX){l} = 0.

Démontrons maintenant le théorème 5.1 dans le cas général, où k est un corps séparable-
ment clos de caractéristique p > 0. Soit α ∈ (BrXc){l}. Alors il existe une sous-extension
de type fini L/Fp de k/Fp, telle que H, G, X et α soient définis sur L.

En utilisant la suite exacte

0→ PicHK
δ−→ BrXK

π∗−→ BrGK

pour toute extension K/L, ainsi que le fait que Brnr (GL){l} = 0 (puisque GL est rationnel
car déployé), on sait qu’il existe une extension finie séparable K/L et p ∈ PicHK tels que
l’image αK de α dans BrXK vérifie αK = δ(p), avec de plus la propriété que Htor soit
K-déployé. On peut en outre supposer que le groupe fondamental µH de Hss est déployé
par K.

Pour montrer le théorème, il suffit de montrer que αK = 0.

Puisque PicHtor
K = 0, le morphisme PicHK → PicHss

K est injectif.

On sait que p est représentable par une extension centrale de K-groupes algébriques

(5) 1→ GmK → H0 → HK → 1 .

On note H1 le pull-back de cette extension par Hss
K → HK .

La trivialité de PicHsc
K assure que le pull-back de cette suite exacte par Hsc

K → Hss
K est

une suite scindée.
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Il existe alors une Fp-algèbre intègre de type fini B de corps des fractions K, des B-sché-
mas en groupes H , G, H ss, deux B-schémas X et X c tels que

– les fibres génériques de H , G, H ss, X et X c sont respectivement HK , GK , Hss
K , XK et

Xc
K .

– G est un B-schéma en groupes quasi-trivial (extension d’un tore quasi-trivial par un
schéma en groupes semi-simple simplement connexe ; en particulier le groupe de Picard
des fibres géométriques de G est nul).

– H est unB-schéma en groupes réductif, et on a une suite exacte centrale deB-schémas
en groupes

1→ µH,B → H sc → H ss → 1

avec H sc semi-simple simplement connexe et µH,B fini de type multiplicatif et déployé.
– la suite (5) s’étend en une suite exacte centrale sur B

1→ GmB → H 0 → H → 1 ,

dont la classe pB dans Pic H a pour fibre générique p ∈ PicHK . On peut de même
étendre l’extension associée àH1, ce qui donne une classe p′B ∈ Pic H ss (image de pB),
dont la fibre générique p′ est l’image de p dans PicHss

K . On peut également supposer
que la suite déduite par pull-back via H sc → H ss est scindée, ce qui implique que
l’image de p′B dans Pic H sc est nulle.

– HK → GK s’étend en un sous-schéma en groupes fermé H → G et X s’identifie au
quotient G/H .

– x ∈ X(k) s’étend en x ∈ X(B).
– X c est un B-schéma projectif et lisse.
– X → Xc se prolonge en X → X c.
– pour tout s ∈ SpecB, la fibre X cs est une compactification lisse de X s sur k(s).
– la classe αK ∈ BrXc

K s’étend en une classe A ∈ Br X c, qui coïncide avec l’image de
l’extension H 0 (vue dans Pic H ) via le morphisme Pic H → Br X (construit comme
dans le cas des corps, via le H -torseur G → X et la suite exacte 1 → GmB → H 0 →
H → 1).

Fixons maintenant un point fermé s ∈ SpecB. Par construction, le corps résiduel de s,
noté k(s), est un corps fini.

Les propriétés des modèles qu’on a considérés assurent que la k(s)-compactification lisse
X s → X cs vérifie les hypothèses du lemme 5.4. La classe As ∈ Br X cs est l’image de la classe
ps de H 0s (vue dans Pic H s) par le morphisme δs : Pic H s → Br X s. Notons p′s l’image
de ps dans Pic H ss

s , alors p′s est aussi la fibre en s de p′B ∈ Pic H ss. Comme PicHs s’injecte
dans BrXs (car PicGs = 0) et As est algébrique (lemme 5.4), on obtient que l’image de ps
dans PicHs est nulle. Mais PicHss

s s’injecte dans PicH
ss

s puisque Hss
s est semi-simple ; on

en déduit que p′s = 0.

Or on dispose d’une suite exacte de groupes

0→ H0(B,’µH,B)→ ExtcB( H ss,GmB)→ ExtcB( H sc,GmB) ,

où ExtcB(. . . ) désigne le groupe abélien des classes d’extensions centrales de B-faisceaux en
groupes (voir [18], p.313).
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Comme l’image de p′B dans Pic H sc est nulle, la classe p′B provient d’un élément
β ∈ H0(B,’µH,B), dont l’image βs dans H0(k(s), ‘µH,s) est nulle (car p′s = 0). Or ’µH,B
est un B-groupe constant car µH,B est fini de type multiplicatif déployé ; ceci implique que
le morphisme

H0(B,’µH,B)→ H0(k(s), ‘µH,s)
est injectif. Alors βs = 0 implique que β = 0 dans H0(B,’µH,B) ce qui implique
p′B = 0. Ainsi la fibre générique p′ de p′B est nulle dans PicHss

K . Enfin, le morphisme
PicHK → PicHss

K est injectif, d’où p = 0 dans PicHK , donc αK = 0 dans BrXK , ce qui
achève la preuve du théorème 5.1.

6. Une formule de compatibilité

On considère un k-groupe lisse et connexe G (supposé réductif pour k non parfait) et
un k-sous-groupe algébrique H de G. Rappelons qu’alors le k-groupe semi-simple Gss est
simplement connexe si et seulement si PicG = 0 via [44], lemme 6.9(iii) et remarque 6.11.3
joints au fait que le noyau du revêtement universel Gsc → Gss est un k-groupe fini de type
multiplicatif [34].

D 6.1. – Soit H un k-groupe algébrique. On dit que H est sans caractères si le
seul morphisme de k̄-groupes deH dans Gm est le morphisme constant. On dit queH est de
type (ssumult) s’il existe une suite exacte de k-groupes

1→ L→ H → S → 1

vérifiant : S est lisse de type multiplicatif et L est lisse, connexe, sans caractères.

Noter en particulier qu’un groupe de type (ssumult) est lisse. Si k est de caractéristique
zéro, tout k-groupe connexe ou encore tout k-groupe commutatif est de type (ssumult). Si k
est parfait de caractéristique p > 0, tout k-groupe lisse et connexe, ou encore tout k-groupe
lisse commutatif avec H/H0 sans p-torsion, est de type (ssumult) ; en effet ceci résulte de la
structure des groupes algébriques sur un corps parfait. Plus généralement, si k est parfait, un
k-groupe lisse H est de type (ssumult) si et seulement s’il vérifie la condition de [7], section 3
que le noyau de H → Hmult est connexe sans caractères, où Hmult est le quotient maximal
de H qui est de type multiplicatif. La situation est plus compliquée sur un corps imparfait,
parce qu’on n’a pas en général de radical unipotent défini sur k.

Soit X := G/H un espace homogène de G possédant un k-point. D’après [27], Prop.
III.3.1.1, on a pour tout k-schéma Z une bijection fonctorielle τZ : X(Z)→ H0(Z, [H → G])

qui induit par changement de base, pour tout k-point s de Z, une bijection X(k) →
H0(k, [H → G]). Pour Z = X, la classe τX(id) correspondant à l’identité de X donne une
classe [[X]] ∈ H0

fppf(X, [H → G]) induite par la trivialisation du X-torseur G∧H G donnée
par le neutre e ∈ G(k). Ici G ∧H G est le torseur sous G obtenu par produit contracté du
X-torseur sous H donné par G→ X, cf. [48], lemme 2.2.3. On obtient ainsi une bijection

τ : X(k)→ H0
fppf(k, [H → G]) x 7→ [[X]](x)

induite par l’évaluation.
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T 6.2. – SoitG un k-groupe lisse et connexe, réductif pour k non parfait, vérifiant
PicG = 0. On pose T = Gtor. Soit H un k-sous-groupe lisse de G, supposé de composante
neutre réductive ou de type (ssumult) pour k non parfait ; on note S = Hmult le quotient
maximal de H qui est de type multiplicatif. Soit X = G/H. Alors :

(a) Il existe un isomorphisme KD′(X) ' [T̂ → Ŝ] dans D(k) qui induit un isomorphisme
fonctoriel

ΦX : Br1,eX → H1(k, [T̂ → Ŝ]) .

(b) Notons
ab0 = (ab ◦ τ) : X(k)→ H0

fppf(k, [S → T ])

la composée de τ avec l’application d’abélianisation

ab : H0
fppf(k, [H → G])→ H0

fppf(k, [S → T ]) .

Alors on a la formule :

(6) ΦX(α) ∪ ab0(x) = −α(x)

pour tout x ∈ X(k) et tout α ∈ Br1,eX, où ∪ est l’accouplement (1).

Remarque. – Nous aurons notamment à appliquer le théorème sur un corps local de carac-
téristique p > 0, imparfait donc. L’hypothèse faite sur H implique alors que S = Hmult est
bien défini. Noter aussi qu’avec les hypothèses de lissité faites, on peut remplacer ici lesH0

fppf

par des H0 étales.

Démonstration. – (a) Ceci a été établi par le premier auteur et van Hamel [10] en carac-
téristique zéro. La même preuve fonctionne en caractéristique quelconque une fois qu’on a
fait les hypothèses supplémentaires sur H du théorème 6.2.

(b) La démonstration de cette compatibilité va occuper le reste de cette section. Voir
également l’appendice B pour une démonstration indépendante du théorème 6.2 quandH est
de type (ssumult). On pourra également se reporter au lemme 4.5.1 de [20] pour une preuve
de la compatibilité analogue à celle que nous donnons maintenant.

D 6.3. – Une paire de k-groupes est une paire (G,H), où G est un k-groupe
linéaire connexe lisse avec PicG = 0 (supposé réductif si k est non parfait), et H est un
k-sous-groupe lisse de G (non nécessairement connexe, mais de type (ssumult) ou avec H0

réductif pour k non parfait).

Une paire (G,H) définit un espace homogène X := G/H avec un point marqué
x0 = eH ∈ X(k), où e ∈ G(k) est l’élément neutre de G.

Par un morphisme de paires φ : (G1, H1) → (G2, H2) on entend un homomorphisme
surjectif φ : G1 → G2 tel que φ(H1) = H2. Si on pose X1 = G1/H1 et X2 = G2/H2,
alors on a un morphisme φ∗ : (X1, x

0
1) → (X2, x

0
2), où x0

1 et x0
2 sont les points marqués

correspondants.
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Soit (G,H) une paire de k-groupes (avec PicG = 0). On choisit un plongement
i : S := Hmult → Q dans un tore quasi-trivial Q. On considère le plongement

j : H → G×k Q, h 7→ (h, i(µ(h))),

où µ : H → S est l’épimorphisme canonique. On pose GY = G ×k Q, HY = i∗(H). La
paire (GY , HY ) définit un espace homogène Y = GY /HY = (G ×k Q)/i∗(H) avec un
point marqué y0. L’application de projection π : GY = G×Q→ G est surjective et satisfait
π(HY ) = H, et elle définit donc un morphisme de paires π : (GY , HY )→ (G,H), qui à son
tour définit un morphisme de variétés avec points marqués π∗ : (Y, y0) → (X,x0). Notons
encore TY = Gtor

Y et SY = Hmult
Y . On remarque que l’application j∗ : SY → TY est injective

et que (Y, π∗) est un torseur sur X sous Q.

On construit une nouvelle paire (GZ , HZ) comme suit : GZ = TY /j∗(SY ), HZ = 1,
Z = GZ . Alors Z est un k-tore, on désigne par z0 son élément neutre. On a un mor-
phisme de paires ν : (GY , HY )→ (GZ , {1}) et le morphisme induit d’espaces homogènes
ν∗ : (Y, y0)→ (Z, z0). On a des quasi-isomorphismes

[ĜY → ĤY ]→ [”TY →”SY ]→ [”GZ → 0].

On obtient des diagrammes

(7) (GY , HY )

ν

��

π // (G,H) (Y, y0)

ν∗

��

π∗ // (X,x0)

(GZ , {1}) (Z, z0) .

L 6.4. – Le théorème 6.2 est valable pour l’espace principal homogène Z sous GZ .

Démonstration. – Soit Z un k-tore. On a l’isomorphisme

Φ: Br1,z0 Z → H2(k, Z)

de [9] et [10]. On a aussi l’isomorphisme

ΦSa : Br1,z0 Z → H2(k, Z)

de Sansuc [44], Lemme 6.9. Ces isomorphismes diffèrent par le signe, cf. [10], remarque 7.3
(sans preuve) et l’appendice A, proposition A.1 du présent article.

On a un diagramme commutatif

Z(k) × Br 1,z0 Z //

ΦSa

��

Br k

Z(k) × H2(k, Z) // Br k,

voir [44], (8.11.2). Ainsi pour z ∈ Z(k), α ∈ Br Z on a

α(z) = z ∪ ΦSa(α) = −z ∪ Φ(α),

ce qui prouve le théorème 6.2 pour Z.
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L 6.5. – Les diagrammes suivants sont commutatifs, toutes les flèches verticales
marquées (∼=) sont des isomorphismes, et l’application π∗ : Y (k)→ X(k) est surjective :
(8)

X(k)
ab0
// H0(k,Xab) H0(k,Xab) × H1(k, [“G→ “H])

π̂
��

∪ // Br k

Y (k)

π∗

OO

ν∗

��

ab0
// H0(k, Y ab)

πab

OO

∼= νab

��

H0(k, Y ab)

πab

OO

∼= νab

��

× H1(k, [ĜY → ĤY ])
∪ // Br k

Z(k)
ab0
// H0(k,GZ) H0(k,GZ) × H2(k,”GZ)

∼= ν̂

OO

∪ // Br k .

Démonstration. – Le lemme résulte de la fonctorialité de ab0 et du cup produit et du fait
que le morphisme de complexes de k-groupes de type multiplicatif

νab : [SY → TY ]→ [1→ GZ ]

est un quasi-isomorphisme. L’application π∗ : Y (k) → X(k) est surjective parce que Y est
un torseur sur X sous le tore quasi-trivial Q.

L 6.6. – Notons

〈 , 〉 : X(k)× Br1,x0 X → Br k

l’accouplement d’évaluation (et de même pour l’accouplement entre Y (k) et Br1,y0 Y , ainsi que
pour celui entre Z(k) et Br1,z0 Z). Les diagrammes suivants sont commutatifs et toutes les
flèches verticales marquées (∼=) sont des isomorphismes :

(9) X(k) × Br1,x0 X

π∗

��

〈 , 〉 // Br k Br1,x0 X

π∗

��

∼=

ΦX // H1(k, [“G→ “H])

π̂
��

Y (k)

π∗

OO

ν∗

��

× Br1,y0 Y
〈 , 〉 // Br k Br1,y0 Y ∼=

ΦY // H1(k, [ĜY → ĤY ])

Z(k) × Br1,z0 Z

∼= ν∗

OO

〈 , 〉 // Br k Br1,z0 W

∼= ν∗

OO

∼=

ΦZ // H2(k,”GZ) .

∼= ν̂

OO

Démonstration. – La commutativité des diagrammes résulte de la fonctorialité de 〈 , 〉 et
de Φ. Comme ν̂ est un isomorphisme, on voit que ν∗ est un isomorphisme.

Preuve du Théorème 6.2. – Par « chasse au diagramme » dans les diagrammes (8) et (9)
on réduit le théorème au lemme 6.4.
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7. Corps globaux et corps finis

Dans cette section, deux cas particuliers de corps de caractéristique p > 0 sont traités : les
corps globaux (théorème 7.4) et les corps finis (théorème 7.5). On notera que le théorème 7.4
fonctionne aussi pour un corps de nombres, mais fera l’objet d’une généralisation (utilisant
le cas des corps finis) aux corps de caractéristique zéro arbitraires dans la section suivante
(théorème 8.1).

Il semble raisonnable de conjecturer que cette généralisation vaut encore pour un corps
quelconque de caractéristique p > 0 si on se limite à la partie p-primaire des groupes
considérés, mais on se heurte à une difficulté technique (voir la remarque après la preuve du
théorème 8.1), ce qui fait que, dans cette section 7, nous avons dû nous limiter à des corps
« arithmétiques ».

Rappelons tout d’abord un théorème démontré par Douai dans sa thèse [26] :

T 7.1 (Douai). – Soit K un corps local. Soit G un K-groupe semi-simple et soit
L un lien localement représentable pour la topologie étale (resp. fppf) par G. Alors tous les
éléments de H2(K,L) (resp. de H2

fppf(K,L)) sont neutres.

Pour la preuve de ce résultat, on montre d’abord que le lien L est globalement représen-
table par une K-forme de G ([25], Lemme 1.1), ce qui permet de se ramener au cas où L

est le lien canoniquement associé à G. On utilise alors le fait que pour un groupe semi-
simple simplement connexe R de centre Z, l’application bord H1(K,R/Z)→ H2(K,Z) est
surjective ([25], Th. 1.1, ou [3] Lemme 5.7 en caractéristique zéro), ce qui permet de conclure
via [28], Cor. 3.8.

On en déduit une généralisation d’un résultat du deuxième auteur (cf. [24], Prop. 2.18 et
[20], Prop. 4.2.20 joints au fait que si K est un corps local, alors H3

fppf(K,µ) = 0 pour tout
K-groupe fini µ, voir [41], Prop. 6.4) :

P 7.2. – Soit K un corps local (de caractéristique quelconque). Soit G un
K-groupe réductif vérifiant PicG = 0 et soit H un K-sous-groupe de G vérifiant : il existe
des suites exactes

1→ H ′ → H → S → 1

1→ U → H ′ → Hss → 1

avec : S de type multiplicatif,Hss semi-simple, etU sous-groupe unipotent distingué deH. Soit
T = Gtor le quotient torique maximal de G. Alors l’application canonique

abK : H0
fppf(K, [H → G])→ H0

fppf(K, [S → T ])

est surjective.
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Remarque. – Si K est de caractéristique zéro, l’hypothèse sur H signifie exactement que H
est de type (ssumult). Noter aussi qu’on ne demande pas ici que S soit lisse.

Démonstration. – On utilise [24], lemme 2.1 et remarque 2.2, pour obtenir un diagramme
commutatif :

H0
fppf(K,G) //

f1

��

H0
fppf(K, [H → G]) //

��

H1
fppf(K,H) //

f2

��

H1
fppf(K,G)

f3

��
H0

fppf(K,T ) // H0
fppf(K, [S → T ]) // H1

fppf(K,S) // H1
fppf(K,T )

où la première ligne est une suite exacte d’ensembles pointés et la deuxième une suite exacte
de groupes abéliens. Par ailleurs on a une action du groupeH0

fppf(K,G) sur l’ensemble pointé
H0

fppf(K, [H → G]), qui est compatible via le diagramme ci-dessus avec l’action du groupe
abélien H0

fppf(K,T ) sur le groupe abélien H0
fppf(K, [S → T ]) par translation (loc. cit.,

Prop. 2.6). Ceci permet par « chasse au diagramme » de se ramener à prouver les propriétés
suivantes : f1 et f2 sont surjectives, f3 a un noyau trivial. Comme PicG = 0, le sous-groupe
dérivé Gss de G est semi-simple simplement connexe, ce qui implique H1(K,Gss) = 1. Ceci
donne la surjectivité de f1 et la trivialité du noyau de f3.

Il reste à prouver que f2 est surjective. Soit H1 = H/U , on a alors S = H1/H
ss et il

suffit de vérifier que les flèches u1 : H1
fppf(K,H) → H1

fppf(K,H1) et u2 : H1
fppf(K,H1) →

H1
fppf(K,S) sont surjectives. Montrons que u2 est surjective. Soit ξ ∈ H1

fppf(K,S), alors
l’obstruction à relever ξ dans H1

fppf(K,H1) est un élément ob(ξ) ∈ H2
fppf(K,L), où L

est un lien localement représenté par Hss (voir [3], Cor. 6.4 en caractéristique zéro et la
proposition IV.4.2.8(i) de [27] dans le cas général). Par le théorème 7.1 appliqué à Hss,
l’élément ob(ξ) ∈ H2

fppf(K,L) est neutre, donc ξ provient de H1
fppf(K,H1) et la flèche u2

est bien surjective.
La surjectivité de u1 est quant à elle démontrée par Oesterlé : voir [42], IV.2.2, dans le cas

où U et H sont lisses. On vérifie que la même preuve fonctionne dans le cas plus général où
on ne suppose plus que les groupes soient lisses, en utilisant le fait que H2

fppf(K,αp) = 0.
Cela conclut la preuve.

P 7.3. – Soit K un corps local. Soit G un K-groupe réductif vérifiant
PicG = 0 et soit H un K-sous-groupe lisse de G vérifiant les hypothèses de la proposi-
tion 7.2. On pose X = G/H. Soit α un élément de Br1X qui vérifie α(P ) = 0 pour tout
P ∈ X(K). Alors α = 0.

Démonstration. – On note déjà que α ∈ Br1,eX et que H est de type (ssumult). Soient
T = Gtor le quotient torique maximal de G et S = Hmult = H/H ′ le quotient maximal de
H qui est de type multiplicatif.

D’après le théorème 6.2(a), on a un isomorphisme ΦX : Br1,eX → H1(K, [T̂ → Ŝ]). On
sait que l’application d’évaluation

τK : X(K)→ H0
fppf(K, [H → G]);P 7→ [[X]](P )

est bijective. Il en résulte que l’image de l’application d’évaluation

ab0
K : X(K)→ H0

fppf(K, [S → T ])
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est aussi l’image de

abK : H0
fppf(K, [H → G])→ H0

fppf(K, [S → T ]).

La proposition 7.2 dit que abK , et donc aussi ab0
K , est surjective.

Posons alors a = ΦX(α) ∈ H1(K, [T̂ → Ŝ]). D’après le théorème 6.2(b), on obtient que
a vérifie

a ∪ ab0
K(P ) = −α(P ) = 0

pour tout P ∈ X(K). Comme ab0
K est surjective, on obtient que a est orthogonal à

H0
fppf(K, [S → T ]) pour l’accouplement local (1). La proposition 3.2 donne alors a = 0

d’où α = 0.

On en déduit une formule pour le groupe de Brauer non ramifié algébrique sur un corps
global.

T 7.4. – Soit k un corps global de caractéristique p ≥ 0. Soit G un k-groupe
réductif vérifiant PicG = 0 et soit H un k-sous-groupe lisse de G vérifiant les hypothèses de
la proposition 7.2. On pose X = G/H. Soient T = Gtor le quotient torique maximal de G et
S = Hmult = H/H ′ le quotient maximal de H qui est de type multiplicatif.

(a) L’application r du § 4 induit pour l 6= p un morphisme injectif entre les groupes de torsion
`-primaires

(Brnr 1X/Br k){`} →X1
ω(k, [T̂ → Ŝ]){`}

où on a noté Brnr 1X := BrnrX ∩ Br1X.

(b) Si on suppose de plus queX possède une compactification lisseXc, l’application r induit
un isomorphisme

Br1X
c/Br k →X1

ω(k, [T̂ → Ŝ]).

(c) Sous les hypothèses de b), si l’on suppose de plus que le groupe H est connexe (réductif
si p > 0), l’application r induit un isomorphisme

(BrXc/Br k) {p′} →X1
ω(k, [T̂ → Ŝ]){p′} .

Preuve du théorème 7.4. – Plaçons-nous sous les hypothèses de b). On identifie le groupe
Br1X

c/Br k à Br1,eX
c. D’après le théorème 6.2(a), on a un isomorphisme ΦX : Br1,eX →

H1(k, [T̂ → Ŝ]), et la proposition 4.1 donne déjà que l’image de Br1,eX
c par ΦX contient

X1
ω(k, [T̂ → Ŝ]). Il reste à montrer l’inclusion inverse.

Fixons α ∈ Br1,eX
c ⊂ Br1,eX. Comme on l’a déjà vu (proposition 4.2), il existe un

ensemble fini de places Σ de k (contenant les éventuelles places archimédiennes) tel que
α(Pv) = 0 pour toute v 6∈ Σ et tout point local Pv ∈ X(kv). On conclut alors en appliquant
la proposition 7.3 à tous les localisés αv ∈ Br1,e(X ×k kv) pour v 6∈ Σ.

Si on se place sous les hypothèses de c), le théorème 5.1 donne de plus (BrXc){p′} =

(Br 1X
c){p′}, d’où la conclusion.

Enfin, la preuve de a) est identique à celle de b) en utilisant la proposition 4.2 dans le cas
où on ne suppose pas l’existence d’une compactification lisse.
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Remarque. – Il ne semble pas clair que pour un complexe quelconque [S → T ] de groupes
de type multiplicatif sur un corps de nombres, les groupes X1

ω,alg(C•) et X1
ω(C•) coïncident

toujours ; ce sera vrai a posteriori (via le théorème 8.1 ci-dessous) pour un complexe prove-
nant d’un espace homogène comme dans le théorème 7.4. On peut aussi vérifier cette égalité
assez facilement si S et T sont des tores, ou bien si T est un tore quasi-trivial.

T 7.5. – Soit k un corps fini de caractéristique p. Soit G un k-groupe réductif.
Soit X un espace homogène de G, de stabilisateur géométrique H lisse. On suppose que l’une
des deux hypothèses suivantes est satisfaite :

(i) le k̄-groupe H est connexe.
(ii) H est de type (ssumult) et PicG = 0.

Alors Brnr 1X{`} = 0 pour tout nombre premier ` 6= Car k.
Si on suppose de plus qu’on a une compactification lisse Xc de X, on a Br1X

c = 0.
Dans le cas (i), si H est réductif, on a en outre (BrXc){p′} = 0.

Remarque. – Dans le point (ii), l’hypothèse PicG = 0 est nécessaire, comme on peut le
voir dans l’exemple de la proposition 8.5, où le groupe H est fini de type multiplicatif et
Brnr 1(X){p′} 6= 0.

Démonstration. – Notons déjà que Br k = 0 ([47], section II.3., corollaire à la propo-
sition 8). D’autre part commeG est linéaire connexe et k fini (doncC1), l’espace homogèneX
possède un point rationnel par les théorèmes de Steinberg et de Springer ([47], section III.2.,
corollaire au théorème 3, ou [49], 3.10 ; dans le cas particulier d’un corps fini ce résultat est
dû à Lang). Ainsi on peut supposer X = G/H, où H est un k-sous-groupe de G de type
(ssumult) (on vérifie facilement que si H ×k k̄ est de type (ssumult), alors H est de type
(ssumult)), qui est de plus supposé connexe si l’on ne fait pas l’hypothèse PicG = 0.

Soient alors K = k((t)) et OK = k[[t]]. On commence par le cas où PicG = 0. Posons
T = Gtor. Comme H est de type (ssumult), on a une suite exacte de k-groupes lisses

1→ H ′ → H → S → 1

avec S de type multiplicatif lisse, et H ′ connexe lisse sans caractères. Comme k est parfait,
le groupe H ′ est alors extension d’un k-groupe semi-simple par un k-groupe unipotent U
connexe et lisse. Par ailleurs U reste distingué dans H car U est invariant par tout k̄-auto-
morphisme de H

′
(ce qui suffit vu que tous les groupes considérés sont lisses) en tant que

radical unipotent de H
′
. Il en résulte que le groupe HK := H ×k K satisfait aux hypo-

thèses de la proposition 7.3. Par ailleurs l’application BrX → BrXK est injective car la
restriction BrX OK

→ BrXK est injective (X OK
et XK sont deux schémas intègres réguliers

qui ont même corps de fonctions), ainsi que BrX → BrX OK
qui possède une rétraction

via le morphisme d’évaluation en zéro OK → k. Il suffit donc de montrer que tout élément
α ∈ Brnr 1X{`} pour l 6= p (resp. tout α ∈ Br1X

c si on suppose l’existence d’une com-
pactification lisse Xc) a une restriction αK nulle dans Br1 (XK). Pour cela, on observe que
pour tout K-point P de X, on a αK(P ) = 0 via la proposition 4.3, et on conclut alors avec
la proposition 7.3 ; nous remercions O. Wittenberg qui nous a signalé cette possibilité d’uti-
liser directement le corps k((t)) ; notre argument initial était plus compliqué et passait par le
corps global k(t).
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Si on ne suppose plus PicG = 0, on observe ([16], lemme 1.5) que X est isomorphe à un
espace homogèneG1/H1, oùG1 est réductif connexe quasi-trivial (en particulier PicG1 = 0)
etH1 est extension centrale deH par un k-tore T1 ; en particulierH1 reste lisse et connexe et
on est ramené au cas précédent.

Le dernier point de l’énoncé, sous l’hypothèse H réductif, est alors une conséquence du
théorème 5.1.

Remarque. – L’égalité Brnr 1X{p′} = 0 est valable sans supposer G réductif, en utilisant
le même argument que dans la preuve du théorème 8.1 ci-dessous (comme il s’agit d’un
argument birationnel, il ne marche pas pour la p-partie).

8. Corps de caractéristique zéro

Dans cette section, nous allons suivre la méthode de Colliot-Thélène et Kunyavskiı̆ [15]
pour établir, par réduction au cas des corps finis, le

T 8.1. – Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit G un k-groupe linéaire
connexe vérifiant PicG = 0, on note T = Gtor son quotient torique maximal. Soit X
un espace homogène de G de stabilisateur géométrique H, on suppose que H est de type
(ssumult) et on note S le k-groupe de type multiplicatif canoniquement associé à H. Soit Xc

une compactification lisse de X. Alors on a une suite exacte

0→ Br1X
c/Br k →X1

ω,alg([T̂ → Ŝ])→ ker[H3(k,Gm)→ H3(X,Gm)]

qui induit un isomorphisme

Br1X
c/Br k 'X1

ω,alg([T̂ → Ŝ])

si on suppose de plus X(k) 6= ∅ ou H3(k,Gm) = 0.

Rappelons que bien que H ne soit pas forcément défini sur k, il est muni d’un k-lien qui
induit une action de Γk sur le quotient maximal de type multiplicatif S = H

mult
de H, et

donc une k-forme canonique S de S.

Démonstration. – D’après le théorème 6.2 (a) (théorème 1 de [10]), on sait que KD′(X)

est isomorphe canoniquement à [T̂ → Ŝ] dans la catégorie dérivée, donc il suffit de construire
une suite exacte

0→ Br1X
c/Br k →X1

ω,alg(KD′(X))→ ker[H3(k,Gm)→ H3(X,Gm)].

On sait déjà par la proposition 4.1 qu’on a une suite exacte (dont le dernier terme est zéro si
X(k) 6= ∅)

0→ Br1X/Br k → H1(k,KD′(X))→ ker[H3(k,Gm)→ H3(X,Gm)]

telle que de plus l’image de Br1X
c/Br k dans H1(k,KD′(X)) contienne le noyau

ker[X1
ω,alg(k,KD′(X))→ H3(k,Gm)],

voir le diagramme (2) dans la preuve de la proposition 4.1. Comme cette image est contenue
dans celle de H1(k,KD′(Xc)) = H1(k,PicXc), il ne reste plus qu’à montrer que

H1(k,PicXc) = X1
ω,alg(k,PicXc).
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Traitons d’abord le cas où G est réductif et où X possède un k-point en démontrant la

P 8.2. – Avec les notations ci-dessus, supposons de plus que le groupe G est
réductif et que X(k) 6= ∅. Alors pour tout sous-groupe procyclique Γ1 de Γk, on a

H1(Γ1,PicXc) = 0.

Preuve de la proposition 8.2. – L’argument va consister à se ramener au cas où k est fini ; c’est
essentiellement le même que pour la proposition 2 de [15], nous le reproduisons en entier pour
le confort du lecteur.

On sait que G := G ×k k̄ est une k̄-variété rationnelle ([2], corollaires 14.14 et 18.8).
De ce fait, X ' G/H (et donc aussi X

c
) est une variété k̄-unirationnelle puisqu’on a un

k̄-morphisme dominant G → X. Comme la caractéristique de k est nulle, ceci implique
que pour tout i > 0, les groupes Hi(X

c
, OXc) (ou encore les groupes Hi(Xc, OXc)) sont

nuls. Rappelons qu’on obtient ce résultat (bien connu) en se ramenant au cas k = C par
le principe de Lefschetz, puis en utilisant le fait que Hi(Xc, OXc) = H0(Xc,ΩiXc) via la
théorie de Hodge (c’est cet argument qui ne marche pas en caractéristique p). La nullité de
ces groupes est alors assurée par le fait que X

c
est dominé par un espace projectif, car on

a Hi(Pr, OPr ) = 0 pour tous i, r > 0 via [35], théorème III.2.7 et théorème III.5.1(b),(d).
La propriété que X

c
est unirationnelle implique également que PicX

c
est sans torsion (par

exemple parce que d’après un théorème de Serre [45], le groupe fondamental géométrique
π1(X

c
) est nul, ce qui donne que le groupe (PicX

c
)[n] ' H1(X

c
,Z/n) est nul) ; le fait que

H1(Xc, OXc) = 0 implique que PicX
c

est de type fini (car égal au groupe de Néron-Severi
de X

c
).

Soit maintenant k̃/k une extension finie galoisienne déployant PicX
c
, posons

Γ = Gal(k̃/k). Le fait que le groupe abélien PicX
c

soit libre et de type fini implique
H1(k̃,PicX

c
) = 0. Il suffit alors pour montrer la proposition de vérifier que pour tout sous-

groupe cyclique γ ⊂ Γ, on aH1(γ,PicX
c

k̃) = 0 (oùX
c

k̃ = Xc×k k̃). On écrit k̃ = k[t]/P (t),
où P ∈ k[t] est un polynôme irréductible. CommeX ↪→ Xc est un morphisme de k-schémas
de type fini, on peut trouver un corps k0 ⊂ k de type fini sur Q sur lequel G,X,Xc, et le
plongement X → Xc sont définis ; comme X(k) 6= ∅ par hypothèse, on peut également
(quitte à remplacer k0 par le corps résiduel de x ∈ Xk0

défini comme l’image d’un k0-mor-
phisme Spec k → Xk0

) supposer que X(k0) 6= ∅ (ce qui implique que Xk0
est isomorphe

à un quotient Gk0
/Hk0

, où Hk0
est un k0-groupe de type (ssumult)). Quitte à agrandir k0

dans k, on peut aussi supposer que P (t) ∈ k0[t] et que k̃0 := k0[t]/P (t) déploie PicX
c

(qui
est de type fini). On peut enfin supposer que k̃0 est galoisienne sur k0 : en effet si a ∈ k̃0 est
une racine de P , on a k̃0 = k0[a] et k̃ = k[a] ; toute racine ai de P s’écrit alors Qi(a) avec
Qi ∈ k[t] (parce que k̃ est galoisienne sur k), et il suffit alors de prendre k0 assez grand pour
que tous les polynômes Qi soient dans k0[t]. L’irréductibilité de P sur k0 implique alors que
Gal(k̃/k) est canoniquement isomorphe à Gal(k̃0/k0), et par ailleurs les inclusions

PicXc
k̃0
→ PicX

c

k̃ → PicX
c

sont des isomorphismes. Ainsi le Gal(k̃/k)-module PicX
c

k̃ est canoniquement isomorphe au
Gal(k̃0/k0)-module PicXc

k̃0
. Pour simplifier les notations, on notera dans la suite k = k0 et

k̃ = k̃0 (en particulier on s’est ramené au cas où X = G/H avec H de type (ssumult)).
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On prend alors un modèle entier de toute la situation : comme k est un corps de type
fini sur Q, on peut trouver un anneau intègre et régulier A de type fini sur Z, de corps des
fractions k, tel que la fermeture intégrale Ã deA dans k̃ soit finie, étale, galoisienne de groupe
Γ sur A , et des A-schémas de type fini G, H , X = G/H , X c de fibres génériques respectives
G, H, X, Xc, tels que :

(i) G est un A-schéma en groupes réductif (en particulier lisse à fibres connexes).

(ii) H est un A-schéma en groupes lisse et X est un A-schéma lisse.

(iii) X c est propre et lisse sur A et on a une A-immersion ouverte X → X c qui étend
X → Xc.

(iv) Pour tout point x de SpecA, de corps résiduel κ(x), la fibre Xx ⊂ X cx est une
compactification lisse de Xx sur κ(x).

On utilise alors que H1(Xc, OXc) = H2(Xc, OXc) = 0. Le théorème de semi-continuité
([35], III.12.8) nous permet de supposer (quitte à restreindre encore SpecA) que pour tout
point x de SpecA, on a encore H1( X cx, O Xc

x
) = H2( X cx, O Xc

x
) = 0. Les théorèmes de

Grothendieck sur les faisceaux inversibles ([29], paragraphe 5 ; voir aussi [31], Prop. 3.4.2)
disent alors qu’on a un isomorphisme de spécialisation PicXc ' Pic X cx ; plus précisément
le foncteur Pic Xc/A est représenté par un A-groupe constant tordu localement libre pour la

topologie étale, et on peut supposer (quitte à restreindre encoreA et à augmenter k̃ et Ã) que
ce A-groupe est déployé (autrement dit devient isomorphe à Zn) sur Spec Ã.

Quitte à restreindre encore SpecA, on peut aussi supposer que les fibres de G ont un
groupe de Picard géométrique nul (en effet sur un ouvert U de SpecA on a un revêtement
simplement connexe Gsc de Gss, qui est un revêtement fini étale de Gss trivial au point
générique, donc sur U tout entier). De même on peut supposer que les fibres géométriques
de H sont de type (ssumult) (car H est extension d’un k-groupe de type multiplicatif par un
groupe unipotent et ces propriétés s’étendent sur un certain ouvert de SpecA).

Soit maintenant γ un sous-groupe cyclique de Γ (correspondant à une sous-extension
k1 ⊃ k de k̃) et A1 := Ãγ le sous-anneau de Ã des invariants pour l’action de γ. Le
morphisme ρ : Spec Ã → SpecA1 est un revêtement étale cyclique de groupe γ, et les
anneaux Ã et A1 sont intègres, réguliers, de type fini sur Z. La version de Serre du théorème
de Čebotarev ([46], théorème 7) dit alors qu’il existe un idéal maximal (en fait une infinité)
m de A1 tel que la fibre en m de ρ soit du type Spec ‹F , où ‹F est un corps fini (extension finie
du corps F1 := A1/m), autrement dit il y a un seul point ‹m de Spec Ã au-dessus de m et on
a γ := Gal(k̃/k1) = Gal(‹F/F1). Soit Y = X c ×A F1 la fibre de X c ×A A1 en m. Comme
Pic Xc/A×A Ã est un schéma en groupes constant, sa fibre générique est isomorphe à sa fibre
en ‹m et on obtient

H1(γ,PicX
c

k̃) = H1(γ,Pic(Y ×F ‹F )).

Or Gal(F/‹F ) agit trivialement sur PicY , donc H1(γ,Pic(Y ×F ‹F )) est un sous-groupe
de H1(F1,PicY ). Comme Y est une compactification lisse d’un espace homogène d’un
F1-groupe linéaire Gm connexe de groupe de Picard géométrique nul et à stabilisateur Hm de
type (ssumult), le théorème 7.5 dit que H1(F1,PicY ) = Br1 Y = 0, donc H1(γ,PicX

c

k̃) = 0,
ce qui achève la preuve de la proposition.
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Fin de la preuve du théorème 8.1. – Supposons d’abord que G est réductif (mais pas for-
cément queX(k) 6= ∅). Pour se ramener au casX(k) 6= ∅, on utilise l’« astuce du point géné-
rique » (comme dans [15], pages 46–47). SoitK le corps des fonctions deX, alorsX(K) 6= ∅.
SoitK une clôture algébrique deK, alors k̄ s’identifie avec la fermeture algébrique de k dans
K, et on a k̄∩K = k (les corpsK et k̄ sont linéairement disjoints sur k carX est géométrique-
ment intègre). Soit comme ci-dessus k̃ une extension galoisienne finie de k dans k̄ déployant
PicX

c

k̄, alors Gal(k̃/k) agit sur PicX
c

k̄. On pose ‹K = Kk̃ ⊂ K, alors ‹K déploie PicX
c

K , et
Gal(‹K/K) agit sur PicX

c

K . On a un isomorphisme canonique ε : Gal(‹K/K)
∼→ Gal(k̃/k)

et un isomorphisme canonique ε-équivariant PicX
c

k̄
∼→ PicX

c

K . CommeX(K) 6= ∅, par la
proposition 8.2, pour chaque sous-groupe cyclique Γ1 ⊂ Gal(‹K/K) on aH1(Γ1,PicX

c

K) =

0. On conclut que pour chaque sous-groupe cyclique γ1 ⊂ Gal(k̃/k) on a H1(γ1,PicX
c

k̄) =

0. Ceci établit le théorème 8.1 pour G réductif.

Passons enfin au cas général où on ne suppose plus G réductif. Soient Gu le radical
unipotent de G et Y = X/Gu (voir [4], lemme 3.1 pour la représentabilité de ce quotient).
Alors Y est un espace homogène sous le k-groupe réductif G′ := G/Gu, de stabilisateur

géométriqueH
′

= H/(H∩Gu), pour lequel (H
′
)mult = H

mult
vu que (H∩Gu) est un groupe

unipotent. On a encore PicG
′

= 0 via [44] corollaire 6.11, et (G′)tor = Gtor par définition
deGu. Il suffit donc, pour se ramener au casG réductif, de montrer que Brnr 1Y = Brnr 1X.
Or ceci résulte de ce que X est stablement k-birationnel à Y , par le même argument qu’à la
fin de la deuxième étape dans la preuve du théorème 5.1.

Remarques. – – Quand H est connexe, la même méthode donne encore Br1X
c/Br k '

X1
ω,alg(KD′(X)) sans supposer que PicG = 0, mais KD′(X) n’a plus en général une

description aussi agréable que quand PicG = 0, voir [23], th. 0.1.

– Si on ne suppose plus k de caractéristique zéro, mais si on suppose de plus G réductif
(et toujours H de type (ssumult)), la même méthode fonctionne à condition de savoir qu’on
a H1(Xc, OXc) = H2(Xc, OXc) = 0. Or ceci est une question ouverte en caractéristique p
pour les variétés séparablement unirationnelles comme Xc.

On déduit du théorème 8.1 le corollaire suivant, via le théorème 5.1 :

C 8.3. – Avec les notations et les hypothèses du théorème 8.1, si on suppose en
outre que H est connexe, alors on a une suite exacte

0→ BrXc/Br k →X1
ω,alg([T̂ → Ŝ])→ ker[H3(k,Gm)→ H3(X,Gm)]

qui induit un isomorphisme

BrXc/Br k 'X1
ω,alg([T̂ → Ŝ])

si on suppose de plus X(k) 6= ∅ ou H3(k,Gm) = 0.

Le théorème 8.1 n’est plus valable si on ne suppose pas H de type (ssumult). On trouve
dans [21] un contre-exemple avec G = SLn et H fini non commutatif. Nous allons pour
conclure en déduire un contre-exemple similaire avecH extension d’un groupe fini commuta-
tif par un tore, ce qui montre que l’hypothèse que le groupe des composantes connexesH/H

0

est commutatif n’est pas non plus suffisante.
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Soit p un nombre premier. On considère le groupe finiE considéré dans la proposition 6.1
de [21]. Il est donné par la présentation

E = 〈x, y, z : xp
2

= yp
2

= zp
2

= 1; [x, y] = zp〉 .

C’est une extension centrale de F = Eab = Z/p2 × Z/p2 × Z/p par A = D(E) = Z/p.
Soit k = Q(ζp), on regarde E comme un groupe algébrique fini (constant) sur k. On plonge
Z/p = µp dans Gm, et on définit un k-groupe algébrique H par H := (E ×Gm)/j(A), où
j : A→ E×Gm est le plongement diagonal (noter que j(A) est bien distingué dansE×Gm

car A est central dans E). On plonge ensuite H dans un groupe SLn.

P 8.4. – Soit X l’espace homogène défini par X = SLn/H. Alors
Br1,eX = H1(k, “Hmult), mais Brnr 1,eX contient strictement X1

ω(“Hmult).

Démonstration. – Le fait que Br1,eX = H1(k, “Hmult) résulte du théorème 1 de [10] joint
au fait que SLn est sans caractères et toute fonction inversible sur X est constante.

On a un diagramme commutatif, dont les deux premières lignes sont exactes et correspon-
dent à des extensions centrales :

1 // A //

��

E //

��

F // 1

1 // Gm
// H // F // 1 .

Comme le groupe F est de type multiplicatif (il est fini commutatif et k est de caractéristique 0),
la flèche H → F du diagramme se factorise par une flèche Hmult → F .

D’après [21] (preuve de la proposition 6.1), il existe a ∈ H1(k, “F ) dont, pour une
infinité de v, la localisation av ∈ H1(kv, “F ) est non nulle, mais tel que pour presque toute
place v on a av orthogonale à Iv := Im [H1(kv, E) → H1(kv, F )], laquelle contient
Im [H1(kv, H) → H1(kv, F )] car la flèche H2(kv, A) = (Br kv)[p] → H2(kv,Gm) =

Br kv est injective. Soit alors b l’image de a dans H1(k, “Hmult) ; soit bv ∈ H1(kv, “Hmult)

la localisation de b. Soit cv un élément de Im [H1(kv, H) → H1(kv, H
mult)], notons dv

l’image de cv dans H1(kv, F ). Comme dv est dans l’image de H1(kv, H), on obtient d’après
ce qu’on a vu plus haut que dv est aussi dans Iv. Comme on a, par fonctorialité, égalité des
accouplements locaux (bv, cv) et (av, dv), on obtient finalement pour presque toute place v
que (bv, cv) = 0, et donc que bv est orthogonal à Im [H1(kv, H)→ H1(kv, H

mult)].

Par ailleurs, comme F est l’abélianisé de E, la flèche associée “F → “E entre leurs groupes
de caractères est un isomorphisme ; comme elle se factorise par la flèche “F → “Hmult (via
le diagramme commutatif ci-dessus), cette dernière admet une rétraction. En particulier la
flèche induite H1(kv, “F )→ H1(kv, “Hmult) est injective, ce qui implique que b n’est pas dans
X1

ω(“Hmult) vu l’hypothèse sur a.

D’après la formule de compatibilité (voir théorème 6.2(b)) et le fait que la flèche d’évalua-
tion X(kv) → H1(kv, H) (associée au H-torseur SLn → X) soit surjective (ceci résulte de
ce que H1(kv,SLn) = 0), on obtient alors que pour presque toute place v, on a b(Pv) = 0

pour tout kv-point Pv de X, ce qui montre que b ∈ BrnrX via le théorème 2.2.1 de [31].
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On peut également modifier légèrement la construction précédente pour vérifier que dans
le cas d’un corps fini, l’hypothèse PicG = 0 dans le théorème 7.5 (ii) est nécessaire (voir la
remarque qui suit le théorème 7.5).

P 8.5. – Il existe un corps fini F de caractéristique p ≥ 3, un groupe semi-
simple connexe G (de groupe fondamental µ2) sur F et un F-sous-groupe H de G, tel que H
soit un groupe fini constant commutatif d’ordre 16, isomorphe à (Z/2Z)2×Z/4Z, de sorte que
si X = G/H, on a

(Brnr 1X){2} 6= 0 .

Démonstration. – On remarque d’abord que dans la proposition 6.1 de [21], dans le cas
d’un 2-groupe, on peut remplacer le groupe E d’ordre 64 par le groupe fini H0 d’ordre 32

dont une présentation est

H0 = 〈x, y, z : x2 = y4 = z4 = 1; [x, y] = z2〉 .

Il s’agit par exemple du groupe d’ordre 32 de numéro 24 dans la classification de GAP.
La preuve de la proposition 6.1 dans [21] assure que pour toute Q-représentation fidèle

ρ : H0 → SLn,Q, le groupe (Brnr 1Xρ){2} est strictement plus gros que le sous-groupe
de (Br1Xρ){2} formé des éléments localement constants en presque toute place, avec
Xρ := SLn,Q/ρ(H0).

On considère la Q-représentation ρ0 suivante : on définit ρ0 : H0 → SL8,Q par les
formules

ρ0(x) :=



0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0


, ρ0(y) :=



0 −1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 −1



et ρ0(z) :=



0 −1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 1 0


.

On trouvera dans [12] une représentation complexe de H0, très similaire à la représenta-
tion ρ0 (dans [12], le groupe H0 s’appelle (16 ;24)).

On vérifie facilement que ρ0 définit une représentation fidèle de H0 dans SL8,Q.
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Or ρ0(z2) = −I8 est central dans SL8,Q, donc on dispose du diagramme commutatif
suivant, où G := SL8,Q/{±I8} et H := Hab

0 = H/〈z2〉 :

1 // 〈z2〉 //

=

��

H0
//

ρ0

��

H //

��

1

1 // µ2,Q
// SL8,Q

// G // 1 .

Ce diagramme permet d’identifier Xρ0
= SL8,Q/H0 avec le quotient G/H (comme Q-varié-

tés).

Enfin, on a bien H ∼= (Z/2Z)2 × Z/4Z, et G est linéaire connexe semi-simple, de groupe
fondamental µ2.

On étend ensuiteH,G, ρ0 etXρ0
sur un ouvert de Spec Z, de bonne réduction. Supposons

que pour tout point fermé s de cet ouvert, le groupe de Brauer non ramifié de la fibre deXρ0

au-dessus de s (qui est un espace homogène d’un groupe semi-simple connexe à stabilisateur
H sur le corps fini k(s)) soit trivial. Alors la preuve de la proposition 2 de [15] assure
que Brnr 1Xρ0

coïncide avec le sous-ensemble de Br1Xρ0
formés des éléments localement

constants en presque toute place. Cela contredit la proposition 6.1 de [21].

Donc il existe bien un corps fini F et un espace homogène sur F de la forme X = G/H,
avec G semi-simple (connexe) et H abélien fini constant d’ordre 16 tels que
(Brnr 1X){2} 6= 0.

Remarque. – La preuve assure que l’on peut aussi écrireX sous la formeX = SL8,F/H0, où
H0 est un groupe fini constant d’ordre 32. Cela fournit en particulier un exemple de groupe
finiH0 d’ordre 32 tel que le corps des fonctions deX ne soit pas une extension transcendante
pure du corps fini F, et donne ainsi un contre-exemple au problème de Noether sur un corps
fini. On notera par contre qu’on ne peut trouver un tel contre-exemple avec un 2-groupe H0

sur un corps F de caractéristique 2 (d’où le fait qu’on ait pris p ≥ 3 dans la proposition 8.5),
car d’après un théorème de Kuniyoshi ([38]), la variété X serait alors F-rationnelle.

Appendice A

Compatibilité pour un tore

Dans cet appendice nous prouvons la proposition A.1 que nous utilisons dans la preuve
du lemme 6.4.

Soit T un tore sur un corps k. On poseG = T ,H = 1,X = T . Alors [10, thm. 7.2] donne
un isomorphisme

µBvH : Bra T
∼→ H1(k, [“G→ “H]) = H1(k, [T̂ → 0] = H2(k, T̂ ),

où Bra T = Br1 T/Br k.
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P A.1. – Le diagramme suivant est anti-commutatif :

T (k) × Bra T

µBvH

��

〈,〉 // Br k

T (k) × H2(k, T̂ )
∪ // Br k

où l’accouplement supérieur est défini en utilisant les homomorphismes

Bra T
∼→ Br1,e T ↪→Br1 T.

Pour prouver la proposition nous avons besoin d’une série de lemmes.

L A.2. – SoitX une k-variété lisse et géométriquement intègre munie d’un k-pointm.
On note k̄[X]∗ := H0(X,Gm) le groupe multiplicatif des fonctions inversibles sur X et
U(X) := k̄[X]∗/k̄∗. Alors le diagramme suivant est commutatif :

H2(k, U(X))
β //

γ
((

BraX

α

��
H1(k,KD′(X)),

où β est l’homomorphisme canonique de Sansuc [44, Lemme 6.3(ii)], α est l’isomorphisme
canonique de [9, Cor. 2.20(i)], et γ est l’homomorphisme canonique induit par le morphisme
de complexes

δnat : U(X) = H 0(KD′(X)[−1])↪→KD′(X)[−1],

où H 0 désigne la cohomologie du complexe en degré 0.

Démonstration. – (1) Rappelons que Rp∗Gm,X est un certain complexe [C0 → C1] [−1]

de Gal(k̄/k)-modules en degrés 0 et 1 (défini à un isomorphisme canonique près dans la
catégorie dérivée) avec 0-cohomologie H 0(Rp∗Gm,X) = k̄[X]∗. Le groupe k̄∗ s’injecte
canoniquement dans k̄[X]∗, et on a

KD′(X) := [C0/k̄∗ → C1].

La cohomologie en degré −1 du complexe KD′(X) est donnée par

H −1(KD′(X)) = U(X) := k̄[X]∗/k̄∗.

On note qu’il y a un isomorphisme canonique

α′ : Br1X
∼→ H2(k,Rp∗Gm,X),

voir [9, 2.18].
(2) On considère l’homomorphisme

H2(k, k̄[X]∗)→ H2(k,Rp∗Gm,X)
(α′)−1

−→ Br1X,

où le premier homomorphisme est induit par le morphisme de complexes

k̄[X]∗↪→Rp∗Gm,X ,

alors il résulte des définitions que la composition coïncide avec l’homomorphisme de Sansuc
[44, lemme 6.3(i)].
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(3) On considère l’homomorphisme

β : H2(k, U(X))→ BraX

de Sansuc [44, lemme 6.3(ii)]. Cet homomorphisme est défini comme suit : le k-point
m ∈ X(k) définit une section homomorphique Gal(k̄/k)-équivariante σm : U(X)→ k̄[X]∗

de l’épimorphisme canonique k̄[X]∗ → U(X) donnée par

σm([f ])(x) = f(x)/f(m)

pour la classe [f ] d’une fonction f ∈ k̄[X]∗. Alors β est la composition

H2(k, U(X))
(σm)∗−→ H2(k, k̄[X])→ H2(k,Rp∗Gm,X)

(α′)−1

−→ Br1X → BraX .

(4) On a un diagramme commutatif

k̄[X]∗

��

// Rp∗Gm,X

��
U(X)

σm

ZZ

// KD′(X)[−1],

qui induit un diagramme commutatif d’hypercohomologie

H2(k, k̄[X]∗)

ρ

��

γ′ // H2(k,Rp∗Gm,X)

��

Br1X

ρ′

��

α′oo

H2(k, U(X))

(σm)∗

ZZ

γ // H1(k,KD′(X)) BraX.
αoo

Comme β = ρ′ ◦ (α′)−1 ◦ γ′ ◦ (σm)∗ , on en conclut que γ = α ◦ β.

L A.3. – Soient T , G, H et X comme au début de l’appendice ; on désigne par

δBvH : T̂ → [k̄(X)∗/k̄∗ → DivX] [−1]

l’isomorphisme dans la catégorie dérivée de [10, Thm. 5.8]. Alors δBvH est l’opposé du quasi-
isomorphisme naturel

δnat : T̂ → [k̄(X)∗/k̄∗ → DivX] [−1]

induit par l’injection naturelle T̂ = U(X)↪→k̄(X)∗/k̄∗, à savoir δBvH = −δnat.

Démonstration. – On commence par considérer [10, diagramme (13) après le Thm. 4.10] :

Z1
alg(G, k̄[X]∗)

σ

��

Z1
alg(G, k̄[X]∗)⊕ k̄(X)∗/k̄∗

ψ

��

oo // k̄(X)∗/k̄∗

div

��
PicGX (UPicGX)1oo // DivX

(voir [10] pour les notations), où la flèche ψ est donnée par

ψ(z, [f ]) = (z · d0(f),div(f)) ∈ (UPicGX)1 ⊂ Z1
alg(G, k̄(X)∗)⊕DivX,

et toutes les flèches non étiquetées sont les flèches évidentes.

On a Z1
alg(G, k̄[X]∗) = T̂ , PicGX = “H = 0. On pose

a = id: T̂
∼→ Z1

alg(G, k̄[X]∗).
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Clairement, a induit un morphisme de complexes

a′ : T̂ → [Z1
alg(G, k̄[X]∗)→ PicGX] [−1].

On considère l’injection canonique

c : T̂ = U(X)↪→k̄(X)∗/k̄∗.

Clairement, c induit un morphisme de complexes

c′ = δnat : T̂ → [k̄(X)∗/k̄∗ → DivX] [−1].

On définit

b : T̂ → Z1
alg(G, k̄[X]∗)⊕ k̄(X)∗/k̄∗

par b(χ) = (a(χ),−c(χ)) pour χ ∈ T̂ . Alors il résulte de la formule pour ψ que ψ ◦ β = 0

(on utilise la formule pour b avec le signe opposé à c(χ) !), donc b induit un morphisme de
complexes

b′ : T̂ → [Z1
alg(G, k̄[X]∗)⊕ k̄(X)∗/k̄∗ → (UPicGX)1] [−1].

Clairement, on a un diagramme commutatif

T̂

a

��

= // T̂

b

��

= // T̂

−c
��

Z1
alg(G, k̄[X]∗)

σ

��

Z1
alg(G, k̄[X]∗)⊕ k̄(X)∗/k̄∗

ψ

��

oo // k̄(X)∗/k̄∗

div

��
PicGX (UPicGX)1oo // DivX.

La partie inférieure du diagramme induit des isomorphismes (dans la catégorie dérivée) :

[Z1
alg(G, k̄[X]∗)→ PicGX] ' [Z1

alg(G, k̄[X]∗)⊕ k̄(X)∗/k̄∗ → (UPicGX)1]

et

[Z1
alg(G, k̄[X]∗)⊕ k̄(X)∗/k̄∗ → (UPicGX)1] ' [k̄(X)∗/k̄∗ → DivX].

Or l’isomorphisme (dans la catégorie dérivée) δBvH est la composition de a′ et du composé
des deux isomorphismes ci-dessus. On déduit du diagramme que δBvH = −c′. Comme
δnat = c′, on conclut que δBvH = −δnat.

L A.4. – On désigne par λS : H2(k, T̂ )
∼→ Bra T l’isomorphisme canonique de

Sansuc [44, lemme 6.9]. Alors µBvH ◦ λS = −id : H2(k, T̂ )→ Bra T → H2(k, T̂ ).

Démonstration. – On a un diagramme commutatif

H2(k, T̂ )

��

β=λS // BraX

α

��

µBvH

ww
H2(k, T̂ )

(δBvH)∗// H1(k,KD′(X)).
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Par définition λS = β, µBvH = (δBvH)−1
∗ ◦α. D’après le lemme A.3, on a δBvH = −δnat. Par

définition γ = (δnat)∗, voir le lemme A.2. Donc

µBvH = (−δnat)
−1
∗ ◦ α = −(δnat)

−1
∗ ◦ α = −γ−1 ◦ α.

Ainsi

µBvH ◦ λS = −γ−1 ◦ α ◦ β = −id,

parce que, d’après le lemme A.2, on a γ = α ◦ β.

Preuve de la proposition A.1. – On considère le diagramme

T (k) × H2(k, T̂ )

λS

��

∪ // Br k

T (k) × Bra T

µBvH

��

〈,〉 // Br k

T (k) × H2(k, T̂ )
∪ // Br k.

Le rectangle supérieur de ce diagramme est commutatif, grâce à [44, diagramme (8.11.2)].
D’autre part, si on supprime la ligne médiane de ce diagramme, alors le diagramme qui en
résulte sera anti-commutatif, parce que d’après le lemme A.4 µBvH ◦ λS = −id. On conclut
que le rectangle inférieur du diagramme est anti-commutatif.

Appendice B

Une autre preuve du théorème 6.2

Dans cet appendice, nous donnons une preuve de l’expression explicite de KD′(X) et
de la formule de compatibilité (théorème 6.2) indépendante de [10], sous l’hypothèse que le
stabilisateur H est de type (ssumult). Au passage, on établit quelques résultats généraux sur
le complexe KD′ associé à un torseur sous un groupe de type multiplicatif.

Dans toute la suite, k est un corps et p : X → Spec k désigne une variété lisse et géomé-
triquement intègre sur k.

L B.1. – Soit [S → T ] un complexe de k-groupes de type multiplicatif. Soit [T̂ → Ŝ]

le complexe dual. Alors on a

H0
fppf(X, [S → T ]) = Homk([T̂ → Ŝ],KD(X))

où Homk(. . . ) désigne les homomorphismes dans la catégorie dérivée bornée D(k) des faisceaux
étales sur Spec k.

Pour simplifier les notations, on écrira souvent H0(X, [S → T ]) pour
H0(X, [p∗S → p∗T ]).
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Démonstration. – L’argument est le même que dans la proposition 1.1 de [32]. Pour
tout complexe borné C• (resp. D•) de faisceaux étales sur Spec k (resp. sur X), on a
Homk(C•, p∗D

•) = HomX(p∗C•, D•). On en déduit que le foncteur
RHomX([p∗T̂ → p∗Ŝ], .) est le composé des foncteurs Rp∗ et RHomk([T̂ → Ŝ]), ce
qui permet d’obtenir (pour tout n ≥ 0) :

RnHomk([T̂ → Ŝ],Rp∗Gm,X) = RnHomX([p∗T̂ → p∗Ŝ],Gm,X) .

Comme par définition KD(X) = τ≤1Rp∗Gm,X [1], le triangle exact

τ≤1Rp∗Gm,X → Rp∗Gm,X → τ≥2Rp∗Gm,X → τ≤1Rp∗Gm,X [1]

donne d’autre part

Homk([T̂ → Ŝ],KD(X)) = R1Homk([T̂ → Ŝ],Rp∗Gm,X)

via le fait que τ≥2Rp∗Gm,X est acyclique en degré < 2. Pour conclure il suffit alors de
montrer la formule

R1HomX([p∗T̂ → p∗Ŝ],Gm,X) = H0
fppf(X, [S → T ])

qu’on peut récrire

H0
fppf(X, [S → T ]) = HomX([p∗T̂ → p∗Ŝ],Gm,X [1])

ce qui résulte du lemme 3.1.

Remarque. – Là encore, la même méthode montre que l’assertion reste vraie si on remplace
Homk(. . . ) par Hom Dfppf (k)(. . . ) dans le groupe de droite.

P B.2. – Soit [S → T ] un complexe de k-groupes de type multiplicatif. Soit
f : Y → X un S-torseur. On suppose de plus que Y est muni d’une trivialisation du torseur
Y ∧S T → X obtenu par changement de groupe structural. Soit [[Y ]] la classe correspondante
dansH0

fppf(X, [S → T ]) et u ∈ Homk([T̂ → Ŝ],KD(X)) le morphisme associé comme dans le
lemme B.1. On définit un morphisme µ : [T̂ → Ŝ]→ KD′(X) dans D(k) en composant u avec
le morphisme canonique v : KD(X)→ KD′(X). Alors on a, pour tout a ∈ H1(k, [T̂ → Ŝ]),
la formule

r(p∗a ∪ [[Y ]]) = µ∗(a) .

Démonstration. – C’est tout à fait similaire à la preuve du théorème 1.4. de [32]. On a (via
le lemme B.1 et sa preuve) un diagramme commutatif

H1
fppf(k, [T̂ → Ŝ]) × H0

fppf(X, [S → T ]) → BrX

|| || ↑
H1

fppf(k, [T̂ → Ŝ]) × Hom Dfppf (k)([T̂ → Ŝ],Rp∗Gm,X [1])→ H1
fppf(k,Rp∗Gm,X [1])

|| || ↑
H1(k, [T̂ → Ŝ]) × Homk([T̂ → Ŝ],KD(X)) → H1(k,KD(X))

où l’accouplement de la première ligne est donné par le cup-produit (cf. [40], Prop. V.1.20).
On obtient donc, une fois qu’on a identifié Br1X avec H1(k,KD(X)) :

p∗a ∪ [[Y ]] = u∗(a) .
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Ainsi

r(p∗a ∪ [[Y ]]) = r(u∗(a)) = v∗(u∗(a)) = µ∗(a)

par définition de µ et de r.

Rappelons la définition suivante ([32], section 2) :

D B.3. – Soit V une k-variété (pas forcément intègre) munie d’une action
m : S × V → V d’un k-groupe de type multiplicatif S. On définit k̄[V ]∗S comme le
sous-groupe de k̄[V ]∗ := H0(V ,Gm) constitué des fonctions f pour lesquelles il existe un
caractère χ ∈ Ŝ vérifiant m∗f = χ.f dans H0(S × V ,Gm). De même si π : Y → X est un
S-torseur, on définit le faisceau étale (π∗Gm,Y )S comme le sous-faisceau de π∗Gm,Y tel que,
pour tout morphisme étaleU → X, le groupe (π∗Gm,Y )S(U) consiste en les f : YU → Gm,U

telles qu’il existe un caractère χ : SU → Gm,U avec m∗f = χ.f , où YU := Y ×k U et
SU := S ×k U .

Noter que si l’action du schéma en groupes S sur U(V ) = k̄[V ]∗/k̄∗ est triviale (i.e. la
flèche m∗ : H0(V ,Gm)/k̄∗ → H0(S × V ,Gm)/k̄∗ induite par l’action m : S × V → V

coïncide avec la flèche induite par la projection S × V → V ), alors k̄[V ]∗S = k̄[V ]∗. C’est en
particulier le cas si S est un tore et V est géométriquement connexe ([32], remarque page 9).

P B.4. – Soit S un k-groupe de type multiplicatif lisse. Soit π : Y → X un
S-torseur avec Y géométriquement connexe. On suppose que l’action du schéma en groupes S
sur U(Y ) = k̄[Y ]∗/k̄∗ est triviale.

Alors on a une suite exacte naturelle

0→ U(X)→ U(Y )→ Ŝ → PicX → PicY

où la flèche Ŝ → PicX est le type du torseur π.

Démonstration. – On peut supposer k = k̄. On note T la composante connexe de l’iden-
tité dans S et on pose F := S/T et Z := Y/T . L’hypothèse que S (et donc aussi F ) est lisse
implique alors que le k-groupe fini (et commutatif) F est constant.

On a alors un diagramme commutatif de torseurs :

Y

T

  
S

��

Z

F~~
X.
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On en déduit le diagramme commutatif suivant :

0

��“F
��

= // “F
��

Ŝ

��

// PicX //

��

PicY

=

��
T̂ //

��

PicZ // PicY

0.

La première colonne est exacte, la ligne inférieure est exacte par [44], proposition 6.10.
L’exactitude de la deuxième colonne est donnée par la suite exacte des termes de bas de-
gré associée à la suite spectrale de Hochschild-Serre : Ep,q2 := Hp(F,Hq(Z,Gm)) ⇒
Hp+q(X,Gm) du revêtement galoisien Z → X. En effet H0(F,H1(Z,Gm)) est un sous-
groupe de PicZ, et H1(F,H0(Z,Gm)) est un quotient de H1(F, k∗) = “F via la suite
exacte

0→ k∗ → H0(Z,Gm)→ U(Z)→ 0

et l’hypothèse que le groupe finiF agit trivialement surU(Y ), donc aussi surU(Z) (qui est un
groupe abélien libre de type fini carZ est lisse et connexe), ce qui impliqueH1(F,U(Z)) = 0.

Une chasse au diagramme utilisant l’exactitude des deux premières colonnes et de la
dernière ligne assure alors que la ligne centrale est exacte. Cela conclut la preuve, grâce à
la proposition 2.5, (i) et (iii), de [32].

On rappelle le lemme suivant d’algèbre homologique (voir par exemple [23], lemme 2.3) :

L B.5. – Soient A, B deux catégories abéliennes et F : A → B un foncteur exact
à gauche. On suppose que A a suffisamment d’injectifs. Soit 0 → A → B → C → 0 une
suite exacte d’objets de A. Si le cobord F (C) → R1F (A) est un épimorphisme, alors on a un
isomorphisme canonique dans la catégorie dérivée :

[F (B)→ F (C)]→ τ≤1(RF )(A) .

Démonstration. – C’est le lemme 2.3 de [23], dans le cas n = 1.

L B.6. – Soit S un k-groupe de type multiplicatif lisse. Soit π : Y → X un S-torseur,
avec Y géométriquement connexe. On note p : X → Spec k le morphisme structural et
q = (p ◦ π) : Y → Spec k. On fait les deux hypothèses suivantes :

(a) L’action du schéma en groupes S sur U(Y ) = k̄[Y ]∗/k̄∗ est triviale.

(b) On a PicY = 0.

Alors on a un isomorphisme dans D(k) :

(10) [k̄[Y ]∗ → Ŝ]→ KD(X)
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où la flèche induite
Ŝ → KD(X)

s’identifie à la classe [Y ] ∈ H1
fppf(X,S) = Homk(Ŝ,KD(X)) (au signe près).

Démonstration. – On a une suite exacte de faisceaux étales sur X :

(11) 0→ Gm,X → (π∗Gm,Y )S → p∗Ŝ → 0

(voir [32], proposition 2.5(i)). Notons que p∗p∗Ŝ = Ŝ par connexité de X. On applique le
foncteur p∗ : la suite exacte de la proposition B.4 et l’hypothèse (b) assurent que l’on a une
suite exacte de modules galoisiens

0→ p∗Gm,X → p∗(π∗Gm,Y )S → Ŝ → R1p∗Gm,X → 0 .

Alors le lemme B.5 assure que le morphisme naturel

[p∗(π∗Gm,Y )S → Ŝ]→ τ≤1(Rp∗)Gm,X = KD(X)

est un isomorphisme. Or l’hypothèse (a) assure que p∗(π∗Gm,Y )S = k̄[Y ]∗, d’où finalement
un isomorphisme

[k̄[Y ]∗ → Ŝ]→ KD(X) .

Comme la classe [Y ] ∈ Ext1
X(Ŝ,Gm,X) = HomX(Ŝ,Gm,X [1]) correspond au signe

près ([32], Prop. 2.5(ii)) à l’extension donnée par (11), la flèche induite α : Ŝ → KD(X)

correspond bien à la classe [Y ] (cf. [32], appendice B).

P B.7. – On garde les hypothèses et notations du lemme B.6. Soit T le k-tore
dont le module des caractères est T̂ = k̄[Y ]∗/k̄∗ (qui est muni d’un morphisme canonique
T̂ → Ŝ par [32], Prop. 2.5).

(a) On a un isomorphisme dans D(k) :

(12) [T̂ → Ŝ]→ KD′(X) .

(b) On suppose de plus que Y possède un point rationnel y ∈ Y (k). Alors y induit une
trivialisation de Y ∧S T , telle que le morphisme µ associé à Y comme dans la proposition B.2
soit un isomorphisme dans D(k).

Démonstration. – (a) L’assertion résulte du lemme B.6 : on a un isomorphisme
µ0 : [k̄[Y ]∗ → Ŝ]→ KD(X) qui induit un isomorphisme µ0 : [T̂ → Ŝ]→ KD′(X).

(b) On dispose du diagramme commutatif (flèches rectilignes) suivant :

Homk([k̄[Y ]∗ → Ŝ],KD(X)) //

sy

}}

Homk(Ŝ,KD(X))

Homk([T̂ → Ŝ],KD(X))

OO

//

∼=
��

Homk(Ŝ,KD(X))

∼=
��

=

OO

H0(X, [S → T ]) // H1(X,S) ,

où sy est induite par la section de k̄[Y ]∗ → k̄[Y ]∗/k̄∗ donnée par y ∈ Y (k).
On note µ0,y := sy(µ0) : [T̂ → Ŝ]→ KD(X).
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Le diagramme précédent et la seconde partie du lemme B.6 assurent que l’image de µ0,y

dans H0(X, [S → T ]) est la classe du torseur Y → X muni d’une trivialisation du torseur
Y ∧ST , de sorte que le morphisme [T̂ → Ŝ]→ KD′(X) associé à cette trivialisation (comme
à la proposition B.2) soit exactement µ0. Cela assure le point (b) de la proposition.

P B.8. – Soit G un k-groupe linéaire, réductif et connexe. Soit H un k-sous-
groupe de type (ssumult) de G, on pose S = Hmult et H ′ = ker[H → Hmult]. On suppose de
plus que PicG = 0 et on pose T = Gtor. On pose X = G/H et on note [[G]] ∈ H0

fppf(X, [H → G])

la classe induite par la trivialisation du X-torseur (sous G) G ∧H G donnée par le neutre
e ∈ G(k). On note également

τ : X(k)→ H0
fppf(k, [H → G]) x 7→ [[G]](x)

la bijection donnée par l’évaluation.

Soit Y := G/H ′, qu’on peut voir comme un X-torseur sous S muni d’une trivialisation de
Y ∧S T . Alors la flèche

µ : [T̂ → Ŝ]→ KD′(X)

associée (comme dans la proposition B.2) à Y est un isomorphisme dans D(k).

Démonstration. – On observe que comme

k̄[Y ]∗/k̄∗ = k̄[G]∗/k̄∗ = “G = T̂

par le lemme de Rosenlicht, l’action de S sur k̄[Y ]∗/k̄∗ est triviale. Comme H est de type
(ssumult), le groupe H ′ est connexe, lisse, et sans caractères ; d’autre part G est une variété
k̄-rationnelle avec PicG = 0. Par [44], Prop. 6.10, on a alors PicY = 0. Il suffit alors
d’appliquer la proposition B.7(b) au S-torseur Y → X.

Remarque. – Le même argument marche avec un H un peu plus géneral (extension d’un
groupe de type multiplicatif lisse par un groupeH ′ lisse, de composante neutreH ′0 vérifiant :
H ′/H ′0 et H ′0 sont sans caractères).

T B.9. – On garde les hypothèses et notations de la proposition B.8. Soit

ab : H0
fppf(k, [H → G])→ H0

fppf(k, [S → T ])

l’application d’abélianisation et ab0 := (ab ◦ τ) : X(k)→ H0
fppf(k, [S → T ]).

Soit ΦX : Br1,eX → H1(k, [T̂ → Ŝ]) l’isomorphisme défini par ΦX = (µ∗)−1 ◦ r. Alors
on a (au signe près) :

φX(α) ∪ ab0(x) = α(x)

pour tout x ∈ X(k) et tout α ∈ Br1,eX.
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Démonstration. – D’après la proposition B.2, on a

ΦX(p∗a ∪ [[Y ]]) = µ−1
∗ (r(p∗a ∪ [[Y ]])) = a

pour tout a ∈ H1(k, [T̂ → Ŝ]). Posons a = ΦX(α). Comme ΦX est injective, on obtient

p∗(ΦX(α)) ∪ [[Y ]] = α

d’où en évaluant en x et en remarquant que [[Y ]](x) = ab(τ(x)) = ab0(x) :

ΦX(α) ∪ ab0(x) = α(x)

qui est la formule voulue.
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