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INJECTIONS DE SOBOLEV PROBABILISTES
ET APPLICATIONS

PAR NicorLas BURQ et GiLLEs LEBEAU

RESUME. — On démontre dans cet article des versions probabilistes des injections de Sobolev sur
une variété riemannienne compacte, (M, g). Plus précisément on démontre que pour des mesures de
probabilité naturelles sur I'espace L (M), presque toute fonction appartient a tous les espaces LP (M),
p < 400. On donne ensuite des applications a I’étude des harmoniques sphériques sur la sphére S%:
on démontre (encore pour des mesures de probabilité naturelles) que presque toute base hilbertienne
de L?(S%) formée d’harmoniques sphériques a tous ses éléments uniformément bornés dans tous les
espaces LP(S%),p < 4o00. On démontre aussi des résultats similaires sur les tores T%. On donne aussi
une application a I’étude du taux de décroissance de I’équation des ondes amortie dans un cadre ou
la condition de contréle géométrique de Bardos, Lebeau et Rauch n’est pas vérifiée. En supposant le
flot ergodique, on démontre qu’il existe sur des ensembles de mesure arbitrairement proche de 1 (dans
I’espace des données initiales d’énergie finie), un taux de décroissance uniforme. Finalement, on conclut
avec une application a ’étude de I’équation des ondes semi-linéaire H'-surcritique, pour laquelle on
démontre que pour presque toute donnée initiale, les solutions faibles sont fortes et uniques (localement
en temps).

ABSTRACT. — In this article, we give probabilistic versions of Sobolev embeddings on any Rie-
mannian manifold (M, g). More precisely, we prove that for natural probability measures on L?(M),
almost every function belongs to all spaces LP (M), p < +oo. We then give applications to the study of
the growth of the LP norms of spherical harmonics on spheres S?: we prove (again for natural probabil-
ity measures) that almost every Hilbert base of L?(S%) made of spherical harmonics has all its elements
uniformly bounded in all L?(S%), p < +oo spaces. We also prove similar results on tori T?. We give
then an application to the study of the decay rate of damped wave equations in a framework where the
geometric control property of Bardos-Lebeau-Rauch is not satisfied. Assuming that it is violated for a
measure 0 set of trajectories, we prove that there exists almost surely a rate. Finally, we conclude with
an application to the study of the H'-supercritical wave equation, for which we prove that for almost
all initial data, the weak solutions are strong and unique, locally in time.
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918 N. BURQ ET G. LEBEAU

1. Introduction

L’objet de cet article est de démontrer que, si on choisit des fonctions au hasard sur une
variété compacte, pour des mesures de probabilité naturelles, alors il est possible d’améliorer
grandement les injections de Sobolev classiques. Plus précisément notre cadre est le suivant.
Soit (M, g) une variété riemannienne lisse compacte, sans bord connexe de dimension d et A
le laplacien sur (M, g). Soit 0 = wy < w1 < wa < -+ le spectre de v/—A et (e;)>0 une base
orthonormale L? de fonctions propres réelles, de sorte que —Ae; = wjzej. Soient 0 < a < b
et B}, le sous-espace de L?(M)

(1.1) Ep={u= Z zre(z), zx € C, In = {k, hwy € ]a,b]}.
kel

Soit N, = dim(E}). D’apres la formule de Weyl, avec reste précisé (voir [18, Theorem
1.1]), on a pour h € ]0, 1]

(12) Nﬁ:Chm*“UM@WMS“U/H p=1dp + O(h=0+1),
(a,b)

Rappelons qu’il existe une constante C' indépendante de h € ]0, 1] telle qu’on a
(1.3) lullzoeary < Ch™?|lullz2ary  Vu € B

et que plus généralement, si A(z, hD,) est un opérateur h-pseudodifférentiel classique sur M
de degré 0 et a support essentiel contenu dans {(z,&) € T*M, |£|, < L} pour un L < oo, il
existe une constante C indépendante de h € ]0, 1] telle que pour tout 1 <p <r <oo,ona

(1.4) |A(z, hD2)gl rary < Ch™G ™ Dllgll oy Vg € LP(M).

Lesinégalités de Sobolev (1.3) ou(1.4) sont optimales. L’ objectif de cet article est d’étudier
des versions probabilistes de ces inégalités. Décrivons rapidement le type de résultats que
nous obtenons :

On note S}, (resp. §h) la sphére unité de I’espace euclidien E;, = CV* (resp. Eh = RNn),
et Py, (resp. Fh) la probabilité uniforme sur Sy (resp. Sp). On verra dans la section 2 (voir
en particulier le théoréme 3) que les probabilités Py, et P, sont associées & une répartition
uniforme de ’énergie dans ’espace de phase 7* M pour la mesure de Liouville canonique d
sur T*M. On notera E,(f) = [, s, f(w)dPy I'espérance d’une variable aléatoire f, et II, le
projecteur orthogonal de L?(M) sur Ej,.

On a alors le résultat probabiliste essentiellement classique suivant, qui estime la mesure
des u € Ej, de grande norme L (on pourra consulter Kahane [22] pour des résultats du
méme type).

THEOREME 1. — Pour tout co < Vol(M), il existe C > 0 tel que pour tout h € 10, 1] et tout
A > 1onait, avec ¢y = d(1+ d/2)
Py, (’LL (S Sh, ||U||Loo > A) < Chiclefcw\z,

Pr(u € S, [[uflpe > A) < Chcre=A,

(1.5)
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Nous donnerons une preuve du théoréme | dans la section 2. L’estimation (1.5) a une
conséquence immédiate sur les versions probabilistes des injections de Sobolev. Rappelons
que pour p € [1,00] et s > 0, I’espace de Sobolev WP est défini par

(1.6) WP = {f € LP(M), (1—- A)**f € LP(M)}.

Les espaces W*P sont indépendants du choix de la métrique g sur M et, pour
1 < p < r < oo,ona les injections de Sobolev

RSN

d
(1.7) WP CL", s=-—
p

Rappelons aussi la construction de Littlewood-Paley. On fixe 0 < a < ¢, et p € C®(R)
tel que p(t) = Opourt < a, p(t) = lpourt > ¢, et ¢'(¢) > 0Opourt € Ja,cl. On
pose Y_1(t) = 1 — o(t), ¥(t) = @(t) — ¢(t/2), Yn(t) = $(27"t) pour n > 0. Alors
1 est a support dans [a,2c|, ¥(t) > Opourt € |a,2c[etl = >, ~_;¥n(t) pour tout t.
Posons b = 2¢ > a > 0. Pour toute distribution f € 9'(M), on a]? = Y ci(f)ex, oules
ce(f) = [ 1 ferdx sont les coefficients de Fourier de f, et la décomposition de Littlewood-
Paley de f s’écrit, avec hy, = 27,

A8)  f=Y fur Fo=Ua(VIANF = ¥n(wr)ck(f)er, fn € En, (n>0).
n=-—1 k

Rappelons que, pour ¢, € [l,00] et s € R, I'espace de Besov B; . est I'espace des
distributions f € 9'(M) dont la décomposition de Littlewood-Paley vérifie

(1.9) la suite n — 2™%|| f || La(ar) appartient a I"(N).

Les éléments de E},,, sont des fonctions a échelle h,, = 2™ sur M, et les injections de
Sobolev (1.7) peuvent étre vues comme conséquence des inégalités (1.4).

Soit alors X I’espace produit
(1.10) X =112 ,Sh,, -

On munit X de la probabilit¢ produit P = IIS2 Py, . Soit (a,)n>0 une suite de réels
positifs telle que 3, n'/2a, < co. Soit j 'application de X dans I'espace de Besov BY

X - Bj
(1.11)

o0
9= (gn)nz0 — 5(9) =D _ angn.
n=0
Comme corollaire immédiat du théoréme 1, on obtient
COROLLAIRE 1.1. — OnaP(j(g) € CO(M)) = 1.
REMARQUE 1.2. — On notera que le corollaire 1.1 est violent, puisqu’il implique en

particulier une injection presque sire de BS . dans C°(M) pour tout o > 0, soit un gain
de d/2 dérivées par rapport a l'injection de Sobolev.
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920 N. BURQ ET G. LEBEAU

1/2

Démonstration. — Soit A > 0 donné, m,, = (Anlog(2))'/* et B,, la partie de So—n

By, = {gn; llgnllLe < mpn}.
D’aprés (1.5) on a
(1.12) Py, (By) > 1— 2 nlezA=e1),
Soit B la partiede X, B = Sy, x II$2, B,,. Pour g = (g9,) € Bet f = j(g),ona

(1.13) £l < Zanugn Iz < Cag + (Alog(2 1/2Zn
n=0
On a alors pour tout f € j(B), f € C°(M) d’apres (1.13), puisque les g,, sont continus,
et d’apres (1.12)

B) = ﬁ Py (Bn) > ﬁ (1 - 02—"<C2A-Cl>) >1-—¢,
n=1 n=1

avec € > 0 petit si la constante A est assez grande, d’ou le résultat. O

La morale du corollaire 1.1 est la suivante : si on se donne une famille de fonctions
gn € Ej, aéchelle h et d’énergie 1 pour tout h = 27", et si on re-répartit leur énergie
aléatoirement dans I’espace de phase, on obtient une nouvelle famille de fonctions dans Ej,
qui est « presque » bornée dans le sens ot supy, ||gr ||| log(h)]| /2 I’est .

Nos constructions de mesures sur I’espace L2 (M) (voir 'appendice C pour la construction
précise) utilisent une décomposition orthogonale L2(M) = @3FEy, ou les Ej sont des
sous-espaces de dimensions finies invariants par I’opérateur A. On choisit en particulier sur
chaque Ej, une probabilité P, invariante par les isométries de Ey, et on munit 'espace L? de
la probabilité produit P = II; Py. Dans notre cadre, si w est la fréquence typique des éléments
de Ej, on a toujours Cyw?~! < dim(Ey) < Cow?, et plus précisément, les fréquences w des
éléments de Ej, vérifient w € (ag,br),ar + C < by < cag, avec C > 0,c > 1. Le fait de
choisir des espaces Fj, de « grande dimension » permet d’obtenir des résultats plus forts avec
probabilité 1 que le choix Ey, = Cey, qui vérifie dim(Ej) = 1, et pour lequel nous renvoyons
aux travaux de N. Tzvetkov [3], [35] et [36]. De plus, on verra dans la section 2 comment le
choix que nous faisons des E}, permet de relier naturellement nos probabilités a la mesure de
Liouville sur 7* M.

L’article est organisé comme suit. Dans la section 2 nous démontrons le théoréme 1 et
des versions précisées, en autorisant des localisations spectrales plus fines que (1.1). Le théo-
réme 3 de la section 2.2 précise le fait que nos mesures sont associées a la mesure de Liouville
sur T* M. Dans la section 2.3 nous décrivons pour 2 < ¢ < oo les estimations L? presque
stires. On trouvera dans Shiffman-Zelditch [29] des preuves analogues pour les estimées sur
les sections de fibrés holomorphes. Les bornes inférieures que nous obtenons sur les médianes
des normes L? semblent nouvelles. Dans les sections suivantes, nous donnons des applica-
tions simples a I’étude de solutions d’équations aux dérivées partielles. Notre premicre appli-
cation (dans la section 3) concerne la croissance des normes L? des harmoniques sphériques
(les fonctions propres du laplacien sur les spheres S? ¢ R4+1). 1l est connu depuis les tra-
vaux de Hormander [18] et de Sogge [32] que sur toute variété riemannienne compacte de
dimension d, (M, g), les fonctions propres du laplacien vérifient les estimations suivantes.
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THEOREME. — Pour tout 2 < p < 400, il existe C > 0 tel que pour toutes fonctions propres
du laplacien, u, —Au = N\?u, ona

(1.14) [l o ary < CXN@ ]| 2 sy,
avec
d-1) _ 4 o> 2(d+1)
(1.15) 3(p) = {(dfl) N 2tit)
2 (5_5) Sip < Zg—1 -

On sait par ailleurs que ces estimées sont optimales sur les sphéres (munies de leur
métrique standard). Dans le premier régime, les harmoniques sphériques zonales (qui se
concentrent en deux points diamétralement opposés) réalisent ’optimum tandis que, dans
le second, ce sont les harmoniques qui se concentrent sur un équateur qui saturent les
estimées (1.14). Notre premiére application (voir Théoréme 6 pour un énoncé plus précis)
montre que ces harmoniques sphériques sont exceptionnelles.

THEOREME. — Considérons la mesure de probabilité naturelle (voir section 3) sur l'espace
des bases hilbertiennes de L*(S%) formées d’harmoniques sphériques. Alors avec probabilité 1,
pour tout p < +00, toutes les normes LP sont bornées (uniformément ). Autrement dit, on peut
prendre §(p) = 0 dans (1.14) avec probabilité 1.

Des questions similaires ont été étudiées par VanderKam [37] et Zelditch [38, 39]. On
remarquera que ce phénomene d’existence de familles de fonctions propres exhibant des
comportements différents en ce qui concerne la croissance des normes LP n’est pas si sur-
prenant puisqu’il se manifeste aussi sur les tores T¢. En effet, dans ce cadre la situation est
renversée puisque les fonctions propres naturelles (e!**, n € Z%) ont toutes leurs normes L?
bornées. Cependant, on démontre facilement (voir par exemple la section 3.1) qu’il existe
sur T¢ une suite de fonctions propres du laplacien u,, vérifiant

a—2_d
(1.16) ||Un||LP(’Jl‘d) > [An| 7 7P,

etdonc, pourd > 3,p > 2d/(d—2),les normes LP ne sont pas uniformément bornées (voir [8]
pour des majorations sur T¢). On renvoie a [8, 9, 10] pour de nombreux autres résultats sur
les fonctions propres du laplacien sur les tores.

Notre deuxieme application (section 4) concerne I’étude de ’équation des ondes amorties
sur une variété compacte. On considere donc pour a € C*°(M; [0, +00[) les solutions de

(02 — A)u+ a(x)du = 0, (u, Opu) |i=0= (uo,u1) € H (M) x L*(M).

Leur énergie

Su)(t) = ;/M(|V$u|2 + |0su|?)dz
vérifie
% =— /M a(x)|0;ulde,

et est donc une fonction décroissante dont on peut démontrer qu’elle tend vers 0 quand
t tend vers I'infini dés que ’amortissement a est non trivial. Si de plus il existe un taux de
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922 N. BURQ ET G. LEBEAU

décroissance uniforme par rapport a I’énergie initiale, la propriété de semi-groupe montre
que ce taux est alors toujours exponentiel :

E(u)(t) < Cet E(u)(0).

THEOREME (Bardos-Lebeau-Rauch [4]). — 1l existe un taux de décroissance (exponentiel)
uniforme si et seulement si toutes les géodésiques de la variété M rencontrent la région a > 0.

Ici, on s’intéresse a des situations ou cette propriété géométrique n’est plus vérifiée, mais
ou elle est violée pour « un ensemble rare de géodésiques ». On démontre alors le résultat
suivant (voir théoréme 13 pour un énoncé plus précis).

THEOREME. — On note § I'ensemble des points de I'espace des phases tels que le long de
la géodésique issue de ce point, la moyenne asymptotique de 'amortissement est nulle. On
supposera que la mesure dans 'espace des phases de § est nulle (on remarquera que si le flot est
ergodique, cette propriété est vérifiée pour tous les amortissements non triviaux ). Alors il existe
un taux de décroissance f(t),lim;_, f(t) = 0, tel que pour une large famille de mesures de
probabilités M sur l'espace d’énergie H' (M) x L*(M), on a pour tout P € M,

P({u € H'(M) x L*(M); 3T, (U (t)u) < f(t)Vt > T}) = 1.

Finalement, notre derniére application (section 5) concerne la théorie de Cauchy pour
I’équation des ondes semilinéaire sur une variété compacte de dimension 3.

(1.17) (07 — A)u+uP =0, (u =0, Opu |1=0) = (uo,u1) € (H (M)NLPT (M)) x L*(M),

ou p est un entier impair. On connait pour ce systéme |’existence de solutions faibles globales
en temps. De plus, pour p < 5, ces solutions sont fortes et uniques. Nous démontrons le
résultat suivant (voir les théorémes 14 et 15 pour des énoncés plus précis)

THEOREME. — Pour une large famille de mesures de probabilités naturelles sur I'espace
des données initiales (ug,u1) € HY(M) x L*>(M), M, il existe pour presque toute donnée
initiale (ug,uq) et tout p < —oo une solution locale forte (en un sens qui sera précisé) et
sur l'intervalle d’existence de ces solutions fortes, il y a unicité des solutions faibles d’énergie
décroissante (i.e. toute solution faible coincide avec cette solution forte).

Certains de nos résultats restent vrais sur une variété a bord. Dans une derniére section,
nous donnons les éléments permettant dans ce cadre d’adapter les démonstrations. Finale-
ment, nous avons rassemblé dans un appendice quelques résultats de calcul des probabilités
et de calcul pseudo-différentiel nécessaires a la compréhension de ’article. Nous souhaitons
remercier M. Ledoux et P. Gérard pour des commentaires sur certains aspects du texte et les
deux rapporteurs pour les remarques et suggestions qui ont permis d’améliorer substantiel-
lement la présentation de I'article

Ce projet a bénéficié du soutien de I’Agence Nationale de la Recherche, projet ANR-07-
BLAN-0250
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2. Estimations probabilistes

Dans cette section, nous calculons les lois de certaines variables aléatoires associées a la
théorie de Littlewood-Paley sur la variété M. Les asymptotiques de Weyl jouent un role clé
dans ces calculs. Nos résultats autorisent des localisations en fréquence plus fines et plus
générales que les localisations dyadiques de I'introduction. Plus précisément, on considérera
0 < ap < by, < ¢ deux fonctions définies pour h € (0, hy) telles que

. i =b> 1 =a>0.
2.1 }lng%)bh b_}lLlirhah a>0

On supposera que si a = b, alors a > 0 et
(2.2) by, — ap > Dh

pour une constante D assez grande (a préciser ultérieurement). On notera Ej, (resp Eh) le
sous-espace de L?(M)

E,={u= Z zrer(z), 2, € C}, Eh ={u= Z zrer(z), zr € R},
2.3) kel kely,
Iy, = {k € N; hwy, € lap, bpl}.

Soit N, = dim(Ep,). Rappelons que, d’aprés la formule de Weyl, avec reste précisé (1.2)
(voir Hérmander [18]) , on a pour h € ]0, 1], avec ¢z = Vol(z € R4, |z| < 1) le volume de la
boule unité en dimension d,

Vol(M)

(2.4) 3C > 0;YA > O‘ﬂ{k e Xi‘ < A1
et donc
2.5) ks € 1) - dv(zlf)‘f) ((h o) = (han)?)| < OB,
(2.6) Np=t#{k;wk € In}

{Cdv&(rz)\g) (bflz _ a(}il)h—d’ si0<a<b,

cdv(‘;lgg) dad—1p—d [(bh —ap) + O(h+ (b, —ap)* + (br — an)|a — ah|)], si0 <a=h.
On en déduit
dDg > 0;b, — ap, > Doh = 38 > a > 0;

2.7)

ah_d(bh — ah) < Np = ﬁ{k‘;wk € Ih} < ﬂh_d(bh — ah).

Nous supposerons dans la suite que la constante D dans (2.2) est choisie de telle fagon
que (2.7) soit vérifiée, et que I’on ait aussi pour tout h

2.8) Ny > 2.

On ~munit les sphéres unité de Ej (resp. Eh) de la mesure de probabilité uniforme, P
(resp. Pp).
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2.1. Estimations L presque siires

Dans le cadre que nous venons de développer, le théoréme | est un cas particulier du

THEOREME 2. — Il existe C > 0,co > 0 tel que pour tout h € 10,1] et tout A > 1 on ait,

aveccy = d(1+d/2)
09) Py(u € S, ||ullp= > A) < Ch™1e=e2?’
' Pi(u € 8, uflpe > A) < Chcre™A,

De plus, on peut choisir co € 10, Vol(M)[ dans le cas limp,_,o(br, — ap)/h = +00.

On se limitera dans la preuve au cas complexe, le cas réel étant similaire. Pour toutx € M,
et tout A € R, on note

Ez,)\ = Z |ek($)|27 €x,h = Em,hflbh - Eac,hflah
(210) kiwr <

ban = (ex(x))rer, € CV.

Ona e, = |by n|?. Soit ev, la variable aléatoire sur (Sy, P,) définie pour a € S}, par

(2.11) eva(u) = u(@) = Y zrer(z) = (2|bz) = (2]

kel

bz,h
ool

z,h

Le vecteur g, = |g o est de norme 1 et on a pour tout r > 0, avec P = P,

(2.12) Pa(leval > 1) = Pu(I(zle0)l > 7/1bsnl) = @(r/Ibs.n),

avec ®(t) = Py(|(z]e)] > t) ou € est un vecteur unitaire quelconque. D’aprés (A.6) (on
identifie ici la sphére unité de CV» avec celle de R?M»), on a

(2.13) D(t) = Lyepo((1 — 2N
LEMME 2.1. — Il existe Cy > 0 tel que pour tout © € M et tout h € 10,1 on a
Ny, —d
2.14 eh — ———| < Coh™%H1,
( ) |€ h VOI(M)| =~ o

En particulier, si ay, by, vérifient by, — ap, > Dh avec D assez grand, d’apreés (2.6) et (2.7),
on a avec C indépendant de x € M et h €]0,1]

(2.15) Ny /C < egp < CNp,.
Démonstration. — D’apres [18, Théoréme 1.1], on a avec C indépendant de = et de A
ca(z)A? d—1
E,.\— < COXTH,
A (2mr)d | —
et donc (2.14) est conséquence de (2.5). O

On en déduit en particulier le lemme suivant

LEMME 2.2. — Il existe co > 0 tel que pour tout x € M et tout A > 0,
(2.16) Pu(u € Sp; Ju(z)] > A) < e,
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En effet, d’apres (2.12) et (2.13),

)\2

2 Np—1 y2 _Np-—1
e
L

(2.17) Pi(u € Sp; Ju(z)] > \) < (1 - Y=l <o Tanl®” = ¢ e
et le lemme 2.2 s’en déduit d’apres le lemme 2.1.

Preuve du théoréeme 2. — On se limite encore ici au cas complexe (le cas réel étant simi-
laire). Le théoréme 2 est une conséquence des formules (2.12), (2.13) et de ’estimation (2.14).
Remarquons que d’aprés les injections de Sobolev (1.3) il existe 0 < ¢ < C' et C; > 0 tels
que pour tout h € ]0,1] et toutu € S, ona ¢ < |jul|p~ < Ch~ 2 et

Vot pe < Crh™(@/241),
Il en résulte
(2.18) sup |u(z)| < sup |u(za)| + eA
z acA
dés que (z4)aca est un réseau de points de M de maille plus petite que eAR%/21/Cy (de

cardinal de taille Ch=94/2+1) D’aprés (2.12), (2.13), le lemme 2.1, et (1 — ¢2)Nn < g=Nut?
pour ¢ € [0, 1], il existe by > 0 tel que pour h € |0, ho| on ait

P(u€ Sp, Jullz~>A) <Y P(|evza| >(1- s)A)

acA
<Y Laoopagpe, o) (1= (1= )2A%/|bg, u[?)N
(2.19) ey
< Z e—(Nh—1)(1—6)2A2/\bma,h|2
acA
< card(A)e” VO OD N G

.. Nj,—1 , e () . N —1 _
On a liminf;,_g N T VAT > 0 d’apres (2.7), et limy, ¢ N T VAT = 1

d’apres (2.6) dans le cas limy, _q(by, — ay)/h = +00. Comme on a #(A) < Ce~dA~dp~d/2+1),
(2.9) résulte de (2.19). La preuve du théoréme 2 est compléte. O

2.2. Mesures de défaut presque siires

On se place dans cette section sous I’hypothése

. bp—ap
(2.20) }ILILIB h = +00,
ce qui exclut le cas critique by, — ap ~ Dh. On a alors d’aprés (2.6)
h—d+1
(2.21) }PE}) N~ 0.

LEMME 2.3. — Soit A(x, hD) un opérateur h-pseudodifférentiel classique sur M de degré 0
et de symbole principal a(x,&). Il existe Cy > 0 tel que

hfdJrl
(2.22) [En ((Alw, hD)ulu)) = ma| < Co=——
h
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ou on a noté

ffah<|f|w<bh a(x, g)dl‘dg
ffah<|5|m<bh dZL’d§

Ma,n =
On remarquera que
(2.23) Mg = lim mg
h—0
existe.

Démonstration. — Pour tout opérateur linéaire A sur Ej, on a

tr(A)
Eh((AU|U)) =N,
et il suffit donc de vérifier qu'on a
—d+1
(224) t’I"(HhA(ZL’, hD)Hh) — M < C()h
Nh h

Ce résultat est conséquence de travaux de Guillemin [17]. Ici, nous utiliserons la preuve
donnée par Héormander. On a d’apres la preuve de [19, Theorem 29.1.7] (voir les pages 259-
260),

PROPOSITION 2.4. — Notons Ex =1 /—x_, le projecteur spectral. Alors pour tout opéra-
teur pseudodifférentiel d’ordre 0, B, de symbole principal b(z,€), on a

(2.25) Tr(E\BE)) = / /€| Ab(:c,g)d:cazg+0(XH).
z<

On remarque ensuite que dans (2.25), d’aprés la cyclicité de la trace, on peut remplacer
E\BE) par EZB = E,B. Par ailleurs (voir appendice B, en particulier la formule (B.1)),
B = A(z, hD) est, uniformément en h € ]0, 1], un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0 au
sens de la proposition précédente. De plus, on peut réécrire (2.5) sous la forme

=1l d
Ny = dadg + O(h=+1).
" (27T)d ap<|€|e<bn

On a alors
Tr(II, A(z, RD)I1},) = Tr(Ep-1p, A(z, hD)) — Tr(Ep-1,4, A(z, hD))
1
S // a(x, hé)dede + O(h1—%)
(2m) h=lan<|£|le<h—1lbp
(2.26) o
S alw, &)dzdé + O(h'~?)
(27T)d //ah<|§|z<bh
= Man(Np + O(R™ 1)) + O(h™4H1),
ce qui avec my 5, € O(1) implique (2.24). La preuve du lemme 2.3 est complete. O

Soit (hg)k>0 une suite de limite nulle et X 1’espace topologique produit X = II;Sp, . On
munit X de la probabilité produit P = I Py, .
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THEOREME 3. — On suppose que les fonctions ay,, by, vérifient (2.20) et que la suite (hy)ren
vérifie

(2.27) AL > 0; ) hf < oo
k
(2.28) Jim N, /|log(hy)| = oo

(cette derniére hypothése est toujours satisfaite en dimension d > 2). Alors on a, avec my(a)
défini par (2.23),

(2.29) P(VA € &0, lim (A(a, b D)uxlu) = mJO(A)) —1.

REMARQUE 2.5. — Les hypotheéses sur la suite (hy) sont évidemment satisfaites dans le
cadre de la théorie de Littlewood-Paley pour laquelle on a hy, = 27F. Le théoréme 3 dit que
pour presque toute suite k — uy € Sy, , la mesure de défaut semi-classique de la suite existe
(i.e. on n'a pas besoin d’extraire une sous-suite) et est toujours égale a la mesure de Liouville
normalisée sur la couronne {(z,&) € T*M, ||, € I}.

Démonstration. — Comme il existe une partiec dénombrable 9 de 62 telle que, pour tout
A€ &) ettoute > 0, il existe B € P tel que

lim sup |A(z,hD) — B(z,hD)| 1> + Sup loo(A)(z,€) — oo(B)(z,§)| <&,
- gwel

il suffit de prouver qu’on a pour tout A € (2’2
(2.30) P(klggo (A(z, hi D)ug|ug,) = mUO(A)) ~1.

En écrivant A = A; + Ay avec A; auto-adjoint, on a 0g(A) = 0o(A41) + ioo(A2)
et on peut donc aussi supposer que A est auto-adjoint. Notons f; la variable aléatoire
réelle sur Sy, fa(u) = (A(z,hD)ulu), dpp sa loi, qui est & support dans [—a,a] avec
a = supy, ||A(z, hD)||r2 < co. Soit My, la médiane de f;,. La fonction fj est lipschitzienne
de constante de Lipschitz < 2sup,, ||A(z, hD)| 2. D’aprés le théoréme de concentration
de la mesure de P. Levy (voir la proposition A.l de 'appendice A). On remarquera que la
sphére complexe S, s’identifie avec la sphére réelle S2V»~1, et que les constantes sont donc
cohérentes avec (A.7))

(Nh — 1)7“2
11l ps

OnaE(fy) = Mp + [, (z — Mp)dpr, donc d’aprés (2.31)

(Nh — 1)7“2
I llFips

Il existe donc o > 0 et C; > 0 tels que pour tout r € ]0, 1] vérifiant r > C; exp(—aNpr?)
on ait

(2.33) Pi(u € Sh, |fa(u) = E(fn)] > 3r) < 2exp(—aNpr?).

(2.31) Pp(u € Sh, |fn(u) —Mp| > 1) < 2exp(— ).

(2.32) |E(fn) — Mn| <7+ Cexp(— ).

En utilisant (2.22), on en déduit qu’il existe M tel que pour tout M > My, on a avec

(2.34) ri = MN; 2| log(h)|*/? + Coh™ %1 /Ny, + 0(1)4 0
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(2.35) Pi(u € Sh, |fa(w) = mgy(a))| > 4rp) < 2exp(—alNyri)
et donc
(2.36) P(ﬁgl}g |, (u) — mgya))| < 4?35 rh,) 2 Mizp(1 — 2exp(—alNp, 7).
On a d’apres (2.34) et (2.28) limy_oo7n, = 0, et exp(—aNp,r7 ) < hlaMQ, donc

d’aprés (2.27) (en choisissant M tel que aM? > L)
Hle(l — 26Xp(—0[Nhl’r'}2”) > 1-— Ek

avec limy_, o €, = 0. La preuve du théoréme 3 est complete. O

2.3. Estimations L? presque siires

Dans cette section, on démontre que les normes L9 sont bornées presque sirement si
g < +00. On calcule aussi I’ordre de grandeur des médianes des fonctions ||u|| L« sur Sy, pour
2 < ¢ < 00 . On se limitera au cas K = C, les preuves dans le cas réel étant similaires.

Notons d’abord que les injections de Sobolev (1.3) peuvent étre précisées en cas de loca-
lisation spectrale plus fine.

PROPOSITION 2.6. — Il existe Cy > 0 tel que pour tout g € [2,00] et tout u € Ej, on ait

(3-9)
(2.37) lullza(ary < ColNy* * lull2(ar)-
En effet, pour u € Ej, en utilisant (2.11), 'inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que (2.15),
on obtient

1/2 1/2
(2.38) ju(@)| < e)/Fllullzz < CNY(lul 2
et la proposition résulte de |lu|L« < ||u||1L;2/q||u||i/2q pour tout g € [2, oo].

THEOREME 4. — [l existe c1,co > 0 tels que pour tout ¢ € 12,+00], si on note My, la
médiane de la fonction F(u) = ||u|| L« sur la sphére Sy, on a pour tout A > 0, et tout h € )0, 1]

(2.39) Pu(u € Ss |[ullpe — Myn| > A) < 2=V A%,

De plus, on a les estimations suivantes de la médiane
(2.40) 1< Myn <coy/q Vg€ [2,00], Vh €]0,1].

Sous I'hypothése limy,_,g Nj, = oo, il existe c3 > 0, qo > 2 et g9 > 0 tels que

(2.41) c3V/q < Mgn Vg € [qo,€010g(Np)], VR €]0,1].
Enfin, sous I'hypothése limy,_q bh;“h = o0, pour tout y € 10, 1], il existe g, > 2 etey, >0
tels que

q . 1 q
. — < < —y/—— .
(242) 7y 2eVol(M) = Mqn < 7\/ 5eVol (M) Vq € [gy, e+ log(Ny)], Yh €]0,1]
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Démonstration. — D’apres la proposition 2.6, on a
|F'(u) = F(v)] = [llulla = [|v]| e

(2.43) Gty o
S ||U-’U||Lq S C()Nh2 N ||U—1}||L2 S CNh2 N

)dist(u, v).

On en déduit

1_1
(2.44) 3C > 0;V2 < p < +00, || F||Lips < CN;(Lz ”,

donc en utilisant le résultat de concentration de la mesure (voir appendice A, proposi-
tion A.1) a la fonction F'(u) = ||u||« sur la sphére S, on obtient

2
Np—1pnd,.2

(2.45) Po(|F(u) — My p| > 1) < 2 @28 07

ce qui implique (2.39). Pour I’estimation (2.40) de la médiane, en utilisant

400
En(lgl%) = g / X1 P, (|g| > A)dA
0

on obtient, d’apres (2.12) et (2.13),
Enllult) = [ [ Jut@)rdodp,
Sp Y M
= [ [ @idpds
M J Sy,
(2.46) =q// ALP, (ju(z)| > N)dAdz
M JO
1/2 )
Ca, (Np—1)
=q// h/\q—l(l— A ) drdz
MJ0 €z,h
1
_ /2 q—1 2\(Np—1) _ q
—(Z/eg /z 1—2 dz) = (Gyn)" -
() i) (1-22) ) = (a)

0

Le lecteur pourra vérifier qu’on a bien @, 5, = 1. En notant B(z,y) = fol t*= 1 (1—t)v—1dt
la fonction béta, on a

_ T(¢/2)T(Nw) .

1
1
2.4 =11 — YW=y = —B(q/2,Np) = =L

donc, en utilisant le lemme 2.1 et la formule de Stirling,
N, \Netae/2-1/2

Nt )

D’apreés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

1
(2.49) Pulllullze > ) < Ea(lul,) = (<22)"

En choisissant ¢ = M, 5, on obtient

(248)  (fg)" <q07( I(g/2) dou G, < C'\a.

1 Gon\1
Z < lim P, q _ < (i)
5 < 1 Pallullze > Ao —<) < (G2

qui implique

(2.50) Mapn < 2Y96, ),
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donc My < c2y/qd’apres (2.48). Comme F(u) = ||ul|La > ||ul[z2 = 1,onaaussiM,p, > 1,
ce qui prouve (2.40).

Prouvons a présent (2.41). On remarque d’abord qu’on a, en utilisant limj_.o N, = oo,
(2.46) etlelemme 2.1, avec 0 < a; < ag indépendants de h petit et de ¢ € [2, log(N)]

(2.51) by € [a11/q, a2+/q]
et
|Ggn — Man|” = [IFllLagsn) = [MgnllLasn|®
SIF = MgnlTas,)

400
= q/ )\q_lph(|F —/Kl/lq,h| > )\)d)\
0

(2.52)
+oo 2
< q/ NI~ LegmerNIA% gy
0
q
-7 _p(g/2).
)
On en déduit
C
(2.53) | Ggp — Mqn| < W\/&
h

qui implique (2.41) d’apres (2.51). Montrons maintenant (2.42). On a d’apres (2.14)
1/q N1/2
q/2 _ h
(2.54) (/M eLhdac) = ou )1/2_1/q(1 +on(1)),

et il en résulte en utilisant (2.46), pour ¢ < log(Np,)

(.59 s =\ 3oz (L + ona(D)

avec limg_, o0, h—0 0p,4(1) = 0. L’encadrement (2.42) résulte alors de (2.53). La preuve du
théoréme 4 est compléte. O

%11% on(1)=0

Nous allons a présent déduire du théoréme 4 une estimation L qui compléte le théo-
réme 2.

THEOREME 5. — On suppose qu’il existe a > 0 tel que N, > h™% pour h petit (cette
hypothese est toujours vérifiée en dimension d > 2 sous I’hypothése (2.2), avec D assez grande
pour pouvoir utiliser (2.7)). Il existe hg, co, c1 > 0 tels que pour tout h € 10, ho| on ait

(2.56) B ([[ull =) € [coy/|Tog(h)], e1y/|log(h)]]
et en notant M p, la médiane de Fo,(u) = ||u| oo

(2.57) Moo, € [eoy/|Tog(h)], c1/| log()]

et

(2.58) Po{u € Sp; ‘||u||Lm - mw,h] > A} < CemN,
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Démonstration. — 1l existe C,C" > 0 tels que pour tout h € ]0,1], tout ¢ > 2, et tout
u € Ep onad’apres (1.4)

lullg < Cllullz= < C'h™lully
donc en choisissant g5, = agg|log(h)|, on obtient avec C; = C’e? *0 indépendant de h

(2.59) En(llullg,) < En(llullze) < CrEA([lullgn)-

Or, pour tout g € [2,00], on a par le résultat de concentration de la mesure d’apres (2.45)
(qui s’applique aussi & ¢ = o0), avec ¢; indépendant de h

En(lul) ~ Hyal < [l = HoaldP = [ Pallell = o] > N
(2.60) - 0

2
§2/ e N = \/n/ei.
0

Comme on a g, < g9log(Ng), (2.40) et (2.41) impliquent Mg, » =~ /qn. On déduit alors
de (2.60) pour h petit Ep, (||ullq,) = 1/qn. donc aussi d’apres (2.59), Ex (||| L~ ) ~ \/qn, donc
a nouveau par (2.60) Moo p =~ /qn. Lestimée (2.58) est maintenant conséquence de cette
derniére estimation, du principe de concentration de la mesure (A.7) et de (2.44) La preuve
du théoréme 5 est compléte. O

3. Application aux harmoniques sphériques

Rappelons que les fonctions propres du laplacien sur la sphére S¢ (muni de sa métrique
standard) sont les harmoniques sphériques de degré k (restrictions a la sphére S* des poly-
nomes harmoniques de degré k) et qu’elles vérifient :

— Pour tout k € N, I'espace vectoriel sur K des harmoniques sphériques de degré k, E¥,
est de dimension

ked\ (k+d-2 2
3.1 N = - ~Nk—otoo k% .
(3.1 k < d ) < d ) koo (72 7)1

— Pour toute € E¥, —Agae = k(k+d — 1)e.
— Lespace vectoriel engendré par les harmoniques sphériques est dense dans L2(S9).

On peut identifier ’espace des bases orthonormales de ’espace E* (muni de la norme L?)
avec le groupe unitaire, U(Ny), si K = C et avec le groupe orthogonal, O(Ny), si K = R.
On munit U(Ny) (resp. O(Ng)) de sa mesure de Haar, vy, (resp. 7). On peut alors identifier
I’espace des bases hilbertiennes de L?(M; K) formées d’harmoniques sphériques avec

B = MenU(Ny), (resp. B = MenO(Ng))
qu’on munit de la mesure de probabilité produit
V= Qlk, (I‘CSp.; = ®kgk)

On a alors le résultat suivant
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THEOREME 6. — Soit d > 2. Il existe ¢ > 0 et pour tout 2 < g < +o00, Cq > 0 tels que

v({B = (briwenimt N € B3, b [[brll ooy = M| > ) < Coe™"

2

(B = (bkadrenimt, N, € B3, i [brll pogsey = M| > 1) < Coe™
ou la médiane (dans le cas complexe) Mg 1, vérifie avec C indépendant de q, k

C

|ﬁq7k _mq,k| < W\/a
(3.2) b 1
G, , = Ny ( F(Q/Q)F(Nk))E
T (Vol(sdy) e N 2D(g/2+ Ny)/
ou

g = (qr(gm)%(l + 0N ) = (\/%4‘ 0(g72) (1 + Be=™: ).

Démonstration. — On se limite au cas complexe, K = C, le cas réel étant similaire. On
commence par remarquer que, quitte & augmenter la constante C, on peut se contenter de
prouver le théoréme pour les bases orthonormales du sous-espace ®y>1 E* de L2. On prend
hi = k~1. On remarque alors que

VE(k+d—1)=h'\/1+(d—1h, =h' + % + O(hg).

On en déduit qu’avec
d—1 1 d—1 1

an =1+h(———-7), bh:1+h(T+Z)

onapour hy = k' k € N* E, = E* pour k assez grand. On remarquera que
I’hypothése (2.2) avec D assez grand n’est plus vérifiée, mais cela est sans importance car on
a une meilleure estimation pour e, , que celle donnée par le lemme 2.1 :

LEMME 3.1. — Pour tout z € S% et toutk € N, on a
e _ N
“ = Nol(M)

En effet, le noyau du projecteur orthogonal sur I’espace E* est donné par

Npy,

K(z,y) = Z ejn(@)esn(y),

ou (ej’k)j-\]:hf sont une base orthornomale de E*. L'espace E* étant invariant par I'action
des rotations de la sphére, on en déduit que K (z,y) = K (Rz, Ry) pour toute rotation R. La
fonction z € S — ez, h, €st donc constante, d’intégrale Ny, d’otile lemme 3.1. On en déduit
que les théorémes 2 et 4 s’appliquent, avec d’apres (2.46), (2.47) et (2.53)

N I(q/2)T(Ny)
ﬁq’k - (Vol(Sd))%_% (q2r(q/2 + Ni)

)E’ |ﬁq,l~c_7”q,k|S \/5

Nli/q

En particulier, le théoréme 4 implique
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ProOPOSITION 3.2. — [l existe cy, c1 > 0 tels que, pour tout k > 1 et tout ¢ > 2, ona
(3.3)
26d-1)
ve({B = (b)Y, € U(Ny); 31 <1< Nij ||bull o — Mg r| > A) < coe™F 7 Agd=1

En effet, 'application
B = (b))%, € U(Ng) +— by € Sk

envoie la mesure v, sur la mesure Py, et donc d’aprés le théoreme 4 pour tout 1 < [y < N,

2(d—1)

vi({B = (b)y € U(Nk); ‘Hblo”Lq —ﬂ/lq,k‘ >A) <2emk 1A

On en déduit que

2(d—1)

ve({B = (b)Y € U(N); 3o € {1, Nk [llbg e = Mg | > A) S 2675 T AN,

ce qui implique clairement (3.3).
On définit maintenant les ensembles

Fyr = {B = (bk) € U(NW); Vios 10, |10 — M| < 7}

et

Fr =M1 Fyr = {B = (bx,1); k € N, I =1, Ni; Vko, lo; |[|bko 10|l L0 — M| <7}

Onapourr>1
(3.4)

2d-1) 2d-1) y
V(Frc) < Zyk(Flgr) < Zcoeiclk @ r?pd-1 < Zcqefclk a r?/2 < qufcﬂ’ /2.
k>1 E>1 E>1

Quitte a augmenter Cy on a aussi 1 < qu_cl’"Q/ 2 pour tout r < 1. La preuve du

théoréme 6 est compleéte. O

On démontre de la méme fagon (en remplagant le théoréme 4 par le théoréme 2) le résultat
suivant (on renvoie & [37] pour un résultat similaire sur S2, avec une estimée en log? (k) au lieu
de log'/?(k)).

THEOREME 7. — 3C,¢,co > 0,Vr >0

V({B = (bk)kenim1,Ny € B; 3k, L ||by g oo (say > colog!/?(k) +7}) < Ce™*,
V({B = (bk1)keN,i=1,-N, € B; 3k, 1; bk, l| L= 50y > colog'/?(k) +1}) < Ceme.

On déduit aussi du théoréme 6 le résultat suivant.

THEOREME 8. — La probabilité qu’on puisse extraire dune base orthonormale une

sous-suite bornée en norme L est nulle : pour toute constante C > 0,

v({B = (bk,)ken,i=1,-N, € B; %E}f;of l:lif-l-f,Nk |bk,1]l oo 50y < C}) =0,

7({B = (bi)reni=1,-n, € B;lim inf of

)

[bk,1l| oo (say < C}) = 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



934 N. BURQ ET G. LEBEAU

Démonstration. — On se limite au cas complexe. Notons Ay ¢ I'événement de U (V)

Ak,C = {B = (bk,l),EIl S {1, s ,Nk}, ||bk’l||Loo(Sd) < C}

D’aprés le théoréme 4, il existe k¢ et ¢ = g¢ tels qu’on ait a la fois Vol(S?)1/? < 2 et
My > 3C pour tout k > k. Comme on a [|ul| fe(ge) < Vol(Sd)% |||, il résulte de (2.39)
qu'on a

(3.5) vi(Ak,c) < 2Npe™ M7k > k.

Ls _ 2/ . . . .
La série >, Nie 1N 1C? gtant convergente, il en résulte limy_, o, ¥(Ug>rAk,c) = 0,
donc v(Ng Ug>r, Ak c) = 0. La preuve du théoréme 8§ est compléte. O

REMARQUE 3.3. — Les résultats de cette section restent vrais sur une variété riemannienne
compacte quelconque, sous une forme plus faible. En effet, si on décompose L?(M) en somme
directe

L*(M) = @ Eh,,

ou les espaces Ey, correspondent a un choix de by, — ap, = Mh, la méme preuve donnera que
presque toute base hilbertienne de L (M) respectant cette décomposition aura toutes ses normes
L2 uniformément bornées. La principale différence avec le cas des sphéres étant que les éléements
de Ey,, ne sont plus des fonctions propres exactes, mais des fonctions propres approchées :

u e Ehk = V—-Au= h,:lu + 0(1)L2(M)-

Sur les variétés de Zoll (ou toutes les géodésiques sont périodiques ), la répartition en paquets
des fonctions propres (voir [5]) permet d’améliorer cette propriété

u € Ehk = —Au= w,%u + 0(1)L2(M)-

3.1. Estimées sur les tores T¢

Notons, pour k& € N, E}, I'espace propre du laplacien sur le tore T¢ associé a la valeur
propre k, qu’on munit de la norme L?(S%) et N}, sa dimension,

Ni=tJy,  Ji={ne€Z%n? =k}
qui est le nombre de présentation de ’entier & en somme de d carrés d’entiers. On note
Sy ={keN;N, > 1},

le spectre du laplacien et, pour k£ € G4, on munit alors les spheres unités Sy des espaces Fy,
de la probabilité uniforme, I'espace des suites d’éléments de Si, k € &4, de la probabilité
produit, et I’espace des bases orthonormales formées de fonctions propres de la mesure de
probabilité naturelle comme précédemment.
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3.1.1. Preuve de (1.16). — La démonstration est certainement trés classique (et au moins
implicite dans [8]). Nous I'incluons ici pour étre complets. On a clairement d’aprés la formule
de Weyl

Z N, :Cn%—i—O(ndz;l).

F<m<n

On en déduit que, pour tout d > 2, il existe une suite n, — +oo telle que
d-z
3.6) Ny, > cnp?
et en considérant la fonction propre du laplacien sur T¢ (de norme L? égale a 1)

1

UP(Z') — anz Z Nz

N=(n1,...,nk)EE

np
on voit d’aprés 'injection de Sobolev que

d—2 s
enp® < Jupllze < Cng" fupllir.
Donc
d-2_ &
enp® 2 < Cllugl|r,
ce qui est (1.16).
3.1.2. Bases orthonormales sur les tores T%. — Tl est clair si on choisit la base orthonormale

de Ej donnée par
1

B = {en(z) = ——e"" n € Ji},
{enl@) = i 3
qu'ona
1 , 1 N,
E — in-x|2 — 1= i
b@) = Foeray ; ™1 = o ; Vol(T4)
n k n k

On en déduit que tous les résultats des sections 2.1 et 2.3 s’appliquent dans ce cadre. La
seule différence par rapport au cas des sphéres est que limy_, 4 oo Ny = +o0 n’est vrai que
pour d > 5 (et alors Ny > ck? =1, voir Grosswald [16, Chapter 12]). La situation est donc
un peu moins favorable et 'analogue des théorémes 6 et 7 n’est donc vrai que si d > 5. En
revanche, le résultat plus faible suivant est vrai en toute dimension d > 2 (et la démonstration
est conséquence immédiate des résultats des sections 2.1, 2.3) et de lim sup;,_, ., Ny = oo dés
que d > 2.

THEOREME 9. — Considérons l'espace des suites U = (ug)res,; Vk € G4, ur € S, muni
de sa mesure de probabilité naturelle v. Alors

v({U;3C > 0; Yk, |Jug|| oo 12y < C}) = 0.
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4. Application a la stabilisation des ondes

On s’intéresse dans cette section a I’étude de la décroissance de ’énergie pour les solutions
de I’équation des ondes amorties sur la variété riemannienne compacte connexe (M, g) :

(4.1 (07 — A)u+2a(x)du =0, ul—o=1uo € H (M),du |i—o=u € L*(M)

ot a € C*(M;|0,00[) est non identiquement nulle. Pour u = (ug,u1) € H*(M) x L*(M),
I’énergie de u est

4.2) E(u) = 1/ (Voo + [ur[?)dyz.
M

2
Ona &(u) = 0siet seulement si u; = 0 et ug(z) est une constante, et pour u(t, z) solution
de (4.1),

4.3) E((u, Opu) (t = 0)) — &((u, Opu) (¢ / / 2a(x)|0su(s, z)|?dy.

On renvoie a [24] et [30] pour des résultats généraux sur la décroissance de ’énergie et la
théorie spectrale de I’équation des ondes amorties, et a [2] pour des résultats numériques.
Rappelons simplement ici que, dés que a Z 0, on a pour toute solution u de (4.1)

4.4 lim &(u(t,.)) =0

t——+o0

et que si le support de a controle géométriquement la variété M, c’est-a-dire si toute géodé-
sique rencontre I’ensemble {z € M;a(x) > 0}, alors la décroissance de ’énergie est uniforme
(donc exponentielle) :

(4.5) 3C,e>0, Yu= (up,u1) € H*(M) x L*(M), E(ult,.)) < Ce “E(u(0,.)).

Nous allons étudier ici la décroissance de I’énergie d’un point de vue probabiliste, et
uniformément par rapport a la fréquence. Soit A, 'opérateur non borné sur I’espace de
Hilbert H(M) x L?(M)

0 Id
(4.6) A, = ( ) , D(A,) =H*o H".
A —2a

On notera U(t) = e*4«, de sorte que la solution du systéme (4.1) avec données (uq, u1)
vérifie (u(t,.), Opu(t,.)) = U(t)(uo,u1). On a, pour tout ¢ € R, U(¢)(1,0) = (1,0), de sorte
que U (t) opére sur 'espace de Hilbert H = H'(M)/C1® L?(M), et on considérera aussi A,,
donné par (4.6), comme opérateur non borné sur H. Ce passage au quotient est justifié
par le fait que, bien que la quantité [, u(t,.)d,x ne soit pas préservée pour les solutions
de (4.1), la moyenne de u sur M n’intervient pas dans le calcul de I’énergie. Le produit
scalaire sur H est défini par (ulv)s = 3 [,,(VauoVave + uit1)dgz avec u = (ug,u1),
v = (vg, v1) OU uo, vo sont définis modulo des constantes, et on a &(u) = (u|u)¢. On notera

lulls = /&(w). Pour u = (ug,u1) € H, on identifiera uy € H!(M)/C1 avec la
fonction sur M , an>0( / a7 Woen (z)dgz)en, qui est indépendante du choix du représentant
de Ug € H! (M)
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On choisitici 0 < ap = ¢ < ¢’ = by, et on rappelle que E}, est le R-sous-espace vectoriel
de H engendré par les fonctions propres e,, du laplacien sur M avec hw, € [c,c/]. Pour
UY = Y . 50 U0,nEns UL = D, >0 Ul,nen, ONNOtera aussi IT, I'opérateur born¢ de H sur Ejy,

(4.7) Th(u) = (Y Uonen, Y, Uinen)

hwn €I hwn €I

et 4, I'injection de Eh dans H. Alors II,, est le projecteur orthogonal sur Eh et ip, est son
adjoint. On prendra garde au fait que le sous-espace Eh de H n’est pas invariant par le
groupe d’évolution U (¢). Toutefois, la notion d’échelle est conservée uniformément en ¢ > 0
par le groupe U (t). Plus précisément, on montrera a la fin de ce paragraphe le théoréme
suivant (complétement déterministe) qui démontre que les solutions de ’équation des ondes
amorties, la localisation dyadique en énergie est préservée par le flot uniformément par rapport
ate (0,+00).

THEOREME 10. — Soient I = [¢,c'],0 < ¢ < ¢, et v > 0 fixés. Pour tout entier N > 1, il
existe une constante Cy telle que, pour tout 0 < h < h' < 1 avecch’ —c'h > rh, ona

(4.8) sup [[TTLU (£)in || ¢ + sup | T U (£)in ]| s < Cnh™.
t>0 t>0

4.1. Amortissement presque sir

Soit S*(M) = {(z,£) € T*M, |£;| = 1} le fibré cotangent unitaire et ¢(¢, p) le flot
géodésique sur S*(M). Soit a(t, p) la moyenne de la fonction a a I'instant ¢ le long du flot

1 t
4.9) a(t,p) = n / a(z(g(s, p)))ds.
0

La mesure de Liouville canonique du sur S*(M) étant invariante par le flot géodésique,
la fonction
(4.10) Bir(p) = lim af(t, p)

t—oo
existe y-presque partout d’apres le théoréme ergodique de Birkhoff.

On notera §h la spheére unité de Ey,, et P, la probabilité uniforme sur §h, Comme appli-
cation simple des résultats de la section 2, on a le théoréme suivant qui relie le comportement
de la fonction de Birkhoff a la décroissance de I’énergie.

THEOREME 1 1. — On suppose que la fonction de Birkhoff vérifie
4.11) u(p € S*(M), Bir(p) =0) =0.

Alors pour tout e > 0, € 10, 1], il existe un temps T > 0 tel que

(4.12) Vh €]0,1], By (u € Sn, E(U(T)u) < e) >1-a.

REMARQUE 4.1. — Dans le cas particulier ou le flot géodésique sur la variété M est ergo-
dique, on sait que, u presque siirement, la fonction de Birkhoff est constante et égale a la moyenne
de la fonction a sur M (donc strictement positive dés que la fonction a est non triviale). L’hy-
pothése (4.11) est donc dans ce cas toujours vérifiée. En revanche, dans ce cas 'hypothése de
contréle géométrique n'est, elle, en général pas nécessairement vérifiée (on peut par exemple
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considérer le cas d'une surface compacte de courbure négative, ou on prendrait la fonction a non
triviale mais nulle au voisinage d’une trajectoire périodique ).

REMARQUE 4.2. — On remarquera que le temps T a partir duquel on demande que [’énergie
soit plus petite que € est indépendant de h € )0, 1], de sorte que ['estimation (4.12) est différente
de la simple estimation (4.4). Dans le cas ou M est une sphére, et la fonction a identiquement
nulle dans un voisinage de 'équateur, ’hypothése (4.11) est violée. On laisse au lecteur le soin
de prouver dans ce cas que l'estimation (4.12) est fausse pour « et € petits.

THEOREME 12. — Dans le cas ou le flot est ergodique, ce qui implique que p presque siirement
a(x)dx
Vol(M)
et donc (4.11) est vérifiée, on suppose de plus 'estimée quantitative suivante sur le caractére
exponentiellement mélangeant du flot :

(4.13) V8 > 0,35(8) > 0; u(p € S*M;a(t, p) —a| > 6) < e P99,

>0

Alors il existe M, o, C, ¢, e > 0 tel que, pour tout h € 10, 1],

4.14) P,( sup  (E(UH)u)e'™) > M+1r) < Ce™M
t€[0,elog(1/h)]

d+lr2

REMARQUE 4.3. — L'hypothése est vérifiée dans le cas ou la variété M est une surface de
courbure négative constante et I'amortissement n'est pas trivial (voir Kifer [23] et Ananthara-
man [1, Theorem 3.1]).

Démonstration. — On commence par démontrer le théoréme 1 1. Pour cela on va vérifier
le lemme suivant :

LEMME 4.4. — On suppose que hypothese (4.11) est satisfaite. 1l existe C,c > 0 et, pour
tout e > 0, T, et h, tels qu’on ait pour tout h € 10, h,]

(4.15) By (u € Sn, E(U(T2)u) < e) >1 - Ceoh ",

Démonstration. — Soit A =+/—A et j lapplication de H(M)® L*(M) dans
L?(M) & L*(M) définie par
Aug — Uy vr = Aug + tuq

v2 V2o

On remarquera que j est définie sur H = H'(M)/C1 ® L?(M) et induit une isométrie

(4.16) (u) = v = vy =

~ dy 0 0 ~
de B}, sur E), @ Ej,. Posons d4 = i\ —a, D = (J > et R = < g).Pouru € Ep,
a
soit v = j(u) et v(t) = j(U(t)u). On vérifie aisément que v(t) vérifie I’équation
4.17) Ov(t) = (D + R)v(t).

Les opérateurs di sont des opérateurs pseudo-différentiels classiques elliptiques de
degré 1, on a d* = d_ (adjoint sur L?) et comme a # 0 ils sont bijectifs de H**1(M) sur
H*(M) pour tout s € R. Comme Re(9) = —ald, onasup;s [le'?|| 2 < 1. De plus, comme
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tD

% commute & e'? et que pour k entier la norme || 9|2 est équivalente a la norme H*,
pour tout s € R, il existe C, tel que

(4.18) sup [le'?|| g+ (ar) < Cs.
t>0

Rappelons que la solution v(t) de (4.17) avec v(0) = v vérifie

v(t) = v +r(t,0),
(4.19) sup ||r(t,v)||rz < Crl[v]lg-1.
te[0,T)

La preuve de (4.19) est standard : on commence par vérifier que si b_; est un opéra-
teur pseudo-différentiel de degré —1 et de symbole principal a(z)|€|; /24, alors en posant
0
—b_,
2 x 2 de pseudos de degré —1. Comme on peut choisir b_; tel que I soit inversible sur
H#(M) x H*(M) pour tout s, la fonction w(¢) = Iv(t) vérifie dyw(t) = (D + Q_1)w(t)

avec {)_1 = é_ll —1 et la formule de Duhamel prouve qu’on a

sup [w(t) — '’ Tv|| L2 < Cp||Tv]| -
t€[0,T]

b ~ ~
I=1d+B_y,B_; = ( 01>, onal(D+ R)= DI+ (_, ou §_, est une matrice

Or (4.18) (pour s = O et s = —1) implique sup,> [[e!?Tv — Ie*?v||f2 < C|lv||g-1, ce qui
prouve (4.19).
On notera P,EQ) la probabilité uniforme sur la sphére unité
2
S = {(wo,m), llvollfz + a3z = 1}

de E}, @ E}, et Ef)(f) I’espérance d’une v.a sur S,(f). Soit fi(v) = (U (t)j~1v). Alors on a
par construction

(4.20) Py (u € Sn, EU()) < 5) =p® (v €SP, fv) < g)
et d’aprés (4.19)
(4.21) sup  |fe(v) = [le"”v]l72| < Crh

ves? tef0,T)
avec Cr indépendant de h € ]0,1]. On a
le"”v72 = (By(t)volvo) 2 + (B (t)vi|v1) 2
avec By (t) = e+ etd= Daprés le théoréme d’Egoroff (voir par exemple [40, Chapter 11]),
les opérateurs By (t) sont des pseudos de degré 0 et de symbole principal homogéne de
degré 0
a0(Bx(t))(p) = e 220,
Comme dans la preuve du lemme 2.3, on obtient donc

@) s B [ o) = 1), i 209 =0
te[0,7) S* (M) h—0

Soit m; 5 la médiane de la v.a f; sur S,(lz). Comme f; est (uniformément en ¢ > 0 et
3, qu’i

h € ]0,1]) lipschitzienne sur S}(Lz), on obtient, comme dans la preuve du théoréme 3, qu’il

existe C, ¢ > 0 tels que pour tout r € 0, 1]
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_ch—4p2
sup PO (|fe(v) = mep)| > ) < Ceh
t>

(4.23)

“+oo
= B (f:) — man| < / PP (|fo(v) — mep)| > r)dr < ChY2.
2 0

D’apres ’hypothése (4.11), on a

(4.24) limsup/ e 2P g (p) < / lim sup e 2P dy(p) = 0.
t—oo JS5* (M) S*(M) t—oo

Soit alors T tel que [g. e~ 2Ta(Tr)du(p) < €/8. Soit h, tel qu'on ait a la fois

fr.(he) < e/8et Ch? < ¢ /4 . Alors (4.22) et la deuxieme ligne de (4.23) impliquent pour
tout b € 10, he], mep < |]E§f)(ft)| + |]E§12)(ft) — myen| < €/2, et donc la premiere ligne de
(4.23) implique (avec r = £/2) et pour tout h € |0, h,|

(4.25) P2 (|fr.(v)] 2 €) < Cemh " /A,
La preuve du lemme 4.4 est compléte. O

La preuve du théoréme 11 est une conséquence facile de I’estimation (4.15) : quitte a
diminuer h., on peut toujours supposer Ce=ch™"e* < o pour h € ]0,h.]. D’apres (4.4),
ona
(4.26) lim inf B, (u € Sh, E(U()u) < g) ~ 1.

t—00 helhe,1]

Soitalors T > T tel que pour tout k € [he, 1] on ait P, (u € S, 8(U(T)u) < 5) >1l-a.

Comme I’énergie est décroissante, on a aussi d’apres (4.15), pour tout h € 10, h],

Fh(u € Sh, 6(U(T)u) < 5) >1—q,
ce qui prouve le théoréme 11. O

Pour démontrer le théoréme 12, nous allons revisiter la preuve précédente. On remarque
d’abord que par un argument simple de semi-groupe, la norme ||w(t)|| -1 est majorée par
CeCT||v|| -1 et donc la constante Cr apparaissant dans (4.19), et donc aussi dans (4.21),
peut étre estimée par Ce“”. On remarque ensuite que le théoréme d’Egoroff reste vrai
pour des temps grands, mais plus petits que elog(1/h) (c’est en effet conséquence de [21,
théoréme 2.3.6], et des estimations exponentielles triviales sur le comportement en grand
temps du flot bicaractéristique). Le prix a payer pour cela est que les opérateurs By (¢)
sont des opérateurs pseudodifférentiels dont les symboles sont dans des classes (Iégérement)
exotiques : Sp, p-a p-o n selon la terminologie de [21, Chapter 1], ot a > 0 peut étre choisi
arbitrairement petit si e > 0 est choisi petit. On en déduit qu’il existe 6 > 0 tel que

sup |]E512)(ft) _/ 6_2t2(t’p)du(p)| < CeCelog(l/h)hl—Za < Chzi
t€[0,elog(1/h)] S*(M)

ou, dans la derniére inégalité, on a choisi ¢ > 0 assez petit. On déduit maintenant de
I’hypothese qu’il existe o > 0 tel que

/ 672tg(t,p)d‘u(p) < 672t(57ﬁ) + efs(ﬁ)t < 92¢— 20t
5*(M)
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On définit la variable aléatoire g sur S ,(12) par la relation

elog(1/h)
g= / freotdt.
0

D’apres ce qui précede, la médiane, i, de la fonction g est inférieure ou égale a
elog(1/h)
C/ ecrt(e—Qat + hé)dt’
0

donc, quitte a diminuer encore € > 0, cette médiane est bornée. De plus, la norme Lipschitz
de la fonction g est clairement bornée pour e petit par

elog(1/h)
C/ e?tdt < Ch™Y/?%;
0

on en déduit que
d+1,r_2

Pu(g > M+17) < Ce
Finalement, on remarque que, comme I’énergie de la solution des ondes amorties est une

fonction décroissante, on a 'implication
cA

et — 1

t
g < A=Vtel0,elog(1/h)], / fie?Pds< A = fi <
0
ce qui termine la démonstration du théoréme 12.

Nous allons a présent utiliser les résultats précédents pour obtenir un taux de décroissance
presque stir pour des données dans I’espace d’énergie. On peut identifier les données initiales
(up,u1) € HY(M)/C & L*(M) a valeurs réelles avec u = Aug + iu; € L2*(M;C).
On note U I'espace des mesures sur L?(M; C) introduites dans I'appendice C, associées a
la décomposition L?(M) = 3, Ex ou les Ey, sont les blocs dyadiques standards et avec
(a) € 2. Toute mesure P € M définit ainsi une mesure de probabilité sur H*(M)/C @
L?(M). On a alors

THEOREME 13. — On suppose que la fonction de Birkhoff vérifie (4.11). On suppose aussi
que les mesures py, vérifient H.,, v > 0 (voir I'appendice C). Par exemple, on peut prendre

(4.27) dpr = \Ee%dr
s

ou

(4.28) dpr = 6,y

1l existe alors un taux de décroissance f(t) > 0 qui tend vers 0 a linfini, qui ne dépend pas
du choix de la mesure P € M, tel que

P({u € H'(M)/C& L*(M); 3T, 5U(t)u) < f(t) Vt > T}) = 1.

REMARQUE 4.5. — On remarque que le théoréme 13 et les choix dpy, = §r=1, (o) = Sk=k,
impliquent le théoréme 11. Nous allons en fait déduire le théoréme 13 du théoréme 11. Si on
omet 'uniformité par rapport a la famille de mesures M, le résultat est vrai sans hypothése sur
la fonction de Birkhoff. Il est alors juste conséquence de la convergence vers 0 de [’énergie pour
toute donnée initiale.
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Démonstration. — D’apres le théoréme 11, pour tout j € N, il existe T} tel

(4.29) Vk, Py (u € Sg; E(U(Ty)u) > 279) <277

On peut supposer T; < Tj41 etlimT; = oo, et on pose

(4.30) f@t)=1pourt < Ty, f(t)= 22_”21%[@@“[ pour t > Ty.
J

On déduit de (4.29) en utilisant &(U(T;)u) < 1 pour u € S

| S(U(Tj)u)dPy <279 4279,
Sk

En écrivant pour v € Ey, u = rw, avecw € gk, on obtient (avec C' = 2sup,, [ r?dpy < 0o
d’apres 'hypothese (H, ), voir I'appendice C)

@31) E(EU(T))u) = /oo ([ ST w)dPy)dgy < 21 /oo r2dge < €27 a2,
0 Sk 0

On remarque maintenant d’apres le théoréme 10 qu’il existe C' > 0 tel que pour tout¢ > 0
et tout u d’énergie finie

u="> up,up € B = EUt)) < C Y EU{t)u).
k

k

On en déduit d’apres (4.31)

(4.32) E(E(U(Tj)u) < C > E(EWU(T))ur) < C277|(a) |-
k

D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev, on obtient

P({u € H'(M)/C & L*(M); 5(U(T;)u) > 279/2}) < C279/2|| () |12

Notons
Aj = {U; 6(U(Tj)u) < 2_j/2}, Al = ﬂijAk.
La suite A7 est croissante et on a P(A7) > (1 — C||(ar)l|f Sgs; 27%/%) =1 - C"279/2,

SiA = UA’7, onaP(A) = 1et, pour tout u € A, il existe C tel que pour tout ¢ on ait
S(U(t)u) < Cf(t). En effet, pour u € A7 on a en utilisant la décroissance de I’énergie

SU ) < f(t), vt > Tj.
Le théoréme 13 est démontré. O
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4.2. Conservation de la notion d’échelle

Nous démontrons dans cette section le théoréme 10. Des résultats similaires ont déja été
démontrés dans le cadre de perturbations singuliéres (conditions de Dirichlet a I’extérieur
d’un obstacle [15, Proposition I1.2.4]), mais en restant dans le cadre auto-adjoint. Ici le point
nouveau vient du caractére non auto-adjoint de la perturbation a0;.

Démonstration. — Soit N > 1telque ¢ — ¢//N > ¢/2. Pour A’ > Nh,onach’ — c'h >
(c—c/N)W > h'c/2etpour b’ < Nh,onach’ —ch > h'r/N. Avec r’ = min(c/2,7/N)
on a donc toujours ch’ — ¢’h > r'h’, donc ¢/h — ¢/ /h’ > r'/h. On choisit ', b, d tels que
(4.33) c—r' <V <b<e et d<d.

Soient v, ¢ des fonctions réelles C* sur R, a valeurs dans [0, 1], avec ¢v = 1 prés de
]—oo,c—7'],9 = Osur [b/,00[et ¢ = 1 presde [c, ¢'] et ¢ a support dans [b, d]. Les opérateurs
B(hA), (hX) opérent sur H = H'(M)/C1 @ L?(M) par la formule ¢(h))(e;) = ¢(hw;)e;,
et ils commutent aux opérateurs ﬁh, ﬁh/, in,ip. Comme on a d’apres (4.33) ¥(hA\)ip = ip,
d(hN\)in, = in, Iy p(hA) = Iy, ¢ (AA) = I, il suffit de vérifier que, pour tout N, il existe
une constante C'y, telle que

(4.34) sup [6(RNU (£)(h M)l 6 + sup [%(RNU()(hN)]| g < Cnh™.

Comme I’adjoint de U (t) est U*(t) = e*4e, avec

0 Id
Al =— ,
A 2a

ona U*(t) = e *4-a, donc U*(t)(ug, u1) = e*e(ug, —u1). Il suffit donc d’estimer le terme

[@(RA)U () (Rl -
Nous allons construire un opérateur ©;, borné sur H pour tout h € ]0,1] fixé, qui

commute a U(t), et qui vérifie

¢(hA) = ¢(hA)On + Ra1n

OrY(hA) = Rop
et tel que, pour tout IV, il existe une constante Cly, telle que
(4.36) IRumlle + | Ranlle < CnhN.
On aura alors
(RNU ()¢ (hA) = (¢(AX)On + R1 p)U ()1 (hA)
(4.37) = ¢(hA)U()Ont(hA) + R1,nU(8)Y(hA)
= ¢(hA)U(t)Ra,n + R1,pU ()Y (RA)

et comme ||p(AAN)U(t)]| ¢ < Let |U(¢)y(hA)| ¢ < 1, on obtiendra d’apres (4.36)
(4.38) sup [ oAU (Y (A5 < Ok

(4.35)

On effectue maintenant une reduction semi-classique en posant 7(ug, u1) = (ug, huy) et
en introduisant la norme semi-classique

1
(4.39) | (wo, w1) 1%, =

7/ (WY awol? + |wi]?)dyz
2 M
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de sorte qu’on a ||7(u)||%, = h*||u|%, donc pour tout opérateur R, ||7RT g, = || R, et

(4.40) U ()t = B/
avece
0
(4.41) B=—ihrA,r! = ‘.
—ih?A 2iha

Onapourz e C

(4.42) Im((z — B)w|w)g, = Im(2)|lw||%, — 2h/ alwy|*/2d,z.
M

Si Uy, est la bande Uy, = {z € C,Im(z) € [0,2h||al|L=]}, la résolvante ( — B)~! existe
donc pour z € C\ Uy, et vérifie
1

) —-B) Y < ————.
(443 16 =B)™ I < gy

On pose
1
V2me

La fonction f.(z) est holomorphe dans C et vérifie, pour tout z € C, | f-(2)| < elm(2)*/2¢
De plus,on a pour tout z € C

(4.44) fe(z) =

/e_(z_’”)z/zsdx, J = [—d,—b]Ub,d].
J

(445) |f5(z)| < %elm(z)Z/Ze—dist(Re(z),J)2/25_
On définit alors 'opérateur ©y, par
1
4.46 =— | f - B) 'da.
(4.46) 0= g | ()= B) s

Dans (4.46) on choisit le contour -y de la forme v = y_ U~y 4 est la réunion du segment
[~70,70] + iry, 74 = 2h|jal|L~ + /E, et des deux demi-droites 7o + iry + peio, p > 0,
et —rg + iry — pe~ % p > 0, avec 6y > 0 petit et 7o > d grand; on oriente v, de
droite a gauche. y_ est la réunion du segment [—rg,79] — /¢, et des deux demi-droites
ro — ivE + pe~ p > 0, et —rg — iy/e — pe®o, p > 0; on oriente y_ de gauche a droite.
On choisit le paramétre € sous la forme e = h” avec v € ]0,1/4]. On a alors d’apres (4.43) et
(4.45), pour une constante C' indépendante de h

(4.47) [Onllz, < Ce™?

et ©, commute & e?*5/", On va construire des opérateurs Qp, . (2),k > 0,et Ry n(2), N > 1,
holomorphes en z prés de -, et qui vérifient pour tout N > 1 avec C'y indépendant de h, z

N-1

h 4N
(4.48) (2 —B) kZ:O(;) Qn,x(z) =1d — h™ Ry N (2),

| Riv (2)|l B, < CneH2N)
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Posons O, = 5 fv fo(2)Qnk(2)dz et OF = sz_Ol(%)@h,k. On a pour tout N > 1
d’apreés (4.43), (4.45), (4.46) et (4.48), en utilisant ¢ = h”
(4.49)
hN
Q) = @hN + — / fe(2)(z = B)*th’N(z)dz,
2 -
hN

< C]lvhN(1—21/)—2V.
Ep

— / fe(2)(z — B)_th,N(z)dz

um ~

Comme on a v < 1/2, pour obtenir (4.35) et (4.36), il suffit de prouver que, pour tout Ny,
il existe N1 > Nj et C indépendant de h tels que

¢(hX) = ¢(hA)OR" + Ry n
(4.50) O (hX) = Ro,;
IR | + [ Ro v [, < CRY2.
Nous allons construire les opérateurs Qp ,(2) et Ry, n(2) en utilisant le calcul h-pseudo-

différentiel classique (voir [27]). Pour m entier relatif, on notera /4™ 1’espace des opérateurs
matriciels 2 x 2

Ai(z,z,hD) Ay(z,2z,hD)
<A3(Z,ZL', hD) A4(z,x, hD))

ou A;(z,x,hD) est un polynome de z de degré < m + p;, avec p1 = ps = 0, pp = —1,

ps =1, et Aj(z,z,hD) = Si=o™P 2L A, ) (z,hD) avec A;; € &0 Par convention,

un polynéme de degré strictement négatif est nul, de sorte que M™ est réduit a {0} pour

0
m < —2, et les éléments de %~ * sont de la forme < ) avec A(z,hD) € 531. On

A(z,hD) 0
a, pour tout m, m’ U™ M™ C U™ et pourm < m’ M™ C M™ . Dans une carte locale,
on notera 4™ les symboles complets des éléments de #™. On a zId € M* et d’aprés (4.41),

0 i
B € M*. On posera (31 (z,£) = <_|§|2 OZ> e J',etd =22 —|¢|2 de sorte que
? x

a1 s S\ i
(4.51) (z - 1) —5<_Z,|§|iz>eéd.

Soit V; un recouvrement fini de M par des ouverts de cartes, 6;,6; € C5°(V;) avec 6, égal
a 1 au voisinage du support de 6; et 5, §; = 1. Dans chaque ouvert de carte V; on choisit
des coordonnées (z1, ..., z4) € RY, et on définit les opérateurs Q, x(z) par la formule

(4.52) Qni(2) = 0,0p(gk (2, ,€))0;
l

ou les ¢x (2, z, £) sont définies par les formules de récurrence qui définissent I'inverse formel
de (z — B), soit
q(z,2,8) =(z—p1)~"

_ -1 1 aa aoc 1 aa aa
an(z,2,8) = (2 — A1) ( Z o e 107k + Z ol < Bo ka>

lo]+k=n,|a|>1 "~ oe|+k=n—1

(4.53)
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ou 1 + hB /i est le symbole complet de B dans la carte locale, avec 8y € JO. D’apres (4.41)
on a pour tout a, 9¢ 4y € dl_lo“, 9¢p1 = 0 pour |a| > 2et 9¢fy € J_lal, 9¢Bo = 0 pour
la| > 1. De plus, on a pour k > 0 et tout o, 9(6~(1+2k) J1H3k) ¢ §—(1+2k+|al) fi+3k+2lal
On montre alors facilement par récurrence qu’on a pour tout n > 0

b n
(4.54) Gn = g Pn €S

L’opérateur R}, n(z) est alors défini par la formule (4.48) et a donc pour symbole

1 -
(4.55) —rn(nn €)= Y 08B0+ foqy -1 € 57NN,
|| +k=N

Comme on a min, e ¢ |0] =~ e et que |8] ~ |2|?+|£|2 pour (z, ) — oo, la deuxiéme ligne
de (4.48) résulte de (4.55). Comme tous les ¢, sont des fractions rationnelles de z, on peut
d’apres (4.45) utiliser la formule des résidus pour calculer les symboles des opérateurs ©y, .
Pour ¢ prés de 0 on obtient, en utilisant la majoration (4.45), Oy, x(z,£) € O(e~/"") et pour
& # 0 on trouve
(4.56)

_ 1 2k pk;(Z,l',f) 1 2k pk(Z,ZL‘,f)
Onele8) = P ie. (O T g yivar) * n - ()6 ey

Il résulte alors de (4.44) et (4.45) qu'on a O (z,&) € O(e=</*") pour & grand, et pour

& borné

1020201 (2,)| < Ca g™ (118D = 0, gh=Uel+I8D,

de sorte que les opérateurs O (z,£) appartiennent a une classe admissible pour le calcul
symbolique. Comme on a f.(z) = 1+ O(e~*/"") au voisinage de [—¢, —c] U [c, ¢'] on déduit
du fait que 3, (2)*Qp 1 (2, 7, €) est le symbole de la résolvante (z — B)~! qu’on a, pour
€| proche de [c, ], On(z,€) = 14+ O(e™/"") et O x(z,&) = Oe=*/"") pour k > 1. On
a aussi f-(z) = O(e~¢/"") au voisinage de [r' — ¢,c — r’]. En choisissant b proche de c et
d proche de ¢/, on obtient donc les formules (4.50) par les régles de calcul symbolique. Ceci
termine la preuve du théoréme 10. O

5. Application aux ondes non-linéaires sur-critiques

On considére dans cette section I’équation des ondes défocalisante sur une variété com-
pacte M (sans bord) de dimension 3, pour une nonlinéarité polynomiale «?, p impair.

(5.1)
(02 — A)u+uP = 0,u |y—o= o, et [i—o= w1, (uo,u1) € H (M) = H*(M) x L*(M).

On supposera p > 7, de sorte que I’équation (5.1) est sur-critique. On supposera aussi u a
valeurs réelles. Les mémes énoncés restent vrais avec u a valeurs complexes en remplagant u?
par |u|P~1u. Il est bien connu que ’équation précédente posséde pour toutes données initiales
dans (HY(M)NLP*Y(M)) x L?(M) des solutions faibles définies pour ¢ € [0, oo[, qui vérifient
I’équation au sens des distributions, et telles que de plus

[Vul?2  |Gu|?>  wuPt!

(5.2) E(u)(t) :/M 5 + > +p+1dm < &(u)(0).
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L’objet de ce paragraphe est de construire « beaucoup » de données initiales dans H' x L?
pour lesquelles d’une part on sait construire une solution forte de I’équation (5.1) (sur un
petit intervalle de temps (0,7)), et d’autre part, on sait que toutes les solutions faibles
coincident avec cette solution forte sur cet intervalle. Dans cette section, les mesures de
probabilités 7, sont celles construites dans I"appendice C avec le choix as, = 2F de la théorie
de Littlewood-Paley standard.

THEOREME 14 (Existence). — Pour tout p < 00, et pour toute mesure de probabilités
sur 9 (M)2, P € My x Mo, pour P-presque toute donnée initiale (ug,u1) € H* (M) x L*(M),
il existe T > 0 et une solution forte de (5.1) dans l'espace affine

in(tv—A
@%@V—Amm$%;£s)m)+0%®J%H%M»ﬂCW®J%H%M)
Cette solution vérifie l'identité d’énergie

&(u)(t) = &(u)(0)
et les estimées de Strichartz pour tout r < +o0,
(5.3) lull oo 0,7y x )y + 1wl 20, m)wrm (ary) + 105wl L2 (0, 7);2m (ary) < 4-00.
De plus on a la borne inférieure suivante sur le temps maximal d’existence Ty ax (o, u1) -

(54)  36>0,C>0,c> 0;P({(ug,u1) € H (M); Tomax (0, u1) < A}) < Ce™"".

Démonstration. — On suit la stratégie de [12], en y incorporant nos nouvelles estimations
probabilistes. On cherche la solution sous la forme
sin(tv/—A)
u = (cos(tvV—A)ug, ——0—uq) +v=u; +v
(cos(tvV/—A)ug A 1) !
avec
v € CO((0,T); H*(M)) N C*((0,T); H' (M)).

On cherche alors v vérifiant

(5.5) (87 — A)v = —(u +v)?, v |4=0= 04V |t=0= 0
soit
Usin((t — s)vV—A)
(5.6) v(t) = —/ (u; +v)P(s)ds.
0 vV-A
Soit r > 4 grand et T < 1. Notons [Ju|lwrr = |luillwrr(0,1)xnr). D’aprés la

proposition C.3, |||y~ est fini P-presque siirement et, d’apreés les injections de Sobolev
H?(M) — L>®(M) et W17 ((0,1) x M) — L*((0,1) x M) pour r > 4, on a pour s € [0, T

(s +0)? ()l ary < Cllua(s)llzoe + ()| )*  (lur(s) |z + v (s)llarn)
< Cllullwrr + [o(s)llzr2)" =" (lwa() e + lv(s)l )
et de méme, pour supy< <7 [|v;(s)[| g2 < Rets € [0,T],
(5.8)  |[(u +v1)P(s) — (w +v2)P(8)|l 1 (ar)
< Clllullwrr + RP=)(lwllwrr + R+ llu(s) o) (llor(s) = va(s)llzr2)-

(5.7)
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Comme on a fUT |ui(s)||grds < CVT||uy||w1.-, on déduit du théoréme du point fixe qu’il
existe ¢ > 0 tel que I’équation (5.5) admet un unique point fixe dans la boule de rayon R de

Xr = C°((0,T); H*(M))
dés que
TRP™ + VT w5, + VTR 2||lw|lwir < ¢, et VT|w|%yn, < cR.

Comme il existe a > 0,3 > 0 petits tels que ces inéquations ont une solution en R pour
|w|lwir < TP, on déduit (5.4) de (C.9) et (C.10). A nouveau d’aprés (C.9) et (C.10),
w vérifie (5.3). De plus, d’aprés (5.5), et puisque (u; +v) € L*((0,T), H'(M)), les inégalités
de Strichartz pour I’équation des ondes en dimension 3 impliquent, pour % + % = %
et g € ]2,00], quonav € L4((0,T),WLr(M)) et v € Li((0,T),L"(M)), donc v
vérifie (5.3). Pour démontrer I'identité d’énergie, il suffit de considérer la suite de données
initiales régularisées (ug n,u1,n) = X(27"A)(ug,u1), x € C§°(R) égale a 1 prés de 0.
La famille d’opérateurs x(27"A) est uniformément bornée sur W". On en déduit que la
démonstration que nous venons de donner garantit I’existence d’une solution (réguliére)
pour la famille de solutions associées aux données initiales (ug n,u1 ) sur un intervalle de
temps uniforme. Evidemment ces solutions réguliéres vérifient I'identité d’énergie, et de plus
on a

(97 = A)(vn = v) = (g + )" — (ugyn — o)

dont on déduit
(59 N(w+v)? = (wn = vn)?llar ()
< Clllw — winllwrr + v = vallg2) (lwllwre + llunllwee + vllg2 + llonll#2),
ce qui implique, puisque
Jm lwt = vnallwreo,yxar) = 0,
quitte a réduire I'intervalle de temps, que
Jim [lv = vnllzee o,r);m2) = 0.

On en déduit que u vérifie aussi I'identité d’énergie. La preuve du théoréme 14 est com-
pléte. O

THEOREME 15 (Unicité fort-faible). — Pour P-presque toutes données initiales (ug,uq)
dans lespace d’énergie, H*(M) x L2(M), on a ug € LP*! et toute solution faible de (5.1)
vérifiant l'inégalité d’énergie (5.2) coincide avec la solution donnée par le théoréme 14 sur
Uintervalle de temps (0,T).

Démonstration. — Le théoréme 15 est une conséquence directe du résultat de stabilité
suivant :

PROPOSITION 5.1. — Soit uune solution forte de I'équation des ondes (5.1) définie sur [0, T,
de données initiales (ug,u1) vérifiant les estimées (5.3) et limite de solutions réguliéres pour
la norme donnée par (5.3). Il existe C > 0 tel que pour toute solution (faible) v sur
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lintervalle [0, T de 'équation (5.1), de données initiales (vy,v1) € (H'(M) N LPTL(M)) x
L2(M) vérifiant
vt e [0,T] &) () < E(v)(0),
ona
Eu=v)(®) + llu = vl|F2 4y (£) < C(E(u = 0)(0) + [[u = v][Z2(21(0))-

Pour démontrer cette proposition, on reprend et on affine un résultat similaire de
Struwe [34] (démontré pour des solutions fortes C'*°), (il faut modifier la preuve pour
I’adapter au niveau de régularité des solutions fortes données par le théoréme 14). On
notera w = v — u et Dw = (Gyw, V,w). On a

(0Pw — Agw) + (u+w)? —uP =0
et
Ew)=6w)+IT+11
avec

I:/ Du - Dw + vPw
M

11 = / [Dw|*  (u+w)Pt! — Pt
2 p+1
Un calcul (justifié par une régularisation de u et un passage a la limite) donne

— vPw.

(5.10) iI(t) = / (uP + puP~tw — (u + w)P)d;u.
dt M
On va montrer qu’il existe une fonction g(t) € L? C L* telle qu’on ait
d
(5.11) 1B < C(6w) + [wlz=))g(?)-

Supposons provisoirement (5.11) démontré. Un calcul simple montre que

(u 4 w)P+! — yptl

1 1 2
— uPw > awp+ — Cw?,

p+1
ce qui implique
1
(5.12) I(t) = Z6w)(t) = Cllwlz= ().
Si on revient a ’hypothése de décroissance de ’énergie de v, on obtient
(5.13) 0 < 6(v)(0) — S(v)(t) = (t) < II(0) 4+ 1(0) — I(¢).

Comme pour q assez grand, ug € W19(M) C L>®°(M), on a

p+1
11(0) = &(w)(0) + 1 Z <p) wiuP 179

ptl:=\a
en utilisant que u est bornée dans L*°((0,T) x M) et
Joolt < [ s + Pl < 600) + ol
M M
on obtient

[11(0)] < C(6(w)(0) + [|w]|72(0)),
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ceci implique d’apres (5.11), (5.12), et (5.13),

E(w)(t) < C(/O ((w) + wl|Z2)(s)g(s)ds + [lwl|F= (t) + E(w)(0) + [wlZ: (0)>

mais d’apres I'inégalité¢ de Minkowski,

t
(5.14) w2 () < C( / 1012 ()ds + ]2 (0))

et donc

(6(w) + [lwl|Z2)(t) < C(/O (6(w) + lwl|Z2)(s)(1 + g(s))ds + E(w)(0) + [|wl|7» (0))-

Le lemme de Gronwall démontre alors la proposition 5.1.

Montrons & présent (5.11). On note J(¢) = (&(w) + [|w[|2.)(t). Le terme L I(t) est
combinaison linéaire de termes fM wluP~'9u avec I € {2,...,p}. D’aprés (5.3), on a
uP~!9u € L2((0,T); L"(M)) pour tout r < oo. Il suffit donc de vérifier qu’on a pour tout
le{2,...,p}, etpour f € Npcoo L2((0,T); L™ (M)),

(5.15) /M wlf‘ < J(t)g(t), avec g € L2

Choisissons pour j € N des ; tels que ) ; (pf(2‘js) = 1, oo a support dans [0, 3], ¢,
a support dans [1, 5], la famille des ¢; étant uniformément C*. Soit 4; = ¢;(279/=A).
Alors les opd autoadjoints A; sont uniformément en j bornés sur tous les L?, ¢ € [1, 0],
etona A? = Id. Il en résulte [, w'f = 3=, [,, A;(w')A;(f). Par hypothése sur la
fonction f, on a pour tout r < oo

(5.16) 45 ()l zoary < 2747 g,(t), avec g, € L*.
Soit x(s) € C* égala 1 pour s < 1 et nul pour s > 2. On a, avec A; > 0

l\J

2

w
(5.17) Aj(w') = Ay (whx (% Y2+ A (=0 (G)) = L+ 1T
J
On a, avec C indépendant de j
w? C CJ(t
(518) 1l < Cllw' (- 0 0

?)HLl(M) < W”w”LpH(M) < )\1?+1—l
J

et aussi, en utilisant I > 2 et | wV,w| 1 < ||w||p2||Vzw] L2
(5.19) IValjllLrar < ||Aj(vr(le)”L1(M) + ”[Ajavm](le)”Ll(M)
< O (lwllz2 [ Vawllz2 + lw]72) < CAT2I ().

En écrivant

620 [ wr= [ awhan+ X [ mehan+ Y [ anwhatiam
M M >1vM j>1
on obtient donc en utilisant (5.16), (5.18) et (5.19), et | [,, Ao(w')Ao(f)| < CJI(t)gr(t)
]d/r
(5.21) ’/ <CJ(t (1+Z s + 3 gmigidiryl- 2>
M ]>1 i>1
ce qui prouve (5.15) avec le choix A; = 27%, a € 0, ﬁ[ et r grand. O
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6. Cas des variétés a bord

Dans le cas ou la variété M a un bord tel que M U 0M est compacte, une bonne partie
des résultats exposés dans cet article reste vraie si on considere le laplacien sur (M, g) avec
conditions de Dirichlet ou Neumann. En effet, la formule de Weyl avec reste précisé (1.2)
reste vraie d’apres les travaux d’Ivrii [21], donc les minorations/majorations de (2.7) aussi.
En ce qui concerne l'estimée e, , < Co Ny, elle est conséquence, dans le cas avec bord, des
travaux de Sogge [33] pour les conditions aux limites de Dirichlet, puis Smith-Sogge [31] pour
les conditions de Neuman. En effet, d’aprés [33, Proposition 2.3], on obtient

PROPOSITION 6.1. — Supposons que ap, = 1,by, = 1 + h. Alors il existe C > 0 tel que,
pour tout x € M et tout 0 < h <1,

Tl 2 (ar)— oo (ary < CRP

11 suffit ensuite dans le cas général de recouvrir I'intervalle (ap, by) par un nombre fini
(d’ordre (b, — ap)/h) d’intervalles de taille h, d’appliquer la proposition 6.1 a chacun de ces
intervalles pour obtenir dans le cas général

1ML | 1 () — Lo (ar) < Ch=4(by, — ap,).
Puis, le noyau de "opérateur I1;, étant donné par

Kn(z,y) = Y ex(@)ex(y),

kel

on obtient
Su5|€z,h| < I Knllzoe sy = IMall Ly -z < Ch™4bn — ay).
€

On en déduit que les résultats des sections 2.1, 2.3 ainsi que la remarque 3.3 restent valides
dans ce cadre. Il est possible que les résultats de la section 5 puissent aussi étre étendus a ce
cadre, mais la plage des estimations de Strichartz valides dans ce cadre des problémes aux
limites étant plus restreinte (voir [11, 20, 6]), cela nécessiterait une analyse plus précise.

Appendice A

Calcul des probabilités sur les sphéres
On note L(dz) la mesure de Lebesgue sur RY et py la probabilité uniforme sur la sphére
unité S(N) de RV, La probabilité px est la mesure image de II;<j<n \/%e*‘zﬂz/?L(dxj)
par 'application 7
Ty

ora

En effet, 7, (I <j<n \/%e_””? /2L(dz;)) est une probabilité sur S(N) invariante par les

(A.1) z=(21,...,zN) — 7(z) =a=(a1,...,an) € S(N), a; =

isométries de S(IV) puisque, pour tout g € SO(N), gm = mg, et HlSjSN\/%e_z?/zL(dl'j) =

(2m)~N/2e=1=1*/2 [(dz) est invariante par I’action de SO(N).
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Soit M > 1 fixé. Pour N; > 1,s0it N = Ny + --- + Ny. La mesure de Lebesgue sur

RN = II;R; est donnée dans les coordonnées z = (z1,...,z), ; = pjw; € RN, avec
p; >0, w; € S(Nj;) par la formule

N;—1
(A.2) L, 0,7 dp; ® en,p, (w;)

ol cy est le volume de S(NN). En particulier, ’application |7 |5 de S(N) dans la sphére réelle
S(M —1) c RM

z = |rlp(2) = (|21, - - |2ml)
envoie py sur la probabilité

Il.cn.
(A3) (Imlar)epy = ——2

N;—1
I 1p,>0 p; 7 do(p)

ou do(p) est la mesure de Lebesgue sur S(M).
En choisissant M = 2, N; = 2, Ny, = N — 2, on a donc pour z = (z1,z2) € S(N), et
pour t = cos by € [0,1],6, € [0,7/2],

0o
CoCN -2 . N—3 C2CN—2 . N—2
A4 — =2 _ _©CN-2 .
(A4) on(|z1] > t) . /o cos f(sin §)" ~°df n(N=2) (sinfp)
En choisissant 6, = /2, on obtient
C2CN—2
A. =— """ _=1
d’ou
(A.6) pr(|jz1] > 1) = Lepoqg(1 — %)L

Rappelons aussi le résultat suivant de concentration de la mesure (voir par exemple [25,
Theorem 2.3 et (1.10), (1.12)]).

PROPOSITION A.1. — Considérons une fonction F Lipschitz sur la sphére S¢ = S(d + 1)
(munie de sa distance géodésique naturelle et de la mesure de probabilité uniforme, p). On
définit sa médiane M(F') par la relation

N~

W(F > M) > 5 u(F < M(F)) >

Alors, pour tout r > 0,
(d—1)

2IFIE,

(A7) W(|F = M(F)| >r) <2

Appendice B
Calcul h-pseudodifférentiel
Nous rappelons ici les bases du calcul h-pseudo-différentiel sur M, pour lesquelles nous
renvoyons a [27]. Pour m € R, soit S™ I’espace des fonctions a(z, &, h) de classe C* en

(z,€) € R?, dépendantes du paramétre h € 0, 1] telles que, pour tout a, 3, il existe Cy, g tel
que pour tout (z,¢) € R® et tout h €]0,1] on a

(B.1) 0200 a(z, €, h)| < Cayp(1 + |17,
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Pour a € S™, on note Op(a) 'opérateur h-pseudodifférentiel agissant sur I’espace de
Schwartz J(R?) par

(B.2) Op(a)(f)(z) = (2wh)~* / '@/ hg (g €, h) f(y)dyde.

Rappelons que pour a € S°, I'opérateur Op(a) est uniformément en h borné sur L?(R%)
et que pour a € S™,b € S*, ona Op(a)Op(b) = Op(c) ouc = atb € S™* est donné par
I'intégrale oscillante

(B.3) c(z, &, h) = (QWh)_d/e_iz‘g/ha(x,f +60,h)b(z + 2,£, h)dzdb

et admet le développement asymptotique

lef

h
(B4) C(.Z', 67 h) = Z ma?a(x, 57 h)aa(vxb(mv 57 h) + thN(xa 57 h)a TN € Sm+l_N~
la|<N ’

Le sous-espace ST de S™ est I'ensemble des a(z,£,h) € S™ tels qu’il existe une suite
an(z,€) € S™~™ n > 0 telle que, pour tout N, on a

(B.5) a(.@,f,h) = Z (h/z)"an(x,f) +hN7"N(xa§7h)a Tn € sm—N.
0<n<N

D’aprés (B.4),onaatbe ST poura € S etb e SE.

Soit ej(z) € C*°(M), j > 0 une base orthonormale dans L?(M,d,z) de fonc-
tions propres de —A avec —Ae; = wje;. Pour toute distribution f € 7' (M), on pose
¢j(f) = [ fejdgx de sorte qu'on a f(z) = 3, ¢;(f)e;(x), la série étant convergente dans
' (M). Pour s € R, soit H(M) = (1 — A,)~%/2L*(M,d,z) 'espace de Sobolev usuel
sur M. Pour f € 9'(M) ona f € H*(M) ssi e ary = 205 (1 + w3)®le; ()P < co. On
utilise aussi les normes semi-classiques H® définies par

(B.6) 171176 = D_(1+ B2w))* 5.
J
Une famille d’opérateurs Ry,, h € |0, 1], opérant sur 9’ (M) est dite régularisante ssi pour
tout s, ¢, N, Ry, envoie H*(M) dans H* (M) et il existe Cs + n tel que pour tout h € |0, 1] ona

(B.7) IR (F)N #re )y < Coe, NEY I F s (ar) -

Une famille d’opérateurs Ay, h € |0, 1] agissant sur 9’ (M) appartient a 'espace &1y des
opérateurs h-pseudodifférentiels d’ordre m, ssi pour tout zy € M, il existe un ouvert de
carte U centré en x et deux fonctions ¢, € Cg§°(U) égales a 1 prés de z( avec ¢ égale
a 1 prés du support de ¢ telles que App = YArRp + Rp, avec Ry, régularisant et il existe
a ~ Y, solh/D)"a,(x,€&) € S tel que, dans I'ouvert de carte U, on a Y Ape = Op(a).
Le symbole principal de Ay, oo(Ap)(z, ), est par définition le premier terme ag(z, ) du
développement asymptotique de a(z, &, h). C’est une fonction intrinséque sur 7* M, et pour
toute fonction lisse ¢ € C*°(M), on a

(B.8) e W@/ Ay (@Y = 54 (Ap)(z, do(x)) + O(h).

Le support essentiel de Ay est dit contenu dans le compact K de T* M si on a avec les
notations précédentes et dans tout ouvert de carte U, a € S™°°, et a,(z,§) est a support
dans K pour tout n.
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Ea = Um by est Ialgébre des opérateurs h-pseudodifférentiels classiques sur M. Pour
A, e bl et B, € &, ona AnBy, € E0F, 00(AnBr) = a0(An)ao(Bs) et le com-
mutateur [Ah,Bh] = AhBh — BhAh vérifie [Ah,Bh] S hégﬂrkil, UO(%[Ah,Bh]) =
{00(An),00(Bp)} ou {f,g} est le crochet de Poisson. De plus, pour tout A, € &, on a
Ax € &5, 00(Ar) = 00(Ap), et pour tout s € R, il existe Cy indépendant de h € ]0,1] tel
que

(B-9) ”Ahf”h,S—m < Csnf”h,s Vf € HS(M)

De plus, si Ay, € 6, = N6y , il existe C indépendant de h € ]0,1] et p € [1, 0] tel
que

(B.10) IAnfllLeary < Cllfllzery YV € LP(M).
Rappelons enfin que, pour tout ¢ € C°([0, oo[), I'opérateur ¢(—h2A) défini par
(B.11) S(=h*A)(f) = D d(h*wF)e;(f)e;(x)
J

appartient & 5_,°°, et que son symbole principal est

(B.12) oo(d(—h*Ay)) = o(I¢]7)

ou |€|, est la longueur riemannienne du covecteur ¢ en x. Pour une preuve de ce fait, on
renvoie a [14].

Appendice C

Quelques propriétés des mesures

Dans cet appendice, nous ¢tudions quelques propriétés des mesures que nous avons défi-
nies. Nous renvoyons a [7, 28] pour des résultats connexes.

C.1. Mesures sur I’espace d’énergie

Soit 0 < ag < a1 < --- une suite strictement croissante telle que limy_, o, ar = 0, et telle
qu’il existe C' > 1 tel que

(Cl) Vk 2 0, Ak+1 S C’ak.
On posea_; = —1l et pourtoutk >0

(C.2) By ={ue L*(M);u(z) = Y zej(@)},  Ix = {jiap-1 <w; < ar}.
JEIx

On a alors L*(M) = ®p>oF) et pour u = > k>0 Uk, Uk € Ey ettouts > 0, quitte &
augmenter C pour avoir 1 + a3 < C?

(C3) C7 Y 1+ ap) flunlfe < ullfre <D 1+ ad)®luxle.
k>0 k>0

Ces inégalités sont renversées pour s < 0.
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On se donne une suite (ay)r>o de réels positifs. On se donne également pour tout k € N
une mesure de probabilité sur R, pi(r). On supposera qu’il existe v > 0 tel que

+oo
(H.) 3C,c > 0;Vk € N,/ dpy(r) < Ce™°°",
P

Par convention, on supposera que H, est vérifiée si les mesures dpy, sont supportées dans un
compact fixe (indépendant de k). Par exemple dp, = §,.—, vérifie Ho, et dpt = \/g e~ 2dr
vérifie Hy. On note g 'image de py par I'application » +— agr. On munit Ey de la
norme L?(M), on note Sy sa sphére unité, et Py la probabilité uniforme sur Sj. On note vy,
la probabilité sur Ey, image de gx ® Py par application (r,w) — rw de RT x S, dans Ej.

On notera P la mesure de probabilité définie sur I’espace Il >0 Ej, par

P = ®vi,

et

I(en)lF =) ai(1 +a})* € [0, +od].
k

On identifiera la suite U = (ux) € IIx>oFE}) avec la somme de la série v = >, uy (on
sera par la suite toujours dans un cadre ot cette série converge dans %' (M)). On notera i,
I’ensemble des mesures de probabilité ainsi définies quand () décrit 'ensemble des suites
vérifiant ||(a)||s < +oo0. On a alors la

ProrposiTioN C.1. — Supposons que
[l (cn)ls < +o0.
Alors I'espace H®° (M) est de mesure pleine : P(H*(M)) = 1. Réciproquement, supposons que
(C4) [[(a)lls = 400
et que les mesures py, ne se concentrent pas en 0 :
(C.5) 3p > 0,6 < 1;Vk € N,p([0,p)) < 6

(on remarquera que cette derniere condition est toujours vérifiée si les mesures py, sont identi-
quement distribuées et non égales a 6,—q). Alors

PHU = (Uk);z ||Uk||qu(M) < +oo}) = 0.
k

Démonstration. — On calcule d’abord

E(IUN-ar)) = EQ luwlFrean) = D ErlllurlFrean)

k k
(C.6) +o00
< Cs Z(l + ai)s/ r2dgy < C, Z(l +a2)*ai < +oo,

k r=0 k
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ce qui démontre que |lu| g- est finie presque siirement. Réciproquement, sous les hypo-
theéses (C.4) et (C.5),on a

+oo
E(e 10N ) = T Ba(etlliie)
k=1

+oo +o00 5 R

<II / emer i) dg
k=170
too Foo 2 2 2

(C.7) “11 / emertriad (had)’ g
0

—+o0

< T (pr(10. p) + etk 0+40" (1 = py (0, p)))
k=1
+oo

< TI[1 - (1= pa(l0, ) (1 — emerteebired)?)].
k=1

On remarque maintenant qu’on peut supposer
ai(l + ai)s —k—+oo 0
(car sinon le produit infini est clairement nul et le résultat est évident), et comme
1— et ok (04a0)" | ¢ 19202 (1 + a2)®

on a

(1= (1= pel(0,9) (1 — etk 0+ | [1— (1= pr([0, p) estp®ad (1 + a3)*) |,
et donc en prenant le logarithme dans (C.7), on obtient, d’apres (C.5), que le produit infini
est divergent vers 0. On obtient donc

E(e*tHUHi{S) =0,

et donc, P-presque siirement, ||U||%., = +oo. ]

C.2. Critére d’orthogonalité

Le critére suivant est di a Kakutani [22].

TurorEME (Kakutani). — On considére deux mesures i1, o associées au méme choix de
la suite (ay,), mais a des suites (o, 1), (o 2) et (dpg 1), (dpk.2) a priori différentes. On rappelle
que les mesures dgqy, ; sont les images des mesures dpy, j par l'application r — oy, jr. Alors les
mesures |1 et po correspondantes sont absolument continues l'une par rapport a l'autre si et
seulement si le produit infini

0 400
(C38) 1T / Vdgy,1dgr 2
k=170

est convergent, c’est-a-dire (on remarquera que, d'apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, chacun
des termes dans le produit infini est inférieur a 1) qu’il est non nul. De plus, si ce produit infini
est divergent, alors les mesures uy et ug sont étrangeres : il existe un ensemble A de p11-mesure 1
et de pa-mesure 0.
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Ce critere garantit que pour « la plupart » des choix ay, dpg, les mesures obtenues sont
mutuellement étrangéres : par exemple, si on choisit

2 2
dpk,1 = dpk2 = 1r>0\/;6 2 dr,

un calcul simple [13, Appendix B.1] montre que le produit (C.8) est non nul si et seulement

S1

a 2
bl l) < +o00.
Qg 2

0.1 :0<:>Oék’2:0€t Z(
k

C.3. Densité du support

ProrosiTiON C.2. — On suppose que les mesures dpy, chargent tous les ouverts de ['inter-
valle 10, +oo], que ||(ax)||s < +00, et que tous les coefficients oy, sont non nuls. Alors le support
de la mesure P associée est H*(M) :

Yv e H*(M),Ye > 0,P{u € H*(M); ||lu —v|| < €}) > 0.

On renvoie a [13, Appendix B.2] pour une preuve de ce résultat dans un cadre trés légeére-
ment différent.

C.4. Estimées de grandes déviations

Nous allons démontrer des estimées de grandes déviations pour les mesures sur 1’espace
H?*(M). On notera (t) = (1 + t2)1/2.

ProposiTION C.3. — Soit P € Ms. On suppose que la suite py, utilisée pour construire P
vérifie 'hypothése (H.,) de la page 955, pour v > 0. On suppose aussi qu'il existe D > 0 tel que
pour tout k assez grand on ait a1 — ar > D. Alors il existe Dy tel que, pour D > Dy, tout
2 <p<+ooettoutd > %, il existe ¢ > 0 tel que

(C9) P(fu =3 usi Jull- > A) < 2e~(mm)
k
(C.10) P({u="> u; || (t)~° cos(tv/=A)ullwnmxar) > A}) < ge—C(W)ﬁ,
k
in(tv=A ()
©1) Pfu =3 us 1=+ SR s any > A < 27T

Démonstration. — Des résultats similaires apparaissent dans un cadre légérement diffé-
rent dans [12]. Les démonstrations de ces trois estimées sont essentiellement identiques (la
premicre n’ayant pas de dépendance en temps, tandis que les deux derniéres ne différent que
par le comportement de la solution des ondes correspondant a la donnée initiale de fré-
quence 0). Nous nous limiterons donc a démontrer (C.10). On a etV=By = >k etV =By,

LeMME C.4. — Il existe C,c > 0 tels que pour tous (z,t) € Ry x M

27
A )’y+2

(e Bug|(z,1) > A) < Ce o
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En effet, quitte a remplacer la base orthonormale de Ey, (e,,) par e®*“r¢,,, on se raméne
aucast = 0. Si Dy est assez grand, on peut utiliser le lemme 2.2, avec hy, = a,;l, donc

“+oo
vi(lug|(z) > A) = / / Lijsbg n, [>2d2dqk(r)
(C.12) 0 2€Sk

+oo A

+oo 2
= P, {u; |u(z)| > %})qu(r) < / e_c2(mzc) dpi(r).
0 0

D’apres I'hypothése /., on conclut siy = 400 tandis que, si y < 400, on obtient

+o0

l/k;(|uk|(x) > )\) S e_c2($) +/ dpk('r) S e—C2($) + Ce—cp’Y

p

qu’on optimise en choisissant p = (A/ax)? V2, ce qui donne le lemme C.4.

LeMME C.5. — Soient (uy) des variables aléatoires indépendantes, a valeurs réelles et de
moments impairs tous nuls. Alors pour tout q € N*,

E((X u)™) < aB((w)?))-

Démonstration. — On s’inspire de la preuve classique des inégalités de Khintchine (voir
par exemple [26, Théoréme 4.6]). On calcule

B((Cw)™) = % ().

k<K ay+-t+ag=2q

En utilisant I'indépendance et ’annulation des moments, on remarque que, dans la somme
ci-dessus, les seuls termes non nuls sont ceux pour lesquels tous les «; sont pairs, soit

2q 2q)! 261 26,
E((Z u) )Z > MM%B U,

k<K Bi1+--+Br=q

Comme (20)! > 283! et (2q)! < 29¢!q?, on obtient

(C.13) o
u 2q i L‘ u2ﬁ1-~-u2’8’<
E((;S;( 0%) < 5 m.;ﬁ[{:q G i)
_ (29)! ¢ W28t ..y 2B . 12\
= 94q! m,%}(:q (ﬁl)!...(ﬂK)!E( 1 x)<4q E((;( k)?) ) O
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On peut maintenant conclure la preuve de la proposition C.3 : pour (z,t) fixés, on a,

d’aprés le lemme C.5
(C.14)

1/2
[ cos(tV=A) D " ukllr2e(ar) < vall (O | cos(tv—A)ux|?) / | 224 (ap)
k k
) 1/2
< Va(D lll cos(tv=A)ur [ oar))
k
) 1/2
= Va3 leos(tV=A)usl 30 ar))
k

< \/a(zk: (/0+002q)\2q—1P;€(|cos(t\/j)u”(x,t) > )\)d)\)%)lm

< Cva 2w larh ()

241
<Cq~ ||(ak)||z2
ou, dans I’avant-derniére inégalité, on a utilisé le lemme C.4 et, dans la derniére, la formule

de Stirling pour majorer la fonction T'.
Finalement, on obtient que pour tous 2 < p < 2g < +00

[1()~° cos(tv/— A)ull L2a((apy;Lerxary) < I1(E) ™2 cos(tvV—=A)ul| Lo (x ar);L20 (ap))
(C.15) < Cllawlliza™ 11(8) 2 | Loqescary

a+L
< Cq v |akle-
Par I'inégalité de Tchebitchev on obtient

(C16)  P({w; ()~ cos(tv/=A)ullpoge, xar) > A}) < (CQ%”%“PW

: 1 A X : A
= (2 __\53¥1 [ S
et on conclut, et le choix q ° ( Taxl2 )"r > 251 Cllaxll,2 est assez grand,

P({u; ||(t)~ COS(tF)u||LP(Rt><M) >Ah < (W)HHI

~

, . g . —c(=2—)7FT . .
Enfin, si H est borné, quitte 4 diminuer c,onal < 2e  Moxl2 , Ce qui termine

la preuve de la proposition C.3 dans le cas s = 0. Le cas général s’en déduit en remarquant
que [[v]lwer@xar) ~ [[{|De] + V=)0 Lo rx p).- O
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