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PROBLÈME DE PLATEAU COMPLEXE FEUILLETÉ.
PHÉNOMÈNES DE HARTOGS-SEVERI ET BOCHNER

POUR DES FEUILLETAGES CR SINGULIERS

par Gennadi Henkin & Vincent Michel

Résumé. — Le but de cet article est de généraliser géométriquement des théorèmes
de Severi, Brown et Bochner portant sur le prolongement analytique des fonctions
réelles analytiques qui sont holomorphes par rapport à l’une de leurs variables. Nous
établissons en particulier que si N est un anneau Lévi-plat réel analytique d’un ouvert
de Rn × C2, il est possible de trouver X ⊂ Rn × C2 tel que X ∪ N soit un sous-
ensemble réel analytique qui remplisse N au sens où le bord du courant d’intégration
porté par X est une sous-variété lisse de N feuilletée par des courbes réelles. En outre,
les fonctions réelles analytiques sur N dont les restrictions aux feuilles complexes sont
harmoniques se prolongent à X en fonction du même type. Nous donnons aussi un
théorème quand le bord prescrit est un cycle.

Abstract (Foliated complex Plateau problem. Hartogs-Severi and Bochner phe-
nomenon for singular CR foliations)

The purpose of this paper is to generalise in a geometric setting theorems of Severi,
Brown and Bochner about analytic continuation of real analytic functions which are
holomorphic or harmonic with respect to one of its variables. We prove in particular
that if N is a real analytic levi-flat annulus in an open set of Rn × C2, then one can
find X ⊂ Rn × C2 such that X ∪ N is a levi-flat real analytic subset and X fills N

in the sense that the boundary of the integration current of X is a prescribed smooth
submanifold of N foliated by real curves. Moreover, real analytic functions on N whose
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PROBLÈME DE PLATEAU COMPLEXE FEUILLETÉ 95

restrictions to complex leaves are harmonic extend to X in functions of the same kind.
We give also a theorem when the prescribed boundary is a cycle.

1. Enoncés

Lorsque Ω est un ouvert borné de C dont le bord est lisse et connexe, on sait
depuis les travaux de Sohotsky en 1873 qu’une fonction u définie et continue
sur le bord γ de Ω se prolonge holomorphiquement à Ω si et seulement si elle
vérifie la condition des moments, à savoir que∫

γ

hudz = 0

pour toute fonction entière h. Une version géométrique et plus générale de
ce résultat est établie dans [30], [19, th. 4.2] et [7, th. 4] : étant donné un
couple (γ, µ) où γ est une courbe réelle orientée connexe de Cn satisfaisant une
hypothèse de régularité très faible et µ une mesure sur γ, l’annulation de tous
les moments de µ sur γ, c’est à dire

(1) ∀h ∈ O (Cn) ,

∫
γ

hdµ = 0

caractérise l’existence d’une courbe complexe((1)) X de volume fini dont γ est le
bord au sens des courants et d’une (1, 0)-forme holomorphe ϕ sur X dont µ est
la valeur au bord, c’est à dire vérifie au sens des courants d ([ X ] ∧ ϕ) = µ, [ X ]

étant le courant d’intégration sur X et µ étant identifiée à son extension simple
à Cn. Précisons que X n’étant pas forcément lisse, une (1, 0)-forme (faiblement)
holomorphe ϕ sur X est localement la restriction à X d’une (1, 0)-forme mé-
romorphe ϕ̃ telle que ∂ ([ X ] ∧ ϕ̃) = 0.

Il s’avère que la condition des moments gouverne aussi la possibilité de réa-
liser un triplet (γ, u, α) où u ∈ C1 (γ) et α ∈ C1

(
γ,Λ1,0T ∗Cn

)
comme une

donnée de Cauchy du Laplacien d’une courbe complexe X à construire dans
Cn que γ borderait. Lorsque X est une surface de Riemann ouverte bordée par
γ au sens des variétés à bord, une telle donnée est un triplet (γ, u, α) comme
ci-dessus avec la condition que α est la valeur au bord du courant ∂ũ où ũ

est le prolongement harmonique de u à X . Dans cette situation, α peut être
exprimée à partir de l’opérateur de Dirichlet-à-Neumann NX de X , c’est à
dire de l’opérateur qui à u ∈ C1 (γ,R) associe ∂ũ

∂ν |γ où ũ est le prolongement
harmonique de u à X et ν est le champ de vecteurs unitaires qui dirigent le
long de γ la normale extérieure à X . En effet, si on désigne par τ le champ

(1) Une courbe complexe est dans cet article un ensemble (complexe) analytique de dimension
1 et une surface de Riemannn est une courbe complexe lisse et connexe.
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96 G. HENKIN & V. MICHEL

des vecteurs tangents à γ tel qu’en chaque point x de γ, (νx, τx) soit une base
orthonormée directe de Tx X , si on note (ν∗, τ∗) la duale de (ν, τ) et si pour
u ∈ C1 (γ) on pose

LXu =
1

2
(NXu− iTu)

où T désigne la dérivation par rapport à τ , alors

∀u ∈ C1 (γ) , ∂ũ |γ = (LXu) (ν∗ + iτ∗) .

Pour qu’un triplet (γ, u, α) puisse être une donnée de Cauchy, α doit donc être
de la forme 1

2 (u′ − iTu) (ν∗ + iτ∗) où u′ ∈ C0 (γ), condition qui garde un sens
même lorsque l’existence même de X n’est pas connue pour peu que γ soit
plongée dans une variété complexe car ν∗ peut être alors défini a priori de
façon naturelle. Une donnée de Cauchy étant ainsi posée dans Cn, le problème
de construire à la fois X et un prolongement harmonique à la fonction donnée
sur γ s’inscrit dans le problème de reconstruire une surface de Riemann à
partir de son opérateur de Dirichlet-à-Neumann. Dans le cas général, il est
naturel qu’une courbe complexe X bordée par une courbe réelle présente des
singularités et la notion de fonction harmonique doit être étendue pour que le
problème précédent garde un sens.

Par définition, une fonction harmonique sur une courbe complexe X est une
fonction u qui est harmonique au sens usuel sur la partie régulière Reg X de
X et faiblement harmonique sur X , ce qui signifie que ∂u est faiblement holo-
morphe. Une fonction u est dite harmonique multivaluée sur X si elle admet le
long de tout chemin tracé dans la partie régulière de X une détermination en
fonction harmonique usuelle et si ∂u est une (1, 0)-forme faiblement holomorphe
(univaluée) sur X .

La proposition 1 est une sorte de complément au théorème 3c de [17] quand
un plongement dans un espace affine complexe est imposé :

Proposition 1 (Sur un problème de Plateau complexe)

On considère dans Cn une courbe réelle γ lisse, orientée, compacte
et connexe. On fixe des champs de vecteurs ν et τ définis sur γ et de
classe C1 tels que pour tout x ∈ γ, (νx, τx) est orthonormée et τx défi-
nit l’orientation de γ en x. On note z 7→ z∗ l’isomorphisme de Cn sur
son dual naturellement associé à sa structure hermitienne standard. On se
donne alors des fonctions u ∈ C1 (γ,R) et u′ ∈ C0 (γ,R) puis on pose
α = 1

2 (u′ − iTu) (ν∗ + iτ∗) ∈ C0
(
γ,Λ1,0T ∗Cn

)
. Si α 6= 0, alors la condition

(2) ∀h ∈ O (Cn) ,

∫
γ

hα = 0
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PROBLÈME DE PLATEAU COMPLEXE FEUILLETÉ 97

est nécessaire et suffisante à l’existence dans Cn \ γ d’une courbe complexe
connexe X de volume fini bordée par γ à laquelle u se prolonge en une fonction
harmonique multivaluée ũ telle que α est la valeur au bord de ∂ũ.

Il ne fait pas de doute que si γ n’est plus supposée connexe et que α 6= 0

sur chaque composante de γ, la conclusion devient que X est une 1-chaine
holomorphe et ũ une fonction harmonique multivaluée vérifiant ∂ũ∧ X = α [γ].

Dans l’énoncé ci-dessus, (γ, u, α) est réalisé comme une donnée de Cauchy
du Laplacien d’une fonction harmonique multivaluée. Le fait que cette fonction
soit univaluée est aussi déterminé par une condition de moments qui s’exprime
comme dans [17, th. 3a/C] à l’aide d’une fonction de Green.

Dans le cas d’une courbe complexe éventuellement singulière Y de Cn une
fonction de Green est une fonction g définie sur Reg Y × Reg Y privé de sa
diagonale telle que pour tout z∗ ∈ Reg Y , gz∗ = g (z∗, .) est harmonique sur Y

∗

(au sens précisé précédemment) et qui au sens des courants vérifie i∂∂gz∗ =

δz∗dV où dV = i∂∂ |.|2 et δz∗ est la mesure de Dirac portée par {z∗}.

Proposition 2 (Fonction de Green pour une courbe singulière)
Les hypothèses et les notations étant les mêmes que dans la proposition 1,

on considère le double Z de X . Alors il existe un domaine Y de Z contenant
X qui admet une fonction de Green g et pour que (γ, u, α) soit la donnée de
Cauchy du Laplacien d’une fonction univaluée, il suffit que

0 =

∫
γ

u∂g (z, .) + g (z, .)α

pour tout z ∈ Y \ X . Quand cette condition est vérifiée, (γ, u, α) est la don-
née de Cauchy du Laplacien de la fonction U définie sur Reg X par U (z) =
2
i

∫
γ
u∂g (z, .) + g (z, .)α.

L’existence de fonctions de Green pour une courbe singulière n’était à notre
connaissance pas connue. Ces fonctions qui jouent un rôle crucial dans la preuve
du théorème 4 sont construites à partir de formules explicites.

Le but principal de cet article est de prouver que contrairement à ce qui se
produit pour une courbe réelle orpheline, les conditions de moments impliquées
sont automatiquement validées lorsque la courbe considérée appartient à une
famille soumise à des conditions naturelles si ce n’est génériques. Le premier cas
de validation automatique de conditions de moments remonte à une démonstra-
tion qu’a faite Poincaré en 1907 dans [25] pour prouver le théorème d’extension
de Hartogs dans le cas particulier de la sphère. Ce phénomène a été ensuite
observé par Severi dans un théorème concernant des familles de fonctions holo-
morphes, ou, plus précisément, de fonctions de classe CRω de En,m = Rn×Cm

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



98 G. HENKIN & V. MICHEL

c’est à dire de fonctions réelles analytiques qui sont holomorphes par rapport
à leur m variables complexes :

Théorème (Severi-Brown-Bochner). — Soient dans En,m (n,m ∈ N∗) un do-
maine Ω borné de bord connexe et f , une fonction de classe CRω au voisinage
de bΩ. Alors f se prolonge en fonction du même type au voisinage de Ω.

Ce résultat a été démontré en 1932 par Severi [29] lorsque m = 1 et que les
sections complexes de Ω sont simplement connexes, restriction que Brown aurait
levée dans [3] en même temps qu’il aurait donné la première démonstration
complète du théorème d’extension décrit par Hartogs en 1903. Si l’on se réfère
à [24], des doutes demeurent quant aux arguments de Brown. Quoiqu’il en
soit, Fueter puis Bochner ont apporté une preuve de ces résultats dans [12] et
[2, ch. 4, §2, th. 1 et th. 2][1, th. 6] (voir aussi [20]). Bochner [1] y a ajouté
des versions pour des fonctions CR-harmoniques, c’est à dire harmoniques sur
chaque section complexe de Ω.

L’hypothèse d’analyticité réelle du théorème de Severi-Brown-Bochner ne
peut être significativement affaiblie lorsque m = 1 car dans cette situation, le
bord de Ω est génériquement totalement réel et la condition pour une fonction
définie sur bΩ d’être CR est génériquement vide, ce qui exclu qu’elle puisse être
a priori prolongée holomorphiquement aux sections complexes de Ω. Lorsque
m > 2, l’exemple 6.2 de [20] illustre que cette hypothèse est nécessaire pour
avoir un résultat ne dépendant pas de la taille de Ω.

L’équivalent géométrique de cette hypothèse d’analyticité réelle est l’exis-
tence d’un anneau réel analytique Lévi-plat dans lequel est plongée le cycle
qu’on cherche à réaliser comme bord ; elle est analogue aux hypothèses utilisées
par Rothstein [27][28] pour réaliser des cycles comme bord d’espace complexe.
Un anneau réel analytique Lévi-plat de En,2 est par définition un sous-ensemble
réel analytique N d’un ouvert de En,2 qui est localement la réunion de sous-
variétés de En,2 de dimension n+ 2, de classe Cω et dont les sections sont des
courbes complexes de volume fini ; les composantes irréductibles d’un anneau
Lévi-plat en un point sont donc des sous-variétés de En,2 de dimension n + 2.
Notons que cette hypothèse entraîne aussi que N est coupée transversalement
par les sous-espaces C2

t = {t} × C2, t ∈ Rn.
Notre premier théorème qui généralise géométriquement celui de Severi-

Brown concerne les sous-variétés M de classe Ck (k ∈ N∗ ∪ {+∞, ω}) de En,2
plongées dans un anneau réel analytique Lévi-plat N , c’est à dire telles que
pour tout p ∈M , il existe un voisinage U de p et une composante irréductible
Ñp de N ∩ U en p tels que M ∩ U est une hypersurface de classe Ck de Ñp.

On utilise les notations suivantes : Et pour E∩C2
t lorsque E ⊂ En,2 et t ∈ Rn,

Et pour la projection naturelle de Et sur C2, H
d pour désigner la mesure

d-dimensionnelle de Hausdorff et [V ] pour désigner un courant d’intégration
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PROBLÈME DE PLATEAU COMPLEXE FEUILLETÉ 99

sur V quand V est une sous-variété orientée ou plus généralement un sous-
ensemble réel analytique orienté d’un ouvert de En,2.

Théorème 3 (Phénomène de Hartogs-Severi pour des feuilletages CR singu-
liers)

On considère dans En,2 une sous-variété M de classe Cr, r ∈ N∗ ∪ {∞, ω},
compacte, connexe, orientée, de dimension n+ 1, plongée dans un anneau réel
analytique Lévi-plat N et dont les sections Mt = M ∩ C2

t sont des courbes
réelles de longueur finie, éventuellement réduites à un point. Il existe alors
dans En,2 \M un unique sous-ensemble réel analytique orienté connexe X de
dimension n + 2, de volume fini, dont les sections sont des courbes complexes
de volume fini et tel que d [ X ] = ± [M ] ; lorsque N est lisse, X contient près
de M une seule des deux composantes de N \M dont M est le bord. En dehors
d’un compact A de M tel que H

n+1 (A) = 0, X \A est localement une variété
à bord de classe Cr de bord M . L’ensemble singulier de X est de H

n-mesure
finie et pour tout t ∈ Rn tel que H

1 (Mt) > 0, X t est une courbe complexe de
C2
t \Mt dont l’ensemble singulier est Sing X t = (Sing X )t. Enfin, X est un

ensemble réel analytique cohérent au sens de Cartan [4].

Remarques. — 1. X n’est pas nécessairement une variété à bord car le phéno-
mène décrit dans [14, § 10] et [15, p. 346] est possible : il se peut que dans un
voisinage V d’un point p de M , X contienne non seulement une sous-variété à
bord de bord M ∩ V mais aussi une sous-variété coupant M ∩ V uniquement
en p.

2. Dans [4], Cartan donne des exemples d’ensembles réels analytiques qui
ne peuvent pas être définis par des équations réelles analytiques globales. Il
caractérise cette propriété par la cohérence du faisceau d’idéaux naturellement
attaché à l’ensemble considéré ou encore à l’existence d’un complexifié global.
La cohérence de X qui par ailleurs implique celle de N permet donc d’affirmer
que X peut être défini par une équation réelle analytique globale et X possède
dans En,2 un voisinage qui dans chaque C2

t est un voisinage de Stein de X t.
3. Ce résultat est énoncé dans En,2 car c’est le point de départ de la preuve

du théorème 4 pour lequel le cas général est considérablement plus compliqué.
Cependant, la preuve du théorème 3 hormis sa dernière conclusion fonctionne
sans changement pour En,m avec m > 3.

Le théorème 3 entraîne que pour des fonctions qui se présentent en famille
non seulement la condition des moments nécessaire dans la proposition 1 est
automatiquement validée mais qu’en outre, les prolongements sont univalués.
Le théorème ci-dessous généralise et précise celui de Bochner sur l’extension
des fonctions CR-harmoniques dans [1, th. 6].

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



100 G. HENKIN & V. MICHEL

Théorème 4 (Phénomène de Bochner pour des feuilletages CR singuliers)
Les hypothèses et les notations étant celles du théorème 3, on suppose en

outre que N est lisse. On se donne alors une fonction réelle u qui est réelle
analytique et CR-harmonique au voisinage de M dans N . Alorsu se prolonge
à X en une fonction CR-harmonique et analytique réelle au voisinage de tout
point de Reg X t quand cet ensemble n’est pas vide.

Dans cet énoncé, une fonction u est dite réelle analytique au voisinage de M
dans N si pour chaque point p de M , u est réelle analytique dans un voisinage
de p dans la sous-variété qui est la composante Np du germe de N en p dans
laquelle M est plongée au voisinage de p ; u est dite CR-harmonique si en
outre pour chaque p = (t, z) ∈ M , u (t, .) est harmonique au voisinage de z
dans la projection naturelle sur C2 de Np. Une fonction U sur X est dite
CR-harmonique si pour tout paramètre t tel que H

1 (Mt) > 0, U (t, .) est
harmonique sur X t ; l’analyticité de U par rapport au paramètre s’entend au
voisinage de tout point (t, z) de Reg X t.

Remarques. — 1. Un théorème analogue existe sans aucun doute dans En,m
avec m > 3 mais pour l’obtenir, il faudrait surmonter les difficultés techniques
liées à l’écriture d’un noyau permettant de résoudre le ∂ dans une courbe com-
plexe singulière de Cm dépendant analytiquement d’un paramètre réel. En
outre, de tels noyaux ne sont explicitement connus que dans le cas des in-
tersections complètes.

2. L’hypothèse d’analyticité réelle de N est cruciale pour notre démonstra-
tion car le prolongement que nous exhibons est construit à l’aide d’une famille
de fonctions de Green dépendant analytiquement de t. Cette hypothèse pourrait
être nécessaire comme le laisse penser la découverte par Jöricke et Porten [22]
dans C2 d’une boule réelle B de dimension 3 feuilletée par des courbes com-
plexes ainsi qu’une fonction holomorphe au voisinage de bB qui ne se prolonge
pas holomorphiquement à un voisinage de B.

Le théorème 3 s’inscrit dans la problématique de réaliser un cycle CR comme
le bord d’une chaîne CR. Pour être plus précis, considérons un ouvert U de
l’espace En,m orienté par dt ∧ ∧

16j6m
i dzj ∧ dzj où dt = dt1 ∧ · · · ∧ dtn. Si

X est une partie de U pour laquelle il existe un fermé S contenu dans X

tel que H
d (S) = 0 et X \ S est une sous-variété CR de dimension d et de

classe Cr, r ∈ N∗ ∪{+∞, ω}, on dit que X est un sous-ensemble CR de classe
Cr de U à singularités négligeables et on pose dimCR X = dimCR X \ S ;
Sing X est le plus petit fermé S ayant cette propriété. Si en outre X \ S est
une variété orientée de volume fini, [ X \ S] est noté abusivement mais plus
simplement, [ X ] et X est dit presque orienté. Quand H

d−1 (S) = 0, cette
notation n’est plus ambiguë et on dit que X est orienté ; X est orientable
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PROBLÈME DE PLATEAU COMPLEXE FEUILLETÉ 101

lorsque par exemple les conditions suivantes sont réunies : d = n + 2, X est
feuilleté par des courbes complexes, son volume est fini et sa partie singulière
X
s vérifie H

n+1 ( X
s) = 0 : si p = (t, z) est un point régulier de X , X est au

voisinage de p transversalement sectionné par C2
t en une courbe complexe de

sorte que idt∧ (dz1 ∧ dz1 + dz2 ∧ dz2) est une forme volume pour X \ X
s ; on

convient dans ce cas que cette forme volume définit l’orientation naturelle de
X et que [ X ] est son courant d’intégration associé.

On définit une (d, k)-chaîne-CR de U comme étant une combinaison li-
néaire à coefficients dans Z de courants d’intégration de sous-ensembles CR
de U presque orientés de dimension d et de dimension CR k ; la chaîne est
dite orientée si la combinaison linéaire précédente ne fait intervenir que des
courants d’intégration sur des sous-ensembles CR orientés ; un (d, k)-cycle-CR
est une (d, k)-chaîne-CR fermée au sens des courants. Un problème naturel
dans cette situation est de savoir si un (d, k)-cycles-CR T donné de masse
finie peut être réalisé comme le bord dans En,m de l’extension simple d’une
(d+ 1, k + 1)-chaîne-CR de masse finie de En,m \M où M est le support de T .

Lorsque dans E1,m,m > 3, on considère un (2m− 2,m− 2)-cycle T de masse
finie dont le supportM est une sous-variété C∞ à singularités négligeables, Dol-
beault, Tomassini et Zaitsev ont prouvé dans [10] que T est d’une unique façon
le bord dans E1,m de l’extension simple d’une (2m− 1,m− 1)-chaîne CR de
masse finie de E1,m \M ; ils utilisent ce résultat pour obtenir une condition qui
donne l’existence et l’unicité d’une hypersurface Lévi-plate de Cn, n > 2, dont
le bord est un compact prescrit. Le cas d’une chaîne est traité dans [8] quand
celle-ci est la trace sur E1,m du support d’un cycle maximalement complexe de
C× Cm.

Lorsque M est essentiellement une famille de courbes réelles, c’est à dire
quand T est un (2, 0)-cycle-CR de masse finie de E1,2, il est énoncé dans [9] que
T est le bord d’une (3, 1)-chaîne-CR s’il vérifie une condition de moments CR.
Dans les deux références citées la (d+ 1, k + 1)-chaîne-CR trouvée pour border
le (d, k)-cycle-CR donné est feuilletée par des (k + 1)-chaînes holomorphes.

Dans le théorème ci-après, on considère un (n+ 1, 0)-cycle dont le support
est un sous-ensemble réel analytique M de En,2 plongé dans un anneau réel
analytique Lévi-platN , ce qui signifie que pour tout p ∈M et toute composante
irréductible M̃ de M en p, il existe un voisinage U de p et une composante
irréductible Ñ de N en p tels que M̃ ∩ U est un sous-ensemble réel analytique
de la sous-variété Ñ . Si M est une sous-variété de En,2 et si M est coupée
transversalement par C2

t = {t}×C2 (t ∈ Rn) le long deMt = M∩C2
t , on dit que

Mt est une section régulière deM ; l’ensemble des paramètres t pour lesquelsMt

est une section régulière de V est noté T (M). LorsqueM est un sous-ensemble
réel analytique de En,2 plongé dans un anneau réel analytique Lévi-plat N ,
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T (M) désigne l’ensemble des paramètres t tels que chaque composante locale
de M est coupée transversalement par C2

t .
Les sections d’un courant sont comprises au sens de [11, sec. 4.3] ; si µ est

un courant localement plat de En,2 de dimension d > n, on peut définir un
courant µt∗ de dimension d− n pour presque tout t∗ dans Rn par la formule

(3) ∀ϕ ∈ Dd−n
(
En,2

)
, 〈µt∗ , ϕ〉 = lim

r↓0+

1

cnrn
〈
µ,1BRn (t∗,r)dt ∧ ϕ

〉
où Dd−n

(
En,2

)
est l’espace des (d− n)-formes de classe C∞

(
En,2

)
à support

compact, cn est le volume de la boule unité de Rn ; Sptµt∗ ⊂ C2
t∗ ∩ Sptµ et

dµt∗ = (−1)
n

(dµ)t∗ si (dµ)t∗ est aussi défini.

Théorème 5 (Phénomène de Hartogs-Severi pour des cycles CR)
Soit T un (n+ 1, 0)-cycle CR de En,2 dont le support M est un sous-

ensemble réel analytique compact de En,2 plongé dans un anneau réel analytique
Lévi-plat N de En,2. Il existe alors dans En,2 \M une unique (n+ 2, 1)-chaîne
CR orientée X de masse finie telle que dX = T .

De plus, pour tout t ∈ Rn, Xt est une 1-chaîne holomorphe de C2
t \Mt de

masse finie telle que dXt = Tt dont le lieu singulier est la trace sur C2
t de

Sing X .
En outre, pour tout point p de M , il existe un voisinage W de p tel que

W ∩ X contienne au moins l’une des composantes connexes de (W ∩N) \M ;
si p = (t, z) est un point régulier de M où M est transverse à C2

t et si W est
suffisamment petit, chaque composante connexe de X ∩W est soit une variété
à bord réelle analytique de bord M ∩W , soit un sous-ensemble réel analytique
de W .

Enfin, si M \ SingM est connexe, alors X est irréductible et X ∈ Z [ X ].

2. Preuves des résultats

2.1. Preuve du théorème 3. — Soit N un anneau réel analytique Lévi-plat de
En,2 et M une sous-variété de En,2 plongée dans N et satisfaisant aux hypo-
thèses du théorème 3. Compte tenu des restrictions sur les singularités que N
pourrait présenter, on peut sélectionner une partie No de N telle No ∩ RegN

est ouverte dans RegN et No \M a exactement deux composantes connexes
N+ et N− qui sont des variétés ouvertes à bord de bord respectifs M+ ∪M et
M− ∪M , M+ et M− étant des variétés de classe Cr plongées dans N et bien
sûr connexes, compactes, orientées. Afin de fixer les idées, on convient de noter
N+ la composante de No dont le bord est [M ]− [M+].

On note πR la projection naturelle de En,2 sur son premier facteur et πC celle
sur son second facteur ; T est défini avec les notations précédent le théorème 5.
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Le lemme 6 ci dessous permet de traiter une section donnée de M comme une
section régulière.

Lemme 6. — Pour tout t ∈ πR (M), il existe dans tout voisinage U de M dans
En,2 une sous-variété ouverte à bord tN de bord tM∪M telle que tN ⊂ N+∩U ,
tM est une sous-variété connexe compacte orientée de classe Cω plongée dans
N , d [tN ] = [M ]− [tM ] et t ∈ T (tM).

Démonstration. — Fixons un paramètre t dans πR (M) et supposons d’abord
que N est une sous-variété d’un ouvert de En,2. Soit alors un voisinage G deM
dans En,2 tel que la fonction ρ de N∩G dans R, N±∩G 3 p 7→ ±distEn,2 (p,M),
est de classe C1 et de différentielle ne s’annulant pas. Le théorème de Sard
appliqué à ρ (., t) fournit λt ∈ R∗+ arbitrairement petit tel que {0 6 ρ 6 λt} a
les propriétés requises hormis peut être l’analyticité réelle de {ρ = λt}, lacune
qui peut être comblée en considérant une approximation C1 de {ρ = λt} par
une variété réelle analytique tM suffisamment proche.

Supposons maintenant que N étant seulement un anneau réel analytique
Lévi-plat, M est une hypersurface plongée dans N . On considère un revête-
ment de N par une variété lisse Ñ ; on note ϕ la projection naturelle de Ñ sur
N . ϕ−1 (M) est alors une hypersurface lisse de Ñ . Par ailleurs, les sections Nt
de N étant par hypothèse des courbes complexes, N et C2

t se coupent transver-
salement et ϕ−1 (Nt) est donc lisse. Dans des voisinages arbitrairement petits de
ϕ−1 (M) dans Ñ , une approximation réelle analytique générique M̂ de ϕ−1 (M)

coupe donc ϕ−1 (Nt) transversalement et a la propriété que
[
ϕ−1 (M)

]
− [ M̂ ]

est le bord au sens de la formule de Stokes d’un domaine lisse et borné tD

de Ñ , ce qui entraîne que [M ] − [ϕ( M̂ )] est le bord au sens de la formule de
Stokes de tN = ϕ (tD). ϕ étant de rang maximal, tN a les propriétés requises
et particulier, tM = ϕ( M̂ ) coupe transversalement C2

t .

Corollaire 7. — Pour tout t ∈ πR (M), les intersections de C2
t avec tM

et tN sont transverses, ce qui permet de définir [M ]t par la formule [M ]t =

[tM ]t + d [tN ]t où [tM ]t et [tN ]t sont définis de manière usuelle.

Démonstration. — Lorsque t ∈ T (M), M et C2
t se coupent transversalement

de sorte que [M ]t est bien défini et vaut [Mt]. Lorsque t ∈ πR (M) est quel-
conque, t est par construction un paramètre régulier de tM de sorte que [tM ]t
est bien défini et vaut [(tM)t]. Par ailleurs, les sections Nτ étant par hypo-
thèse des courbes complexes, N et C2

t se coupent transversalement, ce qui im-
plique que [N ]t a un sens et coïncide avec [Nt]. Lorsque t ∈ T (M), la formule
[M ]t = [tM ]t + d [tN ]t découle donc directement de l’égalité [M ] − [tM ] =

d [tN ]. Lorsque t ∈ πR (M) \ T (M), elle permet de définir [M ]t de façon
cohérente.
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Considérons comme dans [20] la forme de Poincaré ; pour t fixé dans Rn,
c’est la forme différentielle réelle Pt de degré n − 1 définie sur Rn \ {t} par la
formule

Pt =
1

cn

∑
16j6n

(−1)
j−1 θj − tj
|θ − t|n

dθĵ

D’où dθĵ = ∧
ν 6=j

dθν ;
∫
|θ−t|=1

Pt (θ) = 1, Pt est fermée sur Rn \ {t} et dPt =

δtdθ1 ∧ · · · ∧ dθn où δt est la mesure de Dirac en t. La singularité de Pt étant
intégrable sur M , on peut poser, h étant une (1, 0)-forme différentielle fixée de
classe CRω sur En,2,

(4) IM,h (t) =

∫
(θ,z)∈M

∂h (θ, z) ∧ Pt (θ)

Lemme 8. — Pour tout t ∈ T (M), on a

(5) IM,h (t) =

∫
Mt

h .

Démonstration. — Soit t ∈ T (M). Puisque C2
t coupe transversalement M le

long de Mt, pour ε ∈ R∗+ suffisamment petit M ∩
[
BRn (t, ε)× C2

]
est une

variété à bord de bord σεt = ∪
θ∈S(t,ε)

Mθ et Mε
t = M \

[
BRn (t, ε)× C2

]
est un

ensemble analytique orienté bordé (topologiquement) par σεt . Comme ∂h∧Pt =

d (h ∧ Pt) au voisinage de Mε
t , la formule de Stockes livre

(6)
∫
Mε
t

∂h ∧ Pt =

∫
σεt

h ∧ Pt.

La singularité de Pt étant intégrable sur M , le membre de gauche de (6) tend
vers l’intégrale de ∂h ∧ Pt sur M lorsque ε tend vers 0. Par ailleurs, la forme
particulière de h ∧ Pt permet d’utiliser le théorème de Fubini et d’obtenir∫

σεt

h ∧ Pt =

∫
θ∈S(0,1)

IM,h (t+ εθ)Pt (θ) .

En passant à limite lorsque ε tend vers 0, il apparaît que IM,h (t) tend vers le
membre de droite de (5). Le lemme est prouvé.

Lemme 9. — IM,h est la fonction nulle et pour tout t ∈ Rn, 0 = IM,h (t) =

〈[M ]t , h〉.

Démonstration. — Soient t et s deux paramètres fixés dans πR (M). On se
donne tM et tN comme dans le lemme 6. Avec la formule de Stokes on obtient∫
M

∂h ∧ Ps =

∫
tM

∂h ∧ Ps +

∫
tN

∂h ∧ δsdx1 ∧ · · · ∧ dxn =

∫
tM

∂h ∧ Ps +
〈[
tN
]
s
, ∂h

〉
.
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Or le support de [tN ]s est contenu dans Ns qui est une courbe complexe et ∂h
est une (2, 0)-forme différentielle holomorphe. Par conséquent 〈[tN ]s , ∂h〉 = 0

et il s’avère que IM,h (s) = ItM,h (s). Puisque t ∈ T (tM) la formule (5)
s’applique à tM au lieu de M pour s voisin de t, ce qui donne IM,h (s) =

ItM,h (s) =
∫

(tM)s
h. tM étant réel analytique et coupé transversalement par

C2
s lorsque s est suffisamment voisin de t, on en déduit que IM,h est réelle

analytique au voisinage de t. Il s’ensuit que IM,h ∈ Cω (Rn) puis que IM,h est
la fonction nulle car si t ∈ Rn \πR (M), Mt = ∅ et la relation ∂h∧Pt = d (hPt)

est vraie dans un voisinage de M . La formule annoncée dans le lemme découle
directement des relations [tM ]t = [M ]t + d [tN ]t et IM,h (t) = ItM,h (t).

Lorsque t ∈ T (M), M est coupée transversalement par C2
t et assimilant

avec un léger abus de langage [M ]t = [Mt] à un courant de C2
t , on obtient

un MC-cycle au sens de [14]. Puisque 0 = IM,h (t) =
∫
Mt

h, ce cycle vérifie la
condition des moments. C2

t \supp [M ]t contient par conséquent d’après [14] une
1-chaîne holomorphe Xt de masse finie vérifiant dXt = [M ]t. On sait en outre
d’après [23, p. 411][6, prop. 4.4] que si BEn,2 (0, A) contient M , la masse de Xt

est au plus 2AH
1 (Mt) ; elle est donc localement majorée par rapport à t dans

T (M).
Si t ∈ πR (M) \ T (M), les mêmes arguments donnent l’existence dans C2

t \
supp [tM ]t d’une 1-chaîne holomorphe tXt de masse finie vérifiant dtXt =

[tM ]t ; compte tenu du lemme 7, en posant Xt =t Xt + [tN ]t, on obtient dans
C2
t \supp [M ]t une 1-chaîne holomorphe de masse finie Xt telle que dXt = [M ]t.
Si t ∈ Rn on note X t le support de la 1-chaîne Xt et on pose

(7) X̃ = ∪
t∈ T (M)

X t , X = ∪
t∈Rn

X t .

Vérifions tout d’abord l’absence de pathologie :

Lemme 10. — N+ ⊂ X .

Démonstration. — Soit t ∈ πR (M). Supposons tout d’abord que t ∈ T (M)

et fixons une composante connexe γt de Mt. D’après [15, th. 3.3], il existe dans
γt un compact At dont la mesure 1-dimensionnelle de Hausdorff est nulle et tel
que X t ∪ γt est au voisinage de chacun des points de γt \ At une sous-variété
de classe Cr de C2

t . Soit p ∈ γt \ At. Puisque N est un anneau Lévi-plat, Nt
est au voisinage de p une réunion de courbes complexes lisses. M étant plongée
dans N et t étant régulier pour M , Mt est, au voisinage de p, une sous-varieté
de l’une de ces courbes complexes. Notons la Cp et posons C+

p = Cp ∩ N+.
Alors, dans un voisinage ouvert relativement compact suffisamment petit de p
dans N , les courbes complexes C+

p et X t coïncident car bordées au sens des
courants par la même courbe réelle γt. Puisque X t est bordée par Mt, on en
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déduit par un principe d’unicité de prolongement analytique que X t contient
N+
t .
Supposons maintenant que t /∈ T (M). On se donne alors un (n+ 1, 0)-cycle

tM et un ouvert tN de N comme dans le lemme 6. No \t M a deux compo-
santes connexes ; on note tN+ celle qui ne rencontre pas M . Appliquant ce qui
précède au cycle tM pour lequel t est régulier, on obtient que le support de Xt

contient (tN+)t. Le support X t du courant Xt = [(tX)t] + [(tN)t] contient
donc (tN+)t ∪ (tN)t, c’est à dire N+

t .

Pour démontrer le lemme ci-dessous, on utilise les formules de Harvey et
Lawson [14] revisitées par [6].

Lemme 11. — X est un sous-ensemble réel analytique connexe de En,2 \M
de dimension pure n + 2, ses sections sont des courbes complexes et sa partie
singulière X

s est de H
n-mesure finie.

Démonstration. — Pour établir ce lemme, il suffit de fixer un paramètre t∗ et
de prouver que X a les propriétés requises au dessus d’un voisinage de t∗. Etant
donné que X contient N+ et que pour tous les paramètres t, tM ∪M borde
un ouvert de N+, on peut supposer sans perte de généralité que M est réelle
analytique et que t∗ est régulier pour M ; autrement dit, il suffit de prouver le
lemme pour X̃ .

Soient alors p∗ = (t∗, ω∗) = (t∗, ζ∗, w∗) ∈ X t∗ et π une projection de C2 sur
une droite complexe de C2 telle que lorsque t est dans l’adhérence d’un voisinage
ouvert Θ∗ suffisamment petit de t∗, ω∗ n’appartienne pas à l’image par πt : C2

t 3
(t, z) 7→ π (z) de M̃t = πC (Mt). Quitte à changer de coordonnées dans C2, on
suppose que π (z1, z2) ≡ z1 et quitte à diminuer Θ∗, on suppose que πt projette
la courbe réelle analytique lisse Mt sur une courbe réelle compacte ; l’ouvert
Γt = C \ πt (Mt) n’a alors qu’un nombre fini de composantes connexes qu’on
note Γt0, . . . ,Γ

t
mt , Γt0 étant celle qui est non bornée. On pose Γ∗ = ∪

t∈Θ∗
{t}×Γt ;

Γ∗ est un ouvert de En,1 qui contient (t∗, ζ∗).
On sait d’après les travaux cités précédemment que

Xt

∣∣∣C2
t\π
−1
t (Γt) =

i

π
∂∂ ln |Rt|

où Rt est une fonction qui sur Γt×C est holomorphe par rapport à la première
variable et rationnelle par rapport à la seconde sur chacun des ouverts π−1

t

(
Γtj
)

(0 6 j 6 mt). Pour (t, ζ) ∈ Γ∗, Rt (ζ, .) est donnée explicitement pour |w| � 1

par les formules suivantes :
(8)

Rt (ζ, w) = wSt,0(ζ) exp

(
−
∑
k∈N∗

St,k (ζ)

k

1

wk

)
, St,k (ζ) =

1

2πi

∫
z∈Mt

zk2
dz1

z1 − ζ
.
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Cette formule indique non seulement que les fonctions Sk : (t, ζ) 7→ St,k (ζ)

sont réelles analytiques sur Γ∗ mais aussi, en utilisant comme dans le lemme 8
la formule de Stokes, la forme de Poincaré et des déformations adéquates de
M dans N , que pour chaque composante connexe γ de Γ∗, les fonctions Sk |γ
se prolongent en fonction réelles analytiques au voisinage de γ. Le fait que
les sections régulières de M satisfont à la condition des moments entraîne que
St,k = 0 sur Γt0 quelque soit k ∈ N et t ∈ Θ∗. Notons que Mt étant une réunion
de courbes réelles lorsque t ∈ Θ∗, S0 (t, ζ) est un entier puisque c’est l’indice
du cycle [M ]t par rapport au point (t, ζ) ; si t ∈ Θ∗ et 1 6 j 6 mt, on note st,j
la valeur que prend S0 sur Γtj .

Puisque nous savons a priori d’après [14] (voir aussi [15]) que les fonctions
Rt (ζ, .) sont des fractions rationnelles en w, pour tout k ∈ N, Sk (t, ζ) est la
différence entre la somme des puissances k-ièmes des racines de Rt (ζ, .) répétés
avec leur multiplicité et la même somme mais portant sur les pôles de Rt (ζ, .).
Notons R la fonction R : (t, ζ, w) 7→ Rt (ζ, w). En ayant à l’esprit l’ajout d’un
paramètre réel, il découle des arguments de Harvey et Lawson dans [14, th.
4.6] et [15, lemme 3.21 & 3.19] que sur chaque composante connexe γ de Γ∗,
R (t, ζ, w) = P (t,ζ,w)

Q(t,ζ,w) où P et Q sont des polynômes unitaires et irréductibles
de l’anneau CRω (γ) [w].

Prouvons maintenant que pour toute composante connexe γ de Γ∗, X̃ coïn-
cide au dessus de γ via la projection π1 : En,2 3 (t, z) 7→ (t, z1) avec l’ensemble
des points (t, ζ, w) de En,2 \M tels que (t, ζ) ∈ γ et P (t, ζ, w)Q (t, ζ, w) = 0.
Puisque P et Q sont premiers entre eux dans CRω (γ) [w], P (t, ζ, .) et Q (t, ζ, .)

sont premiers entre eux pour (t, ζ) variant dans un ouvert dense γ ′ de γ ;
lorsque (t, ζ) ∈ γ ′, X t contient l’ensemble des points (t, ζ, w) de En,2 tels que
(t, ζ) ∈ γ ′ et P (t, ζ, w)Q (t, ζ, w) = 0. Soit (t∞, ζ∞) ∈ γ et w∞ ∈ C tel que
p∞ = (t∞, ζ∞, w∞) ∈ En,2 \ M et annule PQ. Soit (pν)ν∈N∗ une suite de
points pν = (tν , ζν , wν) de En,2 convergeant vers p∞ telle que (tν , ζν) ∈ γ ′ et
(tν , ζν , wν) ∈ X tν . Puisque Mtν (ν ∈ N) est une section régulière de M , Mtν

est bien le support de [M ]tν et Mtν converge vers Mt∞ au sens de la métrique
de Hausdorff. Etant donné que Θ∗ ⊂ T (M), les Xtν (ν ∈ N∗) sont de masse
uniformément bornée. On peut donc d’après [15, th. 4.2] supposer, modulo une
éventuelle extraction, que Xtν converge au sens des courants vers une 1-chaine
holomorphe X∞ de C2

t∞ \Mt∞ vérifiant dX∞ = [M ]t∞ = dXt∞ , ce qui force
X∞ = Xt∞ . Puisque p∞ /∈M , on en déduit que p∞ ∈ SuppXt∞ = X t∞ .

Finalement, ceci prouve l’existence d’un voisinage G de p∗ dans En,2 tel que
que X̃ ∩ G est l’ensemble des points (t, ζ, w) de G \M tels que (t, ζ) ∈ Γ∗
et P (t, ζ, w)Q (t, ζ, w) = 0. C’est donc un sous-ensemble réel analytique de G
de dimension n + 2. Si V est l’image de G par π1 et si D1, . . . , Dk sont les
diviseurs irréductibles deux à deux distincts de PQ dans CRω (V ) [w], X̃ s ∩G
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est contenu dans l’ensemble des points (t, ζ, w) de G tels que (t, ζ) annule le
discriminant ∆ de D1 · · ·Dk. Etant donné que ∆ ∈ CRω (V ), l’ensemble des
solutions de l’équation ∆ (t, ζ) = 0 à t fixé est au plus discret et il s’ensuit que
X̃ s ∩ G ∩ X t est aussi au plus discret. Au voisinage de p∗, X̃ s est donc de
dimension au plus n et de H

n-volume fini.

Lemme 12. — X est connexe, orientable et la formule de Stokes d [ X ] =

± [M ] est valide. De plus, il existe un compact A de M tel que H
n+1 (A) = 0

et X \A est localement une variété à bord de classe Cr de bord M .

Démonstration. — X est connexe par arcs car X contient N+ qui près de M
est de classe C1 et bordée par M qui est elle-même connexe par arcs. Pour
chaque paramètre t régulier pour M , il existe d’après [14] un compact At tel
que H

1 (At) = 0 et tel que X t \At est localement une variété à bord de classe
Cr de bord Mt. Puisque M est de classe C1, le lemme de Sard donne que
H
n (π (M) \ T (M)) = 0. Il en résulte que la réunion A de M \ π−1 ( T (M))

et de ∪
t∈ T (M)

At a les propriétés requises dans l’énoncé du lemme.

En tant que courbe complexe, chaque section X t de X possède une orien-
tation canonique qui est aussi celle de Nt puisque N+ ⊂ X . Lorsque t∗ est
un paramètre régulier de M , il est possible d’orienter de façon cohérente les
sections Mt voisines de Mt, ce qui implique qu’il existe ε ∈ {−1,+1} tel que
d [ X t] = ε [Mt] lorsque t est voisin de t∗. Lorsque t∗ n’est pas un paramètre ré-
gulier deM , la même conclusion s’applique à t∗M et X

t∗ et, puisque N+ ⊂ X ,
à M et X . M étant connexe, on en déduit qu’il existe ε dans {−1, 1} tel que
d [ X t] = ε [Mt].X est donc orientable et d [ X ] = ε [M ].

La synthèse des lemmes précédents établit l’existence d’un ensemble X ré-
solvant le problème posé dans le théorème 3. La preuve de ce théorème s’achève
avec le lemme suivant :

Lemme 13. — Il existe au plus un ensemble réel analytique orienté de dimen-
sion n+ 2 remplissant les conditions (1) et (2) du théorème 3.

Démonstration. — Supposons que Z soit solution du problème posé dans le
théorème 3. Soit t ∈ T (M). [Z]t est une 1-chaîne holomorphe de masse finie
de C2

t dont le support est contenu dans Zt et donc dans C2
t \ Mt. Comme

(−1)
n
d [Z]t = (d [Z])t = [M ]t = [Mt], on en déduit que [Z]t = ± [ X t] et donc

que Z contient X t. Ainsi, Z contient X̃ et donc X puisque Z est fermé dans
M c = En,2 \ M . Notons S la réunion des ensembles singuliers de Z et X .
X \ S et Z \ S sont donc deux variétés de même dimension n + 2 ; comme
X \S ⊂ Z \S, X \S est un ouvert de Z \S ; c’est aussi un fermé de Z \S car
X est fermé dansM c et Z contenu dansM c. Puisque Z et X sont orientables,
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H
n+1 (S) = 0 de sorte que Z \ S est connexe. Par conséquent X \ S = Z \ S

et par densité, X = Z.

Lemme 14. — X est un ensemble réel analytique cohérent au sens de [4].

Démonstration. — D’après [4, prop. 12 p. 94], il s’agit de construire pour tout
point p∗ de X, un sous-ensemble analytique complexe Z d’un voisinage de p∗
dans le complexifié CEn,2 = Cn × (C× C)

2 de En,2 tel que pour tout point p
voisin de p∗ dans X, le germe Zp de Z en p soit le complexifié du germe Xp de
X en p.

Notons tout d’abord que M étant une sous-variété réelle analytique de En,2
de dimension réelle n + 1, elle est cohérente ; sa complexifiée M̃ est une sous-
variété complexe d’un voisinage ouvert deM dans CEn,2 de dimension complexe
n + 1. N n’est pas une sous-variété mais est localement une réunion de sous-
variétés de En,2 et il est clair que N est cohérente ; on note Ñ le complexifié de
N ; il est de dimension complexe n+ 2.

Dans un premier temps, on construit un objet global candidat à être le
complexifié de X. On complexifie les variables naturelles t, z1 = x1 + iy1 et
z2 = x2 + iy2 de En,2 en posant τ = t + is, ξj = xj + ix′j , ηj = yj + iy′j ,
ζj = ξj + iηj , j = 1, 2. Lorsque (s, x′, y′) ∈ Rn × R2 × R2 on pose

En,2(s,x′,y′) =
{

(τ, ξ1, η1, ξ2, η2) ∈ CEn,2 ; Im (τ, ξ1, η1, ξ2, η2) = (s, x′, y′)
}

;

si (s, x′, y′) est de norme infinie assez petite

Ñ(s,x′,y′) = Ñ ∩ En,2(s,x′,y′)

est par construction un anneau Lévi-plat dans lequel est plongé M̃(s,x′,y′) =

M̃ ∩ En,2(s,x′,y′). Il s’ensuit qu’hormis sa conclusion finale, on peut appliquer le
théorème 3 pour obtenir un sous-ensemble réel analytique Y(s,x′,y′) de En,2(s,x′,y′)

feuilleté par des courbes complexes Y(t,s,x′,y′) = Y(s,x′,y′) ∩ {Re τ = t}. Puisque
X coïncide avec N dans un ouvert de RegN \M , Y coïncide avec Ñ dans un
ouvert de Reg Ñ \ M̃ et y est donc un sous-ensemble analytique complexe de
dimension complexe n+ 2.

Fixons maintenant un point p∗ = (t∗, z∗) de X. Puisque X coïncide avec N
dans un ouvert de RegN \M , on peut supposer sans perte de généralité que t∗
est régulier pourM . Pour chaque point p de Xt∗ , on peut alors trouver un voisi-
nage de p dans En,2 et des coordonnées zp = (zp1 , z

p
2) de C2 centrées en p et telles

que p est au-dessus de l’une des composantes connexes de
(
πpt∗
)−1 (

πpt∗ (M)
)
où

πpt∗ est la projection (t∗, z
p) 7→ zp1 . On sait alors que X est donné au voisinage

de p dans En,2 par une équation de la forme F p (t, zp) = 0 où F p est un poly-
nôme de Weiertrass en zp2 . Posons U

p = ReF p et V p = ImF p ; X est défini par
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les équations Up (t, z) = V p (t, z) = 0. Considérons dans un voisinage ouvert de
p dans CEn,2 le sous-ensemble analytique complexe Zp défini par les équations

Up (τ, ζp) = V p (τ, ζp) = 0.

où ζp = (ζp1 , ζ
p
2 ), ζp1 = ξp1 + iηp1 et ζ2 = ξp2 + iηp2 complexifient les variables

zp1 = xp1 + iyp1 et zp2 = xp2 + iyp2 ; on a donc{
Up (τ, ζp) = 1

2

[
F p (τ − τ∗, ζp) + F p (τ − τ∗, ξ1 − iη1, ξ2 − iη2)

]
V p (τ, ζp) = 1

2i

[
F p (τ − τ∗, ζp)− F p (τ − τ∗, ξ1 − iη1, ξ2 − iη2)

]
.

Par construction les ensembles Zp, p variant dans Xt∗ , se recollent le long
de Xt∗ . Si p est un point régulier de Xt∗ , Zp est aussi régulière en p et est
clairement une complexification de Xt∗ au voisinage de p. L’unicité de cette
complexification et le fait que les singularités de Xt∗ sont isolées fait que les
Zp, p variant dans Xt∗ , se recollent près de Xt∗ . Notons Zt∗ la réunion des Zp

lorsque p varie dans Xt∗ . Alors Zt∗ est un sous-ensemble analytique complexe
d’un ouvert de CEn,2\M̃ et par construction lorsque t est suffisamment voisin de
t∗, la trace sur En,2(0,0,0)∩{Re τ = t} est Xt. Puisque X coïncide avec N dans un
ouvert de RegN \M et que N est localement une réunion finie de sous-variétés
de En,2, Z coïncide avec Ñ dans un ouvert de (Reg Ñ \ M̃)∩{‖t− t∗‖ < ε} du
moment que ε est assez petit. On en déduit que pour chaque triplet (s, x′, y′) de
réels assez petits, Z ∩En,2(s,x′,y′) est feuilleté par les courbes complexes que sont
les Y(t,s,x′,y′), t variant dans un voisinage de t∗. Z a donc une structure de sous-
ensemble analytique complexe feuilleté par des courbes complexes paramétrées
par (t, s, x′, y′) variant dans un voisinage de (t∗, 0, 0, 0) dans Rn×Rn×R× R.
Il est donc de dimension réelle 2n + 4 et donc de dimension complexe n + 2.
Il s’ensuit que Z est au voisinage de Xt∗ un complexifié. En particulier, X est
cohérent en p∗.

2.2. Preuve des propositions 1, 2 et du théorème 4

2.2.1. Preuve des propositions 1, 2. — Notons µ la mesure sur Cn que α définit
par intégration sur γ. Les moments de µ sont alors ceux de α et d’après [19]
et [7], il existe dans Cn \ γ une courbe complexe X de masse finie bordant
γ au sens des courants et une (1, 0)-forme holomorphe α̃ sur X telles que
d ([ X ] ∧ α̃) = µ. Notons Reg X la partie régulière de X , c’est à dire l’ensemble
des points réguliers de la courbe complexe X et des points de γ au voisinage
desquels X est une variété à bord de bord γ. Puisque γ est lisse, on sait
que σ = γ \ Reg X est de mesure 1-dimensionnelle nulle. La forme α̃ + α̃ est
fermée et la fonction multivaluée qui vaut u sur γ ∩ Reg X et qui est obtenue
par intégration de α̃ + α̃ le long des chemins de Reg X est une solution au
problème posé dans la proposition 1.
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Dans le cas d’une courbe de C2, la preuve de la proposition 2 est contenue
dans celle du théorème 4. L’adaptation au cas d’une courbe de Cn ne présente
d’autre difficulté que celle d’avoir à utiliser des notations plus lourdes et nous
en omettons la preuve.

2.2.2. Preuve du théorème 4. — Plaçons nous maintenant dans la situation du
théorème 4. Les conclusions et notations du théorème 3 ainsi que les lemmes
qui ont servi à sa preuve sont donc en vigueur et en outre, N est lisse. En
posant α |Nt = ∂

(
u
∣∣∣Ñt ) on définit donc au voisinage de M dans N une forme

qui est une (1, 0)-forme holomorphe sur chaque section de N ; celle-ci peut être
considérée comme une forme de En,2 en utilisant l’isomorphisme standard entre
l’espace hermitien C2 et son dual. En utilisant les arguments de la preuve du
théorème 3, on peut obtenir que chaque section α (t, .) de α vérifie la condi-
tion des moments (2) et donc appliquer la proposition 1 aux sections Mt de
M . Cependant, plutôt que de prouver que les chaînes holomorphes ainsi pro-
duites sont des courants d’intégration sur des courbes complexes et d’établir
ensuite que les fonctions harmoniques multivaluées obtenues sont univaluées
et dépendent analytiquement de t, nous utilisons l’ensemble X donné par le
théorème 3 comme solution du problème de bord posé pour la famille (Mt). Le
prolongement escompté pour u s’explicite alors par le biais de formules, clas-
siques dans le cas lisse, faisant intervenir des familles de fonctions de Green
associées à des familles de courbes complexes éventuellement singulières. Ces
fonctions de Green sont obtenues dans la proposition 17 par dualité et la résolu-
tion du ∂ établie dans la proposition 15 ; Pour mettre en œuvre cette approche,
nous introduisons quelques notations.

X coïncidant avec N dans un ouvert de N \M , on obtient en réunissant X

avec un voisinage ouvert adéquat de M dans N , un ensemble réel analytique
Y dans lequel X est relativement compact et bordé au sens des courants par
± [M ′] où M ′ est une sous-variété plongée dans N ayant la même orientation
que M . Puisque d’après le théorème 3 X est un ensemble réel analytique
cohérent, Y l’est aussi et à ce titre admet un complexifié global. En prenant la
trace de ce complexifié sur Cn×C2, on obtient un sous-ensemble réel analytique
cohérent Ỹ d’un ouvert Cn×C2 dont la trace sur En,2 est Y . Le fait que Y soit
un anneau Lévi-plat près de M entraîne que Ỹ est en fait un sous-ensemble
analytique complexe de Cn × C2 qui est précisément le complexifié de Y par
rapport aux n premières variables réelles de En,2. Sélectionnons pour Ỹ un
voisinage de Stein Ω dans Cn × C2 et H une fonction holomorphe sur Ω telle
que Ỹ = {H = 0} ; on a donc Y = {F = 0} où F = H |Ω∩En,2 . Puisque X est
un compact de Ω, on peut aussi se donner dans Cn×C2 un domaine strictement
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pseudoconvexe Ω∗ de classe C∞ tel que

X ⊂⊂ Y 0 = Y ∩ Ω∗ ⊂⊂ Ω.

On sait d’après les travaux d’Oka et de Cartan qu’il existe une fonction
symétrique Q ∈ O

(
Ω× Ω,Cn × C2

)
telle que pour tout (τ ′, z′) , (τ, z) ∈ Ω×Ω,

H (τ ′, z′)−H (τ, z) = 〈Q (τ ′, z′, τ, z) , (τ ′ − τ, z′ − z)〉

où on a posé 〈v, w〉 =
∑

16j6d
vjwj lorsque v, w ∈ Cd. D’après [16], on peut se

donner une fonction barrière pour Ω∗, c’est à dire une fonction Q
[0] à valeurs

dans C2, de classe C∞ au voisinage de Ω∗ × Ω∗, holomorphe par rapport à sa
seconde variable et telle que〈

Q
[0] (τ ′, z′, τ, z) , (τ ′ − τ, z′ − z)

〉
6= 0

lorsque ((τ ′, z′) , (τ, z)) ∈ bΩ∗ × Ω∗. Dans ce qui suit, si f est une fonction
ou une forme définie sur une partie de En,2, on écrira ft pour f (t, .). Si j ∈
{1, 2}, t ∈ Rn, on pose Qj (t, z′, z) = Qn+j (t, z′, t, z) lorsque et z′, z ∈ Ωt

et Q[0]
j (t, z′, z) = Q

[0]
n+j (t, z′, t, z) lorsque z′, z ∈ Ω∗. Par construction Q =

(Q1, Q2) et Q[0] =
(
Q

[0]
1 , Q

[0]
2

)
vérifient

∀t ∈ Rn, ∀z, z′ ∈ Ωt, F (t, z′)− F (t, z) = 〈Q (t, z′, z) , z′ − z〉

∀t ∈ Rn, ∀ζ, z ∈ bΩ∗t × Ω∗t,
〈
Q[0] (ζ, z) , ζ − z

〉
6= 0.

On définit sur {dFt 6= 0} et en particulier sur Reg Y
t une (1, 0)-forme ωt en

posant

ωt =
−dz1

∂Ft/∂z2
sur {∂Ft/∂z2 6= 0}

ωt =
+dz2

∂Ft/∂z1
sur {∂Ft/∂z1 6= 0}

puis on pose

kt (z′, z) = det

[
z′ − z
|z′ − z|2

, Qt (z′, z)

]
& Kt (z′, z) = kt (z′, z)ωt (z′) .

Si ε ∈ R∗+, on pose Ωε = {(τ, z) ∈ Ω; |Fτ (z)| < ε}. On choisit ε0 de sorte que
bΩε0 soit lisse. Etant donné que par définition d’un anneau Lévi-plat, les espaces
affines C2

t coupent transversalement N , on obtient que dzF = ∂F
∂z1

dz1 + ∂F
∂z2

dz2

ne s’annule pas sur En,2 ∩ bΩε0 . Dans ce qui suit, on se donne un ouvert V de
Rn tel que pour tout t ∈ V , Y

t est non vide.
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Proposition 15. — On suppose que ϕt, t ∈ V , est la restriction à Y
t d’une

(0, 1)-forme Φt de classe C∞ sur Ωt, analytique réelle par rapport à t. Alors la
formule

(
Rt0,1ϕt

)
(z) =

1

2πi

∫
z′∈ Y t0

Kt (z′, z) ∧ ϕt (z′)

définit sur Reg Y
t
0 une fonction de classe C∞ telle que ∂Rt0,1ϕt = ϕt sur

Reg Y
t
0 et sur Y

t
0 au sens des courants. En outre Rt0,1ϕt : Reg Y

t
0 → C est ana-

lytique réelle par rapport à t. Enfin, on dispose d’une formule de type Cauchy-
Pompéiu : si χt est la restriction à Y

t d’une fonction de classe C∞ sur Ωt à
support compact dans Y

t
0, R

t
0,1∂χt = χt sur Reg Y

t
0.

Démonstration. — La formule ci-dessus est implicitement contenue dans [21]
et nous n’en proposons qu’une démonstration abrégée contrairement à la preuve
de la dépendance par rapport au paramètre t. Soient q ∈ {0, 1, 2} et Φt une
(0, q)-forme de classe C∞ sur Ωt dont on note ϕt la restriction à Y t. Pour ε ∈
]0, ε0] tel que {|Ft| = ε} est lisse, on poseDt

ε = Ω∗∩Ωε,t, ∂1D
t
ε = Ω∗∩{|Ft| = ε}

et ∂0D
t
ε = ∂Ω∗∩Dt

ε. Pour écrire les formules intégrales dont nous avons besoin,
nous utilisons les notations suivantes :

b[0] (ζ, z) =
Q[0] (ζ, z)〈

Q[0] (ζ, z) , ζ − z
〉

b[1] (t, ζ, z) =
Qt (ζ, z)

〈Qt (ζ, z) , ζ − z〉
=

Qt (ζ, z)

Ft (ζ)− Ft (z)

β (ζ, z) =
ζ − z
|ζ − z|2

η
[ν]
t (λ, ζ, z) = (1− λ)β (ζ, z) + λb

[ν]
t (λ, z) ,

η
[ν]
t,z (λ, ζ) = η

[ν]
t (λ, ζ, z) , ν = 0, 1,
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W (ζ) =
∧

16j62

dζj

W ′ (η) =
∑

16j62

(−1)
j+1

ηj
∧
k 6=j

dηk
déf
=

∑
16j62

(−1)
j+1

ηjdηĵ

et pour z ∈ Dt
ε, ν = 0, 1,(

IbνDtεΦt

)
(z) =

1

(2πi)
2

∫
(λ,ζ)∈[0,1]×∂νDtε

Φt (ζ) ∧W ′
(
η

[ν]
t (λ, ζ, z)

)
∧W (ζ) ,(

IbDtεΦt

)
(z) =

(
Ib0DtεΦt

)
(z) +

(
Ib1DtεΦt

)
(z) ,(

BDtεΦt
)

(z) =
1

(2πi)
2

∫
ζ∈Dtε

Φt (ζ) ∧W ′ (β (ζ, z)) ∧W (ζ) ,(
RDtεΦt

)
(z) =

(
BDtεΦt

)
(z) +

(
IbDtεΦt

)
(z) .

L’existence de ces intégrales ne posent pas de problème car le lieu singulier de
Y
t ne rencontre pas bΩ∗ quand on suppose N lisse, ce qui est le cas ici. On

déduit de [18] et [26] (voir aussi [16]) que

(9) ∀z ∈ z ∈ Dt
ε, (−1)

q
Φt (z) =

(
Lt,εb Φt

)
(z)−

(
RDtε∂Φt

)
(z) +

(
∂RDtεΦt

)
(z)

où Lt,εb Φ est un terme qui vaut 0 lorsque q = 1 ou que le support de Φt ne
rencontre pas bY

t
0.

On suppose q = 1 et on fixe z dans Y
t
0 ∩ Dt

ε. La seule composante de
Φt∧W ′

(
η

[ν]
t,z

)
∧W qui ne donne pas a priori une intégrale nulle sur [0, 1]×∂νDt

ε

est la forme Ψ
[ν]
t,z définie par

Ψ
[ν]
t,z = Φt ∧W ′λ

(
η

[ν]
t,z

)
∧W

où si x est l’une des variables λ ou ζ, la notation W ′x (ηt,z) signifie que dans la
formule définissant W ′ (ηt,z) on ne calcule de différentielle que par rapport à x.
Un calcul direct donne que∫ 1

0

W ′λ

(
η

[ν]
t,z

)
=

∫ 1

0

∑
16j62

(−1)
j+1

η
[ν]
t,z,jdλη

[ν]

t,z,̂j
= det

(
β, b

[ν]
t

) ∣∣
(.,z) .

Par ailleurs W se factorisant sous la forme ωt ∧ dFt sur {|Ft| = ε}, il vient(
Ib1DtεΦt

)
(z) =

1

(2πi)
2

∫
ζ∈{|Ft|=ε}∩Ω∗

kt (ζ, z) Φt (ζ) ∧ ωt (ζ) ∧ dFt (ζ)

Ft (ζ)(
Ib0DtεΦt

)
(z) =

1

(2πi)
2

∫
ζ∈{|Ft|6ε}∩∂Ω∗

det
(
β (ζ, z) , b[0] (ζ, z)

)
Φt (ζ) ∧W (ζ)

Par ce que Sing Y
t ne rencontre par bΩ∗, lim

ε−→0+

(
Ib0Dtε

Φt

)
(z) existe et vaut 0.

Par ailleurs, les résultats de Coleff et Herrera [5] appliqués par [21] donnent
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tout d’abord que lim
ε−→0+

Ib1Dtε
Φt existe au sens des courants et vaut −Rt0,1ϕ =

1
2πi

∫
Y t0
kt (ζ, .)ϕt (ζ) ∧ ωt (ζ), cette intégrale étant à comprendre au sens des

valeurs principales, c’est à dire comme la limite lorsque δ tend vers 0+ de∫
Y t0∩{|dzFt|>δ}

kt (ζ, .)ϕt (ζ) ∧ ωt (ζ). Il s’ensuit que Rt0,1ϕt = − lim
ε−→0+

RDtεΦt

vérifie ∂
(
Rt0,1ϕt

)
= ϕt sur Reg Y

t et sur Y
t au sens des courants. Les mêmes

références donnent aussi que sur Reg Y
t, Rt0,1ϕt est de classe C∞.

Il reste à prouver l’analyticité de Rt0,1ϕt par rapport à t. Fixons z dans
Reg Y

t
0 ∩Dt

ε. Un calcul élémentaire donne

dζΨ
[ν]
t,z = dλ

(
Φt ∧W ′ζ

(
η

[ν]
t,z

)
∧W

)
+ ∂ζΦt ∧W ′λ

(
η

[ν]
t,z

)
∧W.

Puisque(
Ib1Dtε0

Φt

)
(z)−

(
Ib1DtεΦt

)
(z)

=
1

(2πi)
2

∫
[0,1]

(

∫
∂Dtε0

Ψ
[1]
t,z −

∫
∂Dtε

Ψ
[1]
t,z −

∫
{ε6|Ft|6ε0}∩bΩ∗

Ψ
[1]
t,z)

la formule de Stokes livre(
IbDtε0

Φt

)
(z)−

(
IbDtεΦt

)
(z)

=
(
ADtε0\D

t
ε
Φt

)
(z)−

(
A′Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z)−

(
Jb0Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z)

avec (
ADtε0\D

t
ε
Φt

)
(z) =

1

(2πi)
2

∫
Dtε0
\Dtε

∫
[0,1]

dλΨ
[1]
t,z(

A′Dtε0\D
t
ε
Φt

)
(z) =

−1

(2πi)
2

∫
[0,1]

∫
Dtε0
\Dtε

∂ζΦt ∧W ′λ
(
η

[1]
t,z

)
∧W

(
Jb0Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z) =

1

(2πi)
2

∫
[0,1]

∫
{ε6|Ft|6ε0}∩bΩ∗

(
Ψ

[1]
t,z −Ψ

[0]
t,z

)
Etant donné que η[1]

t,z (1, .) est holomorphe, W ′ζ
(
η

[1]
t,z

)
= 0. Avec η[1]

t,z (0, ., ) =

β (., z), on obtient(
ADtε0\D

t
ε
Φt

)
(z) =

1

(2πi)
2

∫
Dtε0
\Dtε

Φt ∧W ′ζ (β (., z)) ∧W

D’où(
IbDtε0

Φt

)
(z)−

(
IbDtεΦt

)
(z)

= −
(
BDtε0

Φt

)
(z) +

(
BDtεΦt

)
(z)−

(
A′Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z)−

(
Jb0Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z)
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avec(
Jb0Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z) =

1

(2πi)
2

∫
{ε6|Ft|6ε0}∩bΩ∗

det
[
β (., z) , b

[1]
t (., z)− b[0] (., z)

]
Φt ∧W(

A′Dtε0\D
t
ε
Φt

)
(z) =

−1

(2πi)
2

∫
Dtε0
\Dtε

det
(
β (., z) , b

[1]
t (., z)

)
∂Φt ∧W

Etant donné que {Ft = 0} est lisse près de bΩ∗, on peut choisir Ft comme
première coordonnée d’un système de coordonnées de C2 qui dépend holo-
morphiquement de la complexification naturelle de la variable réelle t en une
variable complexe τ de Cn. On constate alors qu’avec des notations évidentes,(
Jb0DτεΦ

)
(z) est bien définie pour tout ε ∈ ]0, ε0] et τ suffisamment voisin de

t, que
∣∣∣(JbDτεΦτ

)
(z′)
∣∣∣ est un O (ε) uniformément par rapport à (τ, z′) quand

(τ, z′) varie dans un voisinage suffisamment petit de (t, z) dans Cn × Reg Y
t
0

et que (
Jb0Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z) =

(
Jb0Dtε0

Φt

)
(z)−

(
Jb0DtεΦt

)
(z) .

De même, grâce aux résultats de [5], on peut définir
(
A′Dtε

Φt

)
(z) pour ε ∈

]0, ε0] comme la limite de
(
A′Dtε\Dtη

Φt

)
(z) lorsque η ↓ 0+ et obtenir aussi que(

A′Dtε
Φτ

)
(z′) =ε↓0+ o (1) uniformément en (τ, z′) lorsque (τ, z′) varie dans un

voisinage suffisamment petit de (t, z) dans Cn × Reg Y . Ecrivant(
A′Dtε0\D

t
ε
Φt

)
(z) =

(
A′Dtε0

Φt

)
(z)−

(
A′DtεΦt

)
(z)

on obtient qu’en fin de compte,

(10)
(
RDtε0

Φt

)
(z) +

(
Jb0Dtε0

Φt

)
(z) +

(
A′Dtε0

Φt

)
(z)

=
(
RDtεΦt

)
(z) +

(
A′DtεΦt

)
(z) +

(
Jb0DtεΦt

)
(z) .

En passant à la limite lorsque ε tend vers 0+, il vient

(11)
(
RDtε0

Φt

)
(z) +

(
Jb0Dtε0

Φt

)
(z) +

(
A′Dtε0

Φt

)
(z) =

(
Rt0,1ϕ

)
(z) .

Etant donné que {|Ft| = ε0} est lisse,
(
RDτε0 Φτ

)
(z′) dépend analytiquement

de (τ, z′) au voisinage de (t, z) dans Cn × Reg Y . Puisque
(
Jb0Dτε0

Φτ

)
(z′) +(

A′Dτε0
Φτ

)
(z′) =ε0↓0+ o (1) uniformément en (τ, z′) au voisinage de (t, z) dans

Cn × Reg Y , il apparaît grâce au théorème de Weierstrass sur les limites de
fonctions holomorphes que

(
Rτ0,1ϕτ

)
(τ, z′) est analytique au voisinage de (t, z)

dans Rn × Reg Y .

tome 142 – 2014 – no 1



PROBLÈME DE PLATEAU COMPLEXE FEUILLETÉ 117

Lorsque q = 0 et que bY
t
0 ∩ Supp Φt = ∅, la formule (9) devient Φt =

RDtε∂Φt et ce qui précède montre qu’on peut passer à la limite pour obtenir

Φt

∣∣∣Reg Y t = RDtε∂Φt

∣∣∣Reg Y t sur Reg Y
t.

Le lemme ci-dessous est un complément nécessaire pour établir l’existence
de fonctions de Green.

Lemme 16. — Les notations étant celles de la proposition 15, on suppose qu’il
existe un voisinage ouvert G∗ deM dans En,2 tel que pour tout t ∈ V , suppϕt ⊂
G∗,t et G∗,t0 ∩

(
Sing Y

t
0 ∪ bY

t
0

)
= ∅. Rt0,1ϕt est alors la restriction à Y

t
0 d’une

fonction lisse de Ωt qui dépend analytiquement de t.

Démonstration. — On peut se ramener au cas où pour tout t ∈ V le support
de Φt est contenu aussi dans G∗ ∩ Ωt. Le terme

(
Jb0Dtε0

Φt

)
(z) dans (11) est

alors nul tandis que(
A′Dtε0

Φt

)
(z) =

−1

(2πi)
2

∫
G∗∩Dtε0

det (β (., z) , Qt (., z))
∂Φt
Ft
∧W

Etant donné que G∗ ∩ Dt
ε0 ⊂ Reg Y

t, il est standard que dans G∗ on peut
factoriser ∂Φt sous la forme FtΞt où Ξt est une (0, 1)-forme lisse de G∗ qui
dépend analytiquement de t et écrire(

A′Dtε0
Φt

)
(z) =

−1

(2πi)
2

∫
G∗∩Dtε0

det (β (., z) , Qt (., z)) Ξt ∧W

Sous cette forme, il apparaît que
(
A′Dtε0

Φt

)
(z) est en fait la valeur en z de

la restriction à Y
t
0 d’une fonction lisse de Ωt qui dépend analytiquement de t.

Pour des raisons de support,(
RDtε0

Φt

)
(z) =

(
BDtε0

Φt

)
(z) +

(
Ib1Dtε0

Φt

)
(z)

et il apparaît que cette conclusion est valide pour
(
RDtε0

Φt

)
(z) et donc in fine,

avec (11), pour
(
Rt0,1ϕt

)
(z).

Pour énoncer la proposition nous devons préciser quelques notations. Si B
est une sous-variété réelle compacte de C2 et si U est un ouvert d’une courbe
complexe Y de C2 \ B bordée au sens des courants de C2 par B, on note
E p,q (U) l’espace des restrictions à U de (p, q)-formes de C2 de classe C∞ ;
on note Dp,q (U) l’espace de ces formes dont le support est contenu dans U .
On note Ẽ p,q (U) l’espace des (p, q)-formes de classe C∞ sur Reg Y et qui au
voisinage de Sing Y sont des courants, c’est à dire qui sont dans le dual de
E p,q (Us) pour un certain voisinage Us de Sing Y dans Y .
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Proposition 17. — Si z∗ ∈ Reg Y
t
0, l’expression

(12) gt,z∗ (z) =
1

4π2

∫
z′∈ Y t0

kt (z′, z)kt (z∗, z
′)ωt (z′) ∧ ωt (z′) .

est bien définie au sens des valeurs principales quand z ∈
(

Reg Y
t
0

)
\ {z∗}. La

fonction gt,z∗ se prolonge à Y
t
0 comme un courant et vérifie alors i∂∂gt,z∗ =

∆z∗ où ∆z∗ = δz∗dV , dV = i∂∂ |.|2 et δz∗ est la mesure de Dirac portée par
{z∗}. En outre, si G∗ un voisinage ouvert de M dans En,2 tel que pour tout
t ∈ V , G∗,t ∩

(
Sing Y

t
0 ∪ bY

t
0

)
= ∅, gt,z∗

∣∣∣G∗∩ Y t0
est un courant qui dépend

analytiquement de t.

Démonstration. — D’après la proposition précédente, on dispose d’un opéra-
teur Rt0,1 : E 0,1

(
Y
t
0

)
−→ Ẽ 0,0

(
Y
t
0

)
qui vérifie ∂Rt0,1ϕ = ϕ pour tout ϕ ∈

E 0,1

(
Y
t
0

)
. Puisque ∆z∗ est lisse (et même nul) au voisinage de Sing Y

t
0, ∆z∗ est

un courant qui agit sur Ẽ 0,0

(
Y
t
0

)
et
(
Rt0,1

)∗
: Ẽ 0,0

(
Y
t
0

)′
−→ E 0,1

(
Y
t
0

)′
agit

sur ∆z∗ (les topologies utilisées sont précisées avant le lemme).
(
Rt0,1

)∗
∆z∗ véri-

fie ∂
(
Rt0,1

)∗
∆z∗ = ∆z∗ au sens des courants car si χ ∈ D0,0

(
Y
t
0

)
, Rt0,1∂χ = χ

et donc 〈
∂
(
Rt0,1

)∗
∆z∗ , χ

〉
=
〈
∆z∗ , R

t
0,1∂χ

〉
=
(
Rt0,1∂χ

)
(z∗) = χ (z∗) .

Si ϕ ∈ E 0,1

(
Y
t
0

)
〈(
Rt0,1

)∗
∆z∗ , ϕ

〉
=
〈
∆z∗ , R

t
0,1ϕ

〉
=
(
Rt0,1ϕ

)
(z∗)

=

∫
z′∈ Y t0

kt (z′, z∗)ωt (z′) ∧ ϕ (z′) = 〈kt (., z∗)ωt, ϕ〉

D’où
(
Rt0,1

)∗
∆z∗ = kt,z∗ωt où kt,z∗ = kt (., z∗).

Soit G∗ comme dans l’énoncé. Compte tenu du lemme 16, Rt0,1 applique

D0,1

(
G∗ ∩ Y

t
0

)
dans E 0,0

(
Y
t
0

)
de sorte que pour Θt = kt,z∗ωt ∧ ωt qui est

une (1, 1)-forme dont le support singulier est {z∗} ∪ Sing Y
t
0, on peut définir

sur Y
t
0 un élément gt,z∗ de D0,0

(
G∗ ∩ Y

t
0

)′
par la formule

gt,z∗ = ωty
(
Rt0,1

)∗ (
Θt

)
Au sens des courants sur G∗ ∩ Y

t
0, on a donc ∂gt,z∗ ∧ ωt = ∂ (gt,z∗ωt) =

∂
(
Rt0,1

)∗ (
Θt

)
= Θt = kt,z∗ωt ∧ ωt. Comme toute (0, 1)-forme se factorise sur

G∗ ∩ Y
t
0 par ωt, on en déduit que ∂gt,z∗ = kt,z∗ωt et donc que i∂∂gt,z∗ =
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∆z∗

∣∣∣G∗∩ Y t0
. Puisque ∂ est elliptique sur Reg Y

t, gt,z∗ est en fait une fonction

réelle analytique sur
(
G∗ ∩ Y

t
0

)
\ {z∗}. Si χt est la restriction à Y

t
0 d’une

(1, 1)-forme lisse de Ωt dont le support est contenu dans G∗, il vient

〈gt,z∗ , χt〉 = 〈gt,z∗ , ωt ∧ (ωtyχt)〉 =
〈(
Rt0,1

)∗ (
Θt

)
, ωtyχt

〉
=
〈
Θt, R

t
0,1 (ωtyχt)

〉
〈gt,z∗ , χt〉 =

〈
kt,z∗ωt, R

t
0,1 (ωtyχt)ωt

〉
Cette dernière formule prouve aussi que si χt dépend analytiquement de t, il
en est de même de 〈gt,z∗ , χt〉. Par ailleurs, comme(
Rt0,1 (ωtyχt)

)
(z′) =

1

(2πi)
2

∫
Y t0

kt (., z′)ωt ∧ (ωtyχt) =
1

(2πi)
2

∫
Y t0

kt (., z′)χt

on obtient

(13) 〈gt,z∗ , χt〉 =
1

(2πi)
2

∫
Y t0

〈
kt,z∗ (z′)ωt (z′), kt (., z′)ωt (z′)

〉
χt

ce qui implique que lorsque z ∈ G∗ ∩ Y
t
0,

gt,z∗ (z) =
1

(2πi)
2

〈
kt,z∗ωt, kt,zωt

〉
=

1

4π2

∫
z′∈ Y t0

kt (z∗, z′)kt (z′, z)ωt (z′) ∧ ωt (z′) .

On constate en particulier que gt,z∗ ne dépend pas de G∗ et qu’on obtient ainsi
une fonction définie et harmonique sur

(
Reg Y

t
0

)
\ {z∗} vérifiant i∂∂gt,z∗ =

∆z∗

∣∣∣Reg Y t0
. Ce qui achève la preuve de la proposition.

Revenons à la fonction u considérée au début de la preuve du théorème 4. On
se donne No, N+ et N− comme définis au début de la preuve du théorème 3.
Pour t ∈ V et z ∈ ( X ∪No \M)

t, on pose

U (t, z) =
2

i

∫
ζ∈Mt

u (t, ζ) ∂ζgt (z, ζ) + gt (z, ζ) ∂u (t, ζ)

où ∂u est définie comme plus haut et les intégrales étant à prendre au sens
des courants. Par construction, U est une fonction réelle analytique univaluée
et U (t, .) est harmonique sur No ∪ Reg X

t. On convient de poser U+ (t, z) =

U (t, z) si z ∈ X
t et U− (t, z) = U (t, z) lorsque z ∈ (N−)

t. Bien que X t puisse
être singulière, [17, lemme 15] s’applique et donne que les fonctions U+ (t, .) et
U− (t, .) se prolongent continûment à Mt et que si z ∈Mt,

u (t, z) = U+ (t, z)− U− (t, z) .

On note T1 l’ensemble des réels τ tels que pour tout paramètre t =

(t1, . . . , tn) ∈ V tels que t1 < τ , U− (t, z) = 0 lorsque z ∈ (N−)
t. T1 6= ∅ car

Mt = ∅ si t ∈ V \ πR (M). T1 est donc un intervalle non vide dont on note τ∗
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la borne supérieure. Supposons τ∗ < τ∞ = sup {t1; t ∈ πR (V )}. Il existe alors
nécessairement un paramètre dont la première coordonnées est τ∗ et dont la
section correspondante de M est non vide. Soit t∗ l’un de ces paramètres. On
sait que U− = 0 dans N− au dessus de {t1 < τ∗}. Soit (t∗, z∗) un point de N−t∗ .
Puisque N est coupé transversalement par C2

t∗ , un voisinage de (t∗, z∗) dans N
rencontre forcément {(t, z) ∈ N−; t1 < τ∗} sur un ouvert non vide de N . On
en déduit que U− est aussi nulle au voisinage de (t∗, z∗) dans N−. Recouvrant
N−t∗ par un nombre fini de tels voisinages, on en déduit que U− = 0 sur N−t
pour tout t suffisamment voisin de t∗. Du coup, τ∗ < supT1, ce qui est une
contradiction. Ainsi, τ∗ > τ∞ et ut se prolonge harmoniquement à X t pour
toute valeur de t par la fonction U+ (t, .)

2.3. Preuve du théorème 5. — Cette preuve est essentiellement la même que
celle du théorème 3 et nous nous bornons à indiquer les changements entre les
deux démonstrations. On se donne T , M et N comme dans l’énoncé de théo-
rème 5. Par hypothèse,M contient une partie fermée S telle que H

n+1 (S) = 0

et M \ S est une variété orientée dont le courant d’intégration est T .
PuisqueM est réel analytique, on sait d’après Hardt [13, th. 4.3], que τ 7→ Tτ

est définie et continu de Y =
{
τ ∈ Rn ; dimR

(
M ∩ C2

τ

)
6 1
}
dans l’espace des

chaînes localement intégrales de N . Pour tout paramètre τ , dimR
(
M ∩ C2

τ

)
∈

{0, 1, 2} puisque M ∩C2
τ ⊂ Nτ . Supposons que M ∩C2

t∗ est de dimension 2 sur
l’une de ses composantes connexes C. Cette intersection est alors non transverse
en chacun de ses points car sinon M serait au voisinage de l’un de ses point
de dimension n + 2. Soit p∗ un point de C. Par hypothèse, M est incluse au
voisinage de p∗ dans l’une branche lisse deN ; on suppose pour ne pas introduire
de notation supplémentaire que N est une sous-variété de En,2. Modulo un
changement de coordonnées, on se ramène au cas où p∗ est l’origine ; N est alors
donnée au voisinage de p∗ = 0 par une équation de la forme z2 = f (z1, t) et M
est caractérisée dans ce voisinage par une équation additionnelle ρ (z1, t) = 0,
f et ρ étant des fonctions de classe C1. Puisque M et C2

0 se coupent non
transversalement au voisinage de 0, il existe des fonctions continues ρ1, . . . , ρn
telles que ρ = Σtjρj . On en déduit que C est ouverte dans Nt et donc, puisque
C t est aussi fermée dans Nt, que C est une composante connexe de Nt. Puisque
Nt est une sous-variété de C2, on en déduit que bC ⊂ bNt ⊂ bN , ce qui est
absurde. Ainsi, τ 7→ Tτ est définie et continu sur Rn. En particulier,

IT,h : t 7→ 〈Tt, h〉 ,

h forme différentielle fixée du type h1dz1 + h2dz2 avec h1, h2 ∈ O
(
C2 × Cn

)
,

est continue sur Rn.
Comme dans la preuve du théorème 3, il s’agit dans un premier temps de

prouver l’analyticité de IT,h. Celle-ci étant triviale sur Rn\πR (M), on raisonne
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au voisinage d’un paramètre t∗ fixé deM . Notons ∆d le simplexe de dimension d
naturellement orienté, appelons cellule analytique de dimension de d un courant
de la forme ϕ∗ [∆d] où ϕ est un difféomorphisme réel analytique au voisinage
de ∆d et à valeurs dans N . Enfin, appelons chaîne cellulaire analytique de
dimension d de N une somme finie de cellules de dimension d de N .

Fixons ε dans R∗+. Il résulte de [11, th. 4.2.9] et du fait que N est loca-
lement une réunion de sous-variétés de En,2 qu’on peut trouver dans N une
chaîne cellulaire analytique Pε de dimension n + 1 et un courant intégral Θε

de dimension n+ 2 supporté par N tels que SptPε ∪Spt Θε ⊂ {dist (,M) 6 ε}
et T = Pε + dΘε. Si le support d’une cellule ϕ∗ [∆d] intervenant dans Pε ren-
contre C2

t∗ sur ϕ (b∆d), on remplace cette cellule par un courant de la forme
ϕ̃∗ [∆d]− dθ où, τ étant un réel strictement positif assez petit, ϕ̃ = ϕ ◦ τId∆d∗
et θ est le courant d’intégration naturel sur {αx ; (α, x) ∈ [τ, 1]×∆d}. En ef-
fectuant cette opération sur chaque cellule de Pε telle que ϕ (b∆d)∩C2

t∗ 6= ∅,
on obtient, si τ est assez petit et bien choisi, une décomposition T = P t∗ε +dΘt∗

ε

adaptée à t∗ au sens où outre les propriétés de la décomposition précédente,
(P t∗ε ,Θ

t∗
ε ) jouit aussi de celle que C2

t∗ ne coupe les cellules de P
t∗
ε que sur leurs

faces et transversalement. Dans une telle décomposition, (P t∗ε )t est bien défini
pour t voisin de t∗ et il résulte à nouveau de [13, th. 4.3] que pour t voisin de
t∗ les sections (Θt∗

ε )t sont bien définies.
Soient ρ ∈ C∞c (Rn,R+) d’intégrale 1 et (ρα) = (Rn 3 θ 7→ α−nρ (θ/α))α>0.

On fixe t suffisamment voisin de t∗ afin que les considérations précédentes
s’appliquent. On a donc

〈T, dh ∧ Pt〉 = lim
α↓0
〈T, dh ∧ Pαt 〉

où pour α > 0, Pαt est la forme obtenue en convolant les coefficients de Pt
avec ρα. Si α > 0, 〈T, dh ∧ Pαt 〉 = 〈T, h ∧ dPαt 〉 (car T est fermé) et dPαt =

ρα (.− t) dθ. D’après la définition des sections de T , on en déduit en faisant
tendre α vers 0+ que

〈T, dh ∧ Pt〉 = 〈Tt, h〉 = IT,h (t)

De même, 〈P t∗ε , dh ∧ Pt〉 = IP t∗ε ,h (t) et 〈dΘt∗
ε , dh ∧ Pt〉 = 〈(Θt∗

ε )t , dh〉 = 0, la
dernière égalité étant due au fait que dh est une (2, 0)-forme différentielle de C2

t

et que le support de (Θt∗
ε )t est contenu dans Nt qui est une courbe complexe.

D’où

IT,h (t) = 〈T, dh ∧ Pt〉 =
〈
P t∗ε , dh ∧ Pt

〉
+
〈
dΘt∗

ε , dh ∧ Pt
〉

= IP t∗ε ,h (t) .

La décomposition T = P t∗ε + dΘt∗
ε étant adaptée à t∗, IP t∗ε ,h et donc IT,h est

réelle analytique au voisinage de t∗.
Finalement, IT,h est analytique sur Rn et donc nulle puisque nulle à l’infini.

Les sections Tt de T bordent donc des 1-chaines holomorphes Xt de C2
t \SptTt.
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De même, les sections (P t∗ε )t et P t∗ε sont aussi les bords de 1-chaines holo-
morphes Y t∗ε,t de C2

t \ SptTt. Par construction, Xt et Y t∗ε,t coïncident en dehors
d’un voisinage (fermé) d’ordre 2ε de SuppTt et si t est suffisamment voisin de
t∗, Xt = lim

ε↓0
(Y t∗ε )t.

Comme dans la section précédente, on définit ce qui sera le support de la
chaîne CR cherchée par ses sections. Si t ∈ Rn on note X t le support de la
1-chaîne Xt et on pose

X = ∪
t∈Rn

X t .

Hormis l’utilisation du lemme 6 qui permet de se ramener au cas des sous-
variétés réelles analytiques coupées transversalement par C2

t∗ et qui ici est rem-
placée par la construction de P t∗ε , la preuve du lemme 11 s’applique et on ob-
tient que X est un sous-ensemble analytique de En,2 \M de dimension n+ 2,
que ses sections sont des courbes complexes et que la trace de son ensemble
singulier X

s sur ces sections sont des ensembles discrets et H
n ( X

s) < +∞.
Prouvons maintenant que X est le support d’un courant d’intégration X de

En,2 \M vérifiant dX = T et dXt = Tt pour tout t ∈ Rn. Soit p∗ = (ζ∗, w∗, t∗)

un point de la partie régulière X
r de X . Ayant fixé ε dans

]
0, 1

2dist (p∗,M)
[
et

noté X
ε le support du courant P t∗ε précédemment défini, on utilise les notations

de la preuve du lemme 11 pour X
ε : pour un voisinage G de p∗ et V = π (G),

X
ε ∩G = {(t, ζ, w) ∈ G ; (ζ, t) ∈ V et (PQ) (ζ, t, w) = 0}

où P et Q sont premiers entre eux dans CRω (V ) [w]. Etant donné que X
ε

et X coïncident sur {dist (.,M) > 2ε} et que p∗ est un point régulier de X
ε,

X
ε ∩ G est, quitte à diminuer G, le graphe d’une application F de CRω (V ).

Puisque P et Q sont premiers entre eux dans CRω (V ) [w] et puisque p∗ est un
point régulier de X

ε, on en déduit par un argument classique de formule de
résidu logarithmique que R (ζ, t, w) = P (ζ,t,w)

Q(ζ,t,w) se factorise dans G sous la forme

[w − F (ζ, t)]
µ(p∗) S (ζ, t, w) où S ∈ CRω (V ) (w) n’a ni pôle ni zéro dans G et

µ (p∗) = ±m (p∗) selon que w∗ est un zéro ou un pôle de R (ζ∗, t∗, .). Si t est
suffisamment voisin de t∗ et si U un voisinage suffisamment petit de (ζ∗, w∗),
on a donc

(14) Xt |U = µ (p∗) [ X t] |U .

L’application X
r µ→ Z∗ ainsi construite est localement constante. Notons

( Xα)α∈A la famille (forcément finie) des composantes connexes de X . Puisque
X
s ne déconnecte aucune composante de X

r, µ prend une valeur constante
µα sur chaque Xα ∩ X

r et pour tout t ∈ Rnon obtient

(15) Xt =
∑
α∈At

µα [ Xα,t] .
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où At est une partie de A. Orientons chaque Xα par i (dz1 ∧ dz1 + dz2 ∧ dz2)∧
dt de sorte que [ Xα]t = [ Xα,t] et posons

X =
∑
α∈A

µα [ Xα] .

Puisque [ Xa] est un courant localement rectifiable de masse finie, son bord est
de la forme λ [M \ S] où λ est localement intégrable sur M \S (voir [11, 4.1.15
et 4.1.20]) ; λ est localement constante car d2 = 0. Il en est donc de même pour
dX. Ainsi 〈dX,Φ〉 = 0 si Φ ∈ C∞n+1

(
En,2

)
a un support qui ne rencontre pas

l’ensemble M ′ des points p = (t, z) où M et C2
t se coupent et sont transverses ;

notons que dans ce cas on a aussi 〈T,Φ〉 = 0 puisque tout (n+ 1)-champ de vec-
teurs qui oriente M \S est H

n+1-presque partout factorisable par ∧
16i6n

∂/∂tj .

Si par contre Φ est de la forme dt ∧ ϕ, alors d’après [11, th. 4.3.2]

〈dX,Φ〉 = −
∑
α∈A

µα 〈[ Xα] , dt ∧ dzϕ〉 = −
∑
α∈A

µα

∫
t∈Rn

〈[ Xα]t , dzϕ〉 dH
n (t)

=

∫
t∈Rn

〈
dz
∑
α∈A

µα [ Xα,t] , ϕ

〉
dH

n (t)

=

∫
t∈Rn

〈Tt, ϕ〉 dH
n (t) = 〈T, dt ∧ ϕ〉 = 〈T,Φ〉 .

Comme H
n+1 (M \M ′) = 0, on en déduit que la formule dX = T est valable

au sens des courants. Le fait que dXt = Tt pour tout t ∈ Rn résulte de (15).
Lorsque M \ S est connexe, on obtient que X ∈ Z [ X ] de la même façon que
dans [15, th 3.3 & p. 370].

Lorsque p = (t, z) est en outre un point régulier de M où M est transverse
à C2

t , on sait d’après [14, th. II] que si z possède dans C2
t un voisinage Up tel

que chaque composante connexe de X t ∩ Up est soit une variété à bord réelle
analytique de bord Mt ∩ Up, soit un sous-ensemble réel analytique de Up ; en
utilisant aussi [14, th. 4.7], on obtient que si C est une composante connexe
de X t ∩ Up, Up ∩ bC = M ∩ Up quitte à diminuer Up. Par transversalité, cette
conclusion s’étend à ( X ,M, p) dansWp siWp est suffisamment petit. Si p n’est
pas un point régulier de M où M est transverse à C2

t , ces arguments s’applique
malgré tout à P tε pour des réels ε arbitrairement petit. Il est clair que ceci
entraîne que si W est un voisinage assez petit de p, M contient au moins l’une
des composantes connexes de (W∩N)\M . Ceci achève la preuve du théorème 5.

Remerciements. — Nous tenons à remercier le rapporteur pour sa lecture at-
tentive et ses remarques constructives.
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