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DE QUELQUES VARIETES DE SHIMURA SIMPLES

PAR PAscaL BOYER

REsuME. — Nous définissons et étudions de nouvelles filtrations dites de stratification
d’un faisceau pervers sur un schéma; contrairement au cas de la filtration par les poids,
ou de monodromie, ces filtrations sont valables quel que soit ’anneau A de coefficients.
Pour A = Qy, nous illustrons ces constructions dans le contexte des variétés de Shimura
unitaires simples de [7] pour les faisceaux pervers d’Harris-Taylor et le complexe des
cycles évanescents introduits et étudiés dans [2]. Nous montrons aussi comment utiliser
ces filtrations afin de simplifier I’étape principale de [2]. Les cas de A = 7, et F; seront
étudiés dans un prochain article.

ABSTRACT (Filtration of stratification of some simple Shimura varieties)

We define and study new filtrations called of stratification of a perverse sheaf on a
scheme; beside the cases of the weight or monodromy filtrations, these filtrations are
available whatever are the ring of coefficients. For A = @l, we illustrate these con-
structions in the geometric situation of the simple unitary Shimura varieties of [7] for
the perverse sheaves of Harris-Taylor and the complex of vanishing cycles introduced
and studied in [2]. We also show how to use these filtrations to simplify the principal
step of [2]. The cases of A = 7, and F; will be studied in another paper.
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778 P. BOYER

Introduction

Pour I # p deux nombres premiers distincts, dans [2] nous avons explicité
le faisceau pervers des cycles évanescents & coefficients dans Q;, d’une certaine
classe de variétés de Shimura unitaires X qualifiée de « simple » dans [7], en une
place de caractéristique résiduelle p. Rappelons que cette description ne repose
pas sur une étude géométrique de ces variétés qui consisterait & se ramener a
une situation semi-stable; pour ’essentiel les arguments se raménent & de la
combinatoire sur les représentations admissibles des groupes linéaires sur un
corps local et automorphes d’un groupe symplectique sur un corps de nombres.
Au coeur de ces arguments, on trouve la formule des traces de Selberg qui calcule
la somme alternée des groupes de cohomologie de certains systémes locaux dits
d’Harris-Taylor, introduits dans [7], et définis sur certaines strates de la fibre
spéciale de ces variétés de Shimura. L’apport principal de [2] est 'étude des
prolongements de ces systémes locaux a toute la fibre spéciale. Pour ’essentiel
la preuve consiste

— & décrire, dans un certain groupe de Grothendieck des faisceaux per-
vers de Hecke, les images des extensions par zéro des systémes locaux
d’Harris-Taylor puis d’en déduire celle du faisceau pervers ¥, des cycles
évanescents.

— Ensuite on étudie la suite spectrale associée a la filtration par les poids
de ¥, calculant ses faisceaux de cohomologie.

Un fait remarquable est que, pour des raisons combinatoires, cette suite spec-
trale dégénére nécessairement en Fs et ’étape la plus complexe consiste &
montrer que, lorsque ce n’est pas trivialement faux, les di’? sont non nulles.
Pour ce faire, on utilise

— soit, cf. [2], une propriété d’autodualité a la Zelevinsky sur la cohomologie
des espaces de Lubin-Tate qui passe par un théoréme difficile de compa-
raison avec ’espace de Drinfeld da a Faltings et développé par Fargues
dans [6];

— soit, cf. [3], des arguments combinatoires complexes reposant sur le théo-
réme de Lefschetz difficile, & propos la cohomologie de la variété de Shi-
mura.

Une autre fagon de voir ces calculs est de considérer la filtration par les noyaux
itérés de la monodromie auquel cas la suite spectrale associée, calculant les fais-
ceaux de cohomologie #'W¥ ,, dégénére en E;. Cette observation nous suggére
une stratégie pour montrer que ces “y 4 sont sans torsion : il suffirait

— de construire une filtration entiére de ¥, qui coinciderait sur Q; avec
celle par les noyaux itérés de la monodromie puis
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— de montrer que les faisceaux de cohomologie de ces gradués sont sans
torsion.

Le point de départ de ce travail est donc de construire un telle filtration entiére,
I’étude de la torsion des # ', étant repoussée 4 un prochain article.

L’idée la plus naturelle pour qu’'une telle filtration existe quels que soient
les coefficients, est de lui trouver une nature géométrique et donc d’utiliser
des stratifications de ’espace. Ainsi pour un faisceau pervers P sur un schéma
muni d’une stratification quelconque, on le filtre au moyen des morphismes
d’adjonction 5 j*P — P et P — j,j*P, cf. le §2. Pour A = Z;, on travaille dans
la catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers « libres », cf. le §1.3 au sens
ou étant donné un faisceau pervers « libre », on lui associe une filtration dont les
gradués sont « libres ». Pour ce faire on est amené & prendre les coimages, et non
les images, des morphismes d’adjonction. Nous verrons dans un prochain papier
que ce phénoméne qu’il est naturel de nommer « saturation », est directement
lié a la torsion. On étudie, §2.3, plus particuliérement deux de ces constructions,
la premiére dite filtration exhaustive de stratification et la deuxiéme qui lui est
duale, la cofiltration exhaustive de stratification.

Au §3, on explicite ces constructions pour les extensions par zéro des Q;-sys-
témes locaux d’Harris-Taylor, §3.3, puis §3.4 pour le Q,-faisceau pervers des
cycles évanescents ¥ I3, En particulier on vérifie que la filtration de stratifi-
cation de ¥ 4,9, est égale a celle par les noyaux de la monodromie, alors que la
cofiltration coincide & celle par les images.

Rappelons que 'un des intéréts de cet article est de fournir l'ingrédient
théorique pour contréler la torsion des faisceaux de cohomologie de ¥ ,. Nous
montrerons dans un prochain travail que cette torsion est toujours nulle ce qui,
par le théoréme de Berkovich couplé a ’analogue du théoréme de Serre-Tate,
montre que la cohomologie des espaces de Lubin-Tate, cf. [2], est sans torsion
et non divisible. Afin d’illustrer les techniques qui seront développées dans ce
prochain papier, nous montrons en appendice, comment d’une part obtenir la
filtration de stratification de ¥, & partir seulement des arguments de somme
alternée de [2], puis comment en déduire les #'U .

La lisibilité du texte doit beaucoup a la relecture précise et aux suggestions
de J.-F. Dat qui, en particulier, m’a incité & utiliser le langage des catégo-
ries quasi-abéliennes; je I’en remercie vivement. Merci enfin & D. Juteau pour

m’avoir expliqué son travail sur les faisceaux pervers a coefficients entiers.
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780 P. BOYER

1. Faisceaux pervers entiers et théories de torsion

Dans tout le texte, K désignera une extension finie de Q; ou Q;, d’anneau
des entiers O et de corps résiduel F = OQ/(w). La lettre A désignera une des
trois lettres K, Q ou F.

1.1. Théories de torsion. — Une théorie de torsion, cf.[10, définition 2.7], sur
une catégorie abélienne # est un couple (9, ) de sous-catégories pleines tel
que :

— pour tout objet T' dans & et L dans &, on a Homg(T, L) = 0;
— pour tout objet A de @, il existe des objets Ay et Ay de respectivement
T et F, ainsi qu'une suite exacte courte 0 - Ay — A — Ay — 0.

Remarque. — 9 (resp. &) est stable par quotients et extensions (resp. sous-
objets et extensions). On dira de (¥, F) est une théorie de torsion héréditaire
(resp. co-héréditaire) si I (resp. &) est stable par sous-objets (resp. par quo-
tients).

Dans une catégorie abélienne & qui est O-linéaire, un objet A de @ est dit
de w-torsion (resp. w-libre, resp. w-divisible) si w14 est nul pour un certain
entier N (resp. w.l4 est un monomorphisme, resp. un épimorphisme).

1.1.1. PROPOSITION (cf. [10] 2.14). — Soit & une catégorie abélienne O-li-
néaire; on note I (resp. &, resp. @) la sous-catégorie pleine des objets de
w-torsion (resp. w-libres, resp. w-divisibles) de G. Si @ est noethérienne (resp.
artinienne) alors (7,F) (resp. (&, T)) est une théorie de torsion héréditaire
(resp. co-héréditaire) sur @.

Remarque. — Dans une catégorie abélienne Q-linéaire noethérienne (resp. ar-
tinienne) tout A admet un plus grand sous-objet de w-torsion Ay, (resp. w-di-
visible Ag;y) : A/Asor (vesp. A/Agiy) est sans w-torsion (resp. de w-torsion) et
KA ~ K(A/Ator) (resp. KA ~ KAg,).

1. NOTATIONS. — Soit 9 une catégorie triangulée munie d’une t-structure
< > Py

(@*0, @*O) au sens de 1] définition 1.3.1; on notera € son ceeur, T<, et

T>n, les foncteurs de troncation ainsi que K" 1= T<pT>n = Te>nT<pn. Pour

T : Dy — Do un foncteur triangulé, on note PT pour H° o T o €1, ou

€1 : 61 — Dy est linclusion du ceeur.
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Remarque. — On rappelle qu'un foncteur triangulé T : 91 — D, est dit
t-exact a droite (resp. a gauche), si T(D5°) ¢ D50 (resp. T(D7°) ¢ DF°)
et t-exact s’il 'est & droite et a gauche. Si (T*,T,) est une paire de foncteurs
triangulés adjoints, alors T est t-exact & droite si et seulement si T est t-exact
a gauche et alors (PT*, PT,) est une paire de foncteurs adjoints de & et Gs.

1.1.2. COROLLAIRE. — (cf. [10] 2.15) Si € est munie d’une théorie de torsion
(7, 9)

=0 = {Ae D' H'(A) e T}

920 = {Ae D7 #°(4) e F}
définissent une nouvelle t-structure sur 9 dont on note ¥E le ceeur lequel est
en outre munie d’une théorie de torsion (7, T [—1]).

Remarque. — On retrouve la t-structure p & partir de p+ via les formules :
D=0 = {AecTD=": *#°(4) € T}
P20 ={AectP="t: tHTHA) e T}
de sorte que TT% = ©[—1]. En particulier pour A € @ (resp. A € T%), on a
Ag="TH"Aet Ag=THA.  (resp. Ag = H A et Agy_y = H'A).

1.2. Recollement. — On suppose données trois catégories triangulées 9, Dy et
Dy ainsi que des foncteurs triangulés i, : Dp — D et j* : D — Dy, vérifiant
les conditions de recollement de [1] §1.4.3

1. 4, posséde un adjoint & gauche noté i* et un adjoint & droite 4';

2. j* posséde un adjoint & gauche j; et un adjoint & droite j, ;

3. on a j*i, = 0 et donc par adjonction i*j; = 0 et i'j, = 0; pour A € Dy
et Be Dy

Hom(j,B,i+A) = 0 et Hom(i,,j.B) = 0;

4. pour tout K € 9P, il existe d : i,i*K — 5j*K[1] (resp. d : j.j*K —

i+i'K[1]), nécessairement unique, tel que le triangle suivant est distingué
77K — K — i,i* K ~%  (resp. i,i' K — K — j,j* K ~%);

5. les foncteurs i, ji et j. sont pleinement fidéles : les morphismes d’ad-
jonction i*i, — Id — 4'i, et j*j, — Id — j*ji sont des isomorphismes.
Etant données des t-structures (@50, @50) sur Dy et (@IS,O, @%0) sur D,

on définit une t-structure sur 9 par recollement :
P ={KeD: j*K € D et i*K € D"}
D7 = {KeD: j*K € D7° et i'K € D7°}.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



782 P. BOYER

1.2.1. PROPOSITION. — ([10] proposition 2.30) Supposons Gr et Gy munies
de théorie de torsion (Y r,Ir) et (Tu,Tu). On définit alors une théorie de
torsion sur G par :

I ={Pe®: P*PecIpetj*Pec Iy}
F:={Pc®: Pi'PecTypetj*PcTy}

1.2.2. COROLLAIRE. — ([10] lemme 2.32) On a les propriétés suivantes :

Pi(Tr)C T Pi(Tu) CT Pju(Juv)C T
Pi(TF) C T Pj(Yu) CT Pj(Ju) C T

Démonstration. — Le résultat découle de la nullité de Pi*Pj,, pi!pjg* ainsi que
celle, cf. [1] proposition 1.4.17 (i), des composés Pj, oPi,, Pi*oPj et Pi' oPj,. [

Remarque. — La t-structure (T9=°, *®=%) du corollaire 1.1.2 s’obtient par
recollement, i.e.

TP = (Ke D' HNK)eT}={KeD: j*K € TP’ et i*K € T 93"}
920 ={Ke P H'(K)eTt={KeD: j'K € *D5" et i'K € TDF°}.
En effet pour K € 9=' avec #* (K) € 9, du triangle distingué 7<gK —
K — &’{I(K) ~+, par application de j* (resp. i*), on en déduit, comme
7*(D=°) ¢ D5° (vesp. i*(D=°) c D°), que H'(j*K) = j*H"(K) (resp.
H'(i*K) = i*#H"(K)) est de torsion et donc j*K € +@50 (resp. i*K €
+93"). Réciproquement si j*K € +@50 et i*K € T93° alors K € =" avec
FHK) e Ty et i*H(K) € Tp, soit H'(K) € I. Le cas de TD° se traite
de méme.

1.3. La catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers libres. — Notons tout
d’abord qu’il découle du corollaire 1.1.2 et de la remarque qui le suit que

T =Ntz = gntg

est la sous-catégorie pleine des objets libres (resp. divisibles) de & (resp. de
TE). Les catégories & et T% étant abéliennes, elles possédent des noyaux,
images, conoyaux et coimages; cependant ces notions peuvent étre distinctes
selon qu’on considére & ou *&, i.e. elles ne fournissent pas nécessairement des
objets de &.

1.3.1. LEMME. — La catégorie F admet des noyaux et des conoyaux. Plus
précisément pour L, L' € & et f : L — L', le noyau Kerg f (resp. le conoyau
Cokerg f) de f dans F est égal & celui Kerg f (resp. Coker+y f) de f dans €
(resp. T6).
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Démonstration. — Le noyau Kerg f (resp. Coker+g f) est un objet de & et
Kerg — L — L' (resp. L — L' — Coker+g f) est lapplication nulle.
Si X — L (resp. L’ — X) est un morphisme de & dont le composé avec
L — L’ est nul alors, X étant un objet de & (resp. de ™), la propriété
universelle de Kery f (resp. de Coker+¢ f), nous fournit une fléche Kery — L
(resp. par L' — Coker+g f) qui factorise X — L (resp. L’ — X). Ainsi
Kerg f (resp. Coker+¢g f) est un noyau (resp. conoyau) de f dans &. O

Remarque. — D’aprés la remarque suivant 1.1.2, T4 0 Cokerg f est le quotient
libre de Cokery f. Si L’ — X est un morphisme de & dont le composé avec
L — L’ est nul, alors X étant un objet de &, on a une fleche Cokery f — X
telle que le composé (Cokerg f)ior < Cokerg f —> X est nul, i.e. L' — X se
factorise par T 0 Cokerg f. Ce dernier est donc égal a Cokery f = Coker+¢ f.
De la méme fagon on a Kerg f = H° Ker+¢ f.

1.3.2. DEFINITION. — Pour L,L’' € ¥ et f : L — L’, on rappelle que I'image
Img f (resp. la coimage Coimg f) de f dans & est Kerg(L' — Cokerg f)
(resp. Cokerg(Kerg f — L)).

1.3.3. LEMME. — Pour f un morphisme de &, on a Coimg f = Coimg f =
Img f etImg f = Im+g f = Coim+yg f. En outre f induit une fleche canonique
Coimg f — Img f.

Démonstration. — On procéde comme dans la preuve du lemme précédent en
notant que dans & on a Imy f — L’ et donc Img f est un objet de &. De
méme dans *%, on a L — Coim+g f et donc Coim+y f est un objet de &.

En outre f : L — L’ se factorise par Img f et comme le composé
Kerg f — L — Img f est nul, il induit un morphisme canonique
Coimg f — Im f. O

1.3.4. DEFINITION (cf. [11] §1.1.3). — La fleche f est dite stricte si le mor-
phisme canonique Coimg f — Img f est un isomorphisme; on notera alors
f:L—> L' Unesuite 0 —» L; — Ly — L3 — 0 sera dite strictement ezacte
si Ly est un noyau de Ly — L3 et L3 un conoyau de L; — Lo.

Remarque. — (f : L — L) est un monomorphisme strict et on note L —— L'
(resp. un épimorphisme strict et on note L —}» L’) si et seulement si son
conoyau dans @ (resp. son noyau dans T§) est un objet de &. Dans ce cas
0—>L— L' — Cokerg f — 0 (resp. 0 > Kerg f — L — L' — 0) est
strictement exacte.
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Remarque. — La composée de deux monomorphismes (resp. épimorphismes)
stricts est strict ; réciproquement si v ov est un monomorphisme (resp. épimor-
phisme) strict alors v (resp. u) est strict.(!)

1.3.5. PROPOSITION. — La catégorie S = G N 6 des objets libres (resp.
divisibles) de G (resp. de T€) est quasi-abélienne au sens de la définition 1.1.3
de [11].

Démonstration. — Nous avons déja vu que & possédait des noyaux et co-
noyaux. Soit alors f : Ly —}» Lo un épimorphisme strict et

L1*>L2
L ——= L

un diagramme cartésien. Notons L = Kerg(L; — Lg) de sorte que 0 —» L —

L1 — Lo — 0 est une suite exacte courte de &. Soit alors L; le tiré en arriére
dans €

0 L L Ly 0
A
|
A
0—=L——>IL--=L,—=0.

Comme L et L sont libres dans & alors L, est un objet de & et ’épimorphisme
strict L1 —p» L} se factorise par L) de sorte que L] — L} est strict d’apres la
remarque précédente. Dualement pour L; — Ly un monomorphisme strict et
un diagramme cocartésien

L) —— L

Ly —— Ly,

le conoyau L dans & de L; <}~ Lo est libre. On note Z2 le poussé en avant
dans G

0—=IL|—-—->Ly——>=L——>0
A
|
|
0 L Ly L 0.

(1) Ces propriétés sont générales dans les catégories quasi- abéliennes cf. la proposition 1.1.8
de [11].
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Comme précédemment Ly est un objet de & et le monomorphisme strict
L} <} Ly se factorise par L} de sorte que d’aprés la remarque précédente,
L — L} est strict. Ainsi les conditions (QA) et (QA*) de [11] sont vérifiées et
T est quasi-abélienne. O

1. NOTATION. — Un morphisme f : L — L’ qui est a la fois un monomor-
phisme et un épimorphisme sera noté f : L —» L' ; on dit aussi que f est un
bimorphisme.

Remarque. — La fleche canonique Coimg f — Img f est un exemple de
bimorphisme. Avec ces notations la factorisation canonique d’une fléche dans
une catégorie quasi-abélienne s’écrit comme suit.

1.3.6. PROPOSITION. — Tout f : L — L' admet une factorisation canonique
L —}» Coimg f — Img f < L'.

1.3.7. DEFINITION. — Pour f un monomorphisme, Imy est appelé le saturé
de Coimg f.
1.3.8. LEMME. — Dans le cas ot G est Q-linéaire, un morphisme f de & est

un bimorphisme si et seulement si f ®g K est un isomorphisme. Dans ce cas
pour tout entier n assez grand, il existe g : L' — L tel que go f = w"Id.

Démonstration. — Soit f : L — L’ un bimorphisme; f est un monomor-
phisme de & (resp. un épimorphisme de *%) de sorte que f ®g K est un mono-
morphisme (resp. un épimorphisme). Comme dans une catégorie abélienne les
notions de bimorphisme et isomorphisme coincident, on en déduit que f ®p K
est un isomorphisme. Réciproquement si f ®g K est un isomorphisme alors
Kery f ®g K et Cokery f ®p K sont nuls et donc Kers f et Cokery f aussi.
Or Kerg f = Kerg f (resp. Cokers f = Coker+g f) de sorte que f est un
monomorphisme de & (resp. un épimorphisme de *%).

Au bimorphisme L — L’ est associé une suite exacte dans ¢, 0 — L —
L' — T — 0 ou T est un objet de w" torsion de & pour n assez grand. Soit
alors

0—L——ILyg——~T——0
|
I wa"
Y
0 L L T 0
r\
X' I
4
0— ~L-->Lp——=T——=0

ol Lo~ L&®T. La composée L' — Lo — L est alors un monomorphisme de
€ dont le conoyau est de torsion, i.e. L' — L. O
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786 P. BOYER

Remarque. — La relation L — L’ est d’équivalence sur &.

1.3.9. DEFINITION. — Pour L un objet de &, on dira que
LiCcLycCc---CL.=1L

est une Y -filtration si pour tout 1 < ¢ < e — 1, le monomorphisme L; — L; ;1
est strict. Dualement L=L_, — L{_, —» --- — L_q est une ¥-cofiltration si
pour tout 1 <4 < e — 1, 'épimorphisme L_; 1 — L_; est strict.

Considérons & nouveau une situation de recollement comme dans le
paragraphe précédent. Selon la notation 1, considérons les foncteurs Pj,
Pt4, P, PTj, ainsi que les foncteurs extensions intermédiaires ?ji, et P*j,.
D’aprés [10] 2.42-2.46, on a les triangles distingués :

Py — PHjy — Pi K 0% G (1] ~
p+j! — Pj — pi*ﬂgl;rei*j*[l] ~
iy — PHj — Pi ¥ G ~
Pt = Pio = Pi H i G~

pj* - p+j* - pi*ﬂiorsi*j*[_l] ~

1.3.10. LEMME. — Soit L € Yy alors P*5 L, Pj. L, P4 L et Pj.L sont des
objets de .

2. NOTATION. — Pour L, L' € &, on notera f : L —», L' un bimorphisme
dont le conoyau dans G est dans l’image essentielle de G .

Remarques : a) pour tout L € Fy, on voit que PT5HL — Pj L (resp.
P+4 L — Pj,L) est un épimorphisme (resp. un monomorphisme) strict, et
que
Pr4L > PjLl —> 4 P L - PhL
est la factorisation canonique du morphisme ?*j L — P4, L au sens de 1.3.6.
b) La construction de la preuve du lemme 1.3.8, fournit ?*j, L —» Pj L
dont le conoyau dans & est ji.(L/I"L).

1.3.11. LEMME. — Soient L € Yy, M € Fx et f : Pj.L —» M. Alors il
existe g : M —», PVj L tel que go f : Pji L —», PYj, L est le morphisme
canonique.

Démonstration. — Soit M — Pj,j* M le morphisme d’adjonction et notons @
le conoyau dans & de P*j,j* M - Pj,j* M. De la nullité de Hom(?5. L, Q),
on en déduit, via ’épimorphisme Pji, L - M que M — @ est nulle ce qui
fournit, en utilisant j* M ~ L, une flecche M — PT3,, L qui factorise Pj, L —»
P+ L et donc M —», P*j, L. O
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Remarque. — Dualement si f : M — P*j, L est telle que Cokery f est dans
I'image essentielle de &' alors f : M —, P*j, L factorise P, L — P¥j, L.
En particulier on notera que f : M —» Pji L (resp. f: PtjL —», M) est
nécessairement un isomorphisme.

1.3.12. PROPOSITION. — On suppose que j. (resp. ji) est t-exact pour €
(resp. T6) alors j.(Tu) C F (resp. jH(Fv) C F).

Démonstration. — Soit L € Fy ; comme Pj, = j,, j.L € D=°N+P=° = 7. Le
cas de ji est dual : comme *j; = ji, alors jiL € DN+ D= d’ott le résultat. O

1.4. t-structures perverses. — Dans la suite S désigne le spectre soit d’un corps,
soit d’un anneau de valuation discréte hensélien A, ou celui du normalisé A de
A dans une cloture algébrique du corps des fractions de A. On rappelle en outre
que A désigne une des trois lettres K, O ou F introduites plus haut. Soit alors X
un schéma de type fini sur S. On note 9 := D%(X, A) la sous-catégorie pleine
de D(X, A) formée des complexes & cohomologie bornée constructible.

3. NOTATION. — Dans la suite du texte, ' désignera le foncteur cohomolo-
gique associée & la t-structure naturelle sur la catégorie dérivée considérée.

(a) Cas ot S est le spectre d’un corps : on considérera dans cette situation
la t-structure perverse p définie par :

AePDSOX A) e Vze X, #*i*A=0, Vk > —dim {z}
AePD2(X A) s Vre X, #5iLA=0, Vk < —dim {z}

ol i, : Spec k(z) — X. On note alors PFP(X, A) le coeur de cette t-structure :
c’est une catégorie abélienne noethérienne et A-linéaire.

Remarque. — Un objet A de D%(X,0) est dans PD<%(X,Q) si et seulement
si A®G F est un objet de PD<0(X,F).

4. NOTATION. — Les foncteurs cohomologiques associés a la t-structure per-
verse ci-avant seront notés PH".

Dans le cas ot A = O, en tant que catégorie abélienne (-linéaire, on obtient
comme précédemment une autre t-structure p+

HirA =0, Vi > —dim {z} + 1

H— m'Hi;;A de torsion
YLA=0, Vi< —dim{z}

gy~ dim @350 A libre

!
T

AeP*DSV(X,A) & Vr e X,{

AeP*D2%(X,A) & V€ X,{

dont on notera PTFP(X,0) le cceur et PTH * les foncteurs cohomologiques.
C’est une catégorie abélienne artinienne et Q-linéaire.
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Remarque. — A est un objet de P+ D=0 si et seulement si A ®FF est un objet
de PD=%(X, ).

5. NOTATION. — Nous noterons FPL(X,0) := PTFP(X,0) N ?PFP(X,0) la
catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers « libres ».

Remarque. — Un objet A de P FP(X, Q) est libre si et seulement si A®50/(w)
est pervers.

Remarque. — La dualité de Grothendieck échange les deux t-structures per-
verses p et p+ de sorte que si f est un foncteur exact a droite pour la t-structure
p et commute a la dualité de Grothendieck alors il préserve la catégorie quasi-
abélienne des faisceaux pervers libres.

1.4.1. PROPOSITION. — Pour j : U — X affine et P € FPL(U,Q) on a
JP ="PjP = p+j*Pa WP ="HpP = p+j!P7
et donc j. P et jiP sont des objets de FPL(X, Q).

Démonstration. — Comme j est affine, j,. (resp. ji) est t-exact pour p (resp.
p+) et le résultat découle de la proposition 1.3.12. O]

(b) Cas ou S = Spec A : on note

— f: X — S le morphisme structural ;
— s = Speck (resp. n = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S’;
— X, (resp. X,,) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;
- i:X;— X (resp. j : X, — X) linclusion fermée (resp. ouverte).
Le complexe f'Ag[2](1) est dualisant sur X d’aprés [5] Th. finitude §4.
On considére alors la t-structure sur X obtenue par recollement de la
perversité autoduale p sur la fibre spéciale X; de X et de la t-structure
(PD="1(X,,A),PD="1(X,,A)), notée p[l], ot p est la perversité autoduale
sur la fibre générique X, de X. Autrement dit, en posant, d’aprés [4] XIV 2.2,
pour z un point de X d’image y dans S, §(z) = deg Tr x(x)/k(y) + dim {y},
on a
AePDSYX A) Ve X, HitA) =0,Yqg > —i()
AePD2X A) & Ve X, H(il,A) = 0,Yq < —6()
On définit de méme la t-structure p+ sur X de sorte que le foncteur dua-
lisant Dx = RHom(—,Kx) échange PD<0(X,A) (resp. P*D=%(X,A)) et
PD2%(X, A) (resp. PD=2(X, A)).

1.4.2. PROPOSITION. — Le foncteur j. (resp. ji) est t-exact pour X, muni de
la t-structure p[1] (resp. p + [1]) et X de la t-structure p (resp. p+) définie
ci-dessus.
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Démonstration. — Pour j,, cf. par exemple [8] bas de la page 48; le cas de j
est dual. O

On note alors P FPL(X,, 0) := PD="1(X,,0) N P*D="1(X,,0) la caté-
gorie quasi-abélienne des faisceaux pervers « libres ».

1.4.3. COROLLAIRE (cf. la proposition 1.3.12). — Si Lo € Pl FPL(X,,0)
alors jiLo, j«Lo, PjiLo et PYji. Lo appartiennent ¢ FPL(X,Q), i.e. sont
aussi « libres ».

(c) Cas ou S = Spec A : on note

— 5= Speck (resp. 7 = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S ;
— X5 (resp. Xj) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;

- 4: X5 X (resp. j : X; — X) l'inclusion fermée (resp. ouverte).

Remarque. — Dans cette situation, il n’y a plus de complexe dualisant.
On considére alors les t-structures suivantes :

- p(1) en recollant (PD="'(Xj A), PD="1(X;A)) et (PD=°(X5,A),
PD0(X, M)

- p(0) en recollant (PD=9(X;, A),PD=(X;,A)) et (PDS0(X5,A),
PDZ0(Xg, A)).

Remarque. — On notera p(1)+ et p(0)+ les t-structures obtenues en recollant

comme ci-dessus & partir des versions p+ sur Xj et X;.

1.4.4. PROPOSITION. — (i) Pour X; et X munis des t-structures p[l] et
p(1) (resp. p[1]+ et p(1)+), les foncteurs j. et ji sont t-ezvacts. Pour
Lo € PN FPL(X;,0), on a

j*L@ = p(l)jl*L@ = p(1)+31*L@ € p(1) FPL(X’ @)
et on a la suite exacte courte dans P FPL(X,Q) :
0— E*E*E*L@ — ng@ — E*L@ — 0.

(i) Pour X5 et X munis des t-structures p et p(0) (resp. p+ et p(0)+), les
foncteurs j, et ji sont t-exacts. Pour Lo € PFPL(X5,0), on a

hLo = P(O)j!*l@ — p(0)+3!*L@ e p(0) FPL(X,0)
et on a la suite exacte courte dans PO FPL(X,Q) :
0— ng@ — J«Lg — ;*5*5*[/@ — 0.
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Remarque. — Le complexe i*j,Lg est le complexe des cycles proches notés
¥, (Lo) que I'on considére muni de son action du groupe de Galois.

Démonstration. — (i) Le foncteur j,. (resp. ji) est t-exact & gauche (resp. &
droite) pour p et p+. Par ailleurs comme d’apreés [8] §4, i*j. est t-exact relati-
vement a p sur X; et p sur X5, on en déduit que j, est t-exact relativement a
p[1] sur X5 et p(1) sur X. En ce qui concerne ji, considérons le triangle distin-
gué j1j*K — K — i,i*K ~» pour K = j,Lg avec Lo qui est p[1] pervers. La
suite exacte longue de p(1)-cohomologie et le fait que P#"i*j, Lo est nul pour
tout 7 # —1, donnent la nullité des ?MFH"j,7* K pour tout r # 0 ainsi que la
suite exacte courte

0— " OH 'K — jj*K — K — 0

avec POH V¥ K = U, (Lo) qui est p-pervers. On en déduit alors que ji est
t-exact relativement a p[1] et p(1) ainsi que j,Lo = P1j, Lo.

Soit alors Lg qui est p[1]4 pervers et soit PO Lo — Lo — P[l]rzlL@ ~s le
triangle distingué associé out P75 Lo[1] est p[1] pervers de torsion et PN#° L
est libre. Aprés application du foncteur exact j, on obtient j,PI#°Ly —
G«Lo — jPlrs Lo ~ ou 7.PUHO L et §«PM751 Lo[1] sont p(1)-pervers. Par
ailleurs comme pour tout M qui est p[1]-pervers, 7, M = P(Dj, M, il découle du
corollaire 1.2.2 que 7,?M#° L (resp. j,PMrs Lo[1]) est libre (resp. de torsion).
On en déduit alors que j, est t-exact & gauche relativement a p[1]+ et p(1)+
et donc t-exact. La t-exactitude de j relativement & p[1]+ et p(1)+ s’en déduit
alors comme précédemment.

Remarque. — Pour tout M qui est p[1]+ pervers, j, M = P(D+5, M.

(ii) Le raisonnement est strictement identique en notant que relativement
aux t-structures p et p(0), i.j* est t-exact de sorte que pour K = j.Lg, ixi*K
et PMi* K = ¥, (L) sont p-pervers alors que P g 1* K est nul. O

2. Filtrations de stratification d’un faisceau pervers sans torsion

On suppose le schéma X muni d’une stratification & = {X = X=1 D X22 D
-+ D X2} on pour tout 1 < h < e, la strate X=" est de pure dimension
dp ot =dimX =d; > dy > -+ > de. > 0. On notera j2" : X=h — X2k
in : X2" — X et j=h := i052". On rappelle, cf. la définition 5, que FPL(X, A)
désigne la catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers « libres » ; en indice
dans les notations, on la notera simplement &.
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2.1. Cas d’une situation de recollement. — Dans ce paragraphe on s’intéresse au
cas oil e = 2; on notera simplement j : U := XZ! — X22 < X et i: F :=
X22 < X. Pour L € FPL(X, A), on considére le diagramme suivant

L

p*j!j*L — e pj!*j*L(—+>> p+j!*j*LL+$ pj*j*L

oil la ligne du bas est la factorisation canonique de P15 j*L — Pj,5*L, cf. la
proposition 1.3.6, et les fléches « en biais » données par adjonction.

2.1.1. DEFINITION. — On note Py, := i,PH . i*j.j*L = Kerg (p+j! F*L -

Pjreg *L). Avec les notations du diagramme ci-dessus, on pose
Fill,,(L) = Img(can ;) et Filg}(L) = Img ((cany ), ).

2.1.2. LEMME. — Avec les notations précédentes, Fil[}}!(L) C Fil((]]J(L) cL
est une I -filtration au sens de 1.3.9, avec L/ Fil%w!(L) ~  PY*L et

Pireg™ L — Fﬂ?},!(L)/FﬂE}!(L)-

Démonstration. — Le premier isomorphisme est immédiat en utilisant
la suite exacte longue de cohomologie associée aux foncteurs PTH#° sur
G F — F — " F ~>.

Comme Fil&l! (L) = Im;;(can!,L . P — FilOU’,(L)), par définition de
limage, le monomorphisme Fil,}}! (L) — Fil(()],!(L) est strict, i.e. grf; (L) :=
Fil%’!(L)/ Fill}’l! (L) est un objet de FPL(X, A). Ainsi I’épimorphisme P*jj*L —
Fil?M(L) — gy (L) se factorise en un épimorphisme f : Pj.j*L — grf;,(L).
Or ce dernier étant un isomorphisme sur U, Kery f est de la forme i, L’ avec
L' € FPL(F,A); comme Homg (i, L', Pj1.j* L) est nul on en déduit que L' est
nul et donc que f est un monomorphisme de FPL(X,A), d’ou le résultat. [

Remarque. — D’aprés le lemme 1.3.11, il existe une fléche
Fily, (L)/ Fil;) (L) =+ Pjij* L
dont la composée avec celle de I’énoncé est la fléche canonique Pji,j*L —
P4, i*[,.
NIEY)
Pj,*j*L%» Fil?J,!(L)/FﬂE,II(L)
‘\ +£\
+
p+j!*j*L
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On résume les constructions précédentes par le diagramme suivant :

Pl L= g (L)

oo

PHjj* L —= Fily; (L)“—+—= L

A

PH e Gug* L === Py, Fil;}(L)

=, PTG

Remarque. — En utilisant le morphisme can, ;, du diagramme du début de ce

paragraphe, le lecteur vérifiera aisément que Fill}’l, (L) = Kerg<(can*7 L)|Im g(cam,L))

et grOUy!(L) = Coimg((can*,L)| Im,7(can!,L)> lequel est bien « coincé » entre

pj‘*]*L = COimg((Can*,L)| Coimy(cangﬁL)> et p+j!*j*L = Img((ca‘n*,L)| Img(cang,L)) .

2.1.3. DEFINITION. — La filtration Fil;;}(L) C Fil}; (L) C L est dite saturée
si can r, est strict i.e. si Fil%7!(L) = Coimg(can: r).

Remarque. — Si Fil?J’!(L) = Coimg(can; ;) alors la composée P; |-
i*L > Fil?]’,(L) est stricte i.e. Fil&l! (L) = Coimg ((cang7L)|pL). De méme
Pépimorphisme Pjy,j*L —» Fil?L!(L) —+» grOU’,(L) est strict de sorte que ce

dernier est un isomorphisme.

Remarque. — La dualité D de Grothendieck-Verdier stabilise FPL(X,A),
échange les monomorphismes (resp. stricts) avec les épimorphismes (resp.
stricts). En utilisant D(Img f) = Coimg(Df) et D(can; ) = can, p(r), on
peut dualiser les constructions précédentes, ce qui donne des cofiltrations
définies comme suit.
2.1.4. DEFINITION. — On note

Qu = 0PI e " L = Cokerg ("L — j.j"L)
et py, I'épimorphisme pr, : P75, j*L — Qr. On définit alors

CoFily,.o(L) = Coimg(can, ) et CoFily . 1(L) = Coimg(pr o can, r).

TOME 142 — 2014 — N° 4



FILTRATIONS DE STRATIFICATION DE QUELQUES VARIETES DE SHIMURA 793

On obtient ainsi une J-cofiltration, L — CoFily . o(L) — CoFily . 1(L)
dont le noyau gry;, ;(L) de CoFily,.o(L) — CoFily . 1(L) s’inscrit dans un
diagramme commutatif

.

Pt L= &ry..1 (L)
+

p+jl*j*L.

En ce qui concerne le noyau de L — CoFily . (L), en vertu de la suite exacte
dans @ :

0— i Pi'L — L — Pj,*L — i,PH 'L — 0,

2 . . . N e . . .
on en déduit qu’il est isomorphe & 7,Pi"L. On résume cette construction par le
diagramme

grU,*,l(L)C—f) PHjg* L

i.Pi' L—+—= L —+== CoFily . (L)~ Pj.j*L

b

CoFily 1 (L) Qp =—— PH |y, i juj* L

avec CoFily , o(L) = D(Fﬂ&,(D(L))) et CoFily,, 1 (L) ~ D(Fﬂ;,}!(D(L))).

2.1.5. DEFINITION. — La cofiltration L — CoFily . o(L) — CoFily . 1(L) est
dite saturée si can,, est strict, i.e. si les coimages de la définition 2.1.4 sont
égales aux images.

Remarque. — Le lecteur notera que py, étant strict si can, j est strict alors
py o can, j, aussi. L’auteur préférant les filtrations aux cofiltrations, on utilisera
la définition suivante.

2.1.6. DEFINITION. — Pour 6 = 0,1, on note Fil‘f]’*(L) = Kerg(L —
COFﬂUV*’(;(L)), ie.

FilOU’*(L) = Kerg(can, ) et Filllj’*(L) = Kerg(pr, o can, ).
On obtient ainsi une &-filtration FilOU’*(L) — FillU’*(L) — L.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



794 P. BOYER

Remarque. — De la méme fagon la filtration Fil;;'(L) C Fil);(L) C L définit
une J-cofiltration

L — CoFily, _1 (L) — CoFily, 0(L)

avec CoFily,,_1(L) := L/Fil; (L) et Fily, o(L) := L/ Filj;,(L). La dualité de
Verdier-Grothendieck échange ces notions, i.e. pour § = 0,1 on a Fil‘gL*(L) ~
D(CoFily,,_5(D(L))) et Fil;3(L) ~ D(CoFily 5(D(L))-

2.2. Filtration et cofiltration de stratification. — Traitons a présent le cas général
ou la stratification & admet éventuellement plus de deux strates, i.e. e > 2.
Pour tout 1 < h < e, on notera X1Sh := X 21 — X 2h+1 e jlgh s XIsh o, x21
I'inclusion correspondante.

2.2.1. DEFINITION. — Pour L un objet de ¥ et 1 <r < e — 1, soit
Fill, (L) = Img<”+j!19j1§T’*L — L).

2.2.2. PROPOSITION. — La définition précédente munit fonctoriellement tout
objet L de F d’une I -filtration, au sens de 1.8.9, dite de &-stratification

0 = Filg (L) C Filg (L) C Filg (L) C -+ C Filg /(L) C Filg (L) = L.
Démonstration. — Par construction les Fil (L) et L/ Filg (L) sont des ob-

jets de 7. En outre comme j'<"~1* Filg (L) ~ j'<"~1*L, le morphisme d’ad-

jonction p+j!1§T_1j1§’"—1’*L — L se factorise par Filg (L)

il (L)

7

Filg, (L) L
de sorte que Filg_’!l (L) — Filg (L) est un monomorphisme strict. O

2.2.3. DEFINITION. — On dira que L est &)-saturé si pour tout 1 <r <e—1,
le morphisme d’adjonction p+j!19j15“*L — L est strict, i.e. si Filg (L) =

Coimg(f’+j!1§rj1§’”*L — L). Autrement dit si pour tout 1 < r < e — 1,
Pir, 1L est un objet de .
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Remarque. — Filg!l(L) étant construit, on peut aussi obtenir Filg (L)
comme suit. Le quotient L/ Fil’g’!l(L) est & support dans XZ=" et on

considére i, . Filg(:T,!<L/Filgll(L)) au sens de la définition 2.1.1 pour

U= X~"<< X2". Soit alors FA’iJITG’,(L) le tiré en arriére

Filg ' (L)C

Filg (L) Fil

L/ Filg (L)

ﬁL4>h

(L) = == iy Fily—r , (L/ Fil5 (D))

@

Par construction Pt °i* (]5‘11%_7!1 (L)) est nul et donc PTH°i%,, (Filg!1 (L))
aussi. Ainsi la nullité de P+#°i*, (’im Fily-.,(L/Filg (L))) implique celle
de P+¢{Oij‘_+1ﬁ%7!(L) de sorte que fﬁ;. (L) est la coimage du morphisme d’ad-
jonction P+j2TjZr (FilTG,!(L)) — Filg,(L). En prenant le j'<"* du dia-

gramme précédent, on en déduit que jIST*L ~ jlﬁ’"**Ff‘\i/l%J(L) de sorte que
Filg (L) ~ Filg ,(L).

2.2.4. DEFINITION. — Pour L un objet de ¥ et 1 < r <e — 1, soit

*

COFHS,*,T(L) = COimg<L — pjlgrjlﬁr’*L)'

2.2.5. PROPOSITION. — La définition précédente munit fonctoriellement tout
objet L de F d’une T -cofiltration dite de &-stratification

L = CoFilg , o(L) - CoFilg xe_1(L) — - -+ = CoFilg x.1(L) = CoFile . o(L) = 0.

Remarque. — Comme précédemment, on peut construire cette cofiltration
de maniére itérative. Supposons construit CoFilg . ,—1(L) et notons K, =

Kerg(L —| CoFile*,r_l(L)) a support dans X=". Soient alors K, —|}»

ir « CoFilx=r . o(K,) et le poussé en avant

K,C L CoFilg 4 r—1(L)

| |

ir.« CoFily=r, o(K,)& — = CoFilg . (L) — CoFile , ,_1(L).

Comme précédemment on montre que CoFilg . (L) > é;F/ilg,*,T(L).
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2.2.6. DEFINITION. — Pour tout 0 < r < e, on note
Filé;(L) = Kerg(L —» C10F116,>k,,~(L))7

ie. Filg', (L) = Kerg(can, : L — p'igjlgr’*L). On obtient ainsi une
 -filtration

0 =Filg®, (L) C Filg {(L) C--- CFilg (L) =L

dont on note grg’, (L) les gradués. On dit que L est &,-saturé si pour tout
1 <r <e—1, ’épimorphisme L — CoFilg . (L) est strict.

Remarque. — On peut aussi définir la cofiltration CoFilg, _,(L) :=
L/ Filg ,(L). Comme précédemment la dualité de Verdier échange ces notions,

ie. D(CoFﬂG,!,_T(L)) ~ Filg', (D(L)), et D(CoFﬂG,*,T(L)) ~ Fil ,(D(L)).

2.3. Filtrations exhaustives de stratification. — Dans ce paragraphe on cherche
a raffiner les filtrations du paragraphe précédent de fagon a obtenir la filtration
la plus fine possible « adaptée » a la stratification & au sens suivant.

2.3.1. DEFINITION. — Un faisceau pervers L € FPL(X, A) est dit adapté a la
stratification & s’il existe 1 < h < e tel que L ~ 4y .45 L et que le morphisme

d’adjonction j?hjzh’*(i;‘IL) — 47 L induit un bimorphisme pj!jhjzh’*L —
L ou T'on rappelle que i, = ip,1 = Pip 1 = P+ih,[* et j=h = onh. Une

T -filtration sera dite adaptée a S si tous ses gradués le sont.

Remarque. — Les filtrations Filg | et Filg , du paragraphe précédent ne sont,
en général, pas adaptées & &. Une fagon d’y remédier serait de les combiner en
considérant les grgv*gr]é,! x -gr’é’*grjg,!(L). Une autre, plus simple, consiste a
utiliser les Fil&l! du §2.1.

6. NOTATION. — Pour e > 2 et r € Z — {0}, on note ve.(r) la valuation
2-adique de 1 i.e. 7 = 2" m avec m impair et on pose v2(0) =e—1.

2.3.2. PROPOSITION. — Etant donnée une stratification & = {X = X2 D
-+ D X2} de X, tout objet L de FPL(X,A) est muni fonctoriellement d’une
I -filtration dite exhaustive de S-stratification adaptée & & au sens de la défi-
nition précédente

0=Fillg? (L) C Fillgy *}(L)c---c Fill (L) € --- c Fil%, ~}(L) = L,
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telle que pour tout |r| < 2¢71, il existe P, € FPL(X=¢"2(") A) tel que
grrg (L) = Fill’éwl(L)/Fill’é_’f(L) s’inscrive dans un diagramme commutatif
de bimorphismes

pj:e_v2(r)PT( - p+j!:*€—v2(T)PT
\ /
grr%)!(L)
Démonstration. — On va montrer le résultat par récurrence sur e, le cas e = 2

étant donné par la construction Fillj}!(L) —+- Fil?])!(L) —+ Filllj’,(L) =
L du §2.1. Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang e — 1 et trai-
tons le cas de e. Partant d’un objet L de FPL(X,A), on note Fill%,!(L) =
Filg (L) = Filx=: (L) et Fillg'(L) = Fily~, (L) ot le gradué grrd (L) :=
FillOG’!( )/ Fillg ' (L) « factorise » le morphisme canonique pjlfl (j=1*L) — 4
;D+j§1(921 L) ie.

>
>1 *L p+J'*1 >1,>|<L)

\/

grr6 )

pj!*

Comme Fillé}!(L) (resp. L/ Fill%’!(L)) est & support dans X 22, muni de la stra-
tification &' := {X22 D ... D X2¢}, il est, d’aprés ’hypothése de récurrence,
muni d’une filtration

0=Fi?,’ (Fiﬂg},(L)) C-r CFillls, (Fiug}!(L)> L%, (Fiué}!(L)) ~ Fillg} (L),
( =272 .10 2.1 _ 110
resp. 0 = Fillg?) (L/ FIHG’!(L)) . CFillZ,, (L/Fﬂl (L )) = L/Fill%(L).)

Pour tout |r| < 22, on pose Fiug?f”“( L) = Filll, , (Fillg,(L)) ainsi que le

tiré en arriére :

0 —— Fillg (L) 1% L/Fillg (L) ———0
\

; J

0 —— Fill} (L) — FillZ, +7(L) - - = Fillg, , (L/ Fing,(L)) S—)

En notant que pour |r| < 2972, vg.(r) = v2.(£2°7? + ), on voit que la
propriété sur les gradués est clairement vérifiée. O
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2.3.3. DEFINITION. — On dira que L est exhaustivement &;-saturé si dans
la. construction précédente tous les morphismes d’adjonction considérés can p,
sont stricts, cf. 2.1.3.

Remarque. — Comme précédemment, en utilisant les L’ — CoFily 4 (L) —
CoFily ,1(L), on construit une cofiltration exhaustive de G-stratification

L = CoFillg , 5e-1(L) — CoFillg , ge-1_1(L) — - -- — CoFillg , _ge-1(L) = 0

vérifiant des propriétés analogues & celles de la proposition précédente.

2.3.4. DEFINITION. — Avec les notations précédentes, pour tout |r| < 2671,
Fillg", (L) = Kerg (L — CoFills . (L))

définit une 7-filtration dont on note grrg , (L) les gradués. Cette filtration sera
dite &,-saturée si les épimorphismes L — CoFilg . (L) sont stricts.

Remarque. — Comme précédemment la dualité de Verdier échange filtrations
et cofiltrations, i.e. D(CoFillg (L)) ~ Fillg ,(D(L)) et D(CoFillg (L)) ~
Fillg ,(D(L)). En particulier si L ~ D(L) est autodual, alors il est &-saturé
si et seulement s’il est &,-saturé.

Remarque. — Pour O un anneau de coefficients, soit Ly <}~ L; un mono-
morphisme strict de FPL(X, Q) dont le conoyau est de la forme ,”j, P —
Ly/Ly — WPTiP ol j : U — U est une inclusion ouverte et i : U —
X est une immersion fermée. On suppose donné G € FPL(X,0) tel que
PP —» G — 3,PTj,P. Comme d’aprés le lemme 1.3.8, — est une
relation d’équivalence et que L;i/Lg et G sont équivalents a 4,7, P, il existe
une fleche G — L;/Lg de sorte que le tiré en arriére
L“——L] - - -G
P
|

v

Ly—— Ly — L1/Ly

fournit un objet L] <« L; munit d’une -filtration Ly C L} dont on a modifié
«la position » du gradué L} /Lo par rapport a celle de Ly / Lg. Plus généralement
le lecteur se convaincra qu’étant donnés :

— un objet L de & dont la filtration de &-stratification exhaustive fournit
pour tout 7 € Z tel que |r| < 2¢7! des faisceaux pervers P, sur Xx=e—v2(r)

et PP gt (L) — PP,
— pour tout |r| < 267! des pj!:*e_”(’")Pr s G, —>» p+j;e_v2(T)PT,

on peut construire L’ dont les gradués de la filtration exhaustive sont les G,..
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3. Faisceaux pervers sur les variétés de Shimura simples

Désormais nous nous placerons dans le cas A = Q; ; le but de ce paragraphe
est d’expliciter les constructions précédentes sur le faisceaux pervers des cycles
évanescents des variétés de Shimura simples de [7].

3.1. Rappels sur les représentations de GL,,(K). — Dans la suite K désigne un
corps local non archimédien dont le corps résiduel est de cardinal ¢ une puis-
sance de p et on rappelle quelques notations de [2]| sur les représentations ad-
missibles de GL, (K) a coefficients dans Q; ot [ un nombre premier distinct
de p.

7. NOTATION. — Une racine carrée q% de q dans Q; étant fizée, pour k €
%Z, nous noterons w{k} la représentation tordue de m de sorte que laction

d’un élément g € GL,(K) est donnée par w(g)v(g)* avec v : g € GL,(K) —
— val(det g)
q .

3.1.1. DEFINITION. — Pour (m1,V1) et (mg,V2) des R-représentations de
respectivement GL,, (K) et GL,,(K), et P,, n, le parabolique standard de
GLy, 4n, de Levi M = GL,,, x GL,,, on notera

. GL, n
T X o 1= 1ndP(LK§Jr 2 (K) m{ns/2} ® ma{—n1/2}.

On rappelle qu'une représentation irréductible admissible 7 de GL,(K)
est dite cuspidale si elle n’est pas un sous-quotient d’une induite parabolique
propre. Pour g un diviseur de d = sg et m une représentation cuspidale irré-
ductible de GL4(K), I'induite parabolique

e P e R L

posséde un unique quotient (une unique sous-représentation) irréductible noté
Sts(m) (resp. Speh,(m)). D’aprés [12] 2.10, 'induite parabolique St,_¢(m{—5})x
Speh, (7{25%}) admet une unique sous-représentation irréductible que 'on note

LT (s,t). Afin d’éviter d’avoir & écrire systématiquement toutes ces torsions,
on introduit la notation suivante.

s—1

8. NOTATION. — Un entier g > 1 étant fixé, pour m, et mo des représentations
de respectivement GLy, 4(K) et GL,4(K), on notera

— t t
T X Ty = 71'1{—52} X 7['2{51}.
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3.2. Variétés de Shimura unitaires simples. — Soit F' = F*E un corps CM avec
E/Q quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement réel 7 : F+ — R.
Dans [7], les auteurs justifient l’existence d’un groupe unitaire G, vérifiant les
points suivants :

- G,(R)~U(1,d—1) x U(0,d)";

- G- (Qp) = (Qp)* x[[i=1(BgP)* ott v = vy, vy, -+ , v, sont les places de F
au dessus de la place u de E telle que p = u®u et ou B est une algébre a
division centrale sur F' de dimension d? vérifiant certaines propriétés, cf.
[7], dont en particulier d’etre soit décomposée soit une algébre a division
en toute place et décomposée & la place v.

Pour tout sous-groupe compact UP de G,(A*®P) et m = (mq,---,m,) €
7%, on pose

UP(m) = UP x 23 x [ [ Ker(0p, — (Os,, /v]"))
i=1

3.2.1. DEFINITION. — Pour UP « assez petit »® soit Xy»(,,,) « la variété de
Shimura associée & G » construite dans [7]. On notera  ’ensemble de ces UP.

On note 4 ’ensemble des sous-groupes compacts ouverts « assez petits » de
G, de la forme UP(m) et donc muni d’une application m; : 4 — N.

Pour tout I € J, X; est un schéma projectif sur Spec @, ; les (X7);cy
forment un systéme projectif noté simplement X, muni d’une action par cor-
respondance de G,(A>), o les morphismes de restriction du niveau g ; sont
finis et plats et méme étale si mq(I) = my(J).

3.2.2. DEFINITION (cf. [2] §1.3). — Pour tout 1 < h < d, X7 (resp. X7
désigne la strate fermée (resp. ouverte) de Newton de hauteur h de la filbre
spéciale géométrieque X7z de X, i.e. le sous-schéma dont la partie connexe
du groupe de Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang
> h (resp. égal a h).

3.2.3. PROPOSITION (cf. [9]). — Les X7 2 sont affines de pure dimension
d—h.

(2 Tel qu’il existe une place = pour laquelle la projection de UP sur G(Qg) ne contienne
aucun élément d’ordre fini autre que I'identité, cf. [7] bas de la page 90.
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Remarque. — Ces X;Z munissent X ; ; d’une stratification & dite de Newton
qui sera la seule considérée de sorte que ’on fera disparaitre le symbole G de
toutes les notations.

3.2.4. PROPOSITION (cf. [7, p. 116]). — Pour tout 1 < h < d, les strates X7 7
sont géométriquement induites sous laction du parabolique Py, q—p(0,), au sens
ot il existe un sous-schéma fermé Xf;"l tel que :

XE? = XI=,2,1 XPh,d—h(@U/uml(I)) GLd(@U//Uml(I)).

9. NOTATION. — On notera Xlzgl l’adhérence de X1:,§1 dans XIZQ
Remarque. — L’action de Py q_p(F,) sur ij,g,1 se factorise par I’application

0 gy’
donnée par celle de — deg(w,,) sur le facteur Z ci-dessus, ou deg est la composée
du caractére non ramifié de W,,, qui envoie les Frobenius géométriques sur les

gy * ¢ : 1z
— (v(det g%),gc"). En outre l’action d’un élément w, € W, est

uniformisantes, avec la valuation v de F,.

10. NOTATION. — On notera comme précédemment
, >h >1 >h =h >h
th XZE — X5 = XZE’ = Xy s = Xj,g’
>h . y=h >h =h ._ i >h
Ji .Xj’g,lf—>Xj’§’1 et j=" i=1dp 05",
3.3. Systémes locaux d’Harris-Taylor. — Soit D, 4 ’algébre & division centrale

sur F, d’invariant 1/d et d’ordre maximal 9, 4. A toute représentation irréduc-
tible admissible 7, de @:, n, Harris et Taylor associent un systéme local &, ;4
sur ng’l muni d'une action de G(A*P) x Q) X P a—n(Fy) x [Ti=a(BoP)* X Z
qui d’aprés [7] p.136, se factorise par G (A"o)/@;mh via,

(331) (goo,p, 9p,0,Cs Gus Gu; k) = (gp,oo, gp,quiv(det gf;)’ ggta Gv;» 6)

ot GM(A%®) := G(A®P) x QX x GLg_n(F,) x [[i—o(BP)* x D} ,, et o

0 gy'
1,7 le faisceau sur X 7; induit

gﬂ,,ﬂ = gﬂ,,f,l XPh,d,h(Fv) GLd(Fu)

c
gy = (gv * ) et & € D, sont tels que v(rn(6)) = k + v(det g7). On note

11. NOTATION. — Toute représentation irréductible 7, de D, est l’image
par la correspondance de Jacquet-Langlands locale d’une représentation de la
forme Sti(m,) ot m, est une représentation irréductible admissible cuspidale de
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GLy(Fy) avec h = tg. On la notera my[t]p et pour (mo[t]p) gx = DY pui
v, h
avec p, ; irréductible, soient

Emy

Tw@th =P Tpossn et T(m,t) = T(mo, )1 Xp,, 4,y (F) GLa(F)

. =t . . . =t
le faisceau sur X ggl et sa version induite sur X gg
Y9 “

3.3.2. DEFINITION (Systémes locaux dits d’Harris-Taylor)
Pour II; une représentation de GL4(F,), on note

HT (7, IL;) := g(ﬂv,t)[d—tg]@)“ = ®Ht,

ol l'action se déduit par induction par celle de (g%, g0, ¢, 9, v, g, o) dans
G(A®P) x QX x (Z x GLg—1y(F,))" x H BP)* x GLyg(F,) x W,

sur le faisceau non induit, ou le radical unipotent de Py q(F),) agit trivialement,

g< agit sur II; et pour v € D tg/@v tg tel que v(rny) = v(det g5) — deg o,

(97, gp,og cToldet o) =dege o get g,) € GUD(A®) /DY,
agit sur S (¢, m,).

Remarque. — Les ¥ (m,,t) n’étant pas irréductibles, jEtgHT(m,, I1;) n’est pas
irréductible.

Soit alors , une représentation irréductible admissible cuspidale de GL,(F,)
et on note s = Léj. Pour tout 1 <t < s, considérons la filtration de stratifica-
tion du §2.2

0 = Fil;¥(my, ;) C Fil;™%(my, I0;) C -+ C Fill(my, TT;) = ji ? HT (my, 1,).

3.3.3. PROPOSITION. — La filtration Fil}(m,,II;) est adaptée a la stratifica-
tion de Newton au sens de la définition 2.8.1. Ses gradués gr; " (my,I;) =
Fil, " (my, ;) / Fil; " (my, II,) sont tous nuls sauf pour r = kg—1 pourt < k <
s auquel cas

grl %9 (my, L) ~ G- HT (., T, X Sty (m,)) @ EEF/2,

Démonstration. — On rappelle que d’aprés [2] proposition 4.3.1 et corol-
laire 5.4.1, pour tout 1 < t < s, les constituants simples de j!:tgHT(m,,Ht)
sont les

Py = § P HT (1, T, X Sty () @ EE0/2)
pour t < k < s. Pour tout tg < r < d, 'image CoFilg . (7, II;) du morphisme
d’adjonction

g HT (L) = P35S (59 HT (m, Iy ) ) — PGEST3<m* (579 HT (m, I0) )
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est, par définition de la notion d’extension intermédaire,

GEET ST (Y HT (7, 10,))

Comme le noyau de ce morphisme d’adjonction est & support dans X >T+1, on

en déduit que l'image de COFIIG «r(my,II;) dans le groupe de Grothendieck

est supérieure ou égale & ), Jth et ’énoncé consiste & montrer I’égalité. Soit
alors ko maximal tel que Py, et CoFilg . ,(my,II;) aient un constituant Z en
commun lequel sera donc pur de poids t — kg puisque les P sont purs de poids
t — k. La filtration par les poids de CoFilg . (7, II;) nous donne alors que Z
est un facteur direct du socle de CoFilg « (7, II¢). Or celui-ci est le j, ST du
socle de j1=m* ('!:tgHT(m,Ht)), et donc somme directe de certains P pour
1 <k < [7] desorte que ko = | 7] et Z = Py,. O

Remarque. — Le raisonnement précédent se généralise au cas d’un faisceau
pervers dont les constituants irréductibles sont ordonnés simultanément par la
dimension de leur support et leur poids, i.e. ceux dont la dimension du support
est la plus grande sont ceux de plus haut poids. Dualement si ceux de plus haut
poids sont ceux dont la dimension du support est minimale, le raisonnement
précédent s’adapte aux Fil}.

3.3.4. PROPOSITION. — La filtration de stratification Fil} (Fil; * (m,,I1;)) de
Fil; " (my, ;) = Kerg (j;" HT (my, 1) — ji, " HT (0, I1;))

est triviale, i.e. tous ses gradués sont nuls sauf gr(t+1)g (Fll_tg(m,,l_[t)) ~
Fil, " (m,, ;).

Démonstration. — 1l s’agit donc de montrer que le morphisme d’adjonction
j!:(t+1)gj=(t+1)g,* (Fﬂ:tg (0, Ht)) . Fil*_tg(m, IL,)

est surjectif. Raisonnons par ’absurde et soit kg > t + 2 minimal tel que,
avec les notations précédentes, Py, et le conoyau de ce morphisme d’adjonc-
tion aient un constituant Z en commun. Ainsi Z est un facteur direct de
jLSkog: (Fil:tg (o, Ht)), puisqu’il est, par construction, un quotient, et un sous-
objet via la filtration par les poids. Pour z un point générique de X;];‘)g , on en
déduit donc que la fibre en z de ¢~ dim # (Fil_tg (7, Ht)) est non nulle. Comme
la fibre en z de ™ ™72 HT (n,,II,) est nulle, on en déduit alors que la
fibre en z de #~ 4™*71; >tgHT(m,, I1;) est non nulle ce qui, comme kg > ¢+ 2,
contredit le résultat principal de [2] que nous rappelons au théoréme 3.3.5 ci-
apres. O]
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Remarque. — On pourrait montrer de méme que Fil} (Fil?(m,,I1;)) est soit nul
soit égal a Fill(m,,II;).

3.3.5. THEOREME (cf. [2] théoréme 2.2.5). — La fibre en un point générique
de Xj’sl de H'§ZY HT (my, 11, est nulle sauf pour (h,i) = ((t+7)g, (t+1)g—
d— 7") avec 0 < r < |_§J —t. Dans ce cas, dans le groupe de Grothendieck des
représentations de GL4r)g(Fy) X Z, elle est un multiple de I, % Speh,.(7,) ®

(t+r)g—d—r
2 .

—_——
—
—

Remarque. — Au §A.2, nous proposerons une démonstration cohomologique de
la proposition précédente ainsi qu'une nouvelle preuve du théoréme ci-dessus.

En itérant la proposition précédente, dans la filtration exhaustive de strati-
fication

0=Fill>" (r,,IL) C -+ C Fill’(my,II,) C -+~ C FilZ" " (m,, I,) = 79 HT (., I1,),

l'ordre d’apparition des P est aussi donné par les poids. Les indices précis des
gradués non triviaux étant plus complexes nous aurons besoin des notations
suivantes.

12. NOTATION. — Pour tout h > 2 on note rp, = 2472 ... 429" ¢t o pose
r1 = 0. Pour k > 1 on note dx(g) = Ele 27 et on pose 5y = 0.

3.3.6. COROLLAIRE. — Les gradués grr| (m,,II;) := Fillj (7, I'It)/li‘illlrfl(vrv7 II;)
sont tous nuls sauf ceuzr de la forme r = ryy — 2%748;,(g) pour k =0,--+ ;s — 1
auquel cas

—24-t§ =(t+k - —_
grr, " x(9) (7y, IT}) =~ ]!*( + )gHT(ﬂ'v, IT; X Stg (7)) @ E k/2,
Remarque. — En utilisant que ’extension intermédiaire est le top de l'ex-

tension par zéro, on notera que Fil}(m,,II;) et Fill}(m,, ;) coincident, a la
numérotation prés, avec la filtration par les socles de j,~ g T (7, ILy).

3.4. Faisceau pervers de Hecke des cycles proches

3.4.1. DEFINITIOE. — Pour tout J € J, les faisceaux pervers des cycles éva-
nescents RV, ;(Q;)[d—1](%52) sur X5 définissent un W,-faisceau pervers de
Hecke, au sens de la définition 1.3.6 de [2], que I'on note ¥ ,.
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Remarque. — Dans [2] §2.2, on utilise 'action de la monodromie pour découper
v,
v,= @ v,
1<g<d
m, €Cusp, (9)

ot Cusp,(g) désigne ’ensemble des classes d’équivalence inertielles, cf. défini-
tion 1.1.3 de [2], des représentations irréductibles cuspidales de GL4(F,) avec
1<g<d.

3.4.2. DEFINITION (Faisceau pervers dits d’Harris-Taylor)
On note P(t,m,) le W,-faisceaux pervers de Hecke sur X?lg de support X ‘Z’sf
et de poids zéro défini par

j!:*tgHT(ﬁv, Sti(my)) ® L(my),

ou £ est la correspondance de Langlands, cf. [7] et ou 'action de G(A>) x W,
sur P(t,m,) se définit par induction en faisant agir

(971 990, 95, 95" 90, @) € G(A™P) X Q) X GLyg(F,) x GLa—tg(F,) x [[(BP)* x W,
=2

via l'action de :
— (9%, 9p.0q” 87,7, 95", gv,) € GUD(A®) /D), sur T (t,m,) ou v € DS,
est tel que v(rnd) = v(det g5) — dego;
- (98, 0) sur Sti(m,) @ L£(my).

Remarque. — On notera que P(t,m,) ne dépend, en tant que W,-faisceau
pervers de Hecke, que de la classe d’équivalence inertielle de m,. D’aprés la
remarque qui suit le théoréme 2.4.4 de [2], les faisceaux pervers d’Harris-Taylor
P(t,m,) sont de la forme e, P(t,7,) ou P(t,m,) est un faisceau pervers simple,
oll e,, est le cardinal de la classe d’équivalence inertielle de ,, cf. loc. cit.
définition 1.1.3. Pour ce qui concerne les groupes de Grothendieck de faisceaux
pervers dits de Hecke, on renvoie le lecteur au §7 de [2].

3.4.3. PROPOSITION. — Soit

0=Fil}(¥, ) CFil(¥,,,)C - CFII (T, ) =T,
la filtration de stratification de U, . de la proposition 2.2.2. Pour tout v non
divisible par g, le gradué gry (¥, . ) est nul et pour r = tg avec 1 <t <'s, il est
a support dans Xitgg avec jztgv*grfg(\Iljmv) ~ HT(m,,Sts(m,)) ® Lg(wv)(%).
La surjection

- 1—¢
5 tgHT(WU, Sty (7)) ® Lg(m)(T) —» gr!tg(\I/jm),

a alors pour image dans le groupe de Grothendieck Y 5_, P (i, m,)(1EL=2L).
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Démonstration. — D’aprés [2] corollaire 5.4.2, dans le groupe de Grothendieck

on a
s

- 14i—2t
[\Ilj,m] = Z(Z Q(zaﬂv)(ZT))
t=1 i=t
Ainsi par construction, les gr{(¥, . ) sont nuls si 7 n’est pas de la forme
kg pour 1 < k < s. Par ailleurs comme les constituants de j:kg’*\Il%M
sont les j:kg’*ﬁ(i,m)(%) pour 1 < t < i < k, on en déduit que les
constituants communs & ¥, . et a j!:kgjzkg’*\lljmv sont les P(i,m,)(1H52L)
pour 1 <t < kett < i < s de sorte que, dans le groupe de Grothen-
dieck, l'image Filfg(\Ifjmu) de j!:kgj:kg’*\]:ljﬂ.‘.v — W, est inférieure
a Y, P(iyme)(AE52). Supposons par labsurde quil existe & tel
que Fil!kg (Y, .,) soit strictement inférieure a la somme ci-dessus. Soient
alors 49 > k minimal tel que P(ig,m,)(*+5=2) ne soit pas un constituant
de Fil{cg(\IJ%M) et z un point générique de X;i;g. D’aprés 3.3.5, dans le
groupe de Grothendieck des représentations de GL; 4(F,) x W, la fibre
en z de H~ " P(ig, m,)(FL=2Y (resp. de H~ VT Pip — 1,m,)(152))

mg_‘“‘#); par ailleurs ce n’est

1+i2—2t’)

est supérieure a St (m,) ® Lg(my)(
jamais le cas pour tout autre H~ dimz_é?(i, ) ( quel que soit
d > 0. Comme par hypothése P(ig — 1, m)(“’;—%) est un constituant
de Filfg(\lljmv) et que P(ig,m,)(*2=2L) n'en est pas un, on en déduit
que H~m= (Uy,/ Fillkg(\lljmv ), et donc H~ dim “W, .., est supérieure a
Stio (my) ® Ly (WU)(W), ce qui n’est pas d’aprés le calcul des germes
des faisceaux de cohomologie de ¥, donné au corollaire 2.2.10 de [2]. O

Remarque. — La figure 1 illustre la filtration de stratification de ¥, . ou
chaque cercle représente un faisceau pervers d’Harris-Taylor P(t, ) (15t + k).
L’utilisation de 3.3.5 et le corollaire 2.2.10 dans la preuve précédente revient a
dire que pour tout 1 <t < s—1 et pour tout 0 < k < s—t—1, dans toute filtra-
tion croissante de ¥, . D'indice k1 du gradué contenant P(t—k,m,)(=E=1) est
inférieur ou égale a I'indice k2 du gradué contenant P(t —k+1, m)(t_kT_Q) Le
lecteur pourra trouver une illustration graphique de ces contraintes a la figure 2
ou lorsque deux cercles sont reliés il faut que ’indice de celui qui est le plus bas
soit supérieur ou égal a 'autre. Au §A.3 nous proposerons une preuve cohomo-
logique de la proposition 3.4.3 et nous en déduirons une nouvelle démonstration
du calcul des #' ¥ ;.

Le lecteur notera qu’en supprimant les gradués nuls de Fil} (¥ /), la filtration
obtenue coincide avec la filtration par les noyaux itérés de la monodromie. Par
dualité, la filtration Filj (¥ ,) a laquelle on supprime les gradués nuls, coincide
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= Fil\’(Vz,r,)

FIGURE 1. Illustration de la filtration de stratification de ¥, . .

avec celle par les images itérées de la monodromie. Ainsi la bifiltration de mo-
nodromie s’obtient en considérant les Fil;, (Fil!] (v j)) Précisément, en couplant
les propositions 3.3.4 et 3.4.3, on obtient la description suivante.

3.4.4. COROLLAIRE. — Avec les motations précédentes les bigradués
gri(gr! (Wy.,)) (resp. gri(gri(V, ..))) de la bifiltration Fil,(Fili (¥,))

(resp. de Filf(Fil{(\I/j))) sont nuls sauf pour (i,j) de la forme (t'g,tg)
avec 1 <t <t' < s auquel cas

, 1-2t+¢

grig(grgtg(‘l/ﬂ,m)) = Q(tlﬂrv)(f)v

2t — 11t
)
Remarque. — Pour s = 3 et ¢ = 1, le lecteur trouvera & la figure 3 une
illustration des Fil} (¥, . ) et Fil} (¥, . ).

(resp. ext"® (er'9(W0,)) = P(t',m)(
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P3)(1)

FI1GURE 2. Illustration des contraintes d’une filtration de ¥, . ~avec
s =3.

En ce qui concerne la filtration exhaustive de stratification de ¥, . , avec
les notations de 12, la chasse aux indices fournit le corollaire suivant.

3.4.5. COROLLAIRE. — Les gradués de la filtration exhaustive de stratification
de \IJJ To

0=Fill? (¥, )C- CFY(V,,)C - CFl (¥, )=U,

sont nuls pour v qui n’est pas de la forme iyq — 29715, (g) pour 1 <t+k<s

. d—t
avect > 1 et k > 0, et sinon isomorphe a grr!““’_2 6]9(9)(\:[}/77”}) ~ Pt +
k k+1-2t
) ().

Appendice A

Retour sur les résultats faisceautiques de [2]

L’objectif de cet appendice est de revenir sur la preuve des principaux résul-
tats de [2] en utilisant les filtrations de stratification, I’intérét étant de simplifier
les arguments et de dégager une future stratégie d’étude sur Z;. Rappelons tout
d’abord la stratégie de loc. cit.

FEtape 1 : on utilise tout d’abord le théoréme de comparaison de Berkovich-
Fargues afin de relier les germes des faisceaux de cohomologie du complexe des
cycles évanescents & la cohomologie des espaces de Lubin-Tate.
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529 HT (m,, Sta(7,)) (1)

O -3
-2 -2 >2g 1
C— T HT (my, Sta(my)(5)
JPYHT (my, 7,) >>09 4 -1
0 0
! 1 c JZOHT (7, m,)
JTHHT (m Sta(m)) (—3) —>%) )

GEMHT (my, Sta(m,)) (-1) O 3

Ficure 3. Illustration de la filtration (fig. & gauche) et de la cofil-
tration (fig. & droite) de stratification de ¥, . avec s = 3.

Etape 2 : dans [7], les auteurs donnent une « recette » afin de calculer la
somme alternée des groupes de cohomologie des j!Ztg HT(m,,I1;) avec les no-
tations précédentes. Ainsi au terme du §5.4 de [2], on connait les constituants
simples de jZ" HT (m,, I1;) et Uy

Etape 3 : il s’agit alors de calculer les faisceaux de cohomologie des faisceaux
pervers d’Harris-Taylor ainsi que ceux du complexe des cycles évanescents. Pour
ce faire :

— dans [2], on utilise une propriété d’autodualité a la Zelevinski sur la co-
homologie des espaces de Lubin-Tate, prouvée par Fargues;

— une deuxiéme solution est proposée dans [3] et repose sur le théoréme de
Lefschetz difficile et sur des calculs fastidieux de groupes de cohomologie.

Le but de cette section est de donner une preuve alternative de I’étape 3 en
utilisant les filtrations de stratification ; en particulier nous n’utilisons plus 3.3.5
et en proposons méme une nouvelle démonstration.

A.1. Rappels cohomologiques de [7]. — Dans ce paragraphe nous allons rap-
peler, en utilisant les étapes 1 et 2 ci-avant, lesquels des résultats de [3] nous
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utiliserons. Notons que ceux-ci découlent des techniques habituelles de formules
des traces.

On note H}] le i-éme groupe de cohomologie de la variété de Shimura X, 5.
Pour TI*° une représentation irréductible de G(A>), on note [HE{II*¥}
la composante II°*"-isotypique de H}, dans le groupe de Grothendieck des
GL4(F,) x W,-représentations. Rappelons que si celle-ci est non nulle alors
II°*Y est la composante hors oo, v d’une représentation automorphe cohomo-
logique II. On fixe alors jusque la fin de cet appendice une telle représentation
automorphe II telle que sa composante locale I, ~ Speh,(r,) pour m, une
représentation irréductible admissible cuspidale de GL4(F,) avec d = sg.

A.1.1. LEMME. — (cf. la proposition 3.5.1 de [3]) Pour tout 1 <t < s, en

tant que représentation de GL4(F,), [H**(j2" HT (m,, IL;))|{TI®"} est égale
. e

& un multiple de II; X Speh,_,(m,).

Remarque. — Rappelons que [H*(jlztgHT(ﬂ'U,Stt(m,)))]{HOO’”} est calculée
dans [7] de sorte que le calcul des [H i(jitg HT(m,,11;))] se déduit, en utilisant
la pureté, de I'égalité de [2]

(1.1.2)
s—t
Gt T (my,Ste(m)) = S (~1)7 5TV HT (1w, Sty(m,) X Speh, (m,) ) @272,
r=0
A.1.3. PROPOSITION. — Dans la suite spectrale des cycles €évanescents
By’ = H(HW ) = HiM si Ste(my) @ Ly(my)(—%) est un sous-quotient de

[E;’j]{Hoo’“} aveci+j>0alorsi+j=1,j=—getk=s—1.

Démonstration. — Via la suite spectrale associée & la stratification de New-

ton, on se raméne a regarder les groupes de cohomologie des (#’ ¥ Im) | X1
4,8

ce qui impose de considérer les j de la forme (t — s)g —r avec 1 <t < s et

0 <r <t—1. Comme on regarde i + j > 0 le cas t = s est exclu. L’iso-

morphisme (ﬂ(t_s)g_r‘l’f,m)m:tg ~ HT(m,, LT, (t,7))[(t — s)g] nous ameéne

4,5
a regarder, pour r =0 et ¢ > 0, les [Hi(j!ztgHT(ﬂv, Ste(my)))]{I1°?}. D’aprés
[2] corollaire 5.4.1, I’égalité (1.1.2) s’inverse en
s—t

GTOHT (my, Ste(m)) = Y g CTVUHT (e, St () X St (7)) @ E7F/2

Ix
k=0

ce qui nous rameéne & regarder chacun des
B (G HT (e, St () X St () I}

pour ¢ > 0. Le résultat découle alors du lemme précédent. O]
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A.2. Retour sur la filtration de stratification des j,Ztg HT(m,,1I;). — Dans ce pa-
ragraphe, on fixe une représentation admissible irréductible cuspidale m, de
GLy4(F,) ou g est un diviseur de d = sg et pour 1 <t < s, on se propose tout
d’abord de prouver la proposition 3.3.4 sans utiliser le théoréme 3.3.5.

Remarque. — Dans le cas ol g ne divise pas d, le calcul des faisceaux de
cohomologie des j&tg HT(m,,I1;) de [2] découle assez simplement de ’hypothése
de récurrence sur le modéle local, puisque les points supersinguliers n’entrent
pas en jeu.

Pour ce faire on raisonne par récurrence sur t de s 4 1. Lescast =set s—1
étant évidents, supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang t+ 1 et traitons
le cas de t. On pose P := itg+1,*pﬂﬁgrei;“gﬂjftgHT(wv, II;) avec

0— P — j;WHT (1, 1) — j. HT (10, I1;) — 0,

et il s’agit de montrer que le morphisme d’adjonction j!Z(tH)gjz(t“)gv*P — P
est surjectif. Notons alors Py 'image de ce morphisme. De la connaissance des
constituants irréductibles de P et, d’aprés I’hypothése de récurrence, des quo-
tients de jlz(Hl)ng(t“)g’*P, Iimage de Py dans le groupe de Grothendieck
est, en utilisant que les strates non supersinguliéres sont géométriquement in-

duites, de la forme [Py] = f;f_kj:(tﬂ)gHT(m,Ht;}Sti(ﬂv)) ® 742 pour
un entier 0 < k < s —t — 1. Par ailleurs la filtration par les poids de P fournit
un quotient P — P} ou [P}] = [Po] dans le groupe de Grothendieck de sorte

que le composé Py — P — PJ est un isomorphisme. On obtient ainsi que Py
est un facteur direct de P ~ Py & Qg et il nous faut alors prouver que Qo est
nul. Pour ce faire nous allons raisonner sur la cohomologie des systémes locaux
d’Harris-Taylor, I’idée étant de montrer qu’il existe un indice ¢ < —k tel que
Hi(j!ztgHT(m,Ht)) est non nul de sorte que comme j=!9 est affine et donc
que tous les H i(j!ztg HT(m,,11;)) sont nuls pour ¢ < 0, on doit nécessairement
avoir k = 0 et donc Qg est nul. Soit A le poussé en avant

0 —— Py ® Qo — jZYHT (my, ;) — j2Y9HT (1, ;) —= 0

0 JEYHT (7, T1;) — 0

de sorte que l'on a la suite exacte courte 0 — Qo — j!ZtgHT(ﬂ'v,Ht) —
A — 0 ou la flecche A — Qol[1] se factorise par j&tgHT(ﬂ'U,Ht) — Qo[1]. Pour
k non nul, par pureté on en déduit alors que les fleches H(A) — H*4(Qo)
sont nulles et donc H!(jZ"HT(m,,11;)) ~ H'(A) @ H Qo). 1l suffit alors
de prouver que H~¥(A) est non nul. Soit alors II la représentation au-
tomorphe du paragraphe précédent avec donc II, =~ [sTl)]ﬂv. D’apreés
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le lemme A.1.1, Ht?Lva (s —t,k—-1)® 22" est un constituant de
[H‘k(ji(s_k)gHT(m,Ht;}Sts,t,k(m)) ® E_s_;_k]{l'[‘x””} et d’aucun autre
des constituants irréductibles de A de sorte que, via la suite spectrale associée a
la filtration par les poids de A, Ht?LTM (s—t,k—1) Z°7" est un constituant

de H=*(A)[II>?] qui est donc non nul, d’ot le résultat.

Remarque. — La preuve du théoréme 3.3.5 dans [2] procéde par récurrence sur
t de s a 1 comme suit. La suite spectrale EP4(P) = #* 9gr—?(P) = #P TP
associée a la filtration par les poids de P dégénére en E; et le gros du travail
consiste & montrer que pour tout 0 < p < s —t — 3, la fleche d'*'~* induit un
morphisme non nul

(HRM)?St,,(m)? Speh,_,_, 4 (m,) — (Ht?m)?swl(m? Speh,_,_,_5(m).

Avec les notations précédentes, la surjection jIZ(tH)gHT(m,, Ht?m)@@E—l/Q —»
P fournit par fonctorialité un morphisme entre leurs filtrations exhaustives de
stratification et donc des diagrammes commutatifs

()

EpI(l) ———— BT
D,q p+1,q9
BYU(P) — o BE(P),

ou les EP9(!) sont les termes initiaux de la suite spectrale calculant les fais-
ceaux de cohomologie de j,Z(tH)gHT(WU, Ht?m) ® E71/2, La non nullité des
d2"5(P) pour (p,q) = (6,t+1—s) avec 0 < § < s — t — 1, découle de celle
évidente des d2T175(1).

A.3. Retour sur les filtrations de stratification de ¥, . — Reprenons la
fin de preuve de la proposition 3.4.3 o, en raisonnant par l’absurde,
nous avons considéré k tel que Fil!kg (¥ r,) soit strictement inférieure a
DIHITD P P(i,my)(FEe2L) et 4o > k minimal tel que P(io, m,)(1Ti2L) ne
soit pas un constituant de Fil,kg (¥ x,)- En raisonnant par récurrence sur la
cohomologie des espaces de Lubin-Tate, on se raméne au cas ou g = S.

Soit alors II la représentation automorphe du §A.1 avec donc II, =~
Speh,(m,). Notons tout d’abord que la fibre en un point supersingulier de
HOU ;. admet m,[s]p ® Sts(my) ® Ly(m,)(2FL1=2t) comme sous-quotient de
sorte que [HO(# W ,)]{II>*} admet St,(m,) ® Lgy(my)(214=2L) comme sous-
quotient. D’aprés la proposition A.1.3, pour tout i > 0, [H*(H " ~"W /) |{II°v}
n'admet pas Sty(m,) ® Lg(m,)(21-2t) comme sous-quotient de sorte que
[HI{II>"} admet Sty(m,) ® Lg(m,)(55-2) comme sous-quotient, ce qui
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X Sta(m) X Sta(m)

- =

TX X
T T
; ! ; !
\ | \ |
'y =t :
\ ‘ | |
| ‘ | |
A | | =+ | |
| ‘ | |
| ! | |
° | Sty(#) = S |
7 X Sty(m)  Sta(r) t(7) = Sts(m) © |

%

Sto(m) X

FIGURE 4. Germes en un point supersingulier spectrales E*?(!) —
E?9(P); on explicite simplement I’action du groupe linéaire en « fac-
. - . . o . .
torisant » par II; X, i.e. quand on écrit m X Sta2(7) il faut lire
- —
IT¢ X 7y X Sta(7y).

contredit le fait que [HD]{II°} est non nul si et seulement si IT est une
représentation automorphe.

Enfin le calcul des fibres des faisceaux de cohomologie de ¥, . - de [2] procéde
comme suit. On consideére la suite spectrale E7*? = f{pﬂgr;f’ = HPTN,
laquelle d’aprés le calcul du paragraphe précédent, des faisceaux de cohomologie
des faisceaux pervers d’Harris-Taylor, et donc des E7*Y, dégénére en F;. Le gros
du travail de [2] consiste & montrer qu’en un point supersingulier z, pour tout
0<d<s—let—6<p<s—1—24,lafleche d;1),1—s+25 induit un morphisme
non nul

N
Stpt2s+1(mv) X Speh,_,_o5(my) — Stpi2st2 (Wv)7 Speh,_p,_o5_1 ().
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Désormais la non nullité de cette fleche découle, comme dans le paragraphe pré-

cédent, de la surjectivité du morphisme d’adjonction j,~'9§=%9 grfg(\Il%M) —
t

gr, g (\IIJ,WU )

1]
2]

3]
4]
[5]
[6]

7]

18]
9]
[10]
[11]

[12]

BIBLIOGRAPHIE

A. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN & P. DELIGNE — « Faisceaux pervers »,
Astérisque 100 (1982), p. 5-171.
P. BOYER — « Monodromie du faisceau pervers des cycles évanescents de
quelques variétés de Shimura simples », Invent. Math. 177 (2009), p. 239—
280.
, « Cohomologie des systémes locaux de Harris-Taylor et applica-
tions », Compositio 146 (2010), p. 367-403.
P. DELIGNE — Théorie des topos et cohomologie étale des schémas. Tome
3, Lecture Notes in Math., vol. 305, Springer, 1973.

, « Théorémes de finitude en cohomologie ¢ adique », in SGA 4%,
Lecture Notes in Mathematics, vol. 569, Springer, 1977.
L. FARGUES, A. GENESTIER & V. LAFFORGUE — L’isomorphisme entre
les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, Progress in Math., vol. 262, Bir-
kh&user, 2008.
M. R. T. HARRIS — The geometry and cohomology of some simple Shi-
mura varieties, Annals of Math. Studies, vol. 151, Princeton Univ. Press,
Princeton, NJ, 2001.
L. ILLUSIE — « Autour du théoréme de monodromie locale », Astérisque
223 (1994), p. 9-57.
T. ITO — « Hasse invariants for somme unitary Shimura varieties », Math.
Forsch. Oberwolfach report 28/2005 (2005), p. 1565-1568.
D. JUTEAU - « Decomposition numbers for perverse sheaves », Ann. Inst.
Fourier (Grenoble) 59 (2009), p. 1177-1229.
J.-P. SCHNEIDERS — Quasi-abelian categories and sheaves, Mém. Soc.
Math. Fr., vol. 76, 1999.
A. V. ZELEVINSKY — « Induced representations of reductive p-adic groups.
I1. On irreducible representations of GL(n) », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup.
13 (1980), p. 165-210.

TOME 142 — 2014 — N° 4


http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#2
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#3
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#4
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#5
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#6
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#7
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#8
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#9
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#10
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#11
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/142/html/smf_bull_142_777-814.html#12

	Introduction
	1. Faisceaux pervers entiers et théories de torsion
	1.1. Théories de torsion
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque

	1.2. Recollement
	Remarque

	1.3. La catégorie quasi-abélienne des faisceaux pervers libres
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque

	1.4. Lg-structures perverses
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque


	2. Filtrations de stratification d'un faisceau pervers sans torsion
	2.1. Cas d'une situation de recollement
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque

	2.2. Filtration et cofiltration de stratification
	Remarque
	Remarque
	Remarque

	2.3. Filtrations exhaustives de stratification
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque


	3. Faisceaux pervers sur les variétés de Shimura simples
	3.1. Rappels sur les représentations de Lg
	3.2. Variétés de Shimura unitaires simples
	Remarque
	Remarque

	3.3. Systèmes locaux d'Harris-Taylor
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque

	3.4. Faisceau pervers de Hecke des cycles proches
	Remarque
	Remarque
	Remarque
	Remarque


	Appendice A. Retour sur les résultats faisceautiques de Lg
	A.1. Rappels cohomologiques de Lg
	Remarque

	A.2. Retour sur la filtration de stratification des Lg
	Remarque
	Remarque

	A.3. Retour sur les filtrations de stratification de Lg

	Bibliographie

