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FONCTIONS ENTIERES TOTALES
EN CARACTERISTIQUE FINIE

PAR DAVID ApaM & MICHAEL WELTER

REsuME. — En 1968, Fridman a montré qu’une fonction f entiére totale sur C et telle

que @ M < In(14+e~1) est un polynéme. Récemment, la borne In(1+e~1) a
r—-+00

été ameéliorée en In 2 par le second auteur. Nous introduisons ici une notion de fonction
entiére totale en caractéristique finie. Nous présentons un analogue en caractéristique
finie du théoréme de Fridman-Welter basé sur cette notion. Divers H-analogues de ce
résultat sont aussi considérés.

ABsTRACT (Totally entire functions in finite characteristic). — In 1968 Fridman
showed that an entire function f which together with all its derivatives takes integer

values at the positive integers and @ % < In(1 + 671) is a polynomial.
r— oo

The bound In(1 + e~!) was improved to In2 by the second author. We introduce the
notion of a totally entire function in finite characteristic and present an analog of
the Fridman-Welter theorem in finite characteristic. Also several analog results are
considered.

Texte re¢u le 28 janvier 2012, révisé le 18 juin 2012 et le 6 mars 2014, accepté le 8 mai
2014.
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110 D. ADAM & M. WELTER

1. Introduction
En 1915, Pélya montra le

THEOREME 1 ([17]). — Soit f une fonction entiére sur C telle que

fN)CZ et lim |f|r <In2, ou|f|, = sup |f(2)]

r—too |z|<r
Alors, f est un polyndéme. De plus, la borne In2 est optimale.
Fridman obtint le résultat suivant

THEOREME 2 ([11, Theorem 6]). — Soit f une fonction entiére sur C telle que
1. fO)N) C Z pour tout ¢ € N et
2. Tim 20l) < qp(1 et

r——400

Alors, [ est un polynéme.
Ce résultat fut amélioré par le second auteur. Dans [22], il montre le

THEOREME 3 ([22, Corollary 3.3]). — Soit f une fonction entiére sur C telle
que

1. fO)N) C Z pour tout ¢ € N et

2. Tim 22l o qp9

r——4o00

Alors, [ est un polynéme.

De méme, si ’on considére des fonctions & valeurs entiéres entiéres sur Z, on
ale

THEOREME 4 ([22, Theorem 3.4]). — Soit f une fonction entiére sur C telle
que

1. f9)Z) C Z pour tout 0 € N et
2. Tim ln(lnrlflv‘) <In (3+2\/5) )

r——400

Alors, f est un polynéme.

De plus une fonction entiére non-polynomiale f a valeurs entiéres sur Z telle
que lim ln(lnm ) < 2.638 est construite dans [20]. En 1995, Car a montré

r—~+00
un analogue du théoréme 1 en caractéristique finie (voir [7, Theorem IV.9]).

Dans [9], Delamette a amélioré le résultat de Car. Le premier auteur a obtenu
Panalogue complet du théoréme 1 en caractéristique finie [1, Theorem 6]. Des
généralisations ont alors été données (voir [8]). Dans [3], un premier analogue
du théoréme 4 en caractéristique finie est montré :

Soit ¢ = pf une puissance d’un nombre premier p et © le complété d’une
cloture algébrique de F,((1/T)) pour la valuation 1/T-adique v normalisée par

TOME 143 — 2015 — ~N° 1



FONCTIONS ENTIERES TOTALES EN CARACTERISTIQUE FINIE 111

v(T) = —1. Pour tout z € €, on note deg(z) = —v(z). Soit » > 0. On note D,.
le disque fermé de centre r et rayon r, c’est-a-dire

D, ={z€Q|degz<r}.

DEFINITIONS 5. — 1. Une fonction f est dite analytique sur D, si elle peut
s’écrire sous la forme d’une série

z) = Z an,z"  avec a, € Q pour tout n € N,
n>0

qui converge pour tout z € D,..

2. Une fonction entiére sur 2 est une fonction analytique sur Q.
3. Pour tout r € RT, le module de croissance de f (voir [7]), noté M(f,r),
est défini par

M(f,r) = sup {deg(f(2))}.

zeQ
deg(z)<r
On a alors
THEOREME 6 ([3, Theorem 9]). — Soit f une fonction entiére sur Q) telle que
1. TEIJ‘rnOO M) elnq et

2. o) (8, {T]) C Fy{T) pour tout o € (0, p— 1.

Alors, [ est un polynome.

De plus, la borne 5 est optimale, comme le montre la fonction ¥? ou

=2 11 7

n>0 heF,[ T]
deg h<n

REMARQUE 7. — Ceci est bien un analogue du théoréme 4, car pour tout o >
p, on a f(9) =0.

Ici, nous proposons un deuxiéme analogue du théoréme 4, basé sur une notion
de “dérivée” qui préserve a la fois les propriétés analytiques et arithmétiques
de la dérivée classique (voir [4]). Pour ceci, nous aurons besoin de la notion de
dérivée de Hasse.

DEFINITION 8. — [14] Soit n € N et f(z) = Y. ,5, arz® une fonction entiére
sur Q. On appelle n-éme dérivée de Hasse et on note D" (f) la fonction entiére :

D) (z) = gak (ﬁ) e,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



112 D. ADAM & M. WELTER

Rappelons que l'on a une formule de Leibniz pour les dérivées de Hasse (voir
[14, Lemma 5.72]) :

PRrROPOSITION 9. — Soient f1, -+, fr des fonctions entiéres sur Q2 et k € N.
On a

DE(frx - x )= > D) x - x D ().
(kl,---,kr)eNT
ki+-+kr=k

REMARQUE 10. — Supposons qu’il existe une fonction entiére sur Q f(z) =
Y onsoanz" telle que @k(f)(]Fq[T]) C F,[T] pour tout k € N. Puisque

D (£)(0) = ay € Fo[T], les ar sont tous nuls & partir d’un certain rang et f
est un polynéme. Pour éviter cet analogue trivial au théoréeme 4, il est donc
nécessaire de définir de meilleurs analogues en caractéristique finie des dérivées
successives que les dérivées de Hasse.

DEFINITION 11. — [13, Chapter 9] Soit n € N de développement g-adique n =
ng +niq+ -+ nsq°. On définit la n-iéme factorielle de Carlitz n!y par

(1) nle =[] 11 A

1=0 he€F4[T] unitaire
deg h=1

On définit alors un analogue des opérateurs dérivées successives pour les
fonctions entiéres sur 2 de fagon suivante :

DEFINITION 12. — Soit f(2) = Y50 arz" une fonction entiére sur Q. Pour
tout n € N, on pose

s (f) = nlg D" (f).
On dit que f est une fonction entiére totale si, pour tout n € N, on a
8™ (f)(Fy[T]) C Fy[T).
REMARQUE 13. — Soitn € N0 <n < p. On a pour toute fonction entiére f

8 (f) = &uf™ ou &, €T},

Pour analogue du théoréme 4, nous obtenons

THEOREME 14. — Soit f wune fonction entiére totale sur € telle que
lim W < eliq. Alors, f est un polynome.

r——4o0

TOME 143 — 2015 — ~N° 1



FONCTIONS ENTIERES TOTALES EN CARACTERISTIQUE FINIE 113

2. Analogues du théoréme de Fridman

Rappelons la construction de l'intégrale de Schnirelmann, qui est ’analogue
de lintégrale de Cauchy pour les corps valués complets non-archimédiens. Soit
r € Qs0, u € Q avec deg(u) = r et f une fonction définie sur . Quand elle

existe, la quantité
1
dz = i —
JRCIERNED IR

ptn £cQ
£=1

ne dépend pas du choix de I'élément u. Elle est appelée intégrale de Schni-
relmann de f sur le cercle de centre 0 et de rayon r. Les propriétés de cette
intégrale peuvent &tre trouvées dans [5] ou [15]. Citons celles qui nous seront
utiles dans la suite.

PROPOSITION 15. — Soit 7 € Qs et f une fonction analytique sur D,..

1. L’intégrale de Schnirelmann [ f(z)dz existe.
2. De plus, on a

deg [ 102 )< maxe {deg(f(2))}.

deg z<r

3. [Formule de Cauchy]. Soit n € N et w € Q tel que degw # r. On a
l’égalité

/ 2f(2) dy = D" (f)(w) si degw < r
(z — w)ntt 0 si degw >r
On commence par donner une majoration triviale de deg(n!y).

LEMME 16. — Soit n € N. On a deg(n!y) < nlog, n.

Démonstration. — Soit n € N de développement g-adique n = ng+mn1q+---+
nsq®. On a

S
deg(n!g) — nlog,n < Zn,(z —35)¢' <0. O
i=0
DEFINITION 17. — Soit f une fonction entiére sur Q et zy € Q. On appelle

ordre de f en zq le plus grand entier, noté ord,, f, tel que f(2)/(z — 2p)°"d=0/

soit aussi une fonction entiére sur €.

REMARQUE 18. — Il est connu que ord,, f > n si et seulement si D*(f)(zp) =
0 pour tout k € N, 0 < k < n.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



114 D. ADAM & M. WELTER

Preuve du théoreme 14 : Soit 7 = lim w

. Considérons un réel v tel
r—+00 q

que T <y < elnq Il existe V € RT tel que pour tout r € RT, on a
(2) M(fﬂ“) <q7 +V.
Pour simplifier, notons # = ——. Puisque v¢® — 6 < 0, il existe N € N tel que

pour tout M > N, on ait les megahtes
00" = 0)Su + (207 F DV +Su(dg T VM A1)+ (M +0)(Sug * +1) <0
et
(v¢® — 0)Sar+1a™* + 4Sp11q VM
+ S+ @20 VM 4+ 1)V + (Sypq 2 +1)(M+1+6) <0.

Pour tout n € N, on pose S, = [¢"7 "]+ 1, H = [¢¥ /25y /V/N] + 1 et
K = [2¢VV/2/N] 41,

ETAPE 1. — II existe des éléments apy, (0 < h < H,0 < k < K) de Fy[T]
non tous nuls, avec

[ax, {deg(ank)} < 2SngNTV/2V/N 4+ 1
0<k<K

tels que la fonction entiére

H-1K-1

(3) F(z) = ank2” f(2)"
h=0 k=0

,_.

satisfasse la condition
ord,F' > Sy pour tout u € Fy[T) tel que deg(u) < N.
Par la remarque 18, pour tout u € Fy[T] (degu < N), on a ord,F > Sy
si et seulement si 97 (F)(u) = 0 pour tout 0 € N (0 < ¢ < Sy). Or par la

formule de Leibniz (voir proposition 9), on a pour tout 0 < o < Sy et tout
u € F[T]

= H_IK_lahk Z < ' >ub_zk+l ﬁ D™ (f) (w).

Thi1 X
h=0 k=0 (g4, mppy)eNFH1 S 0T j=1
1+ +Trp1=0
zrpr1<h

Ainsi F est d’ordre au moins Sy en tout u € Fy[T] (degu < N) si et seule-
ment si les ayy, sont solutions d’un systéme linéaire & coefficients dans F,[T] de

TOME 143 — 2015 — ~N° 1



FONCTIONS ENTIERES TOTALES EN CARACTERISTIQUE FINIE 115

gNt1Sy équations & HK > 2¢NV*+1Sy inconnues. Pour tout ¢ € QF, on a en
utilisant I'inégalité (2)
f(2)z

aes(@ () = aee ([ A

En faisant tendre € vers 0, on obtient

deg(D™ (f)(w) < 7" +V,

dz) <g V- (N +¢)™

d’ou

T N
deg > < k+l> h= ””Hl]'[@] H) | < NH+Kq? +KV

(w1, Tpq1) ENFTT
T1+-+Tpp1=0
zr+1<h

< 2Syg VY2V,

Le lemme de Siegel montre l'existence des ap vérifiant les inéqualités énoncées
(voir [12, Lemma 6.12]).

ETAPE 2. — Pour tout entier M > N, on a pour tout Spy < S < Spry1
(In,s) ord,F > S pour tout u € Fy[T] tel que degu < M.
Posons

Pys(z)= ][] (z-m)*.
meF,[T]
degm<M
e On suppose Syr < S < Sar41. Montrons que (Inr,s) = (Ipr,5+41)-
Soit u € Fy[T] tel que degu < M. I’hypothése de récurrence et la formule de
Leibniz donnent

F( ) S S—s 1
P° D*(F)(u)D
II meF,[T] (z — Z II meF,[T) (z - m)s (u)
degm<M deg m<M
m#u m#u
= 25(F)w) [] (@-m)~*
degr;téSM

La formule de Cauchy (voir proposition 15) implique qu’on ait pour tout € > 0
tel que M + 60+ ¢ € Q,

CUROE e T
“ /M+€+s (Z_U)PMﬁ(z)d D”(F)(u) H ( )7,

degm<M
m#u

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



116 D. ADAM & M. WELTER

On a
(5) deg( [[ (u—m))< Mg+
degm<M
m#u

De plus, pour tout z € 2 tel que degz = M + 0 + ¢, on a par (2) et (3) :

deg ((z—u)PMS(z)> < gg’jaéxg{deg(athhf(z)k)} —S(M+6+ a)qM“

< QSNq(N+1)/2\/N+ I((Z%‘!NHQ+€ + KV +
H(M +e+60) — S(M + 0 + &)™,

d’ot, en remarquant que Sy < Sy,

F €
deg (/ (z)zdz> < QSMq(M+1)/2*/M—|—KqWM+9+ + KV
M40+¢ (z —u)Pp,s(2)

+HM+e+80)—S(M+6+e)g™ .
En faisant tendre € vers 0, utilisant (4) et (5), on obtient

deg(D°(F)(u)) < 2Saq 2 VM + (2¢ 2 VM +1)Sy + KV +

(Saa™ T + 1) (M + 0) — S(M + 0)gM*! + SMgM+!,

Par conséquent, grace au lemme 16,
deg(6'9) (F)(u)) = deg(8!¢D° (F)(u))
< Slog, S + deg(D° (F)(u))
(6) < @M g’ = 0)Su + (2077 VM + 1)V

M+1

(7) + Su(dg T VM 4+ 1)+ (M +60)(Suqg ® +1).

Puisque M > N, on a deg(65) (F)(u)) < 0. De plus, 6(5)(F)(u) € F,[T], donc
on en conclut que 6(5)(F)(u) = 0, soit D°(F)(u) = 0.

e Montrons que (Inss,.,,) = [Im+1,5y,,)- Soit u € Fg[T] tel que
degu < M +1etoe{0,---,Sys1} On peut supposer que degu = M + 1
(d’apres le cas précédent) et que o est le plus petit entier tel que la nullité de
9’ (F)(u) n’est pas encore prouvée. De nouveau, par la formule de Cauchy, on
a pour tout € >0 tel que M +1+60+¢ € Q,

/M+1+6+a (2 — U)'H_IPM,SMH (2)

TOME 143 — 2015 — ~N° 1
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FONCTIONS ENTIERES TOTALES EN CARACTERISTIQUE FINIE 117

On vérifie alors que
deg(2° (F)(u)) < 28m41q 2 VM + (2" 2 VM + 1)Spr1 + KV +
(Sars1q "7 +1)(M + 14 8) = Sarar (M + 1+ 0)g™ ! +
Smy1(M +1)g™*
< —Spr10gM T + 4SM+1(I% VM + Sy +
M+1 M+1
(2¢ > + DV + (Suy1g > +1)(M +1+9).

Reprenant le raisonnement précédent, on peut conclure que 97 (F)(u) = 0.

ETAPE 3. — On a pour tout ¢ € N, 9°(F)(0) = 0. Par conséquent, F est
nulle et ainsi f est algébrique. Comme [ est entiére sur S, c’est un polynome
(voir [18, Theorem 5] ).

REMARQUE 19. — L’inégalité (5) peut étre améliorée en

1
deg( J] (u—m)) < Mg+ — ——gt1 4 L,
qg—1 qg+1
degm<M
m#u
ce qui permet de remplacer le facteur (vq® —0) par vq® —6— ﬁ dans l'inégalité
7. Cependant, une telle amélioration semble difficile a obtenir dans la seconde
partie de la preuve.

Nous construisons maintenant une fonction f entiére totale sur 2 non poly-
q
og, M(f,r) < ga—1
qr — elng”

nomiale telle que lim !
r—+00

DEFINITION 20 ([13, Chapter 3]). — On appelle exponentielle de Carlitz et on
note expy la fonction entiére sur Q définie par

expg(2) = Z

n>0

21"

q"le’
Soit W, 1) la fonction de Weierstrass associée au réseau IFy[T] :

Wr,m)(2) = 2 H (1 — E)

a
a€lfg[TT\{0}

11 est bien connu (voir [13, Theorem 3.2.8]) que

(9) Wmm@=%ww@%

avec

q,\l/i“" T —T
J:

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



118 D. ADAM & M. WELTER

Clairement, on a degé = q%l. Comme £771 € F, ((%)), on peut définir par
récurrence une suite (b,)nen de Fy(T) de maniére suivante : Soit by € Fy[T]
tel que deg(by) € {0,1}. Supposons avoir construit by, - - ,b_;. Considérons
H e F,[T] tel que

-1 ng_qa‘
0<deg | H—q'lyy ————b;| <1.
S deg q JZO ql J‘ g d| =
On pose alors

-1 L_ 3

1 ga'—a

b= H=) b5
e iz0 gt

Comme pour tout I € N, —Iq' < deg(b;) < 1 — Iq', la fonction

)= b WE 1y (2)

n>0

est entiére sur 2 et F,-linéaire. Evidemment, on a f(F,[T]) = {0}. Comme f
est IF,-linéaire, on a pour tout n # ¢' (I € N) 6"(f) = 0. Pour tout l € N, on a

l ql,qj

Z l Jl qu‘e]FQ[T]a

=04

par construction de la suite (bn)neN. Par conséquent, f est une fonction entiére
totale. Majorons maintenant son type. Notons g(z) la fonction entiére g(z) :=

En>0 .Ona

— M
lim 7(9,7‘) ! .
r—+oo  q" elng
Comme deg(§) = # et que lim W = —L (voir [16, Chapter 2]), on

r—+00 elng
déduit de I’égalité (9) que

IA

R M(WF T]a ) qqgl
lim = .
r—+00 q" elng

On obtient ainsi que

e logq (f’ ) q"i1
lim <
r—+400 qr elng’
De plus, comme pour tout [ € N, b; # 0, f n’est pas polynomiale.

REMARQUE 21. — A chaque étape, il y a au moins deux choix possibles pour
H. Cette construction montre que l’ensemble des fonctions entiéres totales non-

polynomiales de type < 4 n’est pas dénombrable.

elnq
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FONCTIONS ENTIERES TOTALES EN CARACTERISTIQUE FINIE 119

Les preuves des résultats suivants étant presque identiques & celle du théo-
réme 14, nous ne les donnons pas en détail.
Il est classique de considérer I’ensemble F,[T|; des polyndmes unitaires de
F,[T] comme étant un analogue de N. Comme analogue du théoréme 3, on a le

THEOREME 22. — Soit f une fonction entiére sur Q) telle que

1. pour tout n € N 60 (f)(Fy[T]4) C Fy[T] et
7 log, M(f,r) 1
2. TEELO qr < eDelng-

Alors, f est un polynéme.

3. H-analogues

Dans la suite H désigne un polyndéme de degré h > 1.

3.1. H-analogue arithmétique. — En caractéristique finie, il existe deux sortes
de H-analogues. La plus naturelle consiste a considérer la suite (H™),en (voir
[1]). Comme H-analogue du théoréme 14, on a

THEOREME 23. — Soit H un polynéme de degré h > 1. Une fonction entiére
f sur Q telle que

1. s (f)(H™) € Fo[T] pour tout m,n € N et

7 log, (M(f,r)) 1
2 T SR <

est un polynome.

Adaptant mot pour mot la preuve de [19] (et celle du corrigendum [21]), on
peut montrer qu’il existe une infinité non-dénombrable de fonctions entiéres f
telles que 6 (f)(H™) € F,[T] pour tout (m,n) € N2 et lim W <

r—-4o00 -
1

2h"

3.2. H-analogue géométrique. — Dans [1], nous avons défini un H-analogue
géométrique du théoréme 6. Nous faisons de méme pour le théoréme 14. Soit
G le module de Carliz, c’est-a-dire le Fg-morphisme injectif défini par

C : Fy[T] — End(G,(2))
T — TX+X7
Classiquement, on note Cj, la valeur du module de Carlitz en a € F,[T] au lieu

de C(a). De maniére plus explicite, on a pour tout a € F,[T]

dega

@)= TI ;j—_hhxqj.

J=0 heF,[T]
deg h<j

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



120 D. ADAM & M. WELTER

Rappelons que pour tout a € F,[T] \ {0}, deg(C,(H)) = ¢¥°8? (voir [2, Théo-
réme 6]). On a

THEOREME 24. — Soit H € Fy[T] de degré h > 1 tel que ¢" > 3. Une fonction
entiere f sur Q) telle que

1. §M(f)(Co(H)) € F,[T] pour tout (n,a) € N x F,[T] et

9 Tim Iqu(17\q/12(f,7“)) <

1
r—-+00 4h

est un polynome.

Soit W la fonction entiére de Weierstrass associée a {C,(H) | a € F,[T]},

c’est-a-dire
z
W(z) ==z 1-— .
@=: I (1= gim)
a€F, [TT\{0}
LEMME 25. — La fonction W est Fy-linéaire et on a lim LVZVT) = %hl.
r—-+00
Démonstration. — Comme les zéros de W sont simples et forment un F,-espace

vectoriel, W est une fonction F,-linéaire.
Soit 7 € R*. Ecrivons 7 = ¢"°T¢h avec 7o € N et 0 < & < 1. On a pour tout
z€Q (degz=r),

deg(W(2)) < Y (q"Fh — deg(Cu(H)))

a€Fg(T]
dega<rg
To
<Y (g1 (@ h—¢'h)
j=0
_ h(q2+6 + q1+€ - q2)q2r0 + 0(q2ro)
q+1 '
246, 1+e_ 2
Comme maxo<e<1 {%} = %, on a

Tim M(W,r) < Q‘*’l'
r—too 12 4h

En considérant une suite (z,)nen de Q telle que deg z, = %q”“ pour tout

n € N, on obtient
— MW,r) q+1
lim = .

O
r—+00 7‘2 4h

Adaptant la preuve de la section 2, on peut alors montrer qu’il existe une
infinité non dénombrable de fonctions entiéres f telles que 6™ f(C,(H)) €

F,[T] pour tout (n,a) € N x F,[T] et Tﬁmw <z
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4. Extensions finies totalement imaginaires de F, (7).

Soit K/F4(T) une extension géométrique finie de degré d totalement imagi-
naire, c’est-a-dire telle que le corps des constantes de K soit I, et que la place
(%) de Fy[T] ne se decompose pas dans K. Notons gx le genre de K. La cloture
intégrale Ok de F,[T] dans K est un F,[T]-réseau de dimension d. Rappelons
(voir [23, Preuve du Theorem 3.2]) le

LEMME 26. — Pour tout n € N tel que nd > 2gx — 1, on a

Card {x € Ok | deg(z) < n} = ¢"d9x+1,
Gréace a ce lemme, on peut montrer le

THEOREME 27. — Soit f une fonction entiére sur Q) telle que

1. pour tout n € N, 6™ (f)(Ok) C Ok et
T log, (M(f,)) 1 1
2. lim o < AT elng’

r——4o00

Alors, f est un polynéme.

Démonstration. — 11 suffit d’adapter la preuve du théoréme 14 en prenant
Sy = [qwd“”‘”] 1. O
REMARQUE 28. — En prenant K =F,(T), on retrouve le théoréme 14.

Dans [10], Denis montre que la fonction de Weierstrass associée au réseau Ok

Woo(z)== [[ -2

a€ 0k \{0}

. . — MWy,

est entiére sur (2, F,-linéaire et que 11{’1_1 #
T—1T00

dans la section 2, on peut alors construire une fonction g entiére sur €2 non poly-

nomiale telle que 6(™ (g)(0k) C Ok pour tout n € Net lim h)gq(;w# < a

r—-+oo -

= o avec o € R% . Comme
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5. Une conjecture

En caractéristique finie, la borne optimale pour I’analogue du théoréme de
Poélya est connue dans les trois cas Fy[T], {H™ | n € N} et {Co(H) | a € F,[T]}
(voir [1] pour les deux premiers cas et [2] pour le troisiéme). On remarque que
les bornes optimales des analogues des théorémes de Polya sont les mémes que
celles obtenues dans les analogues du théoréme de Fridman. Ceci nous améne &
oser conjecturer les bornes optimales pour les analogues du théoréme de Pélya
suivants :

Ensemble‘ borne optimale conjecturée

7. M(f,r) 1
IE‘I‘I [T]+ rl{r-il-loo q < (g—1)elng
Ok lim M({T’T) < L L

dq?—1t9K elng

Dans le cas des anneaux d’entiers d’extensions quadratiques imaginaires, Car
(voir [8]) utilisant une méthode d’interpolation et de minoration de PPCM dans
Ok (voir [6]) a montré les deux théorémes suivants.

THEOREME 29 ([8, Theorem 6]). — Soit g une puissance d’un nombre premier
impair, D € Fy[T] de degré 2g + 1 (g € N) de discriminant non-nul et K =
F,(T)[V'D]. Soit f une fonction enti¢re sur Q telle

1. Tim ML < ! et

T, R

2elngq  9-1" 2(a—1)
2. f(@K) - @K'

Alors, [ est un polynome.

THEOREME 30 ([8, Theorem 6]). — Soit q une puissance d’un nombre premier
impair, D € F,[T] de degré 2g + 2 (g € N) de discriminant non-nul avec
sgn(D) ¢ F2 et K = F,(T)[V'D]. Soit f une fonction entic¢re sur Q telle

1. lim (5’” < L et
. q3" 2(g2+1) |, 542913
roteo 2e lnqqnglJr (¢2-1) 2%‘1*1)
2. f(Ok) C Ok.

Alors, f est un polynoéme.

Le corps K defini dans les théoréme 29 et 30 est une extension imaginaire
quadratique du corps Fy(T') de genre g. On remarque que la borne obtenue par
Car dans les deux cas est strictement inférieure a celle conjecturée.
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