ASTERISQUE

DE LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE
AUX FORMES AUTOMORPHES (II)

J.-B. BOST, P. BOYER, A. GENESTIER,
L. LAFFORGUE, S. LYSENKO, S. MOREL, B.C. NGO, eds.

MAUVAISE REDUCTION AU BORD

Benoit STROH

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

Publié avec le concours du CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE



Astérisque est un périodique de la Société Mathématique de France.

Numéro 370, 2015

Comité de rédaction

Ahmed ABBES Damien GABORIAU
Viviane BALADI Michael HARRIS
Gérard BESSON Fabrice PLANCHON
Laurent BERGER Pierre SCHAPIRA
Philippe BIANE Bertrand TOEN

Héléne EsNAULT
Eric VASSEROT (dir.)

Diffusion
Maison de la SMF Hindustan Book Agency AMS
Case 916 - Luminy 0-131, The Shopping Mall P.O. Box 6248
13288 Marseille Cedex 9 Arjun Marg, DLF Phase 1 Providence RI 02940
France Gurgaon 122002, Haryana USA
smf@smf .univ-mrs.fr Inde WWW.ams.org
Tarifs

Vente au numéro : 98 € ($147)
Abonnement Europe : 650 €, hors Europe : 689 € ($1033)

Des conditions spéciales sont accordées aux membres de la SMF.

Secrétariat : Nathalie Christiaén
Astérisque
Société Mathématique de France
Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre et Marie Curie
75231 Paris Cedex 05, France
Tél : (33) 01 44 27 6799 e Fax : (33) 01 40 46 90 96

revues@smf.ens.fr e http://smf.emath.fr/

© Société Mathématique de France 2015

Tous droits réservés (article L 122—/ du Code de la propriété intellectuelle). Toute représentation ou
reproduction intégrale ou partielle faite sans le consentement de l’éditeur est illicite. Cette représen-
tation ou reproduction par quelque procédé que ce soit constituerait une contrefagon sanctionnée par
les articles L 335-2 et suivants du CPI.

ISSN 0303-1179
ISBN 978-2-85629-806-0

Directeur de la publication : Marc Peigné




Astérisque
370, 2015, p. 269-304

MAUVAISE REDUCTION AU BORD
par

Benoit Stroh

N . .
A Gérard Laumon, avec admiration

Résumé — Nous étudions la mauvaise réduction au bord de certaines variétés de
Shimura, et notamment son aspect cohomologique ¢-adique. Nous montrons qu’en
niveau Iwahori, il y a commutation des foncteurs cycles proches et prolongement
intermédiaire & la compactification de Satake. Nous en déduisons des généralisations
de résultats de Morel sur la cohomologie d’intersection de ces compactifications. Nous
montrons ensuite comment étendre nos résultats au cas des structures de niveau
pro-p-Iwahori.

Abstract(Bad reduction at the boudary). — We study the bad reduction at the boundary
of some Shimura varieties, and its influence on ¢-adic cohomology. We show that
in Iwahori level, there is commutation between the nearby cycles functor and the
intermediate extension functor to Satake compactification. We deduce generalizations
of results of Morel on the intersection cohomology of such varieties. We then show
how to extend these results to the case of pro-p-Iwahori level structures.

Cet article constitue un panorama de quelques questions reliant les cycles proches
de variétés de Siegel et leur cohomologie d’intersection.

Le premier theme concerne les cycles proches en niveau Iwahori et notamment leur
trace semi-simple du Frobenius définie par Rapoport. La théorie est due & De Jong,
Rapoport, Zink, Kottwitz, Gaitsgory, Haines et Ngo et cette partie de l'article ne
consiste qu’en des rappels de leurs résultats. Soient g > 1, n > 3 des entiers, p un
nombre premier ne divisant pas n et £ un nombre premier différent de p. Notons Ay
la variété de Siegel de niveau iwahorique sur Spec(Z[1/n]) qui parametre les varié-
tés abéliennes principalement polarisées de genre g munies d'une base symplectique
de leur n-torsion et d’'un drapeau complet de sous-groupes finis et plats de leur p-
torsion. Cette variété lisse sur Spec(Z[1/np]) a mauvaise réduction sur Spec(Z,) et ses

Classification mathématique par sujef®010). — 11G18, 14G35, 14M27, 14F30.
Mots clefs — Variétés de Shimura; variétés de Siegel; structure de niveau Iwahori; compactifica-
tion minimale, de Satake et de Baily-Borel; cycles proches; prolongement intermédiaire.
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270 B. STROH

cycles proches R 4, (Qy) codent de manieére cohomologique l'allure de cette mauvaise
réduction.

D’apres Kottwitz et Rapoport, la fibre spéciale Ay x Spec(FF,,) est munie d’une stra-
tification telle que R 4, (Qy) soit constant sur chaque strate. Les strates de Kottwitz-
Rapoport sont indexées par un sous-ensemble fini W24™ du groupe de Weyl affine W
du groupe des similitudes symplectiques sur le corps local F,((¢)) et la trace semi-
simple du Frobenius géométrique sur RW 4, (Q,) définit une fonction sur Wad= 3
valeurs dans Q. Les fonctions & support compact sur W formant ’algebre de Hecke-
Iwahori Hiy du groupe des similitudes symplectiques sur Fp((¢)), on a donc défini
une fonction 7Ry ,, de Hiw. Le théoréme principal, conjecturé par Kottwitz et prouvé
par Gaitsgory puis Haines et Ngo prédit que cette fonction est dans le centre Ziy, de
I’algebre de convolution Hiy,. De plus, son image par les isomorphismes de Bernstein
et Satake est explicite.

L’objet central pour étudier la mauvaise réduction de Ay, construire la stratification
de Kottwitz-Rapoport et montrer la centralité de Trw ,, est le modele local de De Jong,
Rapoport et Zink. Ce dernier est une variété projective M définie comme espace de
modules de chaines de réseaux. Elle modele les singularités de Ag dans le sens ol Ay
et My admettent une fibration lisse commune. En particulier, ’étude de R 4, (Qy) se
ramene a celle de R o, (Qg). La fibre spéciale de My sur Spec(F,) se plongeant dans
la variété de drapeaux affine du groupe des similitudes symplectiques sur F,((¢)), on
obtient le lien direct recherché entre RW a4, (Qy) et 'algebre de Hecke-Iwahori.

Le second théme porte sur la cohomologie d’intersection de la compactification
minimale 4§ de Ap. Nous commencons par rappeler la structure de cette compacti-
fication construite dans [S2], ainsi que certaines résolutions partielles de ses singu-
larités construites dans [S1]. Nous exposons ensuite les résultats principaux de [S3]
et commencons par montrer que le prolongement intermédiaire de Ay & Af commute
au foncteur des cycles proches évalué en des systemes locaux d’origine géométrique.
Nous définissons les compactifications minimales des strates de Kottwitz-Rapoport
de Ag et étudions leur cohomologie d’intersection. Cette cohomologie mélange deux
types de prolongements intermédiaires : celui a Uintérieur de A qui est redevable de
la théorie de Kazhdan-Lusztig et celui au bord de Af qui s’étudie grace a la théorie de
Morel [M2]. L’utilisation des travaux de Morel permet de caractériser cette cohomo-
logie d’intersection de maniere récursive en terme des cohomologies d’intersection de
strates de Kottwitz-Rapoport non compactifiées pour des variétés de Siegel de genre
plus petit et de structure de niveau iwahorique.

Un résultat similaire est valable pour le prolongement intermédiaire a Aj du fais-
ceau pervers décalé R¥ 4,(Q;). Nous le montrons en combinant les travaux de [M2]
aux places de bonne réduction, le théoreme de Cebotarev pour les faisceaux pervers
sur les schémas de type fini sur Spec(Q) di & Laumon [L] et les énoncés de commuta-
tion des cycles proches avec les prolongements au bord esquissés plus haut. Nous en
déduisons que le prolongement intermédiaire & A du faisceau mixte R 4,(Qy) est
sans support dans le complémentaire de Ag. Se rappelant des résultats précédents,
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MAUVAISE REDUCTION AU BORD 271

nous en déduisons une formule pour la trace semi-simple du Frobenius sur le prolon-
gement intermédiaire de R 4, (Qy) en termes de fonctions centrales dans des algebres
de Hecke-Iwahori pour des sous-groupes de Lévi.

Dans le troisieme théme, nous expliquons des résultats obtenus en collaboration
avec Haines [HS]. IlIs ont trait non pas & Ag mais & son revétement ramifié A; qui
est la variété de Siegel de niveau pro-p-Iwahori paramétrant des générateurs de Oort-
Tate des gradués du drapeau universel de groupes finis et plats. Nous développons
une théorie du modele local pour 4; qui modele les singularités de ce schéma, permet
de comprendre ses cycles proches et d’interpréter leur trace semi-simple du Frobenius
comme fonction dans 'algebre de Hecke pro-p-Iwahori. Nous construisons plus précisé-
ment un torseur Mg sous un tore au dessus de My. Si M7 n’a pas plus de singularité
que My, et donc que Ay, sa fibre spéciale sur Spec(F,) se plonge naturellement dans
I’analogue en niveau pro-p-iwahorique de la variété de drapeaux affine. Ce schéma .Mar
est donc relié a l'algebre de Hecke pro-p-iwahorique Hy,,+. Nous construisons ensuite
un revétement ramifié II : M — MJ qui modele les singularités de 7 : A; — Ag
localement pour la topologie lisse. Nous ramenons alors I'étude de 7, o RW 4, (Q) &
celle de I, o RW 1+ (Q¢). Nous montrons enfin que la trace semi-simple du Frobenius
sur ce dernier complexe définit une fonction centrale de Hy,,+. L’image de cette fonc-
tion sous divers isomorphismes de Roche est complétement déterminée.

Enfin, le dernier theme, original, généralise simultanément les résultats précédents.
Nous construisons la compactification minimale A} de A; et ses résolutions partielles
des singularités que sont les compactifications toroidales. L’approche suivie consiste
en fait & construire d’abord ces compactifications toroidales A; comme espace de
modules de générateurs de Oort-Tate des gradués universels sur les compactifications
toroidales Ay de Ag. Bien siir, cette approche nécessite de montrer que ces gradués
s’étendent de maniere finie et plate de Ay & Ag. Une fois 'existence de A; acquise, la
construction de A7 suit des lignes habituelles.

Nous pouvons alors définir les strates de Kottwitz-Rapoport pro-p-iwahoriques,
leur compactification minimale puis étudier leur cohomologie d’intersection. Nous
montrons comme précédemment des énoncés de commutation des foncteurs de pro-
longement au bord avec RV 4,(Qg) et en déduisons une formule récursive pour le
prolongement intermédiaire & A} de ce faisceau pervers décalé.

L’auteur souhaite remercier les organisateurs de la conférence en I’honneur de
Gérard Laumon. Il remercie également le rapporteur pour sa relecture attentive. Il a
par ailleurs bénéficié du projet ANR-10-BLAN 0114 ArShiFo pendant la préparation
de cet article.

1. Niveau iwahorique

1.1. Variétés de Siegel. — Soit g > 1 un entier, p et £ deux premiers distincts
et n > 3 un entier non divisible par p. Notons Ay le champ sur Spec(Z[1/n]) qui
parametre les familles (G, A, ¢, He) ol G est une variété abélienne de polarisation
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272 B. STROH

principale A, ot ¢ : G[n] — (Z/n)?9 est une similitude symplectique et ot H, =
(Hy C --- C Hy) est un drapeau de sous-groupes finis et plats totalement isotropes
de G[p] tel que H; soit de rang p’ pour tout 1 < i < g. On obtient un schéma quasi-
projectif sur Spec(Z[1/n]) qui est lisse sur Spec(Z[1/np]) mais pas sur Spec(F,). Nous
dirons que A, est la variété de Siegel de niveau iwahorique T'g(p).

Notre premier but sera de comprendre les cycles proches de systéemes locaux auto-
morphes f-adiques sur Ap et notre second le comportement de ces cycles proches au
bord de compactifications de Aj.

1.2. Modele local. — Le modele local, défini par de Jong [dJ] et Rapoport et
Zink [RZ], est un schéma projectif défini en terme d’algebre linéaire et dont les sin-
gularités modelent celles de Ay. Il permet donc d’étudier les cycles proches de Ay.

1.2.1. Espace de modules de réseaux. — Soit V = Z29 muni de I’accouplement al-
terné non dégénéré de matrice par bloc

(& 0)

ou J est la matrice anti-diagonale de taille g x g et de coefficients anti-diagonaux
tous égaux & 1. Notons GSp(V') le schéma en groupe réductif sur Spec(Z) qui asso-
cie a toute Z-algebre R les similitudes symplectiques de V' ® R. De méme pour les
groupes GSp(V ® Q) et GSp(V ® ) sur Spec(Q) ou sur Spec(F,). Nous désigne-
rons dans la suite par GSp(V), GSp(V ® Q) ou GSp(V ® F}) les groupes des Z, Q
ou Fp,-points des groupes réductifs précédents. Considérons la chaine de réseaux

Ve = (Vo(—Vl(—“-(—Vgg)

ou V; = Z29 pour tout i et ot V; — V;_; est la multiplication par p sur le i-éme
vecteur de base et I'identité sur les autres. La composée Vo, — V5 est donc la multi-
plication par p. Identifions V et V(. En prenant les images des composés des fleches
de transition, on obtient une identification entre V4 et une chaine de réseaux emboités
de V dont les gradués successifs sont isomorphes a IF,.

Notation 1.2.2 — Le schéma My associe a tout schéma S sur Spec(Z) l’ensemble des
diagrammes commutatifs

(1.2.A) Vo ® 05 ¢—— V1 ® Og ¢—— - ¢—— V3, ® Og
Wo Wi WQg

ou W; est localement libre de rang g sur S pour tout i, ou les fleches verticales sont
localement des inclusions de facteurs directs et ot la chaine Wo est globalement auto-
duale.
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MAUVAISE REDUCTION AU BORD 273

Le schéma M est projectif sur Spec(Z). Sur Spec(Z[1/p]), les fleches de transition
Vir1 — V,; sont des isomorphismes donc la connaissance de W, permet de recons-
truire toute la chaine W,. Ainsi la restriction de Mg & Spec(Z[1/p]) est isomorphe
a la grassmanienne des sous-espaces lagrangiens de V. En particulier, My est lisse
sur Spec(Z[1/p]). Nous verrons que les singularités de My sur Spec(Z,) sont intéres-
santes du point de vue de la théorie géométrique des représentations et qu’elles sont
reliées a celles de Ag. Cela justifie Pappellation de « modele local » pour M.

Notation 1.2.3 — Soit Iy le schéma en groupes des similitudes symplectiques de V.
C’est un schéma en groupes lisse sur Spec(Z) et réductif sur Spec(Z[1/p]). Il agit
canoniquement sur M.

Remarquons qu’on peut définir le schéma My d’une autre maniere. Soit en effet ¢
une indéterminée. Considérons la chaine de Z[t]-réseaux

Vo[t] = (Vo[t] «— Vi[t] «— -+ — Va,t])

ou V;[t] = V;®zZ][t] et le morphisme de transition V;[t] — V;_1[t] est la multiplication
par p 4t sur le i-eme vecteur de base et I'identité sur les autres. Il revient a la méme
chose de se donner un S-point de My et un diagramme commutatif de Og[t]-modules

(1.2.B) Vol[t] ® Og +—— Vi[t] @ Og ¢—— -+ - +—— V [t] ® Og
Wo Wi Wag

T T T

tVolt] ® Og +—— tV1[t] ® Og +—— - - —— tVy [t} @ Og

oll W; est localement isomorphe & Og[t]29 pour la topologie de Zariski de S, ol la
chaine W, est globalement autoduale, et ou W;/t-V;[t]|@ Os C V;[t]|®@Og/t-V;[t]@Os
est localement l'inclusion d’un facteur direct de rang g pour tout 7. La correspondance
est bien sir de poser W; = W, /t - V,[t] ® Os.

Travailler avec la chaine W, de Oglt]-modules au lieu de la chaine W, de
Og-modules présente deux avantages. Le premier est de suggérer des généralisations
de M dans les cas oi la chaine W, est coincée entre " V,[t] @ Og et t* V,[t] ® Og
pour n= < 0 < n' des entiers arbitraires. C’est ce qui est fait dans [HN] et cette
suggestion est d’ailleurs due a Laumon. Le second avantage réside dans la transpa-
rence du lien entre la fibre spéciale My x Spec(F,) et la variété de drapeaux affine
pour GSp(V @ F,((1))).

Notons en effet LG le foncteur qui a toute Fp-algebre R associe le groupe GSp(V ®
R((t))). Il est représentable par un ind-schéma localement de type fini sur Spec(Fp).
Notons également I le foncteur sur Spec(F,) qui associe a tout schéma S le groupe
des automorphismes Og|[t]-linéaires symplectiques & un scalaire prés de la chaine
standard V,[t] ® Og. C’est un ind-schéma en groupes de type fini inclus dans LG
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274 B. STROH

appelé sous-groupe d’Iwahori en la variable ¢. Pour toute IFp-algébre R, les R-points
de T consistent en le sous-groupe de GSp(V ® R[[t]]) formé des matrices triangulaires
supérieurs modulo ¢. Notons FI = LG/I qui est un ind-schéma propre de type fini
appelé variété de drapeau affine. Pour toute Fp-algebre R, le quotient FI(R) s’identifie
a I’ensemble des chaines globalement autoduales de R[[t]-réseaux dans R((t))?9.

Lemme 1.2.4 — Il existe une immersion fermée canonique du schéma Mg x Spec(Fp)
dans Fl. Son image est caractérisée par la condition que la chaine universelle We
de Fp((t))?9 = Vo @ Fp((t)) soit coincée entre la chaine standard V,[t] @ F,, et son
multiple t - Vo [t] @ Fp, et que Wo/(t - Vo [t] @ Fp,) soit localement un facteur direct de
rang g de (Va[£]/t - Va[t]) © F.

Le schéma M, est muni d’une action du schéma en groupes Iy sur Spec(Z,) et
I'ind-schéma FI sur Spec(FF,) d’une action de I'ind-schéma I. Un élément g de I agit
sur V,[[t] ® Og donc également sur le quotient

Ve[t ® Os /- V,[t] ® Os

isomorphe & Vo ® Og. Cela définit une surjection de I dans la fibre spéciale Iy x
Spec(F,). Le lemme suivant est clair.

Lemme 1.2.5— L’image de My x Spec(FF,) dans Fl est stable par I et ce groupe y
agit via le morphisme de I dans Iy x Spec(F,) composé avec laction naturelle de Iy

sur My.

1.2.6. Cycles proches et conjecture de Kottwitz. — Considérons le complexe /-adique
R 4, (Qp) de la catégorie dérivée des faisceaux étales sur Mg x Spec(F,) munis d'une
action compatible de Gal(Q,/Q,). Comme tout complexe ¢-adique muni de I’action
du groupe de Galois absolu d’un trait, on peut définir sa fonction trace semi-simple
du Frobenius géométrique & la Rapoport. Fixons une extension finie F, de F,. On
obtient alors une fonction
TR\IJMO : Mo(]Fq) — Qz

qui caractérise d’une certaine maniére la mauvaise réduction de Mg sur Spec(Zp).
Rappelons que l'ensemble fini Mo(F;) est muni d’'une action du groupe Iy(F,). Le
lemme suivant provient de la lissité de Iy sur Spec(Z,,) et du théoréme de changement
de base lisse.

Lemme 1.2.7— La fonction Trw ., est invariante par l'action de Iy(Fy) et se facto-
rise en

TR\IJMO : Mo(Fq)/Io(Fq) — Qg .

Comme on a montré lexistence d’une injection de Mo (F,)/Io(F,) dans le double
quotient I(F,)\ GSp(V ®@F,((t)))/ I(F,) on peut prolonger Try,,, par zéro et obtenir

TR g, * L (Fq) \ GSp(V @ Fo((1)))/ I(Fy) — Qe

Mais les fonctions & support compact sur GSp(V @ F,((t))) bi-invariantes par I(F,)
forment une algebre de convolution bien connue : I'algebre de Hecke-Iwahori Hiy, a
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MAUVAISE REDUCTION AU BORD 275

coefficients dans Q. On a donc construit une fonction spéciale Try Mo € Hiw. Reste a
caractériser cette fonction en termes d’algebres de Hecke. C’est 1'objet de la conjecture
de Kottwitz. Introduisons quelques notations avant de la formuler.

Notons Ziy, le centre de 'algebre Hiy. C’est une algeébre commutative de type fini
sur Q. Notons K le foncteur sur Spec(F,) qui associe & un schéma S le groupes
des similitudes symplectiques Og/[t]-linéaires de V[t] @ Og. C’est un ind-schéma en
groupes de type fini qui contient naturellement I. Notons

Hepn = €27 (K(Fyg) \ GSp(V @ Fy((t)))/ K (Fy), Q)

I’algebre de convolution sphérique. Sa structure est complétement élucidée par I'iso-
morphisme de Satake : elle est commutative, égale a une algebre de polynomes en g+1
variables invariants par le groupe de Weyl.

1l existe par ailleurs un morphisme de Zry, dans Hgspn qui associe a une fonction f
la convolée f * 1y ). Cette fonction est bien bi-invariante par K(F,;) puisque f
est supposée centrale. Le théoréme suivant sur la structure du centre de l'algebre de
Hecke-Iwahori est dii & Bernstein [HN, §4.2].

Théoréme 1.2.8— Le morphisme f +— [ * 1k (r,) nduit un isomorphisme d’algébres

commutatives Bern : Zry, — Hsph-

Le but est alors de montrer la centralité de TRy Mo € Hiw puis de caractériser la
fonction

Bern(TRq;MO) € Hsph

ou bien sa transformée de Satake. La réponse a été conjecturée par Kottwitz et dé-
montrée par Gaitsgory [Ga] en égale caractéristique. La démonstration de Gaitsgory
a ensuite été transposée par Haines et Ngoé [HN] au cas de caractéristique mixte qui
nous intéresse.

Théoréme 1.2.9— La fonction TRw,, € Hiw €st dans le centre Zry de Hiw. Son
mage BGI"H(TR\PMO) est €gale a une constante multipliée par le caractére de la repré-
sentation spinorielle du groupe dual de GSp(V ® Q).

Remarque 1.2.10— Montrer la centralité est partie la plus difficile de la démonstra-
tion. Il s’agit de géométriser le produit de convolution de Hiy, c’est-a-dire de le relever
d une catégorie de faisceaux pervers équivariants sur la variété de drapeauz affine, et
de tester géométriqguement la commutation de R¥aq,(Qp) avec les autres faisceaus
pervers. Le produit de convolution géométrique commutant avec les cycles proches,
on se réduit a tester la commutation sur Spec(Qp). Il est alors aisé de conclure la
démonstration.

De plus, quitte a remplacer My par ses généralisations suggérées au para-
graphe 1.2.1 on peut en fait construire toutes les fonctions de Zry, par un procédé de
cycles proches [Ga].
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276 B. STROH

1.2.11. Strates de Kottwitz-Rapoport. — 11 est bien connu que le double quotient
grossier I \ LG /I est un schéma de dimension nulle, isomorphe au groupe de Weyl
affine W du groupe GSp(V @ F,,((¢))) sur le corps local Fy,((¢)). Rappelons que nous
avons plongé My x Spec(FF,) dans FI = LG/I de manieére équivariante sous le mor-
phisme I — Iy xSpec(F),). Ainsi 'image de M x Spec(F,) dans la variété de drapeaux
affine est une union finie de I-orbites.

Définition 1.2.12 — Le sous-ensemble fini W2d™ de T est I’ensemble des I-orbites
de Fl inclues dans I'image de Mg x Spec(F,) C Fl.

Cet ensemble fini Wad™ est appelé sous-ensemble des éléments admissibles, ou
permissibles, de W. Il est muni d’une riche combinatoire étudiée notamment par
Kottwitz, Rapoport, Haines, Ngo6 et Smithling.

Le quotient grossier de Mg x Spec(F,) par Iy x Spec(F,) est donc l'ensemble
fini W29™ De méme, le champ d’Artin quotient [Mg/Iy] est discret, donc n’a qu'un
nombre fini de classes d’isomorphismes d’objets sur Fp. Le morphisme canonique
My = [Mo/Io] est un Ip-torseur donc en particulier lisse.

Définition 1.2.13 — La strate de Kottwitz-Rapoport My de M, x Spec(F,) pa-
ramétrée par w € WM est 'antécédent de w € [Mo x Spec(F,)/Io x Spec(F,)]
dans M x Spec(Fp).

Les strates de Kottwitz-Rapoport sont donc lisses quasi-projectives sur Spec(Fp).
Leur dimension est égale & la longueur ¢(w) de 1’élément w du groupe de quasi-
Coxeter W et elles sont en fait isomorphes a ’espace affine

£(w)
A]FP .
Notons M3" I'adhérence de MY dans My x Spec(F,). Cette notation se justifie par
le fait que
< ’
Mz* =TT My
w!'jw

oll < désigne l'ordre de Bruhat dans W. Remarquons d’ailleurs que si w € Wadm
et w € W tel w' < w alors w’ € W24™_ Le schéma MS“’ est projectif sur Spec(FF,)
mais n’est en général pas lisse. Au contraire, le plongement de M x Spec(F,) dans FI
permet d’identifier Mgw a une variété de Schubert affine. Ses singularités sont com-
plexes et caractérisées par les polynéomes de Kazhdan-Lusztig pour Hiy.

1.2.14. Lien avec les variétés de Siegel. — Soit S un schéma sur Spec(Z[1/n]) et s
un S-point de Ay. Par définition, a s correspond un schéma abélien G sur S et une
famille Hy C --- H, de sous-groupes finis et plats isotropes de G[p]. Posons Gy = G,
G; = G/H; et Gitg = G;Qg pour 1 < ¢ < g ou V désigne le schéma abélien dual.
On obtient alors une chaine Gy — --- = G4 d’isogénies de degré p entre schémas
abéliens. De plus, cette chaine est globalement autoduale. Considérant la cohomologie
de de Rham relative sur S, on obtient une chaine de Og-modules localement libres

Har(Go/S) «— -+ — Har(Gay/S)
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qui est localement pour la topologie de Zariski isomorphe a Vo ® Og. De plus, la
filtration de Hodge définit une chaine de facteurs directs locaux
Qg5 € Har(Ge/S)
de dimension g. On obtient ainsi un morphisme de S dans le champ quotient
[Myo x Spec(Z|1/n]) / Iy x Spec(Z[1/n])]

qui parametre les diagrammes commutatifs sur S isomorphes localement pour la topo-
logie de Zariski & 1.2.A. On a finalement obtenu un morphisme de Ag dans [M/ o] X
Spec(Z[1/n]). 11 résulte de la théorie de Grothendieck-Messing des déformations des
schémas abéliens que ce morphisme est lisse. On obtient un diagramme

(1.2.C) Ao Mo

N

[(Mo/Io]

ou pour plus de légereté on s’est affranchi d’indiquer les produits fibrés par
Spec(Z[1/n]). Les morphismes de ce diagramme sont lisses de méme dimension
relative et on peut vérifier qu’ils sont également surjectifs [Ge, prop. 1.3.2]. Ainsi,
A et My ont mémes singularités [dJ, lem. 4.7] et les cycles proches R 4,(Qy),
RW 4, (Qe) et RW [y, /1,1 (Qr) se correspondent par image inverse.

Définition 1.2.15 — Soit w € W™ La strate de Kottwitz-Rapoport AY est l'image
inverse de w € [My/Iy] x Spec(F,) dans Ay x Spec(F,).

Les strates Ay et M{’ sont localement isomorphes pour la topologie étale. Notons
AF" Vadhérence de AY dans Ag x Spec(F,). On a

<=w __ w’
A5t = T 4
w!' jw

et les schémas Agw et M;w sont localement isomorphes pour la topologie étale.

1.3. Compactifications. — Décrivons a présent plusieurs compactifications de Ajg.

1.3.1. Compactification minimale. — Décrivons la premiere des compactifications,
aussi appelée compactification de Satake ou de Baily-Borel. Le théoréme suivant ré-
sulte de [S2]. Notons w; le déterminant du faisceau conormal & G; le long de sa section
unité pour tout 0 < 7 < g. On obtient de la sorte g + 1 fibrés en droites sur Aj.

Théoreme 1.3.2— 1l existe un schéma canonique Aj projectif sur Spec(Z[1/n]) qui
contient Ay comme ouvert dense, sur lequel ®J_,w; se prolonge en un fibré en droites
ample et tel que st g > 2, on ait

Ay = Proj(@ HO (Ao, é wf)) .
i=0

k>0
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Remarque 1.3.3— Soit A la variété de Siegel sans niveau en p sur Spec(Z[1/n])
qui parameétre les schémas abéliens G munis d’une polarisation principale et d’une
similitude symplectique G[n] = (Z/nZ)*3. D’aprés [FC, ch. V], elle se plonge dans
sa compactification minimale A* sur laquelle wy se prolonge en un fibré en droite
ample. Comme le morphisme d’oubli du niveau Af — A* n’est pas fini sur Spec(FFp)
puisque c’est déja le cas du morphisme non compactific Ay — A lorsque g > 2, le
faisceau structural de Af n’est pas relativement ample et wog ne peut donc étre ample
sur Af x Spec(Fyp).

L’algebre graduée apparaissant dans 1’énoncé du théoréme est en particulier de type
fini sur Z[1/n]. Le complémentaire de Ay dans Aj est facile a décrire explicitement,
mais il nous faut introduire auparavant quelques notations de théorie des groupes.

Notons €y I’ensemble des sous-modules totalement isotropes facteurs directs de V.
11 contient le sous-module nul {0} et le complémentaire €y \ {0} s’identifie & I’ensemble
des sous-groupes paraboliques maximaux de GSp(V ® Q) définis sur Q. C’est donc le
0-squelette de 'immeuble de Tits de @(V@) sur Q. Via cette identification, le
sous-espace non nul V'’ de V correspond au sous-groupe parabolique maximal

Pv/ = Stab@(\/@@@) (V, ® Q)

qui est également le stabilisateur du drapeau 0 C V' @ Q Cc V1 ®Q ¢ V ® Q. Le
groupe de Lévi Ly de Py s’identifie canoniquement &

GL(V' ® Q) x GSp((V'*/V) 2 Q).

L’ensemble €y admet une action naturelle du groupe GSp(V ® Q) et le quotient pour
cette action s’identifie & 'ensemble des entiers compris entre 1 et g : associer a V’
son rang. Il est facile de voir que c’est également le quotient de €y par le groupe
discret GSp(V).

Rappelons que Iy(Z) est le sous-groupe d’Iwahori de GSp(V), formé des ma-
trices qui sont triangulaires supérieures modulo p. Notons I'y le stabilisateur
de V, dans Ker(GSp(V) — GSp(V/nV)), qui est égal & 'intersection de Iy(Z) et
de Ker(GSp(V) — GSp(V/nV)).

Nous sommes maintenant en mesure de décrire le complémentaire de Ay dans Ajg.
Le schéma A§ est muni d’une stratification paramétrée par l'ensemble fini €y /Ty
et Ag en est 'unique strate ouverte; elle correspond a {0} € €. La codimension de la
strate paramétrée par V' € €y est égale au rang de V. Les relations d’incidence entre
strates sont duales des relations d’inclusions pouvant exister entre différentes éléments
de €y . De plus, la strate associée & V' est la variété de Siegel Ag v/ paramétrant les
variétés abéliennes principalement polarisées de genre g —rg(V’) munies d’un drapeau
complet de groupes finis et plats isotropes de leur p-torsion et d’une base symplectique
de leur n-torsion. Ainsi Ag v est & Ay ce que l'espace symplectique VLV esta V.
On voit en particulier que le complémentaire de Ay dans Af est de codimension g. Le
schéma A§ est déja tres singulier au bord sur Spec(C) des que g > 2.
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Remarque 1.3.4— Cette compactification A§ n’existe que grace a Uhypothése n > 3
qui garantit que Ay est un schéma. Si on avait n < 3, auquel cas Ay serait un champ
de Deligne-Mumford, la compactification minimale ne serait qu’une compactification
de Uespace de modules grossier associé a Ay.

1.3.5. Compactification toroidale. — Ces compactifications toroidales, non cano-
niques, fournissent des résolutions des singularités de A§ sur Spec(Z[1/np]). Elles
restent singulieres sur Spec(Z,) mais nous permettrons de controler 'interaction des
singularités de la mauvaise réduction de Ay et celles provenant du bord de Aj.

Commengons par rappeler le choix combinatoire dont ces compactifications dé-
pendent. Pour tout V'’ € €y notons C(V/V'+) le cone des applications quadratiques
semi-définies positives & radical rationnel sur V/V'+. Pour tous éléments V' et V"
de €y tels que V' C V" on dispose d'une inclusion de C(V/V'Lt) dans C(V/V"1).
Notons Cy le recollement de tous les C'(V/V'+) selon ces inclusions. Ce cone simplicial
est muni d’une action du groupe discret GSp(V') compatible a son action sur €y et le
quotient consiste en un nombre fini de cones recollés le long de leur bord. De méme,
le quotient Cy /Ty est union finie de cones.

Soit &y une décomposition polyédrale rationnelle I'y-équivariante de Cy qui est
admissible et lisse dans le sens de [FC, IV.2.3]. L’ensemble &y /Ty est donc fini. Le
théoréeme suivant résulte de [S1].

Théoréme 1.3.6— Il ewiste un schéma Ay propre sur Spec(Z[1/n]) canonique-
ment associé a Sy qui contient Ay comme ouvert dense. Le schéma Ay est lisse
sur Spec(Z[1/np]) et Ay y est un diviseur & croisements normaux. Il existe un
morphisme propre surjectif canonique ® de Ao sur Aj qui est un isomorphisme
sur Ag.

Le choix de Gy étant fixé dans la suite de I'article, nous appellerons Ay «la »
compactification toroidale. Elle n’est bien sir pas unique dans ’absolu puisqu’elle
dépend du choix de Sy. Le schéma Ay est muni d'une stratification paramétrée
par €y /Ty et le morphisme 7 respecte cette stratification. Nous aurons juste besoin
de savoir que pour tout V' € €y, I'hensélisé de Ag le long de la strate paramétrée
par V' est isomorphe au hensélisé d’'un schéma J\_/'o,v/ le long de sa strate paramétrée
par V’. Ce schéma N v se dévisse en

(1.3.A) Nov Nov:
Bo,v
Ao, v

ot Ag,v est la variété de Siegel strate de bord de Aj, le morphisme By v+ — Ag v
est une variété abélienne relative, le morphisme Ny — Bo v/ est un torseur sous
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un tore et sa compactification partielle Ny v+ < N v+ est le quotient par un groupe
discret agissant sans point fixe d’'un fibré en plongement toriques lisse et localement
de type fini sur By v construit grace & I'éventail &y NC(V/V'L). En particulier, si on
localise suffisamment pour la topologie étale de ./\707V/, le plongement Ny v < Noy:
est produit de By, par le plongement d'un tore dans un plongement torique lisse
de type fini, le complémentaire étant un diviseur & croisements normaux relatif. La

strate de Ny paramétrée par V' & laquelle il est fait référence plus haut est par

définition I'union des strates paramétrées par les cones de Gy inclus dans 'intérieur
de C(V/V'4L).

Remarque 1.3.7— Le lecteur trouvera dans [S1, §1.4] une description précise de la
variété abélienne By v+ sur Agv: et du torseur sous un tore No v+ sur Boy:. Cette
description nous sera inutile.

Remarque 1.3.8— Le schéma Ay est en fait muni d’une stratification plus fine para-
métrée par Sy /Ty, Uexistence de cette stratification élucidant d’ailleurs la dépendance
en Gy des compactifications toroidales. Nous n’aurons pas non plus besoin de cette
stratification plus fine.

1.83.9. Systemes locaux automorphes. — A toute représentation W de GSp(V® Q)
on associe [FC, ch. VI] un faisceau étale localement constant F (W) en Q-espaces
vectoriels sur Ag x Spec(Z[1/¢]). La théorie géométrique des invariants montre que
pour toute représentation W de GSp(V ® Q), il existe un entier s > 0 tel que F (W)
soit facteur direct du complexe scindé R f.(Q¢) ot f : G5 — Ay x Spec(Z[1/€]) est la
projection canonique.

1.3.10. Variétés de Kuga-Sato. — Pour traiter le cas des systemes locaux auto-
morphes non triviaux, nous aurons aussi besoin des variétés de Kuga-Sato, qui com-
pactifient les produits de la variété abélienne universelle G sur Ajg. Le théoreme suivant
est di & Faltings et Chai [FC, th. VI.1.1].

Théoréme 1.3.11— Pour tout s > 0, il existe un schéma Gy propre sur Ay qui
contient G° comme ouvert dense. Le schéma G a des singularités toriques sur Ay et
le complémentaire de G° dans G est localement pour la topologie étale le bord d’un
fibré en plongements toriques sur Ay.

Le schéma G n’est pas canonique mais dépend d’'un choix combinatoire compatible
a celui de Cy .

Remarque 1.3.12— D’aprés [FC, th. IV.5.7], la variété abélienne G* sur Ay s’étend
canoniquement en un schéma semi-abélien canonique sur Ay. Ce schéma semi-abélien
agit par construction sur Gy de maniére compatible & son action par translation sur
lui-méme. Une condition de nature combinatoire [FC, th .VI.1.13 (2)] permet de s’as-
surer que Gy contient le prolongement semi-abélien de G° mais il n'est pas clair
qu’on puisse simultanément choisir G lisse et contenant ce schéma semi-abélien [FC,
rem. VI.1.4].
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Remarque 1.3.13— On peut choisir G lisse sur Spec(Z[1/np]) et le complémentaire
de G* dans G, diviseur @ croisements normaux & branches lisses sur Spec(Z[1/np)).
Le lecteur prendra par contre garde que, contrairement da ce qui est parfois affirmé a
tord dans la littérature, on ne peut a priori pas choisir G semi-stable sur Ay.

1.3.14. Compactification des strates. — Soit w € W™, On dispose donc de la
strate fermée de Kottwitz-Rapoport A(_)jw de Aj. Définissons sa compactification mi-
nimale.

Définition 1.3.15 — La compactification minimale AF""* de AF" est 'adhérence
schématique de A5" dans A% x Spec(F,). La compactification minimale AY* de AY

, : =< .
est le complémentaire dans A;""" du fermé

<w'
U 4

w’ <w

Les compactifications A" et A5 """ héritent de la stratification du bord de Aj x
Spec(F,). Pour tout V' € €y notons

w,*
0V’
=<w,* . . w,* <w,* *
et Ay les intersections de Ay"" et de Ag""" avec Aoy x Spec(FF,) dans Aj x
Spec(F,). Ces schémas ne dépendent que de la classe de V' dans €y /I'y. On obtient
I'existence de stratifications

w,* . w,*
At = I ASy
V/Eﬁv/l—‘v
et
<wx =<w,*
At = 1 Asw
V’GCv/FV

Rappelons qu’a V' est associé le sous-groupe parabolique Py de GSp(V ® Q) de
sous-groupe de Lévi GL(V' ® Q) x GSp((V'*+/V’) ® Q). On associe donc & V' une
injection de GSp((V'+/V') ® Q,) dans GSp(V ® Q,). Rappelons que les groupes de
Weyl affines des groupes déployés GSp(V ® Q,) et GSp(V @ F,((t))) sont canonique-
ment isomorphes et désignons par Wy le groupe de Weyl affine de GSp((V'+/V’) ®
F,((t))). On obtient finalement une injection ¢y : Wy — W compatible a l'ordre
de Bruhat. Notons Wa™ C Wy, le sous-ensemble des éléments admissibles, qui
est défini comme W™ C W mais en remplacant la grosse variété de Siegel Ay
par la petite Ap /. Le lemme suivant est clair d’apres la définition des éléments
admissibles.

Lemme 1.3.16 — Le morphisme @y envoie Wat™ dans W24dm,
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Proposition 1.3.17 — La strate de bord Ay, de Ag™" est vide si w n’est pas dans
ltmage de @y et égale a

Agiv/
st w = @y (w'). De méme, la strate de bord Agl"ﬁ}* de AF"* est vide si w nest pas
dans Uimage de @y et égale a

AFY

0,v’

st w = py(w).
Remarque 1.3.18— Ainsi le bord des compactifications minimales des strates de

Kottwitz- Rapoport est formé de strates de Kottwitz-Rapoport pour d’autres vari€tés
de Siegel plus petites. De méme pour l’adhérence des strates de Kottwitz-Rapoport.

Démonstration. — Utilisons la compactification toroidale 7 : Ay — A dont la struc-
ture locale prés de la V'-strate est décrite par le diagramme 1.3.A. 1l suffit de montrer
que si N(}f{/, désigne 'image inverse de la strate de Kottwitz-Rapoport
Ay

de la petite variété de Siegel Ag v x Spec(F,,) par le morphisme Ny v — Ag, v, la trace
de AY C Ap dans un ouvert étale de N v+ v comme voisinage du bord de A est soit
vide si w ¢ Im(py /) soit égale a /\/'éf’{/, si w = @y (w'). Cela est une conséquence aisée
mais fastidieuse a expliquer dans le détail des propriétés modulaires de tous les objets
en jeu : les strates de Kottwitz-Rapoport parametrent des chaines de schémas abéliens
dont les chaines de filtrations de Hodge sont de position prescrite par 1’élément du
groupe de Weyl affine et le schéma N v+ parametre certains 1-motifs. L’application
entre voisinages étales de J\/'o,v/ et de Ag est fournie par la construction de Mumford
qui associe des variétés abéliennes dégénérantes a certains 1-motifs. Mais la filtration
de Hodge d’une construction de Mumford peut se lire sur le 1-motif correspondant,

ce qui implique la compatibilité des stratifications de Kottwitz-Rapoport de Ay et
de NV’,O- O

Remarque 1.3.19— Le schéma Agw’* parait intéressant du point de vue de la théo-
rie géométrique des représentations. Il présente deuz type de singularités. Les pre-
mieres sont reliées a la structure de ’algebre de Hecke-Twahori Hiy et notamment
auzx polynomes de Kazhdan-Lusztig, puisque c’est déja le cas de celles de Agw. Les
secondes sont reliées a la structure des sous-groupes paraboliques du groupe symplec-
tique, puisque c’est le cas de celles de Aj.

1.4. Cohomologie de la compactification minimale. — La compactification
minimale étant canonique, il semble naturel d’étudier sa cohomologie étale. Par oppo-
sition, la cohomologie de la compactification toroidale dépend par exemple du choix
combinatoire. La compactification minimale étant singuliere au bord, cela méme au-
dessus de Spec(C), il est encore plus naturel d’en étudier la cohomologie d’intersection.
Si on désire combiner cette étude avec celle de la mauvaise réduction de Ay au-dessus
de Spec(Zy), il faut de plus étudier les cycles proches RW 4+ évalués en le complexe
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d’intersection ZC As Notre premiere tache sera de montrer que les opérations de cycles
proches et de prolongement intermédiaire commutent dans ce cadre.

1.4.1. Commutation. — Notons j I'immersion ouverte de Ay dans sa compactifica-
tion minimale Af et J celle dans la compactification toroidale Ay. On dispose donc
d’un diagramme commutatif

Ao

a
7r
J
AO — AO
dans lequel 7 est propre. Nous noterons comme d’habitude ji, le foncteur de prolon-

gement intermédiaire étendu de la catégorie des faisceaux pervers a celle des faisceaux
pervers décalés sur Ay.

Lemme 1.4.2— 1[I existe un isomorphisme canonique entre RV 4x o j1.(Qq) et ji. o
RV 4,(Q¢) dans la catégorie des faisceauz pervers décalés sur Af x Spec(F,) munis
d’une action compatible de Gal(Q,/Q,).

Remarque 1.4.3— Cet isomorphisme est tout aussi valable pour les coefficients Z/¢"
pour tout r = 0.

Démonstration. — On commence par montrer que l'adjonction induit un isomor-
phisme entre RV 5 o J.(Qr) et J. o RW4,(Qr) ot Ji désigne le foncteur dérivé du
prolongement ordinaire. La preuve est locale sur Ay et on se rameéne donc a I'asser-
tion correspondante ou Ay et flo sont respectivement remplacés par J\/'o,v/ et ./\_/oy/
pour V' € €y. Quitte & localiser plus encore pour la topologie étale sur ./\_/oy/ on
peut remplacer Ny v+ et No.y+ par un tore E et un fibré en plongement torique E
constants sur Bp,y/. Notons k : E — E Timmersion ouverte canonique. Ainsi on a
localement J = k x Idg, ,,,. D’apres la formule du produit d'Tllusie et Gabber [I2] on

aRUpyp, ., (Q) = RUE(Q) BRYz, ,, (Qy) et
RY 55, . (Je Qo) = RO (k. Q) MRV, |, (Qp)

11 suffit alors d’utiliser la formule bien connue R¥ 5 o k. (Q¢) = ks o RUg(Qy) valable
pour tout complémentaire d’un diviseur a croisements normaux relatif dans un schéma
lisse.

On en déduit par dualité un isomorphisme entre RW 7, o Ji(Qg) et Jy o RW 4,(Qp).
Appliquant 7, et le théoréme de changement de base propre, on en déduit I’égalité de
RW 4: 0. (Qp) et de j. o RV 4,(Qy) puis de RW 4x 051(Q¢) et de jioRW 4,(Qy). 1l suffit
alors d’appliquer le foncteur PH° de cohomologie perverse, qui commute avec R¥ de
part un théoréme d’Illusie [I2] puis d’utiliser la définition du prolongement intermé-
diaire comme image perverse de PHC(ji) dans PH°(j.). O

Le méme énoncé est en fait valable avec des coefficients automorphes quelconques.
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Lemme 1.4.4— Soit W une représentation de GSp(V®Q). Il existe un isomorphisme
canonique entre RW gx 01 (F(W)) et ji.oRW 4, (F(W)) dans la catégorie des faisceaus
pervers décalés sur A} x Spec(F,) munis d’une action compatible de Gal(Q,/Q,).

Démonstration. — Comme il existe s > 0 tel que F(W) soit facteur direct du com-
plexe Rf.«(Qy) ou f : G° — Ay est la projection, il suffit de montrer ’énoncé pour
Rf«(Q¢) qui est somme directe de faisceaux pervers décalés. On utilise alors le méme
schéma de preuve en remplacant E et E par les tores et plongements toriques inter-
venant dans la description de la compactification G de G*. O

1.4.5. Cohomologie des strates. — Soit w € W2I™, On dispose de la strate fermée
de Kottwitz-Rapoport A" et de sa compactification minimale A5""*. Notons

JU AL — A
et

j . A(—)jw A;w,*
les immersions ouvertes canoniques. Il est naturel d’étudier le faisceau pervers décalé
Jix 0712 (Qy) ou ses variantes a coefficients ji. o 5% (F(W)) pour toute représentation W
du groupe symplectique. Ces faisceaux codent d’ailleurs cohomologiquement les deux
types de singularités abordés dans la remarque 1.3.19. Soit V/ € €y et w' € Wad™
tel que v/ (w') = w. Notons

i ASY — AT
I'immersion localement fermée d’une strate de bord de la compactification minimale
d’une strate de Kottwitz-Rapoport fermée et notons
3 AR — ASY
I'immersion ouverte d’une petite strate de Kottwitz-Rapoport. Notre but est de décrire
le complexe (i%)* o ji. o j(F(W)) dans le groupe de Grothendieck des faisceaux
pervers sur
2w’
A(I’L‘ﬁl .

Cela permettra ultimement de décrire ji. o 5% (F(W)) dans le groupe de Grothendieck

w,*

des fai A i
€S ralisceaux pervers sur 0 pu1sque

G o GEFOV] = D @) 0 ()7 0 e 0 G (F (W)
V'e(€v/Tv)w
ou (€y/T'y), désigne le sous-ensemble des V' € €y /Ty tels que w = ¢y (w') pour
un (nécessairement unique) w’ € Wai™ et ol [-] désigne I'image dans le groupe de
Grothendieck.

Commengons par introduire quelques notations. Pour tout V' € €y notons €y
I'ensemble des drapeaux V® = (0 C V" C --- C VO) d’éléments de €y tels que V°
soit conjugué & V' par le sous-groupe de niveau I'y. L’ensemble %y est muni d’une
action de I'y, et le quotient est fini. Tout élément V'® de %y, détermine un sous-groupe
parabolique Py« = Stab(V* ® Q) de GSp(V ® Q). Notons Ny le radical unipotent
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de Pye.. On notera RInv(Lie(Nys), - - - ) le complexe de cohomologie de son algebre de
Lie. Le sous-groupe de Lévi de Py. est canoniquement isomorphe au produit

GL(V") x GL(V""1/V") x -+ x GL(V®/V?) x GSp(V°+/V0) .

Notons I'},. intersection de I'y avec GL(V")xGL(V"~1/V")x- - -xGL(V?/V1). C'est
un sous-groupe discret d’un produit de groupes linéaire. On notera RInv(F{/., -++) son
complexe de cohomologie des groupes. Notons aussi §V'* 'entier r associé au drapeau
Ve=0gVrg...C VY.

Théoreme 1.4.6— Soit W une représentation irréductible de GSp(V @ Q).
Dans le groupe de Grothendieck des faisceaur pervers sur A(ﬁﬁ, on a égalité entre

(i))* 0 jiu 0 j(F(W)) et

S (v (fV’ (RInv(Te, RInv(Lie(Ny-+), W)t))) .
Vee#y /Ty

Dans cet énoncé apparait le foncteur « systeme local automorphe » F v’ qui est
I'analogue pour Ag v+ de ce qu'était F pour Ag. De plus on a dérivé ce foncteur
pour qu’il définisse un foncteur de la catégorie des complexes de représentations
de GSp((V'+/V') ® Q) dans celle des complexes (-adiques sur Ag . L'indice t si-
gnifie certaines troncations des représentations pour l'action de tores centraux. Ces
troncations dépendent du poids de W et sont explicitement décrites dans [S3]. Nous
ne présenterons pas ici la démonstration de ce théoreme, pour laquelle nous ren-
voyous & [S3]. Disons simplement qu’il s’agit de d’abord calculer & la Pink le complexe
(i%)* 0 j. 0 5 (F(W)) ot j. désigne le foncteur dérivé du prolongement ordinaire.
1l faut ensuite appliquer la théorie des troncations par le poids de Morel [M2] qui
permet relier des objets du type (z‘&l,)* o ji. a des sommes d’objets du type (zl‘ﬁl,)* 0 Ju,
toute une combinatoire étant cachée derriere les formules.

1.4.7. Cycles proches au bord. — Soit V' € €y /T'y. Notons j : Ay — Af 'immersion
ouverte et

ivl : AO,V’ — AS
I'immersion localement fermée de la strate de bord paramétrée par V’. De la méme

maniere que dans le paragraphe précédent, nous voulons a présent trouver une formule
pour le complexe (iy/)* o jix 0 RU 4, (F(W)). Le théoreme est le suivant.

Théoreme 1.4.8— Soit W une représentation irréductible de GSp(V @ Q).
Dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers sur A07V/78pec(]ﬁ‘p)
munis d’une action compatible de Gal(Q,/Q,) on a égalité entre (iy:)* o ji. o
RU 4, (F(W)) el

> DV Ru,, (FY (RInv(The, RInv(Lie(Nye), W),))) -
V'G%V//FV
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Remarque 1.4.9— Dans l'article [S3], cet énoncé était déduit du théoréme 1.4.6
via une décomposition des cycles proches en facteurs de Jordan-Hdélder. Comme l'a
remarqué Sophie Morel, cette déduction est incorrecte car le foncteur ji. n’étant pas
exact, connaitre l'image par ji. des facteurs de Jordan-Hélder de R 4,(Qy) ne suffit
pas a déterminer ji. o RU 4,(Qy). Rien ne garantit par exemple que le faisceau pervers
décalé j1.oRY 4, (Qy) n'ait pas de support inclus dans le complémentaire de Ay dans Af
(voir cependant la proposition 1.4.14). Dans Uerratum a [S3], nous avons présenté
une démonstration correcte du théoréme 1.4.8 qui repose sur la théorie de Morel [M1]
des complexes miztes sur Q admettant un filtration par le poids. En voila une autre
démonstration, & peine différente mais qui n'utilise que les travauz de [M2].

Démonstration. — D’apres [M2] pour tout nombre premier v ne divisant pas pfn, il
existe pour tout V" € €y une égalité entre i}, o ji (F(W)) et

> (=D FY (RInv (D)., RInv(Lie(Nye), W),))
VeeceEyn /FV
dans le groupe de Grothendieck de la variété lisse Ag v x Spec(FF,, ). Comme ji.(F(W))
est égal a
S (v o (ivn)* o ju(FO)
v'eey /Ty

dans le groupe de Grothendieck de A xSpec(F, ), on en déduit égalité entre ji. (F(W))
et

> S DR iy (fV” (RInv(T,+, RInv(Lie(Ny-), W)t))) .

Vlleﬁv/l_‘v V'e‘ﬁvu/l“v

D’aprés lanalogue évident en caractéristique mixte de [L, th. 1.1.2], c’est-a-dire le
théoreme de Cebotarev pour les faisceaux pervers semi-simples, on obtient la méme
égalité dans le groupe de Grothendieck de Af x Spec(Z[1/nfp]) donc en particulier
dans celui de Af x Spec(Qy). En appliquant le foncteur triangulé (iv)* o RW 4+ on
obtient égalité entre (iy+)* o RU 4 o ji.(F(W)) et

ST (“1 (i) o R o (ivn ), (IV' (RInv (T, RInv(Lie(Nye), W)t))>
Vee#y /Ty

dans le groupe de Grothendieck des faisceaux sur Agys x Spec(F,) munis d'une
action compatible de Gal(Q,/Qp). Mais (iy+)* o R 4= o ji.(F(W)) = (iv/)* o jis 0
R 4,(F(W)) d’apres le lemme 1.4.4. D’autre part on a d’apres la démonstration de
ce méme lemme égalité entre RW 45 o (iyn)r et (iyn) o RW 4, ., lorsqu'on les éva-
lue sur des complexes de faisceaux automorphes. Cela suffit & finir la démonstration
puisque (iy/)* o (iy~)r est nul si V' # V" dans €y /Ty et lidentité si V! = V"
dans Qv/rv. O

Remarque 1.4.10— La démonstration de [L, th. 1.1.2] n'utilise que le théoréme de
Cebotarev pour les systémes locaux sur les schémas de type fini sur Spec(Z) di a
Serre [S, th. 7], le fait que la catégorie des faisceaux pervers est artinienne et la
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description des objets simples de cette catégorie. En particulier cette démonstration
s’étend sans modification au cas des schémas de type fini sur Spec(Z).

Rappelons que les faisceaux pervers décalés RW 4,(Qr) et RU a4, (Qp) se corres-
pondent dans le diagramme 1.2.C, étant tous deux images inverses de RWxq, /7,1 (Qe).
Fixons un relévement du Frobenius géométrique dans Gal(Q,/Q,) et servons-nous en
pour voir les cycles proches comme des faisceaux pervers décalés de Weil.

Lemme 1.4.11— 1[I existe une décomposition

RUM(Q) = 3 3 mlw,i)- j(Q)6)

weWadm &7

dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers de Weil sur Mg X Spec(ﬁ‘p), ot
les m(w, ) sont des entiers relatifs presque tous nuls et (i) désigne un twist de Tate.

Démonstration. — Le faisceau pervers décalé R, (Q¢) est Ip-équivariant sur Mg x
Spec(F,). D’aprés la conjecture de Kottwitz (voir [HN] ou le théoréme 1.2.9), ses
traces semi-simples de Frobenius sur Mg (F,) sont dans Z[g, ¢~ '] pour toute puis-
sance ¢ de p. On peut donc utilise [GH, lem. 4.3] qui affirme que les constituants
simples de ce faisceau pervers décalé sont des twists de Tate entiers des ji2(Q,). O

Corollaire 1.4.12 — Pour toute représentation W de GSp(V ® Q), il existe une dé-
composition

RUA(FW) = Y D om G o JU T (F(W)) ()

weWadm €7,

dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers de Weil sur Ay X Spec(IF‘p), ot
les m(w,i) sont les entiers relatifs décrits dans le lemme 1.4.11 et (i) désigne un
twist de Tate.

Démonstration. — Le lemme 1.4.11 et le diagramme 1.2.C montrent que c’est vrai
si W est la représentation triviale. Puisque F (W) est un systeéme local sur 4y on
a RU_4, (F(W)) = F(W) @ RU4, (Qe) et ji2 o j**(F(W)) = F(W) &L j*(Qy). O

en déduit le résultat. D

Soit V' € €y et pys : Wadm — Wadm Je plongement correspondant. Soit w’ €
Wadm Posons w = oy (w'). Nous venons de définir pour tout i € Z un entier m(w, )
en décomposant R x4, (Qy) en faisceaux pervers simples. On obtient de méme un en-
tier m(w’, ) en décomposant RW 4, ., (Q¢) selon les complexes d’intersections twistés
des strates de Kottwitz-Rapoport, oit My v est le modele local de la petite variété de
Siegel Ag,y. Le lemme suivant exprime un principe de conservation des multiplicités
au bord.

Lemme 1.4.13— On a m(w,i) = m(w’',i) pour tout i € Z.
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Démonstration. — Raisonnons géométriquement en utilisant le bord de Ag. On peut
tout d’abord remplacer R, (Qy) par RV 4,(Q¢) qui se décompose aussi selon les
complexes d’intersections des strates de Kottwitz-Rapoport de Ag x Spec(Fp). D’apres
la proposition 1.3.17, la question a résoudre peut étre traitée par localisation étale
de Ap au voisinage de la strate de bord de Ay paramétrée par V’. Ce voisinage est
isomorphe & un voisinage de Ny v+ qui se dévisse comme dans le diagramme 1.3.A.
On en déduit que localement pour la topologie étale pres du bord, Ay se fibre de
maniere lisse sur AB{;/,. On en déduit le lemme. O

Proposition 1.4.14 — Le faisceau pervers décalé ji. o RY 4, (F(W)) est sans support
inclus dans le bord Af — Ao pour toute représentation W de GSp(V @ Q).

Démonstration. — On se réduit au cas ou W est irréductible. En combinant les théo-
remes 1.4.6 et 1.4.8, le corollaire 1.4.12 et le lemme 1.4.13, on trouve égalité dans
le groupe de Grothendieck entre ji. o RU 4, (F(W)) et

S i) EFOVG)

weWadm &7

Cela élucide la structure des facteurs de Jordan-Holder de ji,. o RW 4, (F(W)) et suffit
a conclure. (]

1.4.15. Comptage de points. — 11 est bien str possible de combiner les théo-
remes 1.2.9 et 1.4.8. Le premier de ces deux théoremes élucide la trace semi-simple
de RU 4, (Qp), donc aussi de R¥ 4,(Qy), via des isomorphismes d’algebres de Hecke,
le résultat étant une fonction de Bernstein pour le groupe GSp(V'). Le second dé-
compose (iy+)* o ji. 0 RW4,(Q¢) en termes de R¥ 4, , appliqué a un complexe de
faisceaux automorphes sur Ag y+. On obtient donc la trace semi-simple du Frobenius
géométrique sur (iy/)* o jix © RU 4,(Qr). On trouve le produit d'une fonction de
Bernstein pour le groupe GSp(V'+/V’) et de la trace du Frobenius sur la somme de
complexes de faisceaux auﬁorphes

Z (—1)FV° . FV (RIHV(FZV., RInv(Lie(Nvs), Q¢)t)) -
Vecéy /Ty

Soit [Fy une extension finie de IF,,. On trouve par la formule de Grothendieck-Lefschetz
que la trace semi-simple du Frobenius géométrique de F, sur la cohomologie d’inter-
section totale TH® (A{ x Spec(Q,), F(W)) est égale a

Z Z Z (‘UW. TTRYA (z) x

Vleﬁv/l_‘v wE.A(]’V/ (]Fq) V'E%V//FV

tr (Frobw, FV (RInv (T, RInv(Lie(Ny-), @g)t))) .
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Dans cette formule,

TR\I’AO v

(z)
ne dépend que de la strate de Kottwitz-Rapoport w, € Wad™ sur laquelle est = €
Ag,vi (Fp) et on a
TR® A, 1 () = TRY g 1/ (we)

olt Mo,y est le modele local de la variété de Siegel Ag v et

TR\IJM(J v

est viue comme une fonction de Wad™ & valeurs dans Q, dont la description est donnée

dans le théoreme 1.2.9.

2. Niveau pro-p-iwahorique

Nous présentons ici des résultats obtenus avec Tom Haines [HS], qui concernent les
variétés ouvertes de niveau I'1 (p), et la maniére dont ils peuvent étre étendus & cer-
taines compactifications. A partir de maintenant, nous changerons de base & Spec(Z,,)
toutes les constructions précédentes sans forcément I'indiquer explicitement a chaque
fois.

2.1. Variétés de Siegel. — Nous introduisons la variété de Siegel A; qui parametre
des générateurs des gradués du drapeau de sous-groupes universel sur 4. Pour cela,
il nous faut au préalable rappeler la théorie de Oort-Tate.

2.1.1. Théorie de Oort-Tate. — Notons wy, € p-Z; la quantité algébrique défini par
Oort-Tate [OT] et X le fermé de A2 x Spec(Z,) défini par 'équation a-b = w, ot a et
b sont les deux coordonnées de A2. Faisons agir G,, sur X par la formule X - (a,b) =
(A= a, A17P . b) et considérons le champ quotient [X/G,,] sur Spec(Z,). La théo-
rie de Oort-Tate identifie canoniquement ce champ a celui des groupes finis et plats
de rang p sur les schémas sur Spec(Z,). De tels groupes sont d’ailleurs communé-
ment appelés d’Oort-Tate. Le groupe d’Oort-Tate universel sur [X/G,,] s’uniformise
comme [X'/G,,] ot X’ est le fermé de X x A d’équation 2P = z-a ou 2 est la coordon-
née sur Al et ou G, agit sur (a,b,2) par la formule X - (a,b, 2) = (AP~ ta, \17Pb, \z2).
Sa section neutre est donnée par le lieu d’annulation de z.

Soit S un schéma sur Spec(Z,) et K un groupe d’Oort-Tate sur S. La donnée
de K équivaut donc a celle de £ un fibré en droites sur S, de a € T'(S, LP71) et
de b € T'(S, L17P) tels que a- b = w), € Z, C I'(S, Og).

Définition 2.1.2 — Un générateur d’Oort-Tate de K est une section z € I'(S, £) telle

que 2P~ = q.

Ainsi le champ des générateurs d’Oort-Tate est égal & [Y/G,,] on Y C A3 x
Spec(Z,) = Spec(Zyla, b, z]) est défini par les équations a - b = w, et 2P~1 = a et
ot G, agit sur Y par la formule X - (a,b,z) = (A’"1a, \17Pb, \z). Le morphisme ca-
nonique de [Y/G,,] dans [X/G,,] est fini et plat de degré p — 1. Il est étale galoisien
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de groupe I = p,—1 exactement sur 'ouvert de [X/G,,] oul a est non nul, qui est
I’ouvert ou le groupe d’Oort-Tate universel est étale. Dans ce cas, la donnée d’un gé-
nérateur d’Oort-Tate est équivalente a la donnée usuelle d'un générateur d’un groupe
étale monogene.

Rappelons enfin que la dualité de Cartier des groupes finis et plats de rang p
revient a changer le fibré £ en son inverse et a inverser le roles de a et de b. Ainsi
lautomorphisme de [X/G,,] fourni par le dual du groupe de Cartier universel est
induit par I’échange des coordonnées sur X C A2,

2.1.3. Espace de modules. — Rappelons que sur Ay existe une famille universelle de
groupes finis et plats Hy,- -+, Hy. On I'étend par isotropie en posant
Hgp1 = Hyy,--  Hog1 = Hi", Hyy = 0F = G[p].

On a pour tout ¢ une inclusion de H; dans H;y;. On pose désormais K; = H;/H;_1
pour tout 1 < ¢ < 2¢g avec la convention Hy = 0. On obtient 2¢g groupes finis et
plats de rang p sur Ay qui vérifient de plus Kog11—; = K, ot V désigne la dualité de
Cartier des groupes finis et plats. D’apres la théorie de Oort-Tate, la donnée de K;
définit pour tout 1 < 7 < 2¢g un morphisme

Ay — [X/Gy)] .

On notera désormais L£;, a; et b; les parametres d’Oort-Tate de K; sur Ag. Par dualité
ona Logi1—i = £;17 a2g+1—i = b; et bag11-; = a; pour tout i.

Définition 2.1.4 — Le schéma A; au-dessus de Ay sur Spec(Z,) parametre les sec-
tions z; € I'(Ap, L;) telles que zf_l = a; pour tout 1 < ¢ < 2¢g et telles que la

fonction z; - zo441—; soit indépendante de i.

C’est donc le sous-schéma donné par des conditions de symplecticité dans le schéma
des générateurs de Oort-Tate des gradués du drapeau de groupes finis et plats universel
sur Ap. Le morphisme de A; dans A est fini et plat. Soit 7' ~ G le tore maximal
diagonal de GSp(V') et 79" ~ GY, celui de Sp(V'). Le groupe fini T'(F,) agit sur A4,
en respectant les fibres de la projection vers Ag; son action est transitive dans les
fibres. Le morphisme étale A; — Ag est un torseur sous T(IF,) sur Spec(Q,) et ce
revétement ramifie en fibre spéciale.

Remarque 2.1.5— Bien qu’on ne l’ait défini que sur Spec(Z,), le schéma A existe
bien sir sur Spec(Z[1/n]). En effet, sa définition sur Spec(Z[1/np]) est claire car il
suffit de paramétrer les générateurs des K; au sens de la théorie des groupes usuelle.
Oort et Tate [OT] définissent de plus un anneau A, de type fini sur Z et contenu
dans Z,, sur lequel leur classification est toujours valable. La définition 2.1.4 a donc
un sens sur Spec(Ap[1/n]). On dispose d’une donnée de recollement entre ces deux dé-
finition sur Spec(A,[1/np]) et on obtient un schéma Ay sur Spec(Z[1/n]) par descente
étale.
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2.2. Modele local. — Tout comme A, le schéma A; posséde un modele local. Pour
comprendre cet objet, la premiere question a résoudre est relative a Ag et & My : parmi
les parametres d’Oort-Tate (L£;,a;,b;) de K; sur Ap, quelle quantité d’information
provient-elle de My via le diagramme 1.2.C? On ne pas s’attendre a ce que le triplet
(L;,a;i,b;) existe sur My car cela voudrait dire qu’il en est de méme de K;, ce qui
est faux. Néanmoins nous allons voir que suffisamment d’information subsiste pour
accéder aux singularités du schéma A; et méme du morphisme de A; dans Ag.

Remarque 2.2.1— 1] est absurde d’imaginer que (L;,a;,b;) donc K; descend de Ay
a [Mo/Ip] donc aussi a My. Supposons par labsurde que ce soit le cas. Pour tout
élément de translation w € W2dm g strate de Kottwitz-Rapoport MY est ordinaire.
La restriction du groupe K; a Mg est donc isomorphe localement pour la topologie
étale soit a Z/pZ soit 4 p,. Dans tous les cas, parler de sa monodromie sur M§ a
un sens et cette monodromie fournit un (Z/pZ)*-torseur sur

w +1)/2
MY = Agig /2

Cette monodromie est donc nécessairement triviale et il en est de méme de celle
de K; sur [MY/Iy] puis sur AY, ce qui contredit un célébre théoréme d’Igusa et
Faltings et Chai [FC, §V.7] qui garantit que la monodromie de K; sur AY est mazimale
d’image (Z/pZ)*.

2.2.2. Complexe cotangent et diviseur. — Soit S un schéma ncethérien et ¢* un
complexe parfait de la catégorie dérivée bornée des Og-modules cohérents. Mumford
et Knudsen ont défini dans [KM] son déterminant det(¢®*) qui est un fibré inversible
sur S. Supposons de plus que £ soit quasi-isomorphe & zéro sur un ouvert dense de S.
Mumford et Knudsen ont alors défini un diviseur de Cartier Div(£®) sur S associé
a ¢*. 1l existe de plus un isomorphisme canonique entre Og(Div(£®)) et det(¢*), ce
qui permet de voir Div(£*) comme une section a(¢*) de det(£*) qui est génériquement
inversible (voir [HS]). Dans le cas ot £* est isomorphe au complexe

[--git Agidi_ﬂgﬂrl...]

de Og-modules localement libres sur S, on a simplement det(£*) = ®; det(£*)(~D". Si
de plus les d; sont génériquement des isomorphismes, la section a(¢®) : Og — det(£®)
est induite par le produit sur ¢ des det(d;).

Tout schéma en groupes fini et plat sur S admet un complexe cotangent défini par
Illusie. Ce complexe est parfait concentré en degré —1 et 0. Dans le cas d’un schéma
en groupes d’Oort-Tate K sur un schéma S noethérien sur Spec(Z,), ce complexe £
est canoniquement quasi-isomorphe au complexe

[£7P 2 L7
concentré en degrés —1 et 0, ou (£, a,b) sont les parametres d’Oort-Tate de K. Le
déterminant de £k est donc canoniquement isomorphe & £P~!. Supposons K étale sur

un ouvert dense de S, ce qui est par exemple le cas si S est plat sur Spec(Z,). La
section a({f) de det({f) est alors égale a la section a de £P~1.
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On peut en particulier appliquer cela a K; sur Ag pour 1 < i < 2¢. Notons
que ce schéma est bien plat sur Spec(Z,) d’apres [Go]. Il existe par ailleurs une
résolution 0 — K; — G;_1 — G; — 0 de K; par des schémas abéliens sur Ajg.
Rappelons qu’on a posé G; = G/H; pour i < g et qu’on a complété la définition par
isotropie. Cette résolution fournit un quasi-isomorphisme canonique entre fg;, et

06,4, — Q6.1 /a) -
Mais ce dernier complexe existe par définition sur Mg et méme sur [Mg/Ip]. Ainsi,
le complexe {g, descend a [My/Ip] et & My et il en est donc de méme de son dé-
terminant £ ~1 et de sa section a;. La seule quantité parmi (L, a;, b;) ne descendant
pas & M est donc la racine (p — 1)-éme £; de £f_1. Cela est & mettre en perspective
avec la remarque 2.2.1.

Remarque 2.2.3— Considérons les fibres génériques rigides Agg et Mgig des com-
plétions formelles de Ay et My le long de leur fibre spéciale sur Spec(F,). Fargues a
défini dans [Fa] des fonctions

deg; : A& —[0,1]

qui mesurent la valuation p-adique des parametres de Qort-Tate de K; pour
tout 1 < i < 2g. Notre discussion précédente implique que ces fonctions existent en
fait sur Mg®.

2.2.4. Définition du modele. — Rappelons que Mg est I’espace de modules des dia-
grammes 1.2.A. Notons alors L} = det(W;_1) @ det(W;)~! qui est un fibré inversible
sur Mg pour 1 < 7 < 2¢. Il est muni d’une section canonique A; obtenue comme
déterminant du morphisme de W; dans W;_1. On a Ll29+17i = L’;l pour tout 7 et le
produit A; - Aggy1—; est indépendant de 3.

Définition 2.2.5 — Le champ algébrique M; — M, est I'espace de modules des ra-
cines (p — 1)-emes (L;, Z;) de (L}, A;) pour tout 1 < i < 2g telles que Logyq—; = L
pour tout ¢ et que la fonction Z; - Zy441—; soit indépendante de <.

Une racine (p — 1)-eme (L;, Z;) de (L}, A;) est bien stir un fibré en droites L; tel
que Lf*1 = L} et une section Z; de L; telle que fol = A;. Introduisons le schéma
o = Ao Xmo/10) Mo -

Sur M, existent les fibrés £; et L) pour tout 1 < ¢ < 2¢g. Notre discussion précédente
implique 'existence d’un isomorphisme canonique

-1 ~
e = L

pour tout i. De méme, les sections a; et A; se correspondent pour tout ¢ via ’isomor-

phisme précédent sur Mj,.

Remarque 2.2.6— Le champ My est de Deligne-Mumford. Il se dévisse en composé
de morphismes représentables et d’une gerbe liée par Tdcr(]Fp) ~ Hgfr
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Introduisons alors le schéma M) = Ay x 4, Mj. Il existe bien sir un morphisme
de M/ dans A;. 1l existe également un morphisme de M/ dans M; obtenu en en-
voyant (L;, z) sur (L;, Z;) ot la racine (p — 1)-éme L; de L, = £P7" est égale & L; et
sa section Z; est égale a z;. Nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 2.2.7 — Dans le diagramme

M
.Al Ml

les morphismes sont lisses représentables de méme dimension relative.

(2.2.A)

Ainsi, M; mérite bien le nom de modele local de A;. Les cycles proches R 4, (Qy)
et R¥ o, (Qy) se correspondent par image inverse sur Mj.

2.2.8. Rigidifications. — Nous introduisons des variantes rigidifiées du modele local
dans lesquelles les racines des fibrés inversibles ne jouent plus aucun réle. Le premier
avantage sera d’obtenir des schémas et non pas des champs de Deligne-Mumford. Le
second sera le lien entre leur fibre spéciale et la variété de drapeaux affine de niveau
pro-p-iwahorique.

Notons M(T — My le T-torseur paramétrant les trivialisations ¢; : L] 5 0Og
pour tout 1 < ¢ < 2g telles que la fonction ¢; - ¢2g41—; soit indépendante de i, ol le
fibré inversible déterminant L’ a été défini plus haut. On peut transporter sur M la
section 4; de L} en une fonction ay; via ¢; pour tout 1 < ¢ < 2¢. La fonction a;-aag+1—;
est indépendante de i. Nous noterons alors

Im: M7 — ME

le T'(F,)-revétement ramifié qui parametre les fonctions ¢; telles que ¢ = et G-
(2g+1—i soit indépendant de ¢ pour tout 1 < 4 < 2g. On dispose donc d’un diagramme
commutatif

(2.2.B) My —— My
| In
./\/lo — Ma_

tel que les cycles proches RW o, (Qr) et R¥ MT(QZ) se correspondent par image in-
verse, et de méme pour R, (Qy) et RW i+ (Qy). Remarquons que ce diagramme
n’est pas cartésien et que le morphisme naturel

MT — ME xmg My

est la présentation étale canonique d’une gerbe neutre liée par Tder(]Fp). En effet,
sur Mg x aq, My on doit choisir une racine (p — 1)-eme du fibré inversible trivial,
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alors que sur M7 on choisit par définition la racine triviale du fibré trivial. En fait
Tder(Fp) agit sur Mf par multiplication sur les (; et on a un isomorphisme canonique

Ma_ X Mo Ml = [MT/Tdcr(]Fp)] .

Bref, il revient finalement au méme d’étudier la trace semi-simple du Frobenius
de RU 4, (Qg) ou celle de II, o R\IIMT(QK) = R\IIM0+(H* Qo).

2.2.9. Action de groupes. — Rappelons que le schéma en groupes Iy lisse
sur Spec(Z,) agit sur My. Soit g € Iy et W, un point de My comme dans
le diagramme 1.2.A. La chaine g - W, définit l'action de g sur My et si L], =
det(W;—1) ® det(W;)™! est muni d'une trivialisation ¢;, il est clair que g - L} =
det(g-Wi—1) ® det(g- W;)~! est muni de la trivialisation g - ¢;. Ainsi Iy agit sur M
de maniére compatible a son action sur My.

Si a, est la famille de 2¢g fonctions définie précédemment pour un objet (W, ¢e)
de M, sig € Iy et si o) est la famille de fonctions pour (g-We, g - ¢ ), on a a; = o
pour tout 1 < i < 2¢ puisque le déterminant est préservé par changement de base. Cela
permet d’étendre I'action de Iy & M7 en posant g- (W, de,Ce) = (g We, g ¢e,Ce)-

Lemme 2.2.10 — Le faisceau pervers décalé R\I/M(T (I1. Q) est Iy-équivariant sur la
fibre spéciale de My .

Démonstration. — Cela résulte de la lissité de Iy sur Spec(Z,) et du fait qu’il agit
sur M et sur M7 de maniere compatible a II. O
2.3. Cycles proches et fonctions centrales. — Nous avons vu dans le pa-

ragraphe 1.2.6 que la trace semi-simple du Frobenius sur RWUa,(Q,) définissait
une fonction centrale TRy Mo dans le centre Zi,, de l'algebre de Hecke-Iwahori Hiy,.
Nous allons voir qu’il en est de méme pour RW (T, Q) et les algebres de Hecke
pro-p-Iwahori.

2.3.1. Fibre spéciale. — Commencons par analyser la fibre spéciale de /\/l('f et son
lien avec les variétés de drapeaux. On dispose sur M, d’un isomorphisme canonique

L) = det(W;_1) @ det(W;) ™" = (Wit /Wy) @ (Vi_1[t]/Vi[t]) "

ou W, = W;/t V,[t] ® Ogs et W, est comme dans le diagramme 1.2.B. Le fibré
inversible L} est par définition muni d’une trivialisation ¢; sur ./\/lg et la formule ¢; =
i @ can; ' otl can; est la trivialisation canonique de V;_[t]/V;[t] permet de définir
une trivialisation 1; du fibré inversible W;_1 /W; telle que la fonction ; - ¢ag1+14; est
indépendante de 1 <7 < 2g.

Utilisons les notations du paragraphe 1.2.1. Notons I™ C I le sous-ind-schéma
en groupes de type fini sur Spec(F,) formé des matrices g € I qui sont strictement
triangulaires supérieures modulo t. Au niveau des points, le sous-groupe IT est le
radical pro-p de I. Nous I’appellerons sous-groupe pro-p-Iwahori. Le quotient I/IT
est canoniquement isomorphe & T'. Notons FIT = LG/IT qui est un T-torseur sur Fi
que nous appellerons variété de drapeaux pro-p-iwahorique. Pour toute IF)-algebre R,
le quotient FIT(R) s’identifie & 'ensemble des chaines Wy D Wy D -+ D Why)
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globalement autoduales de R([t]-réseaux dans R((¢))%9 munies de trivialisations 1; du
fibré en droites W;_1 /W, telles que la fonction ; - 1og41—; soit indépendante de i
pour tout 1 < ¢ < 2¢g. L’ind-schéma FIT est muni d’une action & gauche de LG donc
en particulier de I.

1l existe donc une immersion fermée ¢+ de Mg x Spec(F,) dans FI* au-dessus de
I'immersion de Mg dans FI décrite dans 1.2.4. De plus le groupe I se surjecte vers la
fibre spéciale Iy x Spec(F,), ce qui permet de faire agir I sur Mg x Spec(F,,). Le lemme
suivant éclaire les propriétés d’équivariance de ¢+ vis-a-vis de I’action de I. On définit
pour cela une action tordue * de I sur FI* donnée par la formule g *x = v(g) g -z
pour tout g € I et x € FIT ot v : I — T est la surjection de noyau I+.

Lemme 2.3.2— L’%immersion 1+ est équivariante sous l’action de I lorsqu’on le fait
agir de maniére tordue sur FIT. En particulier t* est équivariante sous l’action na-
turelle de 1.

Démonstration. — On dispose sur /\/lg de I'isomorphisme canonique
Ly = Wimi/Wi) @ (Viea [t]/Vi[t) 7

par lequel la trivialisation ¢; de L/ correspond & une trivialisation v; ® (can;)~! de
(Wi—1/W;) ® (Vi—1[t]/Vi[t])~!. Notons v; la i-éme composante de v pour tout 1 <
i < 2g. L’action de g € I sur V,;_1[t]/V;[t] se fait donc par le scalaire v;(g). 11 suffit
alors de remarquer que g - ¢; = (g - ;) - vi(g) L. O

2.3.3. Algébre de Hecke pro-p-Iwahori. — Fixons une extension finie Fy de I, et
notons Hp,+ 'algebre de convolution en niveau pro-p-iwahorique

Hiws = € (I7(Fy) \ GSp (V 0 F,((1))) / 7 (F,), Q)

et Zy,+ C Hiw+ son centre. D’apres les lemmes 2.2.10 et 2.3.2, la trace semi-simple
du Frobenius géométrique de R¥ M (IL, Q) définit quand on la pousse par ¢ une
fonction sur

I+(]Fq) \fl+(Fq) = I+(]Fq) \ GSp (V@ Fy((1)) / I+(Fq)
& support compact et & valeurs dans Qp, donc un élément
TR\I/MSr (I.Q,) € Hi, -

Nous montrons dans [HS] le théoréme suivant. La démonstration utilise comme dans
le cas de My la géométrisation du produit de convolution de Hf’;v et d’une base de
cette algebre, puis la preuve d’une commutation géométrique en fibre générique.

AQra ; + +
Théoreme 2.3.4— La fonction TR‘I'MOJr(H*Qf) est dans le centre Z[, de H{,.
Nous montrons de plus que cette fonction est uniquement caractérisée par sa cen-

tralité et ses valeurs sur les strates de Kottwitz-Rapoport M$"" = M§ x gy MY
pour w € W2dM yn élément de translation. Ces strates maximales sont reliées par les
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diagrammes 1.2.C, 2.2.A et 2.2.B au lieu ordinaire de Aq et de A; et il est facile d’y
calculer explicitement la fonction

TR\I/M(T (I1.Qy)

par exemple grace a la théorie de Serre-Tate. Cela permet d’expliciter 'image de cette
fonction par divers isomorphismes d’algebre de Hecke.

La convolution par la fonction caractéristique 1y, ) définit un morphisme d’al-
gebres de 2+ dans Zi,. On a alors la proposition suivante qui est montrée dans [HS].

Proposition 2.3.5 — La fonction TRV, (ILQr) *17(r,) est égale a Card(T (Fy)) TRw s, -
0

Soit x un caractere de T(F,) a valeurs dans Qj. On dispose alors de la fonc-
tion 1y, de HP\:\/ qui est supportée sur la double classe

I+(]Fq) \I(Fq)/ﬁ_(Fq) =T(F,)
et y est égale & x. Notons #, l'algébre de convolution des fonctions f & support
compact sur GSp(V ® F,((t))) vérifiant I’équation fonctionnelle f(g1 - z - g2) =
x(g1 - g2) - f(z) pour tous x € GSp(V ® Fy((t))) et g1, g2 € I(Fy). La convolution

par 1y, définit un morphisme de Zy+ dans le centre Z, de H,. On obtient alors
la proposition suivante.

Proposition 2.3.6 — La fonction convolée
TR, (.Q,) * Lrr,)x € 2x
0
est non nulle si et seulement si x se factorise par la norme Ny /g, : T(Fy) — T(F,).

Remarque 2.3.7— Les isomorphismes de Roche [HR, §9.3] montrent que Z, est
isomorphe au centre de l’algébre de Hecke-Iwahori d’un groupe endoscopique H,
de GSp(V @ Fy((t))) déterminé par x. Le centre de l'algébre de Hecke-Twahori de H,
est lui-méme isomorphe a une algébre de Hecke sphérique par l’isomorphisme de
Bernstein Bern, relatif a H, et il est en fait possible de caractériser la fonction

Berny (TR\IJM(T(H*QZ) * 11(Fq),x>
d’une maniére tout a fait similaire a celle donnée dans le théoreme 1.2.9.

D’apres [HR, lem. 12.1.2], le produit des convolutions par toutes les fonc-
tions 1y, OU X parcourt les caracteres de T'(F,) fournit une injection de Zp+
dans le produit sur x des Z,. Nous avons donc caractérisé la fonction obtenue

dans Hp,+ comme trace semi-simple des cycles proches via ces images dans tous
les Z,.

Remarque 2.3.8— Les cycles proches R\I/Mar (Qu) sont aussi Iy-invariantes sur Mg
et leur trace semi-simple du Frobenius définit également une fonction centrale de Zpy+ .
Toutefois la convolée de cette fonction avec 1pw,), est nulle des que x est non tri-
wal. Cette fonction n'est en fait rien de plus qu’une incarnation dans Zr,+ de la
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fonction TR v, € Ziw Ctudiée précédemment. Ceci est a mettre en paralléle avec

le changement de base lisse pour le T-torseur /\/lg — My qui garantit que l’image
inverse de RU a4, (Qy) coincide avec R\IIMOJr(QZ).

2.4. Compactifications. — Avant de construire les compactifications minimales
et toroidales de 4;, commencons par analyser les propriétés de prolongement des
groupes de Oort-Tate universels au bord des compactifications de Ajg.

2.4.1. Prolongement sur la compactification toroidale. — Rappelons que nous avons
noté Ay la compactification toroidale de Ag associée & un choix combinatoire &y fixé.
On dispose sur Ag des groupes d’Oort-Tate K; pour tout 1 < i < 2g. Nous allons voir
qu’ils s’étendent naturellement en des groupes finis et plats sur Ay.

Comme le schéma abélien universel sur Ag s’étend canoniquement en un schéma
semi-abélien sur Ay (voir la remarque 1.3.12), le groupe G/p] fini et plat sur Ag s’étend
en un groupe quasi-fini et plat sur Ay que I’on notera encore G[p]. On étend ainsi par
adhérence schématique le drapeau universel H, de groupes finis et plats sur 4y en un
drapeau de groupes quasi-finis et plats sur Ag encore noté H,. Notons K! = H;/H; 1
pour tout 1 < i < 2¢ qui est donc quasi-fini et plat sur Ag. Ses fibres en les points
géométriques de Ay sont de rang 1 ou p. Nous allons caractériser pour tout i I'ouvert
maximal de Ay sur lequel K; est fini et plat de rang p. Notons (€y /T'y); le sous-
ensemble de €y /Ty formé des V' tels que V;_; NV'+ # V, N V', En particulier {0}
est dans (€ /T'y);.

Lemme 2.4.2— Le groupe K| est fini et plat de rang p sur Uouvert de Ay formé
de lunion des strates paramétrées par V' € (€y /T'y);. Ses fibres géométriques sont
triviales en tout point des strates paramétrées par V' & (€y /Tv);. De plus, pour tout
V' ¢ (€ /Tv); il existe un voisinage étale U; de la V'-strate de Ay tel que le groupe
fini et plat K; soit étale sur U; N Ag.

Démonstration. — Soit V' € €y /T'y. L’hensélisé de Ap le long de sa V’-strate coin-
cide avec I'hensélisé de Np vy introduit dans le diagramme 1.3.A le long de sa V'-
strate. Il existe donc un voisinage étale U; de la V'-strate de Ay, un voisinage étale V;
de la V'-strate de /\_/O,V’ et un isomorphisme U; ~ V; par lequel on peut transpor-
ter Glp| et K.

Par construction de Ay, le groupe G[p] sur V; N Ny v est égal & la p-torsion d'un
1-motif donc se dévisse en un sous-objet torique G[p]*®*, un gradué intermédiaire
abélien G[p]*® et un quotient étale G[p]**. L’extension canonique G[p]**" de G[p]*
par G[p]*®* est appelée partie « semi-abélienne » de G[p|. Cette partie semi-abélienne
s’étend canoniquement en un groupe fini et plat sur V;. Le groupe G[p|** est étale
sur V;NNp v+ et son adhérence schématique dans G[p] n’est pas finie sur V;. On conclut
car K/ est par définition 'adhérence schématique de K; — V; NNy v+ dans G[p] — V;,
que K; est inclus dans G[p]**" sur V; N Np v+ si et seulement si V,_1 NV’ £V, NV’
et que K; est inclus dans G[p]**" si et seulement si V;_; N V'+ £V, nV'+, O
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Lemme 2.4.3— Pour tout 1 < i < 2g il eviste un groupe de Oort-Tate sur Ay éten-
dant canoniquement le groupe de Oort-Tate K; sur Ajy.

Nous noterons toujours K; ce groupe de Qort-Tate sur Ap.

Démonstration. — Soit 1 < i < 2g. Les groupes K; et Kog41—; sont duaux de Cartier
sur Ag. Si V' € €y /Ty, on a nécessairement V;_1 NV'+ £ V,NV'+ ou Vo, NV'E #
V29+17i n V,L donc (Qtv/rv)l U (Qv/rv)gﬁ,l,i = Qv/rv. Notons U/ 'union des
strates de A paramétrées par (€y /T'y); et V P'union des strates de Ao paramétrées
par (€y /Ty )agt1-i- On a Ay = U U V. D’apres le lemme 2.4.2, le groupe K/ est
de Oort-Tate sur U et Kj,,,_; est de Oort-Tate sur V. De plus K et Ky, ; ,; sont
duaux de Cartier sur U N V. Il suffit donc de définir K, comme le recollement de K
sur U et du dual de K5, , sur V. O

Remarque 2.4.4— Il n’est pas possible d’étendre de manicre finie sur Ay des gradués
de Ho qui soient de rang > p, et cela déja sur Spec(C). Le groupe Hs qui est de
rang p? a par exemple une monodromie non triviale sur (Ag — Ag) x Spec(C) donnée
par des matrices unipotentes non nulles et ne s’étend donc pas a Ay x Spec(C). Le
cas des groupes de Qort-Tate est spécialement simple car, étant de dimension un
comme Fp,-vectoriel, ils ne peuvent avoir de monodromie unipotente non triviale.

2.4.5. Construction des compactifications. — Nous avons obtenu dans le lem-
me 2.4.3 des groupes de Oort-Tate K; sur Ay pour tout 1 < i < 2g tels que les
groupes K; et Ko441_; soient duaux de Cartier. Définissons Ay = Ay comme I’espace
de modules des générateurs de Oort-Tate z; de K; pour tout 1 < 7 < 2g tels que la
fonction z; - z2g41—; soit indépendante de ¢. On obtient un revétement fini et plat
de Ap muni d'une action de T'(F,) transitive dans les fibres. Ce revétement est étale
galoisien en fibre générique de groupe T'(F,).

Notons I'{, le sous-groupe de I'yy formé des matrices agissant trivialement sur le
gradué gr,(V,). Il est distingué et le quotient I'y//T'{, est naturellement isomorphe
a T(F,). On obtient aisément le lemme suivant.

Lemme 2.4.6 — Le schéma Ay est muni d’une stratification paramétrée par l'en-
semble fini €y /T, et le morphisme A1 — Ao est compatible a la stratification de Ay
paramétrée par €y /Tv. Pour tout V' € €y /T4, Uhensélisé de (A1 — A1) le long de la
V'-strate de Ay est isomorphe & Uhensélisé d’une immersion ouverte My = ./\717V/)
le long de la V'-strate d’un schéma ./\717V/ qui se dévisse en

(2.4.A) M v Nl.,V’
Bi v
Avy
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Dans ce diagramme Ay v+ — Ao,y est Uespace de modules des générateurs de Oort-
Tate symplectiques des gradués du drapeau universel sur Aoy, le schéma By est
le produit fibré Boyv: X4, ., Ai v ot Boyr est défini dans le diagramme 1.3.A, le
schéma N1y est le produit fibré Ny v X Mgy A1y et le schéma ./\717\// est le pro-
duit fibré ./\707\// X Ay Ai,vr. Le morphisme de Ay dans Ay induit un morphisme du
diagramme 2.4.A dans le diagramme 1.3.A qui s’obtient par changement de base du
morphisme d’oubli de Ay v+ dans Ay yv.

Remarque 2.4.7— Soit I" C T des sous-groupes de congruence de GSp(V') et Apr —
Ar le morphisme fini étale entre les variétés de Siegel de niveau T et T' associées
sur Spec(C). Il se prolonge en un morphisme fini et plat Arr — Ar entre les com-
pactifications toroidales construites a partir d’un méme choix combinatoire. On peut
montrer que le morphisme de Ar: dans Ar est étale si et seulement si I est distingué
dans T' de quotient abélien.

Avant de construire la compactification minimale de Ay, montrons rapidement la
normalité de ce schéma.

Lemme 2.4.8— Le schéma A; est normal et Cohen-Macaulay.

Démonstration. — D’aprés [Go] et [He|, le schéma Ay est normal et Cohen-
Macaulay. Il est clair par définition que A; est d’intersection compléte sur Ag, donc
également Cohen-Macaulay. Pour montrer que A; est normal, il suffit d’apres le cri-
tere de Serre de montrer qu’il est régulier en codimension un. Puisque le lieu ordinaire
de Ay vu comme ouvert plat sur Spec(Z,) a un complémentaire de codimension > 2
d’apres [GN] et que A; — Ap est fini et plat, il suffit de prouver que le lieu ordinaire
de A; est régulier.

Soit € Ay x Spec(F,) un point ordinaire. Il existe un voisinage étale U de z
dans Ag qui est lisse sur Spec(Z,) et tel que K; soit isomorphe & Z/p ou & p, sur U
pour tout 1 < ¢ < 2¢. En particulier le parametre de Oort-Tate de K; est constant
soit égal a 1 soit égal a wp. On en déduit que A; x 4, U est isomorphe au produit
de U par des copies de Spec(Z,[z]/(2P~! — 1)) et de Spec(Zy[2]/(2P7! — wp)). 1 est
en particulier régulier donc le lieu ordinaire de A; est régulier et A; est normal. O

Remarque 2.4.9— Le lieu ordinaire de A; n’est pas lisse sur Spec(Z,) car sa fibre
spéciale n’est pas réduite déja pour g = 1.

Théoréme 2.4.10— II existe un schéma canonique A% projectif sur Spec(Zp) qui
contient Ay comme ouvert dense, sur lequel ®J_,w; se prolonge en un fibré en droites

ample et tel que
g
A = Proj(@ H° (Al , ® wf)) .
i=0

k>0
Il existe un morphisme fini et plat de A dans Af étendant le morphisme de A;
dans Ay d’oubli des générateurs de Oort-Tate. Le groupe T(F,) agit transitivement
dans les fibres de ce morphisme et s’identifie au groupe de Galois de ce morphisme
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qui est étale sur Spec(Qy). Il existe un morphisme propre surjectif m: Ay — Af qui
est un isomorphisme sur Ay. Le schéma A5 est muni d’une stratification paramétrée
par €y /T, telle que la V'-strate soit Ay v:. Le morphisme m est compatible & cette
stratification et induit sur le diagramme 2.4.A la projection évidente vers Ay y:.

Démonstration. — On raisonne exactement comme dans [S2]. Donnons les grandes
étapes. On utilise d’abord un théoréme de Moret-Bailly [FC, prop. V.2.1] qui garantit
qu’il existence un entier m > 0 tel que w™® soit engendré par ses sections globales
sur A; pour tout 0 < i < g. On en déduit l'existence d’un morphisme de A vers

7P (HO (ftl,wgn)) auquel on applique la factorisation de Stein. On note Aj le
résultat; c’est donc un schéma projectif muni d’'un morphisme = : A; — Aj tel
que m,O = O. Ses fibres sont en particulier géométriquement connexes. On a par

construction
g
Al = Proj(@ H° (fll ; ® wfm>>
i=0

k>0
ce qui montre d’ailleurs que A} est indépendant du choix combinatoire ayant servi
& construire A; puisque c’est le cas des groupes de cohomologie cohérente appa-
raissant dans la formule. Enfin le faisceau ®; w;" descend en un faisceau ample
sur [[7_ P (H° (A;,w!™)) donc aussi sur Aj.

On montre comme dans [S2] que les fibres géométriques de 7 restreint a A; sont
des singletons grace & un autre théoréme de Moret-Bailly [F'C, prop. V.2.2] appliqué &
des courbes lisses dans les fibres connexes de 7. Notons qu’on doit utiliser pour cela le
lemme 3.1 de [S2] et la discrétude des fibres de A; — Ap. Remarquons qu’on a utilisé
tous les faisceaux w; pour garantir que la classe d’isomorphisme de G; était constante
dans les fibres de 7 pour tout 0 < ¢ < g, et pas seulement celle de Gy. La normalité
de A; fournie par le lemme 2.4.8 montre donc que 7 induit un isomorphisme de A;
vers son image, donc que A contient Aj.

On montre ensuite que 7 envoie des strates différentes de Ay sur des sous-schémas
disjoints de A et que I'image de la V'-strate est Ay v en utilisant encore la normalité
de A; et en raisonnant comme dans [S2].

On montre enfin que ®;w; s’étend en un fibré inversible sur A7 comme dans la
démonstration du théoreme V.2.5 de [FC]. O

Remarque 2.4.11— D’aprés [S2, §3], tous les fibrés w; s’étendent en des fibrés in-
versibles sur Aj. Les morphismes w; — w;_1 obtenus d partir de l'isogénie G;_1 — G;
s’étendent alors par normalité de Af [S2, th. 3.9]. Le complexe cotangent Ly, = [w; —
wi—1] de K; s’étend donc de Ay a A et il en est de méme de son déterminant et de
sa section. Ainsi, si (L;,a;,b;) désignent les paramétres de Oort-Tate de K; on voit
que Effl, a; et b; se prolongent a Aj. On peut penser que L; s’étend également en
un fibré en droites sur Aj. Cela permettrait d’étendre K; en un groupe de Oort-Tate
sur Aj et de définir A7 — A comme lespace de modules des générateurs de Oort-
Tate de K;.
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2.5. Cohomologie de la compactification minimale. — On peut donc géné-
raliser les résultats du paragraphe 1.4 du cas de Aj & celui de A}. Cela présente un
intérét non nul grace aux résultats du paragraphe 2.3, qui élucident une part de la
structure de RW 4, (Qy). Voila le premier résultat que I'on obtient. On note désor-
mais j : A1 — A} I'immersion ouverte en espérant que cela n’interfere pas avec les
notations de la partie 1.

Lemme 2.5.1 — Soit W une représentation de GSp(V®Q). Il existe un isomorphisme
canonique entre RW 4= 01 (F(W)) et ji.oRW 4, (F(W)) dans la catégorie des faisceaus
pervers décalés sur A; x Spec(F,) munis d’une action compatible de Gal(Q,/Q,).

Soit w € W™, On notera AT" I'image inverse de A" dans A; et AY I'image
inverse de A dans A;. On les appellera strates de Kottwitz-Rapoport de niveau pro-
p-iwahorique. On peut encore définir des compactifications minimales de ces strates
de Kottwitz-Rapoport de niveau pro-p-iwahorique.

Définition 2.5.2 — La compactification minimale AT""* de AT" est 'adhérence sché-
matique de A" dans A% x Spec(F,). La compactification minimale A}"* de AY est

) : =< .
le complémentaire dans A7"" du fermé
<w’,*
U 47
w’ <w

Les compactifications A}"* et AT héritent elles aussi de la stratification du bord
de A} x Spec(F,). Pour tout V' € €y notons

et AT
les intersections de AY* et de AT avec Ay v+ x Spec(F,) dans A% x Spec(F,). On
obtient des stratifications

w,* w,*
A= I Al
vieey /T,
et
Swyk =w,*
ATt = [T AT
vieey /T,

Le morphisme ¢y intervenant dans le lemme suivant a été défini dans le
lemme 1.3.16.

Lemme 2.5.3— La strate de bord Ay, de AY"" est vide si w n'est pas dans l'image
de oy et €gale a
A;ﬁvl
st w = @y (w'). De méme, la strate de bord Alﬁ‘ﬁ’,* de Aljw’* est vide st w n’est pas
dans l'image de @y et égale a
ATV
v

st w = pyr(w).
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Soit w € W™ Notons j* : AY < AT" et j : ATY < AT™ les immersions
ouvertes canoniques. Soit V/ € €y et w’ € W™ tel que oy (w') = w. Notons

’

. <w’ <
’L’L‘g/ : Ai’L‘ﬁ/ — Afw7*

I'immersion d’une strate de bord de la compactification minimale d’une strate de
Kottwitz-Rapoport pro-p-iwahorique et notons

’
.’ ! <=w

. w -
Vi . 1,V — ALV/

I'immersion ouverte d’une petite strate de Kottwitz-Rapoport pro-p-iwahorique.

Introduisons des variantes en niveau pro-p-iwahorique des notations introduites
avant le théoréme 1.4.6. Pour tout V' € €y notons %7, l'ensemble des drapeaux
Ve=(0CV"C - C VY déléments de €y tels que V soit conjugué & V' par I'i,.
Notons I't.. lintersection de I, avec GL(V") x GL(V"=1/V") x -+ x GL(V/V1).
Les autres notations restent inchangées.

Proposition 2.5.4 — Soit W wune représentation irréductible de GSp(V ® Q).
Dans le groupe de Grothendieck des faisceaur pervers sur Alﬁ‘ﬁ, on a €galité entre

(i%))* 0 ji 0 jE(F(W)) et

D ) A (fV' (Rlnv(r’vl., Rinv(Lie(Ny-s), W)t)» .

Veee,, /T,

Proposition 2.5.5 — Soit W wune représentation irréductible de GSp(V ® Q).
Dans le groupe de Grothendieck des faisceaux pervers sur Al,v/TSpec(]Fp)
munis d’une action compatible de Gal(Q,/Q,) on a égalité entre (iy:)* o ji. o
RU 4, (F(W)) et

Z (_1)ﬁV' ‘R¥y, ,, (]—"V/ (RInv (F/é., RInv(Lie(Nye), W)t>>) .
vees,,, /Ty,

Soit [F; une extension finie de F,. On en déduit finalement que la trace semi-simple
du Frobenius de F, sur la cohomologie d’intersection TH®* (A} x Spec(Qp), F(W)) est
égale a

)DIED DD DR CILR e

VIECy /T, zeA, i (F,) V€€, /T,
tr (Frobw, FV (Rlnv (F/é” Rinv(Lie(Ny-s), W)t))) ,
formule dans laquelle TRy A (z) est donné & des constantes preés par la fonction

de Zi,+ introduite dans le théoreme 2.3.4.
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