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CRISTAUX ET IMMEUBLES

PAR CHRISTOPHE CORNUT & MARC-HUBERT NICOLE

REsuME. — Soit G un groupe réductif connexe défini sur Q,. L’ensemble des cristaux
contenus dans un G-isocristal donné est envisagé d’un point de vue immobilier comme
un voisinage tubulaire d’un squelette caractérisé par une propriété de minimalité de
nature métrique. Nous prouvons l’inégalité de Mazur en guise d’illustration.

ABsTRACT (Crystals and buildings). — Let G be a connected reductive group defined
over Qp. The set of crystals contained in a given G-isocrystal is viewed from a Bruhat-
Tits building-theoretic vantage point as a kind of tubular neighborhood of a skeleton
characterized by a minimality property arising from metric space theory. To illustrate
this approach, we prove the Mazur inequality.

1. Introduction

La catégorie des isocristaux sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique p > 0 est semisimple, et ses objets simples sont classifiés par leur
pente A € Q. Ce travail propose un point de vue immobilier systématique sur
I’ensemble des cristaux contenus dans un isocristal fixé muni de structures sup-
plémentaires. De tels ensembles interviennent notamment dans la description
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126 C. CORNUT & M.-H. NICOLE

conjecturale des fibres spéciales des variétés de Shimura, voir [10]. La perti-
nence et le caractére structurant du point de vue immobilier apparaissent aussi
dans les travaux récents de Vollaard et Wedhorn sur les cristaux supersinguliers
pour les variétés de groupe GU(n, 1), voir [22] et ses références.

Dans la classification de Manin des F'-cristaux & isomorphisme prés, certains
cristaux dits spéciaux jouent un roéle de pivot. Dans chaque classe d’isogénie,
il n’y a qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de tels cristaux, mais
ce nombre est généralement supérieur & un. Parmi ceux-ci, Oort a identifié
dans [12] des cristaux qui sont uniquement déterminés par leur troncature a
I’échelon 1 : les cristaux minimaux. Ils sont caractérisés par cette propriété de
rigidité et forment une unique classe d’isomorphisme, ce qui les désigne comme
un candidat plus naturel autour duquel amorcer la classification.

Dans le cadre du formalisme des G-isocristaux de Kottwitz et Rapoport-
Richartz, nous proposons de placer au coeur de la description des ensembles de
cristaux ci-dessus un lieu remarquable qui en constitue le squelette. Ce lieu est
caractérisé par une propriété de minimalité que ’on emprunte & la théorie des
espaces métriques & courbure négative, mais qui nous fut inspirée par la notion
homonyme de Oort.

L’ensemble des cristaux contenus dans un G-isocristal fixé est donc vu ici
comme une sorte de voisinage tubulaire du squelette. Notre résultat principal
identifie ce dernier & 'immeuble de Bruhat-Tits du groupe des automorphismes
du G-isocristal. Nous en déduisons une nouvelle preuve trés naturelle de 'in-
égalité de Mazur, cf. [16, §4.4] et [8, Thm 4.2].

2. Immeubles

2.1. — Soit K un corps complet pour une valuation w : K* — R que l’on
suppose discréte et non-triviale, a corps résiduel parfait. On note J(G, K) I'im-
meuble de Bruhat-Tits d’un groupe réductif connexe G sur K. C’est 'immeuble
noté B(G, K) dans [21, §2.1], 'immeuble centré noté Jk(G) dans [19, 2.1.15],
ou enfin 'immeuble étendu noté B7°(G, K) dans [9, 1.3.2]. En particulier,

(2.1) J(G,K)=9(G,K)xV(G,K) on V(G K)=XEK(Z(Q)aR.

L’immeuble 4’ (G, K) est noté 4% (G) dans [19] et BT (G, K) dans [9]; il est
canoniquement isomorphe & I'immeuble J(G’, K) du groupe dérivé G’ de G.
Par ailleurs, on a noté XX (Z(G)) = X, (Z¥(G)) le groupe des cocaractéres du
plus gros sous-tore déployé ZX(G) du centre Z(G) de G. On note 2’ et z les
composantes d’un point z = (¢/,2") de J(G, K) = J'(G,K) x V(G, K).

TOME 144 — 2016 — N° 1



CRISTAUX ET IMMEUBLES 127

2.2. — L’immeuble J(G, K) est muni d’une action & gauche de G(K), d’une
structure poly-simpliciale invariante sous G(K) (qui donne une partition en
facettes), et il est recouvert par des espaces affines (les appartements) qui sont
des réunions de facettes; il y a une bijection G(K)-équivariante S — &(S)
entre ’ensemble des tores déployés maximaux S de G et ’ensemble des appar-
tements de J(G, K), Pespace vectoriel sous-jacent & @(S) est égal & X,(S)®R,
Paction du normalisateur A (S) de S dans G(K) sur @(S) est affine, et la partie
vectorielle de cette action est action par conjugaison de A(S) sur X,(S).

2.3. — Ces structures sont compatibles avec la décomposition (2.1). En par-
ticulier, les applications F' +— F' x V(G,K) et @ +— @ x V(G,K) sont des
bijections G(K)-equivariantes de I’ensemble des facettes (resp. appartements)
de (G, K) sur ceux de J(G, K). L’action de g € G(K) sur z = (¢/,2%) €
J(G,K) est
g-z=(g9-2",2" +va(g)) = (9-2,2") +va(g)
pour un vecteur vg(g) € V(G, K), et le morphisme
vg: G(K) - V(G,K)

est caractérisé par la formule suivante : pour tout caractére x : G — G, ,

(va(9), X125 (G))g = —w(x(9))

ou (—, —)p est Pextension R-linéaire de accouplement usuel

(-, =) : X, (Z5(@)) x X*(Z2K(@)) — Z.

2.4. — On peut de plus munir J(G, K) d’une métrique G(K)-invariante, dont
la restriction & chaque appartement est euclidienne, et qui fait de (G, K) un
espace métrique complet, géodésique, et CAT(0). Contrairement aux autres
structures, la distance euclidienne d sur J(G, K) n’est pas tout a fait canoni-
quement associée a (G, K). Elle se décompose en

d(o,y) = 4 (@) + (27,47

o d’ est une métrique G(K )-invariante sur /' (G, K) qui est essentiellement
unique, mais ot (—, —) est un produit scalaire arbitraire sur V(G, K). Cepen-
dant, la topologie qui en résulte sur J(G, K) ne dépend pas du choix de cette
distance.

2.5. — La fonctorialité en G et/ou K de 'immeuble (G, K) est une question
délicate (cf. [19, 15, 9, 4]), mais la démonstration des cas dont nous aurons
besoin ci-dessous remonte aux travaux de Bruhat et Tits.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



128 C. CORNUT & M.-H. NICOLE

2.5.1. — Tout d’abord, le groupe (AutG)(K) agit sur J(G, K) par « transport
de structure » — dixit [21, §2.5]. On en déduit une seconde action de G(K)
sur J(G, K) — par automorphismes intérieurs. Cette seconde action coincide
avec Daction de G(K) sur le facteur 4'(G, K), sur ensemble des facettes, et
sur I’ensemble des appartements, mais elle est triviale sur le facteur euclidien

V(G, K). On a donc
Int(g)(z) = (9-2',2") = g- (¢/,2") —va(g) = g 2 — va(g)
pour tout z = (2/,2¥) € J(G, K) et tout g € G(K).
2.5.2. — Soit M un sous-groupe de Levi de G. Les tores déployés maximaux

de M sont les tores déployés maximaux de G qui sont contenus dans M. On
note

Iy(G, K)c J'(G,K) et Iu(G K)cCI(GK)

la réunion des appartements qui correspondent & ces tores, de sorte que

Iu(G,K)=9y(G K)xV(G,K).
D’autre part, lisogénie ZX(G) x G'N ZE (M) — Z¥ (M) induit une décompo-
sition

V(M,K)=V'(M,K) x V(G,K)

ou l’on note

V/(M,K) = X, (G'nZ¥(M)) ®R.
Pour tout tore déployé maximal S de M, ce sous-espace vectoriel de

X, (G'NS)®R

agit sur Pappartement @'(S) de J'(G, K) par translation, et ces actions se
recollent en une action (v, ) — z+v de V/(M, K) sur 44,(G, K). Il existe une
injection
I (M,K) — J(G, K)
qui est M(K)-équivariante, compatible avec I'indexation S — & (S) des ap-
partements, bien déterminée & translation prés par un élément de V'(M, K),
et qui induit une bijection M (K)-équivariante de J(M, K) sur J (G, K), a
savoir
I (M,K) x V'(M,K) x V(G,K) — 4 (G,K) x V(G, K)

(z,v,w) — (x4 v,w)
Référence : [9, 2.1.4 et 2.1.5].
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CRISTAUX ET IMMEUBLES 129

2.5.3. — Si (L,w) est une extension de (K,w), on note J(G, L) = J(Gr,L)
Iimmeuble de G sur L. Cette construction est fonctorielle en (L,w). En parti-
culier, si L/K est Galoisienne, alors Gal(L/K) agit sur (G, L) en préservant
toutes les structures mentionnées ci-dessus, y compris la métrique pour un choix
convenable de la distance euclidienne. On a toujours une inclusion de J(G, K)
dans I’ensemble J(G, L)Gal(L/ K) des points fixes de cette action. Lorsque I'ex-
tension L/K est non-ramifiée [21, 2.6.1] ou méme seulement modérément ra-
mifiée [19], on obtient en fait une égalité : (G, K) = J(G, L)GE/K),

2.5.4. — Si de plus L/K est finie, alors J(G, L) s’identifie canoniquement
a J(H,K) ou H = Resk(Gp) est la restriction a la Weil de G, — voir [21,
2.1]. Dans cette identification, 'action de Gal(L/K) sur J(G, L) considérée en
(2.5.3) correspond a laction de Gal(L/K) C Aut(H)(K) sur J(H, K) considé-
rée en (2.5.1).

2.5.5. — Nous aurons besoin du résultat suivant. Soit G un groupe réductif
sur Qp, L le corps des fractions de I'anneau des vecteurs de Witt W (k) d’un
corps algébriquement clos k de caractéristique p, o le Frobenius de k£ ou L. Pour
un entier s > 0, on note Q- = Frac W (F-) 'extension non-ramifiée de degré
s de Q, dans L, qui n’est autre que I’ensemble des points fixes de o° dans L.
Alors :

J(G,Qps) ={zx € J(G,L): 0’z = z}.

Compte-tenu de 2.5.3, il suffit de le démontrer pour s assez grand. On peut donc
supposer que G est quasi-déployé sur K = Qs et que le corps de déploiement
de Gk est une extension (finie) totalement ramifiée K de K. Cette hypothése
implique que le changement de base de K vers L est conservateur au sens de [3,
4.2.25]. Soit alors z un point de J(G, L) fixé par ¢°, y un point arbitraire de
J(G, K). Puisque J(G, K) est fermé convexe dans J(G, L), il existe dans le
segment [z,y] de J(G, L) un unique z tel que [x,y] N J(G, K) = [z, y]. Notons
T.9(G,K) C T,9(G, L) les espaces tangents en z dans J(G, K) et J(G, L),
c’est-a-dire les quotients de ces immeubles pour la relation d’équivalence définie
par 2’ ~ " si et seulement si ' = 2" = 2, ou bien z’, 2" # z mais z'(t) = =" (¢)
pour tout ¢t > 0 suffisamment petit, ou 'on note z’(t) (resp. z”(¢)) le point a
distance t de z sur le segment [z,z'] (resp. [z,2”]). Puisque le changement
de base de K vers L est conservateur, il résulte de [3, 4.6.20 et 4.6.33] que
T,9(G, K) est 'ensemble des points fixes de o® agissant sur T, J(G, L). Puisque
x et z sont fixés par o°, le germe en z du segment [z, z] de J(G, L) est fixé par
% il coincide donc avec le germe en z d’un segment [z,z'] de J(G, K). Il en
résulte que z = z par définition de z, donc z € J(G, K).

g
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2.6. Isométries. — Pour une isométrie & d’un espace métrique 4, on note
1Y q ,

min (¥) = inf {dist(z, Fz) : x € I}
Min () = {z € J : dist(z, Fz) = min(F)}.

On dit que & est semi-simple si et seulement si Min(¥) # &, et on dit alors
que & est elliptique ou hyperbolique selon que min (¥) = 0 ou # 0. On renvoie
a [1, I1.1] pour la définition des espaces métriques CAT(0) - tous les immeubles
considérés ci-dessus sont de tels espaces d’aprés [1, Exercice 11.1.9.c| et [2,

Lemme 3.2.1].
PROPOSITION 1. — Soit F une isométrie d’un espace métrique J qui est
CAT(0).

1. Le sous-espace Min (¥) de J est conveze et fermé.

2.

Pour toute isométrie a de J,
min (aFa"!) =min () et Min(aFa™t)) = a(Min(7)).
Soit & C J une partie non-vide, complete, conveze et F -invariante. Alors
min (¥) = min (#|%) et Min(F|G)=Min(F)NE.

De plus : F est semi-simple si et seulement si |G est semi-simple.
Pour tout s > 0, F est semi-simple si et seulement si F° lest, et alors

min (7°) = smin (¥) et Min(¥) C Min (9°).

Lisométrie F est hyperbolique si et seulement si il existe une géodésique
c:R — J et un élément a > 0 de R tel que Fc(t) = c(t + a) pour tout
t € R. Alors a = min(¥). On dit que c(R) est un aze de F.

Si T est hyperbolique, les azes de F sont tous paralléles, leur réunion est
égale a Min (), et Min (¥) est isométrique G un produit Min' (¥) x R
sur lequel F agit par (z,t) — (z,t + min(F)). Toute isométrie o de J
qui commute avec F préserve Min (¥) et s’y décompose en

a|Min(7) = (¢, ")

ol o est une isométrie de Min' (¥) et a® une translation de R. Enfin
a est semi-simple si et seulement si o' lest, et Min (o) N Min (¥) =
Min (/) x R.

Démonstration. — Voir [1, I1.6.2, 6.7, 6.8 et 6.9]. O

REMARQUE 2. — Dans (6), la projection

p1 : Min(¥) — Min' ()

TOME 144 — 2016 — N° 1



CRISTAUX ET IMMEUBLES 131

est canonique : ses fibres sont les azes de 7, et Min' () est muni de la métrique
quotient. On obtient la seconde projection

p2 : Min(¥) - R

en fizant un point xo de Min(Y) : pa(z) est alors la distance entre xo et la
projection convexe de x sur l'unique aze de F passant par xg.

3. Isocristaux

3.1. — Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur Q,, k£ un corps algé-
briquement clos de caractéristique p, L le corps des fractions de W (k), et o le
Frobenius de L. On note Rep(G) la catégorie des représentations algébriques de
G sur des Q,-espaces vectoriels de dimension finie, Isoc(k) la catégorie des iso-
cristaux sur k et D le groupe diagonalisable sur @, dont le groupe des caractéres
est X*(D) = Q. Les références pour cette section sont [6, 16, 7].

3.2. — A tout élément b de G(L), on associe les objets suivants :

le G-isocristal 8, : Rep(G) — Isoc(k),

son groupe d’automorphismes J, = Aut®(8),
son morphisme de Newton vy, : D — G, et
le centralisateur M, = Zg, (1) de v, dans Gy.

Ll o

3.3. — Rappelons briévement la définition de ces objets. Tout d’abord,
V(V,p) €Rep(G):  Bu(Vip) = (V& L,p(b) o (Ildv ® 7).
Ensuite, J; est le schéma en groupes sur Q, tel que pour toute Q,-algébre R,
Jo(R) ={9 € G(R®L)|]g-b=">b-0(g)}.

Enfin, v, est caractérisé par la propriété suivante : pour toute représentation
(V,p) de G et tout élément A de Q = X*(D), la partie isocline de pente A dans
lisocristal B,(V, p) est la composante A-isotypique pour l’action p o v, de Dy,
sur V ® L. Il résulte facilement de ces définitions (cf. [6, 4.4.3] ou [17, §1.7])
que

(3.1) Int(b) o o(1) = vp dans Homy, (Dy,GL).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



132 C. CORNUT & M.-H. NICOLE

3.4. — Le Q,-schéma en groupes J, est une forme définie sur (@, du sous-groupe
de Levi M, de G. Plus précisément, pour toute L-algébre R, le morphisme
canonique de L-algébres R® L — R, vu comme augmentation de la R-algébre
R® L, induit une rétraction du morphisme G(R) — G(R® L), dont le composé

Jy(R) — G(R® L) — G(R)

avec l'inclusion de Jy(R) dans G(R ® L) est un isomorphisme de Jy(R) sur
le sous-groupe Mp(R) de G(R) = GL(R), cf. [7, §3.3 et Appendix A]. On
obtient ainsi un isomorphisme de schémas en groupes sur L, que ’on note
Ly © Jb,L — Mb.

3.5. — Identifions 0(M;p) — o(GL) = G au centralisateur de o(vp) dans
G. L’équation 3.1 montre alors que automorphisme Int(b) de G, induit un
isomorphisme o(M;) — M), de schémas en groupes sur L, qui n’est autre que
la « donnée de descente » sur M, induite par ¢p, i.e., le diagramme suivant est
commutatif :

Jb,L i> Mb — GL — Spec(L)

1 (S B X
(32) Jb,L g(i) O’(Mb) — GL — Spec(L)
I ! ! I

Jor = M, < G — Spec(L).

Dans ce diagramme, tous les carrés du haut sont cartésiens et ne servent qu’a
définir la seconde ligne. La commutativité des carrés du bas (ou les fleches
verticales du carré central sont induites par Int(b)) est essentiellement une
tautologie.

3.6. — Puisque D est commutatif, le morphisme v, : D, — G, se factorise en
un morphisme central Dy, — M, que ’on note encore v,. On déduit de (3.1) et
(3.2) que le morphisme ¢, Loy, : D — Jp,1 est o-invariant. II provient donc
d’un morphisme central V,;’ : D — J, de schémas en groupes sur Q,,.

3.7. — Soit g € G(L) et b’ = gbo(g)~!. Alors g induit un isomorphisme
By — By, donc aussi un isomorphisme J(g) : J, — Jy. Pour toute Q,-algébre
R, V'isomorphisme J(g) : Jp(R) — Jy (R) est induit par Pautomorphisme Int(g)
de G(R® L). Enfin Int(g) ovy = vy, Int(g)(Mp) = My et Int(g) oty = tpr 0 J(g).
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CRISTAUX ET IMMEUBLES 133

3.8. — On dit d’un élément b de G(L) qu’il est décent si et seulement 8’1l existe
un entier s > 1 tel que sy, : D — G se factorise & travers un cocaractére
(swp) : G, — G pour lequel ’équation suivante, dite de décence, est vérifiée :

(3.3) (b,0)° = ((swp)(p),0®) dans G(L) x (o).

On vérifie qu’alors b, vy, My et ¢y : Jp, 1, — Mj sont définis sur la sous-extension
Qps de L/Qp, cf. [17, Cor. 1.9], et 'isomorphisme o (M}) — Mp, induit par Int(b)
est alors une authentique donnée de descente sur M, relativement & ’extension
finie et non-ramifiée Q,:/Q,, cf. [17, Cor. 1.14]. La description explicite de
b — v, dans [6, §4.3] montre que tout élément b de G(L) est o-conjugué a un
élément décent.

3.9. — Lorsque G est quasi-déployé sur Q,, tout élément de G(L) est o-conju-
gué a un élément b tel que v, : D — G, est défini sur Q, d’aprés la preuve de
[6, 6.2], qui renvoie & [5, 1.1.3]. Alors M), est également défini sur Q,, b est un
élément basique et G-régulier de My (L), et J;, est une forme intérieure de M,
- cf [6, §6].

4. Le théoreme principal

On reprend les hypothéses et notations de la section précédente. On fixe
en outre une métrique euclidienne invariante sous G(L) x (o) sur I'immeuble
J(G, L), comme expliqué dans la section 2.5.3. Pour tout élément b de G(L),
on note ¥ l'isométrie de J(G, L) induite par 'élément (b,0) de G(L) % (o).
On définit également une fonction G(L) x (o)-invariante

(4.1) | - | : Hom (D, Gr) — R,

de la maniére suivante. Soit v € Hom (D1, Gr) et S un tore déployé maximal
de G, tel que v € Hom (D, S) = X, (S) ® Q. On note vsg € X,(S) @R la
translation correspondante de 'appartement @%(S) de J(G,L). Si 0 = (g,0°) €
G(L)x (o), alors explicitement 6(v) = Int(g)(c*(v)) et 8(S) = Int(g)(c°(S)). Le
morphisme 0(v) se factorise a travers 6(.5), et 6 induit une isométrie de J(G, L)
qui envoie %(S) sur @(0(S)) en entrelagant les translations vs et 6(v)g(s). La
fonction |v| = |vg| est donc bien définie (elle ne dépend pas du choix de S) et
G(L) x {o)-invariante.

THEOREME 3. — Avec les notations ci-dessus, pour tout b € G(L),

1. L’isométrie Fp de J(G, L) est semi-simple et min(Fy) = |vp].
2. L’action de Jp(Qp) = {g€ G(L)|gb="bo(g)} sur J(G,L) stabilise
Min(“y).
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3. Il existe une bijection Jy(Qp)-équivariante
(T, Qp) => Min(F) € J(G, L)

qui est bien définie & translation prés par un élément de V (Jy, Qp).

Démonstration. — Le deuxiéme point du théoréme est évident, et c’est un
cas particulier du deuxiéme point de la proposition 1 : puisque J,(Qp) est le
commutant de (b, o) dans G(L), action de J,(Q,) sur (G, L) commute & F,
et stabilise donc Min(&}). D’autre part, si b’ = gbo(g)~! pour un élément g de
G(L), alors
Fv =99bg" " et vy =1Int(g) 0w

donc Min(9y) = g Min()), min(Fy) = min(Fy) et |vy| = |vp|. Enfin,
lisomorphisme J(g) : J, — Jp induit des isomorphismes J(g)-équivariants

jl(']bv(@p) I jl(Jb'va) et V(Jbv(@p) — V(Jb’7Qp)'
Quitte & remplacer b par b, on peut donc d’aprés 3.8 supposer qu’il existe
un entier s > 0 tel que sy, : D — G se factorise en un cocaractére
(svp) : G, — G, avec
(b,0)° = (swp(p),0®) dans G(L) x (o).

On rappelle qu’alors b, vy, My et ¢, sont définis sur Qps. On choisit s suffisam-
ment grand pour qu'aussi V(G,L) = V(G,Qps) et V(My, L) = V (M, Qps).
On pose

F=y, v=v, M=M,, J=J, et LbZJst_’Mst-

Le lemme suivant démontre et précise la premiére assertion du théoréme.

LEMME 4. — Awvec les notations ci-dessus,

Min (7°) ={z € IM(G,L) : P’z =z — sv} = I (G,Qps)
et Min () ={z € Iu(G,Qps) : Fx =2 — v} # 2.

Démonstration. — Puisque Int(b) oo (v) = v, Int(b) oo (M) = M et & stabilise
€ = Jm (G,Qp:). L’équation de décence montre que ¥° agit sur & comme la
translation de vecteur vy (sv(p)) = —sv € V(M,Q,:), donc F°|% est semi-
simple et min (7°|€) = s|v|. D’apres (3) et (4) de la proposition 1, & est
semi-simple et min(¥) = |v|. D’aprés (5) et (6) (si v # 0), les axes de &
(resp. 7°) sont des droites paralléles de direction v, et leur réunion est égale &
Min(¥) (resp. Min(¥*)). La réunion de toutes les droites paralléles & ces axes
n’est autre que le sous-espace 4 (G, L) de J(G, L) — voir [20, §3.9]. Dans
tous les cas, on a donc

Min(¥) € Min(¥°) € I (G, L)
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avec plus précisément
Min(¥) ={z € Iu(G,L) : Fx =z — v},
Min(9°) = {z € Iu(G,L) : F’x =z — sv}.
Choisissons comme en 2.5.2 une isométrie M (L)-équivariante
J(M,L) = Jn(G, L)

dont on peut aussi supposer, d’aprés [9, Proposition 2.1.5], qu’elle commute &
l'action de o°. L’équation de décence montre que 1'action de #° sur 4/ (G, L)
correspond a Paction de (sv(p),o®) sur (M, L) = ' (M,L) x V(M, L), i.e., &

(', 2%) = (o°x',0°z" — sv) = (¢°2,2") — sv.
On en déduit en utilisant 2.5.5 que
Min (%) =6 = I (G,Qp:) et Min(¥)={z€@:Fx=2—v}
ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Plongeons maintenant immeuble J(J,Q,) dans 4 (G, Qps). Pour cela,
commengons par choisir comme en 2.5.2 une isométrie M (Q,-)-équivariante

0:I(M,Qps) — Im(G,Qps).
Soit &, I'isométrie de (G, Qps) définie par la commutativité du diagramme
I, Q) == I (M, Qpr) = I1s(C, Q)

ol lga
I(J,Qpe) = (M, Qpe) 2 I i (G, Qpe).

LEMME 5. — Il existe un unique vecteur Vo € V(M,Qp:) tel que
Go=9—Ve sur Iu(G,Qp).
Démonstration. — On forme le diagramme commutatif suivant, analogue de
3.2:
II,Qpe) = S(M,Qpe) = Sa(G, Q)
ol ol ol
(0, Qpe) 25 S (oM, Qpe) 25 I o0s (G, Qpe)
[ * *

I(J,Qp) = I(M,Qp) = Iua(G,Qpe).
Les fléches verticales du haut proviennent du changement de base o : Qps — Qps,
tandis que les fléches verticales marquées du bas sont induites par I’automor-
phisme intérieur Int(b) de G (qui envoie oM sur M). La commutativité
du premier carré de gauche est une tautologie, celle du second résulte de
la formule Int(b) o o(t) = ¢. La commutativité des deux carrés de droite
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définit les isométries o6 et 6’, qui sont donc nécessairement (o M)(Qp-) et
M (Qyps)-équivariantes (respectivement), ainsi que torales, selon la terminologie
de [9, 1.3.3]. En particulier, 8’ et 6 ne différent que d’une translation par un
élément de V'(M,Q,:) — cf. [9, 2.1.5.ii]. D’autre part, le composé des deux
fleches verticales de droite est induit par 'action & de 1’élément (b,0) de
G(L) % (o) sur J(G, L), ou lon fait maintenant agir G(L) sur J(G, L) par
automorphismes intérieurs, comme dans la section 2.5.1. On a donc d’une
part G, = G — (l/lg sur Iy (G, Qpe) pour un élément ‘V’e € V'(M,Qp:), et
I = G+ vg(b) sur tout J(G, L) avec ve(b) € V(G,Qp:). Donc G, = F — Vg
sur 4 v (G, Qps), avec
Vo= (Vg,va(b)) dans V(M,Qu)=V'(M,Qp) x V(G,Qp).

L’unicité est évidente. O

Par définition de G, et 9y et en utilisant 2.5.3, on obtient une isométrie

(JQP_’{"TEJMGQP) Gor=a} ={z € Inu(G,Qp): Tz =12+ Yo}
qui est équivariante pour les actions de J(Q,) = {g € M (Q,:) : bo(g) = gb}.

LEMME 6. — Soit § = Int(b) o o agissant sur V (M, Qps) et
Zo =300 52 ' (Vo) € VM, Qpe).

Alors la translation par Zg induit une isométrie J(Qy)-équivariante
(2 € Im(G,Qp): Tr=a+Vo} 28 {x € In(G,Qp): Tz =z —v}.

Démonstration. — Puisque @, est conjugué a o, &, = Id sur J (G, Qp:). Or

Go=(T = Vo)’ =" =I5 §'(Ve) =1d = sv = 205, §' (V)
car Fo(Id—Vy) = (Id— G(Ve)) o F et F° =1d — sv sur J (G, Qp:) d’aprés

le lemme 4. On obtient donc 1’élégante formule

—v= %Zf;é G (Vo) dans V(M,Qpe).
On en déduit que G(Zp)+v+V9 = Zp; le lemme en résulte immédiatement. [J

En combinant les lemmes 4 et 6, on obtient une isométrie J(Qp)-équiva-
riante :

o= 0o+ Zg): I(J,Qp) — Min(¥)
qui dépend & priori de 6. Mais si ’on change 6 en §' = 0+v avecv € V(M, Qs),
alors G, = G, +v — G(v), donc Vo = Vg + G(v) — v puis

1 s—1 i
Zog=Zog+vo—v et 1y =1g+uvg avec vo= 5y ;oG
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Puisque ¢ : Jg,. — Mg,. induit un isomorphisme de V'(J,Q,) sur V (M, Qpe)7=14,
il existe un unique uy € V(J,Q,) tel que ¢(ug) = vy, et alors

Ve e J(J,Qp) : o () = tg(x) +vo = tg(xr + ug) dans Min(F).
Cette isométrie est donc bien définie a translation prés par un élément de
V(J,Qp), ce qui achéve la preuve du théoréme. O

4.1. Linégalité de Mazur. — La distance sur I'immeuble J(G, L) admet un
raffinement vectoriel défini par A. Parreau dans [14],

d¢: J(G,L) x J(G,L) - (G, L)
ot G(G, L) est la chambre de Weyl universelle fermée définie par

€(G, L) = G(L)\lim V(S, L),

ou S parcourt les tores maximaux L-déployés de G1.. Si l’on choisit un tel tore
S et une chambre de Weyl fermée € dans V (S, L), alors

C~QS\V(S,L) ~ €(G, L),
ot 2(S) est le groupe de Weyl de S. En particulier, (G, L) est un monoide
uniquement divisible et ordonné, muni d’une fonction longueur | — | : €(G,L) — Ry
définie comme en la formule 4.1 ainsi que d’une action de (o) compatible avec
toutes ces structures.

La distance vectorielle dg est définie comme suit. Pour z,y € J(G, L), on
choisit un appartement (S, L) les contenant. Il existe alors un unique v €
V(S,L) tel que y = x + v dans J(S, L). L’image dg(z,y) de v dans G(G, L)
ne dépend pas du choix de S. A. Parreau montre dans [14, Prop. 3.5] que pour
tous xz,y,z € J(G, L),

dG(-’E, Z) < dG(.T, y) + dG(yv Z)
On retrouve la distance usuelle via dist(z,y) = |dg(z,y)|-
Soit (G, Q) 'ensemble des points fixes de o dans (G, L), et
t: (G, L) — 6(G,Qp)

la rétraction obtenue en prenant la moyenne sur les orbites galoisiennes. On
pose

di - (G, L) x I(G, L) — G(G,Q,), d)=tods.
C’est maintenant une application G(L) x (o)-invariante telle que

di(2,2) < dg(2,9) +dg(y,2) et |dg(a,y)| < dist(z,y)
On note ¢ 'application G(L)-invariante et {o)-équivariante
Hom(Dy,Gr) = lim Hom(G, 1, S1) ® Q — (G, L).

Il résulte de I’équation (3.1) que ¢(v) est dans G(G,Qy).
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THEOREME 7 (Inégalité de Mazur). — Pour tout z € J(G, L),
tv) < dg(ga:,a:) dans 6(G,Qp).
De plus, sit(v) = dnG(gx,x), alors z € J(M,L).
Démonstration. — Soit n > 0 tel que o™ agisse trivialement sur G(G, L). Soit
y la projection orthogonale de z sur Min(¥™), de sorte que &'y = y — nv est

aussi la projection orthogonale de &'z sur Min(& ™). Pour tout élément 2 dans
P’enclos

NT"yy) ={z € J(G,L) : da(T"y, 2) + da(z,y) = da(T"y,y)},
l'inégalité suivante est vérifice dans G(G, L) :
dc(T"2,2) < da(T"2,T"y) + da(T"y, 2) = da(2,y) + da(T"y, 2) = dc(T"y,y)
avec dg(S"y,y) = n-t(v) car y = "y + nv dans J(M, L). En particulier,
dist(9"2,2) = [dg(F"2,2)| < |n - t(v)| = min(F"),

donc 2z appartient & Min(F"). Il en résulte que y et F"'y sont aussi les
projections orthogonales de = et "z sur le sous-ensemble fermé convexe et
dg-convexe (I "y,y) de J(G,L). D’aprés [14, Corollaire 4.4], la projection
orthogonale sur un dg-convexe diminue la dg-distance, et donc :

n-t(v) =de(9"y,y) < de(9"z,x).

En appliquant { des deux cotés, on obtient
n-tv) < dy (T e,x) < St dL (T e, Ta) = n - d(Tx,x),

donc t(v) < dnc(gm, x). Si de plus t(v) = dnc(gm,:c), alors
da(F"z,z) < Z?:_Oldg(giﬂx, Fz) = Z?:_Olaidc(gx,x) =n-dy (T, z) =n-t(v),
donc dist(7"z,z) < |n - t(v)| = min(I") et x € Min(¥") C J(M, L). O
4.2. — Dans cette section, supposons pour simplifier que G est non ramifié.
L’inégalité de Mazur est habituellement énoncée pour la G(L)-orbite J°(G, L)

d’un point hyperspécial de (G, Q,). L’image de la restriction de d¢ & une telle
orbite est égale & 6°(G, L) = G(L)\Hom(G,, 1, GL), et dg induit une bijection

G(L\(#°(G,L) x 9°(G, L)) =5 6°(G, L).

L’application § envoie &°(G, L) dans l'ensemble (G, Q,) des points fixes de
(o) dans (G, L) = G(L)\Hom(Dr,GL), comme illustré dans le diagramme
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suivant :

€°(G’ L)C—> W(G’ L)C—> g(Gv L)
gy )
W(Gv@p) - E?(C:’Qp)
Soit &°(G, L) I'image de J°(G, L) dans I'alcove fermée universelle
@(G,L) = G*(L)\J(G, L),
ou G*° est le revétement simplement connexe du groupe dérivé de G. Soit
we : G(L) - n(G, L)
la coimage de I'action de G(L) sur &%(G, L). Alors 7(G, L) est un groupe abélien
de type fini qui agit simplement et transitivement sur %°(G, L). On en déduit
un diagramme commutatif :
J°(G, L) x J°(G,L) 25 ©°(G,L)
L= L= L=
@ (G, L) x &°(G,L) 2% =(G,L)
ou l'application du bas envoie (z, 7 -z) sur 7. Pour tout z € J(G, L), on a donc
[da(z, Tx)] = de ([z], [T 2]) = wa(b) mod (o — 1)7(G, L).

Cette égalité accompagne souvent I'inégalité de Mazur.

4.3. Estimation immobiliere. — La proposition suivante améliore le résul-
tat principal de [18] selon lequel il existe une constante x > 0 telle que
dist(z, Fp(x)) > & - dist(z, S (Mp, Qps)) pour tout z € J(G,L), lorsque b
satisfait 1’équation de décence (3.3).

PROPOSITION 8. — Il existe une constante k > 0 indépendante de b € G(L)
telle que

Ve J(G,L): dist (z, Fp(z)) > max (min (F) , & - dist (z, Min (73))) .
Démonstration. — Pour tout b € G(L), notons &, et ¥ les isométries de

(G, L) et V(G, L) induites par 'élément (b, 0) de G(L) x (o), de sorte que
Iv=(9,, V) suw J(G,L)=J"(G,L)x V(G,L).

D’aprés [13, Th. 4.1] il existe une constante o €]0, 7] indépendante de b telle
que

Vz € J'(G,L) : dist (x,ﬁb(x)) > sin (%) - dist (m, Min (ﬁb)) .
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D’autre part, ¥p(z) = o(z) + ve(b) pour tout z € V(G, L). Notant r > 0
Pordre de o sur V(G, L), un calcul élémentaire fournit la minoration suivante :

Ve e V(G,L): dist (z, Vs(x)) > 2sin (Z) - dist (z, Min (V) .

On en déduit 'existence de la constante x désirée. Explicitement, x = sin (%)
sir=1etx=min (sin(%),2sin (%)) sir> 1. O

REMARQUE 9. — Pour tout type u € G(G, L), notons Xg(u) U'ensemble des
x € J(G,L) tels que dg(Fx,z) = p. C’est une partie fermée de J(G,L),
stable sous J(Q,) ainsi que sous F° si o5 = p. D’apreés le théoréme ci-haut,
X (p) # @ implique v < pf et Xo(u) C I (G, L) lorsque v = pt. Dans tous
les cas, la projection conveze sur Min(&) définit une application

pr: Xg(u) — Min(F)

qui est J(Qp)- et F°-équivariante, et dont les fibres sont uniformément bor-
nées. On peut donc envisager X (u) comme une espéce de tube autour du lieu
minimal de &, et stratifier Xo(u) par les fibres de pr (qui correspondent aux
sections du tube). Lorsque G est un groupe unitaire non-ramifié (et pour cer-
tains p bien choisis), une stratification similaire a été étudiée par Vollaard et
Wedhorn dans [22] pour intersection X5 (u) de notre Xg(u) avec la G(L)-or-
bite I°(G, L) d’un point hyperspécial de J(G, Q).

5. Exemple : GL,,

Pour les groupes classiques, on identifie souvent les immeubles de Bruhat-
Tits avec certains espaces de normes p-adiques. Nous illustrons ici ce que donne
la transposition de nos constructions cristallines & ces modéles plus concrets
d’immeubles dans le cas du groupe linéaire général, c’est-a-dire pour les iso-
cristaux sans structures additionnelles.

Soit donc h un entier positif, V un espace vectoriel de dimension h sur Q, et
G = GL(V). On fixe un élément b € G(L) et on note (N, F) l'isocristal défini
par

N=VQL e F=bo(ldy ®0).
On note (N, F) = (N, F ) la décomposition isocline de (N, F) avec A € Q,

A= % o d(A) et h(\) > 0 sont relativement premiers. On pose

F()) = {x €k:o"V(g) = m} et K()) = {:c €L:o"M(z) = :c}
et on note (NY, %) lisocristal sur F()) qui est donné par :
Ny = {x € N, : 9'2()‘)23 zpdp‘)x} et I = F\|NY.
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Soient J = [] Jx et Jy les groupes d’automorphismes de (N, ) et (Ny, ).
Alors

Jn(Qp) = Auty (Ny, 72\) = Autg(n (Nf\)’ 9’3) = Autp(y) (NY)

ot D(A) est le corps gauche de centre @, engendré sur K () par un élément my

€]

tel que myz = o(z)m) pour tout x € K(X) et 7T]; = p?N | que T’on fait agir

sur le K (\)-espace vectoriel NY par my — 9.

On munit A € {L,K(A),D(A)} de la valuation normalisée par |p| = 1/p;
si X est un A-espace vectoriel de dimension finie, on note N (X, A) len-
semble des A-normes de X, c’est-a-dire I’ensemble des normes o : X — R,
telles que a(az) = |a|a(x) pour tout a € A et tout x € X. L’ immeuble
J(G, L) ’identifie & Pensemble A" (N, L) des L-normes de N, ou G(L) x (o)
agit par (g-a)(x) = a(¢g~'z). L’immeuble J(M, L) ~ J(G, L) du Levi M =
[I GL(V,) de Gf, correspond au sous-ensemble [[ A (N, L) des L-normes de
N qui se décomposent selon N = ®N,. Enfin

Min(7) = [[Min(Z,) € [IMin(7*™) ¢ [TV (Ny, L) € V' (N, L)
ou les sous-ensembles Min(¥ ) et Min(gi()‘)) de A (Ny, L) sont définis par

Min(7y) = {a €N (Ny,L):Vz € Ny, (Fr-a)(z) =p*-afz)},
Min(7M) = fa € (Ny, L) : Yz € Ny, (72N - a)(2) = pi® -a(x)}
=<ca € N(Ny,L):Vz € Ny, a(gzo‘)x) = oz(pd(A)a:)}.

La derniére égalité identifie Min(gi()‘)) et (N}, K())), puis
Min(7 ) = {a@ € X (NY, K(N)) : Vz € NY, a(m\z) = 75| a(z)} = W (N3, D(N)).
Puisque J(Jy, Q,) ~ A (N?,D(N)), on a ainsi vérifié que Min(F) ~ J(J, Q).

REMARQUE 10. — Un cristal dans N est un W-réseau M de N qui est stable
par F et V = pg_l. De tels réseauz n’existent que lorsque toutes les pentes A
de N sont comprises entre 0 et 1. Sous cette hypothése, la proposition [11, Prop.
5.17] montre que les cristaux minimaux au sens de Oort [12] sont les boules des
L-normes de N qui sont dans Min(&) = [[Min(T ) : pour tout o € Min(¥)
et r > 0, la boule B(aw < r) := {z|a(z) < r} est un cristal minimal, et tous
les cristauz minimauz sont de cette forme. Pour GL,, l'unicité bien connue
du cristal minimal & isomorphisme prés découle du fait que tous les sommets
de J(J,Q,) sont conjugués sous J(Q,p) quand J est une forme intérieure d’un
Lévi de GL,,. Pour un groupe G arbitraire, le nombre d’orbites de cette action
est seulement fini.
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