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LA SURCOHERENCE ENTRAINE LCHOLONOMIE

PAR DANIEL CARO

RESUME. — Soit 9 un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéris-
tiques, de corps résiduel parfait. Soit X un schéma formel lisse sur /. Nous définissons
la notion de @;(TD)Q—surcohérence dans X (aprés tout changement de base), ce qui
correspond a priori & une notion plus faible que celle de Q);(TD)Q—surcohérence. Nous
établissons qu’un module @;(TD)Q—surcohérent aprés tout changement de base est
@;(fD)@—holonome. De plus, nous en déduisons la propriété suivante de stabilité de
la surholonomie: un complexe borné de Q;Q—modules & est surholonome aprés tout
changement de base si et seulement si, pour tout entier j, #7 (&) est surholonome aprés
tout changement de base.

ABsTRACT (The overcoherence implies the holonomicity). — Let ¥ be a mixed chara-
cteristic complete discrete valuation ring with perfect residue field. Let X be a smooth
formal scheme over ¥ and D a divisor of its special fiber. We define the notion of
@;(TD)@—overcoherence in X (after any change of basis), which is a priori a weaker
notion than the Q); (t D)g-overcoherence. We prove that a @;(‘LD)Q-overcoherent after
any change of basis module is @;(TD)Q—holonomic. Furthermore, we check that this
implies the following property of stability of the overholonomicity: a bounded complex
& of @;7@—modules is overholonomic after any change of basis if and only if, for any

integer j, #7 (&) is overholonomic after any change of basis.

Texte recu le 27 novembre 2012, révisé le 27 novembre 2014 et le 4 mai 2016, accepté le 19
mas 2016.
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430 D. CARO

Introduction

Ce travail s’inscrit dans la théorie des 9-modules arithmétiques de P. Berthe-
lot. Cette théorie constitue une version arithmétique de celle des modules sur le
faisceau des opérateurs différentiels (pour une introduction générale consulter
[7], autrement lire dans Pordre [3], [5], [6]). Comme Pavait conjectuée Berthe-
lot, cette théorie, via la notion de surholonomie (voir [15]), permet d’obtenir
dans un travail en commun avec Tsuzuki (voir [20]) une cohomologie p-adique
sur les variétés algébriques sur un corps de caractéristique p > 0 stable par
les six opérations cohomologiques de Grothendieck, i.e., image directe, image
directe extraordinaire, image inverse, image inverse extraordinaire, produit ten-
soriel, foncteur dual. Voici le contexte de cette théorie : soit 9 un anneau de
valuation discréte complet d’inégales caractéristiques (0,p), de corps résiduel
supposé parfait. Soit X un ¢/-schéma formel intégre et lisse, X sa fibre spéciale.
Dans la version arithmétique de Berthelot, le faisceau des opérateurs différen-
tiels usuels 9 est remplacé par @:{P' Plus précisément, il construit le faisceau
sur X des opérateurs différentiels de niveau fini et d’ordre infini noté @Tx’@;
ce dernier correspondant & la tensorisation par Q (indiqué par l'indice Q) du
complété faible p-adique (indiqué par le symbole « 1 ») du faisceau classique
Dx des opérateurs différentiels sur X (i.e. au sens de Grothendieck [21, 16]).
Lorsque l'on parlera de structure de Frobenius (seulement dans ce cas-1a), on
suppose qu’il existe un isomorphism o: ¥ = 9 relevant ’endomorphisme de
Frobenius de k. Berthelot a aussi obtenu la notion de F' —@;’Q—module « ho-
lonome » en s’inspirant du cas classique : un F-@;Q-module cohérent (i.e
un @;Q—module cohérent avec une structure de Frobenius) est holonome s’il
est nul ou si la dimension de sa variété caractéristique est égale a la dimen-
sion de X. On dispose de plus de la caractérisation de Virrion de I’holonomie
(voir [32]) : un F- @;’Q—module cohérent & est holonome si et seulement si le
foncteur dual @;E,Q—linéaire est acyclique pour &. Plus généralement, soit D un
diviseur de X. Le critére de Virrion permet d’étendre la notion d’holonomie
de la maniére suivante : un @;(TD)Q—module cohérent & est @;(TD)Q—holo—
nome si le foncteur dual @;(TD)Q-Iinéaire est acyclique pour &. La conjecture
la plus forte (car elle implique toutes les autres) de Berthelot sur la stabilité
de T’holonomie (voir [7, 5.3.6]) prédit qu’un F -@;(TD)Q—module holonome est
un F' —@;,Q—module holonome. Lorsque X est projectif, cette conjecture a été
établie (voir [19]). Par contre, un @;(TD)Q—module holonome n’est pas tou-
jours un @;’Q—module holonome, i.e., il faut faire plus attention sans structure

de Frobenius. En effet, les @;(TD)Q—modules cohérents Oz (T D)g-cohérent (i.e.
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LA SURCOHERENCE ENTRAINE L’HOLONOMIE 431

les isocristaux surconvergents sur (X \ D, X) dans le langage de la cohomolo-
gie rigide) sont des @;(TD)Q—modules holonomes mais ils ne sont pas toujours
@;Q—module cohérent (et donc encore moins @;’Q—holonome). Pour espérer
généraliser cette conjecture de Berthelot sans structure de Frobenius, il faut
rajouter des conditions supplémentaires de type non-Liouville (voir [18] pour
un tout premier travail dans cette direction).

Soit & € (F -)DEOh(@J;e (fD)g). Dans ce papier nous introduisons la notion
de « @;(TD)Q—surcohérence dans X » : le complexe & est @;(TD)Q—surcohéren‘c
dans X si, pour tout diviseur 7' de X, on ait (1T)(&) € (F—)Dgoh(@;re(TD)@), ol
(TT) est le foncteur localisation en dehors de T'. Cette notion rejoint celle de la
@; (tD)g-surcohérence définie dans [10]. En effet, & est @;(TD)Q—surcohérent
si et seulement si pour tout morphisme lisse de la forme f : X' — X, le
complexe f'(8) est DL, (1 f~1(D))g-surcohérent dans X’. Nous prouvons dans
ce papier I'implication (x) : si & est @;(TD)Q—surcohérent dans X et aprés tout
changement de la base ¥ alors & est @;(TD)Q—holonome. En particulier, si &
est @;(TD)Q—surcohérent et aprés tout changement de la base ¥/ alors & est
@;(TD)Q—holonome. Nous avons besoin de la stabilité de la surcohérence aprés
tout changement de la base ¢ pour pouvoir utiliser le théoréme [16, 3.4] dont
une version correcte nécessite I’ajout de I’hypothése « et aprés tout changement
de la base ¢/ » (il manque cette indication dans la version publiée de [16, 3.4]).
En effet, la seconde partie de la preuve de [16, 3.4] qui devait permettre de
se ramener au cas d’un corps résiduel non dénombrable ne fonctionne pas.
Pour remédier & cette erreur, il suffit d’ajouter 'hypothése « et aprés tout
changement de la base ¥ » aux résultats utilisant [16, 3.4] ou alors supposer le
corps résiduel non dénombrable.

Cette implication (*) améliore le théoréme plus faible déja connu établissant
qu'un F- @;(TD)@-module surcohérent est surholonome et donc holonome (voir
[20, 2.3.17] ou [17, 6.2.4] pour la version la plus générale possible). Lorsque X
est de plus projectif, il découle de [19] que les notions de F- @;(TD)Q—holonomie
et de F- @;(TD)Q-surcohérence dans X sont équivalentes, i.e. la réciproque est
valable au moins dans cette situation géométrique et avec une structure de
Frobenius.

Méme dans le cas de la surcohérence (notion plus restrictive a priori que la
surcohérence dans X) avec structure de Frobenius évoquée ci-dessus, la preuve
de ce papier est aussi intéressante puisqu’elle est directe et n’utilise pas le
puissant théoréme de la réduction semi-stable de Kedlaya. En effet, la preuve
avec structure de Frobenius de 1’équivalence entre surcohérence et surholono-
mie est le résultat d’un long processus dont voici une esquisse : Afin d’obtenir
de surcroit des coefficients stables par dualité, la notion de surcohérence avait
été raffinée via la notion de « surholonomie ». Nous avions établi comme son
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432 D. CARO

nom l'indique qu’un module surholonome est holonome (voir [15]). Aprés avoir
fait le lien avec la cohomologie rigide de Berthelot (voir [4], [29]), lien qui a
été initié par Berthelot dans [3, 5, 6] puis prolongé dans l'ordre [14], [11, 13]
(avec structure de Frobenius), [17] (sans structure de Frobenius), la notion de
« dévissabilité en isocristaux surconvergents » a été développée. Lorsque que
lon dispose d’une structure de Frobenius, d’aprés [17, 5.2.4] (qui étend trés
légérement [20]), on démontre en fait que ces trois notions de surholonomie, de
surcohérence et de dévissabilité en F-isocristaux surconvergents sont toujours
identiques. Pour prouver cette équivalence, on remarque d’abord par définition
que la surholonomie entraine la surcohérence. Puis, on a établi que la surco-
hérence implique la dévissabilité en F-isocristaux surconvergents (voir [13]).
Enfin, pour boucler la preuve, il reste par dévissage a prouver la surholonomie
des F-isocristaux surconvergents, ce qui est établi dans [20]. Un ingrédient fon-
damental de cette preuve est le théoréme de la réduction semi-stable de Kedlaya
(voir [25, 26, 27, 28]), théoréme qui utilise la structure de Frobenius, qui est
faux en général et qui prolonge de maniére trés remarquable le théoréme de la
monodromie p-adique établi séparément par André, Kedlaya, Mebkhout (voir
[2, 23, 30]) ou du théoréme analogue de Tsuzuki dans le cas des F-isocristaux
unités (voir [31]).

On termine ce travail par une application sur la stabilité de la surholonomie :
un complexe de @;’Q—modules est surholonome apreés tout changement de base
si et seulement si ses espaces de cohomologie le sont (voir 3.4.5).

Décrivons maintenant l’organisation de ce papier. Il s’articule en trois par-
ties. Les deux premiers chapitres établissent des résultats préliminaires qui
permettront d’obtenir les deux résultats principaux de ce travail donnés dans
le dernier. Précisons & présent leur contenu.

Dans le premier chapitre, dans le cas d’une immersion fermée de schémas
affines, lisses sur une base noethérienne et munis de coordonnées locales, nous
calculons explicitement les morphismes d’adjonction entre 'image directe et
I'image inverse extraordinaire dans les catégories de 9-modules. Nous vérifions
ensuite que I'image directe par une immersion fermée commute & I’image inverse
extraordinaire par une immersion fermée.

Dans le cas d’une immersion fermée de ¥/-schémas formels affines, lisses et
munis de coordonnées locales, nous étendons dans le deuxiéme chapitre le calcul
des morphismes d’adjonction par passage a la limite projective de la situation
du premier chapitre. Nous y expliquons pourquoi, afin d’obtenir des catégories
stables par image directe et image inverse extraordinaire d’une immersion fer-
mée, il s’agit de travailler cette fois-ci exclusivement avec des modules sur les
sections globales de faisceaux d’opérateurs différentiels de niveau fixé, et non
plus avec des modules sur des faisceaux d’opérateurs différentiels de niveau fixé.
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Enfin, dans la derniére partie, aprés quelques compléments sur la notion
d’holonomie sans structure de Frobenius développée dans [16], grace aux iso-
morphismes de changement de base du premier chapitre et aux morphismes
d’adjonction du deuxiéme chapitre, nous établissons le résultat principal de ce
papier : un @&(TD)@—module surcohérent dans X aprés tout changement de
base est @;(J‘D)Q—holonome. On vérifie ensuite que cela implique que la notion
de « surholonomie aprés tout changement de base » est stable pour tout entier
j par le foncteur j-iéme espace de cohomologie, i.e. par #”.

Notations

Soient ¢ un anneau de valuations discrétes complet d’inégales caractéristi-
ques (0,p), de corps résiduels k supposé parfait, d’uniformisant =, de corps
des fractions K. Lorsque 'on parlera de structure de Frobenius (seulement
dans ce cas-1a), on suppose qu'’il existe un isomorphism o: ¥ — ¥ relevant
I’endomorphisme de Frobenius de k.

Les faisceaux seront notés avec des lettres calligraphiques, les lettres droites
correspondantes signifiant alors leur section globale. Le symbole chapeau dé-
signe toujours la complétion p-adique. Si f : Z — X est un morphisme
de ¥-schémas formels lisses, on notera pour tout i € N par f; : Z; — X;
le morphisme de schémas induit par réduction modulo 7**! (et de méme pour
d’autres lettres de lalphabet). On notera simplement X ou Z a la place de X
ou Zj.

Nous reprendrons les notations standards concernant les faisceaux d’opéra-
teurs différentiels apparaissant dans la théorie des ?-modules arithmétiques de
Berthelot (e.g. voir [5] pour les constructions détaillées de ces faisceaux et [7]
pour les constructions des opérations cohomologiques telles que 'image directe
ou l'image inverse extraordinaire).

Remerciement. — Je remercie Tomoyuki Abe pour une erreur décelée dans
une version précédente de ce papier.

1. Immersion fermée de schémas lisses et 9-modules quasi-cohérents

Dans ce chapitre, on désigne par m un entier positif, S un schéma noethé-
rien. Sauf mention explicite du contraire, nous travaillerons dans la catégorie
des S-schémas (lisses) et nous omettrons alors d’indiquer S dans les notations
concernant les opérateurs différentiels.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



434 D. CARO

1.1. Préliminaires : quelques calculs en coordonnées locales. — Soit v : Z —
X une immersion fermée de S-schémas lisses. On note wx le faisceau des
formes différentielles sur X de degre maximal, de méme pour Z. On dispose
du (@(m) u 1P m)) bimodule @Z_)X =u @g?) et du (u_l@ggn), @(Zm))—bimo—
dule @XHZ =u (@g( ®p, Wx') ®p, wz, Vindice d signifiant que 'on choisit
la structure droite du @gzn)—bimodule a droite @g?) ®p, wx . Dapreés [6, 3.4.1],
via I’ isomorphisme de transposition echangeant les structures droite et gauche
de @( )®0X wy', on rappelle que @X<—>Z est isomorphe & wz ®y, uz(@g:,n) ®py
wx 1), 'indice g signifiant que I’on choisit la structure gauche cette fois-ci. Ce-
pendant, par souci de précisions (e.g. pour les calculs locaux), nous prendrons
exclusivement la définition @g?iz = uz(@g;n) ®p, wy') ®p, Wz-

Dans cette section, supposons S affine, X affine et muni de coordonnées lo-
cales ty,...,t, relativement & S telles que Z = V(¢y,...,t,). Notons 4 'idéal
de Pimmersion fermée u. Conformément aux notations adoptées dans le pré-
ambule de ce papier, on note Og, Ox et Oz les sections globales de O)g, Ox et

de Oz ; de méme pour les sections globales d’autres faisceaux. On notera alors
(9i<k>("‘> pouri=1,...,d et k € N les opérateurs de DX/S associés canonique-
ment & ces coordonnées locales. Dans ce cas, les éléments de Dg( ™) $écrivent
de maniére unique sous la forme 7, -\, agd<E> ™ (resp. > kenn a<E>m gy,
la somme n’ayant qu'un nombre fini de termes a; € Ox non nuls et ol

<k>@m) ._ TI" <ki>(m)
0 = Hi:l ai .

NoTAaTIONS 1.1.1. — La sous-Og-algébre de Dg(m) engendrée par les éléments
{81<k1>(m),62<k2>(m), . ,8fkr>("” |k1,..., k. € N} sera notée Og{0,...,0,}(™.

S’il n’y a pas de risque de confusion (avec les éléments de DE(",L) ol
X" = V(tr41,---,tn)), les éléments Q<@’9)>(m>, avec 1 € N" et 0 € N*° 7
de composantes nulles, constituant la Og-base canonique de cette Og-algébre
commutative seront simplement notés 9<%

On ne confondra cette Og-algébre commutative avec le polyndéme a puis-
sances divisées de niveau m en r variables & coefficients dans Og de [5, 1.5.3]
et noté Og < 01,...,0, >(m). On pourrait d’ailleurs appeler la Og-algébre
Og{04,..., ar}w, le polynéme & puissances « symétriquement » divisées de
niveau m en r variables a coefficients dans Og.

NOTATIONS 1.1.2. — Dans ce qui suit, plusieurs notations et isomorphismes
dépendront du choix des coordonnées locales mais pour alléger les notations
nous ne les indiquerons pas.

On dispose de 1’égalité D(m)X =T(Z, @(Z@X) = Dg(m)/IDg(m). Cette éga-

(m)

lité est compatible avec les structures canoniques de Dy ’-modules a gauche
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LA SURCOHERENCE ENTRAINE L’HOLONOMIE 435

respectives. Pour tout P € Dg(m), on note [P]z son image dans Dg(m)/ I Dg(m).

En particulier, si a € Oy, alors [a]z désigne 'image de a dans Oz.
La structure de D™ -module & gauche sur D™ /ID™ se décrira via liso-
morphisme 1.1.9.1 ci-dessous.

NOTATIONS 1.1.3. — Le module D(Zm)®os Os{01,...,0,}(™ est muni canoni-
quement d’une structure de D(Zm)—module a gauche. On bénéficie du morphisme
canonique O'(Zm))(/s : Dg(m) — D(Zm) ®o0s 0s{01,...,0,}(™ défini en posant
U(zﬁ)c/s > a1 =" Y [auylz 877 | @ 95,
kENn i€NT \jeNn-r

les a, € Ox étant nuls sauf pour un nombre fini. S’il n’y a pas de doute sur la
base ou sur le niveau, on notera simplement oz x.

En considérant la structure de Ox-module induite par la structure
de Dg(m)-module a gauche sur Dg(m) (resp. induite par la structure de D(Zm)-module
a gauche sur D(Zm) ®o0s Os{01,...,0,}(™), on vérifie que oz,x est Ox-li-
néaire (pour les structures gauches, & ne pas confondre avec la linéarité

comme Dg(m)—modules & droite de 1.1.9). De plus, oz x est surjective et

son noyau est I Dg(m). On notera alors par E(Zm))( s Dg(m) /I Dg(m) =
D(Zm) ®o0s 0s{01,...,0,}™ ou simplement Gz x l'isomorphisme Oz-linéaire

induit caractérisé par la formule

_ <k> ,_ <k>
gzx | [ E a0~ ™) | i=0z x E a0~ m
keNn keNn

=> | X leaplz@ e | @a<tem.

i€N” \jeNn—r

1.1.4 (Changement de base et de niveau). — Soient m’ > m un entier, S’ —
S un morphisme de schémas noethériens affines (pour simplifier). On note
X' =Xxg8,72 =7Zxg8,u : Z' — X’ Pimmersion fermée induite
et f : X’ — X la projection canonique. D’aprés [5, 2.2.2.2] et [5, 2.2.16],
on dispose des morphismes d’anneaux f_l@g?;)s — f* @g("/b?g — @ggf}s, —

@g?,l;)s/. On dispose ainsi des homomorphismes d’anneaux Dg("})s — Dg("f;)s,,

(m) (m)
DZ/S - DZ’/S/'
Les coordonnées locales t,...,t, sur X relativement & S induisent cano-
niquement des coordonnées locales t),...,t! sur X' relativement & S’. On
k . ’
notera alors 8;< e pour ¢ = 1,...,d et k € N les opérateurs de Dg("f/)s,
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436 D. CARO

associés. Notons Og/ {8}, ...,d.}™") la sous-Og-algebre de Dg?,’;)s, engendrée

m)

par les éléments 8/<k> pour 1 < ¢ < r et k € N. Comme ’homomor-

k> (m 1<k>(my s . 1 —
) sur 8, ", il induit la factorisation

phisme Dg(/g — D( /)S/ envoie 8
O0s{01,...,0,}™ — 0g/{8},...,8.}(™) Avec de plus la formule [5, 2.2.3.1],
on calcule que les morphismes O'(Zm))( /s commutent aux changements de base et

aux changements de niveau, i.e. le diagramme canonique commutatif :

(M)
92,X/8

(1.1.4.1) DYy — DYk @0 Os{0), ..., 0, 1™

- |

A x'/s’ m’
Dg('n}/?gl D(Z,T’/g’ ®OS’ OS/{817767,”}( )
est commutatif.
NoTATIONS 1.1.5. — Soit 7 € N"7". On ne confondra pas [’élément

Q<(Q’l)>(m) S Dg(m) avec lélément §<L”m € D(Zm). Pour éviter les risques de
confusion (e.g. pour les formules 1.1.7.2 ou 1.2.6.2), contrairement a la situation
de 1.1.1, on ne simplifiera pas dans cette situation 1’écriture de Q<(9’l)><’") via
§<I>(m) |

On note D(Zm))( la sous-O x-algébre de Dg(m) engendrée par les éléments de
la forme §<©D>m  avec J € N*7". Via la formule [5, 2.2.4.(iv)], les éléments
ij<(Qvi)>(m) (ou
de la forme Zl‘eanr Q<(Q’l)>(m)bl) avec bi € Ox et nuls sauf pour un nombre
fini.

Comme I est engendré comme Ox-module par ti,...,t. qui sont dans le

(m) an i :
de Dy s’écrivent (de maniére unique) de la forme ) jenn—r

centre de D(ZTL))(, on obtient D(fol))(l =1 D(Zm))( Par unicité des écritures décrites
ci-dessus, on dispose de plus de l'égalité D" N D(Zm)z =1 D(Zm))( En identi-
fiant D(Zm) aux éléments de D(Zm) ®o0s Os{01,...,0,}(™ dont les coefficients
de 95*”(™ sont nuls pour i # 0, on vérifie la formule a;}x(D(Zm)) = D(Zm))(
L’isomorphisme 7z x se factorise ainsi en I'isomorphisme Oz-linéaire (pour les
structures gauches)

(1.1.5.1) gzx : D% /Dy'%I =Dy%/IDS"% — DY,

toujours noté oz x si aucune confusion n’est & craindre.

1.1.6. — Soient Z’ — Z une seconde immersion fermée, P € D(Z@X Avec

les identifications du type de 1.1.5 (e.g. on voit cr(Zin))((P) comme un élément
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de D(Zm)), on dispose alors de I'égalité de transitivité dans D(ZT) :

(1.1.6.1) oy 0 af U (P) = 07 (P).

LEMME 1.1.7. — Soient & un @g;n)—module a gauche, x € E, P € D(Zm))(,
[—]z la surjection canonique E — E/IE. En se rappelant que oz x(P) =
oz,x([Plz) € D(Zm) (voir 1.1.5.1), on dispose de la formule

(1.1.7.1) O'Z7x(P) . [(E]Z = [P . :L‘]Z.

Démonstration. — Comme la formule 1.1.7.1 est O x-linéaire par rapport a P
(pour la structure gauche de £)x-module sur D(Zm))(), comme le cas ou P € Ox

est clair, il suffit de prouver que, pour tout j € N*~", on dispose de la formule :
(1.1.7.2) 8<I>m L [g]; = [0°@D>m . g] 4,

ol 0 € N” est de composantes nulles, <2~ ¢ D(Zm) et Q<(9’i)><’"’ € Dg(m).
Cela découle d’un calcul aisé en se rappelant de la définition de la structure
de @(Zm)—module a gauche sur u*(&) construite fonctoriellement & partir des

stratifications correspondant & la structure de @gn)—module a gauche sur &

(voir [6]). |
LEMME 1.1.8. — L’somorphisme 1.1.5.1
(1.1.8.1) Gzx : DY /DYRI = DY /IDGY = DyY

z

est un isomorphisme de Oz-algébres. On dispose ainsi du morphisme de O x -al-

geébres oz x D(m) D(Zm).
Démonstration. — On sait déja que oz x est un isomorphisme Oz-linéaire

(pour les structures gauches). Soient P,Q € D(Zm)z, Il reste & établir la for-
mule EZ,X([PQ]Z) = EZ,X([P]Z)EZ,X([Q]Z)~ Par Oz-linéarité de 0z,x (pour
les structures gauches), il suffit de 1’établir pour P = Q<(9’1)><m) et Q =
bQ<(Q’D>(m), ot b € Ox et j,1 € N*7". D’aprés la formule [5, 2.2.4.(iv)], on

calcule dans Dg(m) :

8<@D>mpg<@D>wm — Y {Jl }Q<(g@—1’)>(m>(b)Q<(9,1'>><m)Q<<g,;)><m>'

i'<g
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Avec [5, 2.2.4.(iii)] utilisé sur Dg(m) puis sur D(Zm), on en déduit la formule 1.1.8.2 :
(1.1.8.2)

Gy X([a<(971)>(m)b3<(97l)><m)]z)

_ Z{ } 9<(©i—i )>(m>( )]ZQ<1'><m>Q<l><m>
i<
(1.1.8.3)
=Y {7 P (Basi> g e = 9= g,
i<

D’apreés 1.1.7.1 utilisé pour & = Ox, pour tout j” < j, on dispose de la formule
9<I">wm ([b]z) = [Q<(Qvi”)><m) (b)] z, ce qui donne la premiére égalité de 1.1.8.3.

La derniére résulte de [5, 2.2.4.(iv)] sur DY™. Doit le résultat. O
PropPOSITION 1.1.9. — Les éléments de Dg(m) s’écrivent de maniére unique de

la forme )7, P£Q<(i’9)><m), avec P; € D(Zm))( nuls sauf pour un nombre fini.

L’isomorphisme 0z x est en fait D(Zm)-linéaire et se caractérise par la formule :

DyY = DYV /IDYY = DYV @0, Os{dy, ..., 8,}™

L19.1) (Y RITEOP], = Y Fsx([Pl2) 8950,
i€ENT ieNT
Via cet isomorphisme 7z,x, on munit alors D" ®0g Os{d,..., 0}

d’une structure canonique de (D(Zm),Dgfm))—bimodule prolongeant sa structure

(m)

de D(Zm)-module a gauche. Le morphisme 0z x est alors Dy, -linéaire a droite.

Démonstration. — La D(Zm)-linéarité résulte de 'isomorphisme d’anneaux du
lemme 1.1.8 et de la formule 1.1.7.1 utilisée pour & = @g;"). O

NoOTATIONS 1.1.10. — On identifie wx et Ox, wz et Oz (ces identifications
dépendent du choix des coordonnées locales que 'on a fixées une bonne
fois pour toute dans cette section). Modulo ces identifications, on obtient
I’égalité D&ml, 7 = D‘(Xm) /Dg(m)l . On vérifie par construction que la structure

de Dg(m)—module a gauche sur Dg(mi, 4 correspond a la structure de Dg(m)

3 gauche sur Dg(m) / Dg(m)l . On munit ainsi, via cette identification, Dg(m) / Dg(m)f

d’une structure de (Dg(m) , D(Zm))—bimodule prolongeant sa structure canonique

-module

de Dg(m)—module a gauche. Pour tout P € Dg?b), on note [P]}, son image
dans D{™ /DY T,

Comme IDg(m) ﬂD(ZT))( = ID(Z'Z)( = D(Z'E)(I = Dg(m)IﬂD(ZT))(, on obtient alors
pour tout P € D(Zm))( la formule [Pz = [P]},.
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NOTATIONS 1.1.11. — Considérons Og{d,...,d,}(™ ®o, D(Zm) muni de sa

structure canonique de D(Zm)—module a droite. On construit le morphisme

7';7“)2/5 : D&m) — 0s{01,...,0.}'™ @0y D(Zm) en posant

ZQ<E>(m)aEHZ Q<z‘>(m>® Z Q<i><m)[a@,i)]z )

keNn ieNT jENn-T

les a € Ox étant nuls sauf pour un nombre fini. S’il n’y a pas de doute

sur la base et le niveau, on notera simplement 7z x. De plus, les morphismes
(m)

Tz,x/8

diagramme commutatif analogue & 1.1.4.1.

commutent aux changements de base et de niveau, i.e., on dispose du

En considérant la structure de Ox-module induite par la structure
de Dg(m)—module 3 droite sur Dg(m) (resp. induite par la structure de D(Zm)—module
a droite sur Og{d,...,d,}(™ ®o0s D(Zm)), on vérifie que 7z x est Ox-linéaire
(pour les structures droites, & ne pas confondre avec la linéarité comme
D‘(Xm)—modules & gauche de 1.1.15). Le morphisme 7z x est surjective, de noyau
Dg(m)l. On notera ?(ZT))(/S : Dg(m)/Dg(m)I = 05{01,...,0.}™ @0, D(Zm) ou
simplement Tz x 1'isomorphisme Oz-linéaire induit.

LEMME 1.1.12. — L’isomorphisme de la forme D(Zm))( D(Zin))(l = D(Zm) induit
par Tz x est identique & celui induit par oz x.

Démonstration. — Soit P € D(Zm)){ Il s’agit de prouver oz x(P) = 7z x(P).
Par Og-linéarité de o0z.x et Tz x, il suffit de considérer le cas ou P =
Q<(Q,1)>(M>b, avec j € N"™" et b € Ox. Or, il résulte de 1.1.8 la premiére
égalité : 07 x(P) = 02,x(@°QD>m))g, (b)) = 9<I>W by = 15 x(P). O

NoOTATIONS 1.1.13. — Soient & un 9 x-module a gauche, % un 9x-module &
droite, z € FE, y € M, P € Dx. On rappelle que, via 'identification entre ©x
et wy (resp. entre Oy et wy') l'action de P sur z (resp. y) pour la structure
de Dx-module & droite (resp. & gauche) tordue de & ®y, wx (resp. de M ®y¢,
wx') est ‘P -z (resp. y- ‘P), ot « P » désigne I’adjoint de P (voir [6, 1.2]). Il
est immédiat que ’on dispose pour tout P € D(Zm)% de la formule ‘Gz x ([P]z) =
Tz x(['P)z). Avec 1.1.12, on obtient ainsi

(1.1.13.1) ‘T2,x([Plz) =72,x([Pz).

LEMME 1.1.14. — Soient M un @g}n)—module G droite, y € M, P € D(Zm))(,
Via lidentification de T'(Z,u*(M ®@¢, wy') ®p, wz) avec M/MI, ce dernier
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est muni d’une structure canonique de D(Zm)—module a droite. Notons [—]7, la
surjection canonique M — M/MI. On a la formule

(1.1.14.1) Wz - 7zx([Plz) =y Ply.

Démonstration. — Posons & 1= M ®¢, w;{l. Afin de clarifier la preuve, les
identifications entre w)_{l et Ox ou entre wy et £z seront indiquées explici-
tement par le symbole <. On dispose ainsi du diagramme commutatif par
définition :

(1.1.14.2) M——~F

L[_]IZ L[—}z

M/MI ~——~ E/IE.

Nous allons maintenant traduire (puis vérifier) ’égalité 1.1.14.1 correspondant
dans E/IE. Notons ¢ € F, I’élément correspondant & y € M. En regardant
le diagramme 1.1.14.2, I’élément de E/IE correspondant & [y]’, est [z]z. Avec
les rappels de 1.1.13, cela implique que I’élément de E/IE qui correspond
alylyozx([Plz)est (cz,x([Plz))[z]z. D’un autre coté, avec 1.1.13, I’élément
de E correspond & 7 - P est ‘P - z. Via le diagramme commutatif 1.1.14.2, il en
résulte que 1'élément de E/IE qui correspond & [y - P, est ['P - z]z.

Il s’agit ainsi de vérifier dans E/IE Végalité : ‘(o2 x([P)z))-[z]z = [[P-7]z.
Cela découle de 1.1.13.1 puis 1.1.7 qui induisent les égalités ‘oz x ([P]z)-[z]z =
G2x([Plz)-[z]z =[P 2]z O

PropPOSITION 1.1.15. — Les éléments de Dg(m) s’écrivent de maniére unique
de la forme Y.
fini. L’isomorphisme Tz x est en fait D(Zm)-linéaire et est caractérisé par la

formule :

7zx : DY, =D /DY T = 0g{ds,...,0,}'™ ®0s DY

ieNr Q<(£’Q)>(m)P@ avec P; € D(Zm)z, nuls sauf pour un nombre

X—Z
(1.1.15.1) [Z Q<(£,Q)>(m>pdlz — Z §<®>wm) ®7zx([Piz)-
i€NT iENT
Via cet isomorphisme Tz x, on munit alors Og{d,...,0.}™ ®qg D(Zm)

d’une structure canonique de (Dg(m),D(Zm))—bimodule prolongeant sa structure

de D(Zm)-module a droite. Le morphisme 7z x est alors Dg(m)-linéaire.

Démonstration. — Pour la validité de la formule, cela découle du lemme 1.1.12.
La D(Zm)—linéarité se déduit de 'isomorphisme d’anneaux du lemme 1.1.8 et du
lemme 1.1.14 utilisé pour M = V. m
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1.2. Adjonction : images directes, images inverses extraordinaire par une immer-

sion fermée. — On reprend les notations et hypothéses de la section 1.1.
1.2.1. — Soit ¥ un @(Zm)—module a4 gauche quasi-cohérent. L’image di-

recte par v de niveau m de & est définie dans [7] en posant uim)(g ) =
u (DG, ®L(m) 7). Comme DY, est un DY"-module localement libre

(voir 1.1.15), le symbole LL est inutile. On obtient de plus les isomorphismes

N(X,u{"(7)) = DY, ® o F

~

(1.2.1.1) 0 Os{on, ,0,}™ @0, DY) ® pom F

L) Os{ala .. 787‘}(m) ®OS F

1.2.2. — On reprend les notations de 1.1.4. Par abus de notations, on écrira
Os le faisceau déduit de ©)g par image inverse pour les catégories de fais-
ceaux d’ensemble (e.g. u~!). De méme pour f)g/. On dispose ainsi de I’isomor-
phisme usrm)(g) = Os{01,...,0:-}™®p, . Comme @S’®@s(@g?iz/s) AN
@g(/()_, 2750 €t Os ®ggq @(Z /)S @(Zn}/ /> on vérifie facilement I’isomorphisme
de changement

(1.2.2.1) Os' g US:")(?) - U.f-m)(QS’ ®ps I).

Pour le cas général, on pourra d’ailleurs consulter [7, 2.4.2]. Comme le mor-
phisme ?(Zm))( /s est compatible aux changements de base et de niveau, on véri-
fie qu’il en est de méme de l'isomorphisme 1.2.1.1, i.e., pour tout morphisme
@(Zn,l/)s,—linéaire de la forme fs ®p, S — ' avec 7' un @(Zr',l/é,—module a

gauche quasi-cohérent, le diagramme canonique
(1.2.2.2)

Os 89 u" (9) . ™ (05 @ 9) ()

~|Fm) o |Fm ~|7m)
Z,X/S z'\x'/s! z',x')s!
/

Oy 8y (0501, 0} @9 T) — O:{3},..., 8™ 00, (D5 ®p T)—> Os:{3},.... 8} 8y, (7

est commutatif.

1.2.3. — Soit & un @g}")—module a gauche quasi-cohérent. On dispose
de la formule %#°u'(8) = N_, ker(& L, &) (on devrait plutot écrire
wH(_ ker(6 = &))). On notera #°u'(E) := T(Z,#°(8) =
N._, ker(E BZN E). On munit #°u!(§) d’une structure canonique de
@(Zm)—module via I'isomorphisme 7z x de 1.1.8 (égal & celui induit par 7z x
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d’aprés 1.1.12) de la maniére suivante : pour tout P € D(Zm))(, pour
tout z € #°u!'(E), on pose

(1231) O'Z,X(P)-ib'Z:P-iIJ.

LEMME 1.2.4. — Soient i € N', P € D(Zm), Q € D(Zm))( Si on dispose
dans Dg(m) de Dégalité Q<(i’9)><m)Q = QQ<(LQ)><’”), on obtient alors dans

respectivement D(Zm) ®og Os{01, ... , 0, 3™ et Og{0y,...,0,}(™ ®os D(Zm)
les formules
(1.2.4.1)

(PRI*).Q = (Poz x(Q))®3~%, Q- (0¥ ®P) = 0°¥ ®(02,x(Q)P).

Démonstration. — Soit Q' € D(Zm))( tel que P = 0z x(Q'). D’aprés 1.1.9.1 et
1.1.8, on obtient dans D(Zm) ®0s 05{04,...,0,}™ la premiére égalité :

Pozx(Q) ® 9% = 02x(Q'Q04Y”) = 05 x(Q'2°"9>Q)
=0zx(Q2°%%). Q= (P®2") - Q,
P’avant derniére égalité résultant de la Dggm)—linéarité a droite de oz x (par
définition de 1.1.9). On procéde de méme pour établir la seconde égalite. [

1.2.5 (Morphisme d’adjonction I). — Soit & un @(Zm)—module a gauche quasi-
cohérent. On construit le morphisme canonique d’adjonction

(1.2.5.1) adj : F — HOu' (uim)(g)) ,

en posant, pour toute section z € F, adj(z) = 1 ® = (i.e., via I'isomorphisme
1.2.1.1, adj(z) = > penr %> @ x), avec 1 = x si k = 0 et 7, = 0 sinon).
Comme 1 est dans le centre de @?{n), la formule de droite de 1.2.4.1 pour i =0

est valable pour tous P € D(Zm), Qe D(Zm))( Via la formule 1.2.3.1, on en déduit

que le morphisme 1.2.5.1 est @(Zm)—linéaire. Si S est annulé par une puissance

de p > 0, ce morphisme est injectif mais pas forcément surjectif (e.g., considérer

N
0;P 7 ® x pour N assez grand).

PROPOSITION 1.2.6 (Morphisme d’adjonction II). — Pour tout @;ﬂ)-module

& gauche quasi-cohérent &, on dispose du morphisme canonique de @gzn)-modules
a gauche :

(1.2.6.1) adj : u™ (#°d'(8) — &.
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Ce morphisme est caractérisé par la formule : pour tout élément de
0s{01,...,0,}™ @0, H u(E) de la forme ¥,y 8™ @ 1, avec z; € H u'(6)
nuls sauf pour un nombre fini de termes, on a modulo l’isomorphisme 1.2.1.1

(1.2.6.2) adj( D 9w @ay) = Y 9<EDZm gy,
i€NT i€ENT
Démonstration. — 11 s’agit de prouver que le morphisme noté adj et défini

par la formule 1.2.6.2 est Dg(m)—linéaire. Soient P € Dg(m), z € H°(8),
i € N”. Par Og-linéarité de adj, il suffit de vérifier adj(P - (<™ ® z)) =
PQ<@’Q)>(’"’ - x. Or, comme Tz x est Dg(m)—linéaire (voir 1.1.15), on a
dans (05{d1,...,0,}™ @0, DI™) ®pem E :

P (0P 1)@ z) = 75, x (PO~EY>m) @ z.

Par 0g-linéarité en P de la formule & établir, on se raméne a 1'un des trois cas
ci-dessous traités séparément.

e Si P = 9<0>tm avec j € N7, on calcule 77 x(PO<49>m) @ ¢ =
(Q<£><’"> ®1) ®9<L> . . Comme d’aprés 1.2.3.1 <Lz g = Q<(Q’l)>(m> -z,
on en tire :

adj(P - (Q<i><m> ®z)) = Q<(179)>(M)Q<(Qal’)>(m) -

= §<0)>m) g<ED>(m) |, 2 — PHED>(m) | 4.

eSiP = Q<@,’9)><m) avec i’ € N, cela découle d’un calcul analogue en utilisant
de plus la formule [5, 2.2.4.(iii)].

o Il reste a traiter le cas ou P = a € Ox. En prenant ’adjoint de la formule la
formule [5, 2.2.4.(iv)], on calcule dans Dg(m) :

(1.2.6.3)  ad<@O>mm — Z(_l)li—z’l { £ }Q<(z'/,Q)><m>Q<(z'—z’,Q)><m> ().
i'<i :

D’ou
Tz.x (aQ<(LQ)>(m) ) Rz

=S @ g 1) @ (0501970 (a) o

2

Il en résulte

adj(a - (Q<£><m) ® 1)) = Z(_l)li—i’l { & }Q<(1',Q)><m) . ([Q<(i—i’79)>(m) (a)]zz).

L
i <i
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D’apreés 1.2.3.1, on a par définition : [Q<(i_i/’g)>(’”> (a)]zz = 9<=.0>(m) (a)x.
En réutilisant la formule 1.2.6.3 (a4 envers), on termine la vérification de ’éga-
lité. O

REMARQUES 1.2.7. — L’isomorphisme de transposition v : Dg(m) — Dg(m) se

factorise par I’isomorphisme v : Dg(m) /I Dg(m) = D&m) /Dg(m)l .

1.3. Changement de base pour les faisceaux quasi-cohérents sur les schémas

NoTATIONS 1.3.1. — Soit 7" — S un morphisme de schémas noethériens af-
fines. Dans toute cette section, nous considérons les deux carrés cartésiens

(1.3.1.1) JASRLENS ¢ Zr s X

T / up
Z7'e——= X, ZhC= X1
dont les morphismes du carré de gauche sont des immersions fermées de S-sché-

mas lisses, dont le carré de droite se déduit du carré de gauche par changement
de base via T — S.

On suppose de plus X affine, muni de coordonnées locales t1,...,t; telles
qu’il existe des entiers 1 <r < d—1,1 < s < d—r vérifiant X' =V (t1,...,t,.)
et Z=V(tr41,...,tr1s). On note I I'idéal engendré par t¢q,...,t. et J l'idéal
engendré par t,y1,...,tr4+s-

L’image inverse (en tant que @) x-module, i.e., & ne pas confondre avec I'image
inverse en tant que @gn)—module) par a d'un @gn) -module & se notera

(1.3.1.2) La*(&) :== Y CI D> (DY),

De méme, I'image inverse (en tant que €)z-module) par b d’un @(Zm)—module g
se notera Lb* ().

LEMME 1.3.2. — On dispose des égalités

(1.3.2.1) (DY ®0s 05{04,...,08,}™)J = DY J @0, 0s{04,...,0,}(™
(1.3.2.2)
I(0s{0r41,- -85 }™ @05 DY) = 05{8r11, ..., 0ris}™ ®0, IDG.

Démonstration. — L’égalité 1.3.2.1 découle de la formule 1.2.4.1 (en rempla-
cant dans les notations le symbole Z par X') et du fait que J est engendré
par ty41,...,tr4+s qui commutent aux éléments de la forme Q<@’9)>(m), ol
i € N". De méme, on obtient ’égalité 1.3.2.2 & partir de la seconde formule
de 1.2.4.1. O
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LEMME 1.3.3. — Awec les notations de 1.8.1, soit & un @(Zm)—module quasi-

cohérent. Dans ce cas, on dispose de l’isomorphisme de @g?f)-modules :
(1.3.3.1) a* o u&m)(g) = u'fn) o b*(¥).

En outre, celui-ci commute aux morphismes de changement de niveau et de
base, i.e., avec les notations de 1.2.2, pour tout m' > m, pour tout @(Zrz/)T-mo-
dule quasi-cohérent F', pour tout morphisme @Z/S -linéaire de la forme Or® ¢,

F — T, le diagramme canonique
(1.3.3.2)

Or ®p; (a* oul™(F)) —= a3 o uf™ (Or ®py F) — a3 o uf (F)

- lw lw

Or @, (w0 b"(F)) —=uy} o b(Or ®p, T) —uft} 0 b(T),

ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la forme 1.3.53.1 et ot les isomor-
phismes horizontauz de gauche se déduisent de 1.2.2.1, est commutatif.

Démonstration. — Via les théorémes de type A, il suffit de le vérifier pour les
sections globales. On obtient

(1.333) o ou(F) = (DY /ID{) ® (D;’“/Dg(m’.])@D(Zm)F

b

(133.4) o™ ob*(F) = (DY /DY) @ o (D(Zm)/ID(Zm))®D<Zm> F.
Z/

On bénéficie des isomorphismes Dg;?)—linéaires :
(1.3.3.5)
(DS /ID(m)) ®pem (DX /D7)

o (DX ®05 05{01,-+-,0:} ™) @ o (DX /DR )

= (DY @05 0s{04,...,0.3) /(DY ®0, Os{dr,. .., 0. }™)T
= (DY /D) @05 Os{04,...,0, 1™,
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le dernier isomorphisme résultant de la premiére égalité de 1.3.2. On dispose
de plus des isomorphismes D(Zm)—linéaires :
(1.3.3.6)
(D7 /1D$7) @ (DY /DY )
~ (m) (m) (m) (m)
Id®—7z>,x (DX /IDX )®D§(m) (OS{ar-i-l:'-'vaH—s} ®os Dy )
= 0{0rs1,- - -, 0rps}™ ®0, DY JIDS™,

dont le dernier isomorphisme découle de la seconde égalité de 1.3.2. Il en dérive
le carré suivant :

(1.3.3.7)
(O™ /IDIY @ oy (D /DI ) ——~ (D™ D™ 1y @0 Os{d,...,8,}m)
X x JEp@ VX 1EX 1335 % /Dx1'J) ®og 0s{01,...,0r
1.3.3.6 |~ Ty x1®1d |~
05{0r41,---,0rs}™ @0y D(m /ID(Zm)Id ~ OS{BH»ly 0} 0 D(;) B0 Os{01,...,6,}(m.

Le carré 1.3.3.7 est commutatif. En effet, soient P € pim )X, 1 €N, j € N° Les

éléments du terme en haut & gauche (DXm)/IDg(m)) ®D(m (D(m)/D m)J sont
des sommes d’éléments de la forme @ := [c’9<(0’j’0)><"‘>Pc’9<(Z LO>m]x, @ [1]Y.
On calcule que cet élément @Q s’envoie via 1.3.3.5 sur [3<(3’0)>‘""0(m) (P)z®
9= Avec la formule de transitivité 1.1.6.1, ce dernier s’envoie via la fleche
de droite du carré 1.3.3.7 sur 9<27(m ® o(m) % (P) ® 8= (™ D’un autre coté,
comme Q = [1]x/ ® [8<@L0>m py<(Ll, O)><’">]Z, la fleche de gauche du carré
de 1.3.3.7 envoie Q sur <7 @ [o (m)( )d<@0>m],, . Ce dernier senvoie
via la fleche du bas sur <L~ a(m)X( P)® 8~ On en déduit la com-
mutativité du diagramme 1.3.3.7.

Considérons a présent le diagramme canonique :

(1.3.3.8)
DG /DE D@ my (DG /IDG) - (D5 /D7) @0 Os{oh, .., 8}
Dy} @7 5/ 4
Ty x18ld |~ Ty x/8ld |~
05{0rs1,-..,0r45}(™ ®05 DY /1D 1037, Os{3r+17 04} @og DI @0 Os1{oy,..., 0,1

Ce carré 1.3.3.8 est commutatif. En effet, pour tousi € N", j € N°, P € D(ZT',T)X,,

Qe D(ZT’)Z, on calcule que [§<@Y>mm P), @ [QE<ED>m)] 4, senvoie via les
deux chemins possibles de 1.3.3.8 sur 927 ® 07/ x/(P)oz z(Q) ® 947
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Comme les fléches de droite (resp. du bas) des carrés 1.3.3.7 et 1.3.3.8 sont
identiques, comme les fleches de gauche (resp. du haut) des carrés 1.3.3.7 et
1.3.3.8 sont D(Zm)—linéaires (resp. Dg("f)—linéaires), il en résulte 'isomorphisme

canonique de (D‘(X”?), D(Zm) )-bimodules

(1.3.3.9)
(D [1D7) ) (D /D5.0) = (D2 [D5507) 8 00 (D /1D

D’ou l'isomorphisme 1.3.3.1. Vérifions & présent sa commutation au changement
de niveaux, i.e. supposons S = T. Par fonctorialité de I'isomorphisme 1.3.3.1,
il s’agit de vérifier la commutativité du diagramme

(1.3.3.10) a* oul™(7') ——a* o u" ()

uim) ob* (I —— u’frm,) o b* ().

Pour cela, il suffit de constater que les isomorphismes des carrés 1.3.3.7 et 1.3.3.8
commutent au changement de niveaux. Cette vérification résulte facilement de
la commutation aux changements de niveau des isomorphismes de la forme &
(i.e., on dispose du carré commutatif 1.1.4.1) et de ceux de la forme 7 de 1.1.15.
De méme, on vérifie qu’il commute aux changements de base, i.e. on valide la

commutativité du carré de gauche de 1.3.3.2. O
LEMME 1.3.4. — Soit ¥ un @(Zm)—module quasi-cohérent plat. On dispose alors
de Uannulation :

(1.3.4.1) Vn#0,#"La*uy (F) = 0.

Démonstration. — On procéde par récurrence sur r > 1. Dans un premier

temps, supposons X’ = V (¢1). Dans ce cas, pour n & {—1,0}, #"La*uy (¥) =
0. De plus, # 'La*u () = ker(uy () - uy (). Or, d’aprés 1.2.1.1,

up () = OS{8r+1y~-~,8'r+s}(m) ®os . Comme Y n’a pas de t; torsion,
le lemme 1.2.4 nous permet de conclure (en effet ¢; commute aux Q<(Q’1’Q)><m’,
avec j € N°).

Supposons & présent r > 2 et posons X" =V (¢1,...,t,—1) et Z" =ZN X",
b :Z2'—>Z d : X" X,d": X' - X" v :Z" — X" les immersions
fermées induites. Par hypothése de récurrence et d’aprés 1.3.3.1, on obtient :
La* ouy(7) = a™* ouy (F) = o/ ob*(F). D’aprés le cas r = 1, on vérifie
aussi La”*ou/ ob™*(F) — a/*ou/[ ob/*(F). Il en dérive : La"*oLa'*ouy (F) ——
a™ oad*oui(F) — a*ouy(Y). L'isomorphisme La* — La”* o La’* nous
permet de conclure. O
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PRrROPOSITION 1.3.5. — On bénéficie pour tout @(Zm)-quasi—cohérent F de l’iso-
morphisme

(1.3.5.1) a' oup(F) = uy ob'(7).

Démonstration. — Soit & une résolution gauche de & par des @(Zm)—modules

quasi-cohérents plats (il suffit de prendre une résolution de F par des D(Zm)-mo—

dules plats puis on applique le foncteur @(Zm) ® pm) —). Comme les fonc-
z

teurs uy et u/, sont exactes, par 1.3.4, on obtient La*uy () — a*uy(9)
et v/, o Lb*(F) — o/ 0 b*(?). Le lemme 1.3.3 nous permet de conclure. [

2. Immersion fermée de 9/-schémas formels lisses :
adjonction pour les D-modules

Soient m un entier positif, u : Z — X une immersion fermée de ¥/-schémas
formels lisses d’idéal /. Berthelot a défini la catégorie dérivée des complexes
=(m) . . = (m) .
de 9y "-modules quasi-cohérents & cohomologie bornée, notée DE, (D ) (voir
[7]). De méme sur Z. Il a de plus construit les foncteurs image directe par u

m =~ (m) ~(m) . .
de niveau m noté u{™ : Dgc(@; ) = DE.(Dx ) et le foncteur image inverse

. . . , '(m) b A(m) b A(m)
extraordinaire par u de niveau m noté u : Dgo(Dy ) — Dgo(Dy ) (e-g.,
voir [7]). Pour alléger, on pourra simplement noter u ou u'.

2.1. Manque de stabilité des faisceaux quasi-cohérents sans p-torsion sur un
schéma formel. — La notion de faisceau quasi-cohérent sans p-torsion apparait
naturellement dans la théorie des 9-modules arithmétiques. Malheureusement,
cette catégorie n’est pas stable a priori par le foncteur J¢ 0! (voir 2.1.8). C’est
pour cette raison que nous travaillerons par la suite (e.g. dans la section 2.2)
avec leur section globale et non avec le faisceau tout entier.

DEFINITION 2.1.1. — Le séparé complété (pour la topologie p-adique)

~

dun @gem)—module & est le @;m)—module défini en posant & =
: (m) )
lim (257 ©g0 6)-

— Un @gem)—module & est séparé complet si le morphisme canonique

(2.1.1.1) &= lim () @,y0m &) = &

k3

est un isomorphisme.
— Un @gem) -module & est sans p-torsion si pour tout ouvert 4 de X, T'(i, &)
est sans p-torsion.
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— Un @gem)—module & est pré-pseudo-quasi-cohérent si, pour tout entier ¢ €

N, le Ox,-module @g?) ® gm) & est quasi-cohérent.
* x

= (m) . .
- Un 95 -module & est pseudo-quasi-cohérent s’il est séparé complet et
pré-pseudo-quasi-cohérent.

= (m) . . . .
— Un 95 "-module & sans p-torsion est quasi-cohérent s’il est pseudo-quasi-
cohérent.

LEMME 2.1.2. — Si & est un @;m)—module pré-pseudo-quasi-cohérent, alors 8

~(m) )
est un Dy -module pseudo-quasi-cohérent.

Démonstration. — Soit & un @gem)—module pré-pseudo-quasi-cohérent. Il ré-

sulte de [5, 3.3.1.2] que le morphisme canonique E/WHIE e @S}f) ®@g€m> & —
@EQ'?) ) & est un isomorphisme (on remarque que ’hypothése de pré-pseudo-
v x

. - . - =~ (m)
quasi-cohérence est a priori nécessaire). Il en résulte que & est un 95 -module
pseudo-quasi-cohérent. O

2.1.3. — Supposons X affine. Soit £ un ﬁgem)—module séparé et complet pour
. . . . ~ (m)
la topologie p-adique. On définit canoniquement un @xm -module en posant

~mB =1 ~my B, i.e., le sé é 1été ~m) B.
Dy ®Dg€) E@Xi ®D§€) , 1.e., le séparé complété de Dy ®Dg€)

~(m)
Comme @%m ®pm) E est pré-pseudo-quasi-cohérent, il résulte du lemme 2.1.2
x
~(m) ~

=~ (m)
que & := Dy "®pem E est un Dy -module pseudo-quasi-cohérent.
x

Comme T'(%, @g?_l) ®pmm E) = Dg(m ®p(m B, comme le foncteur I'(X, —)
K x K x

commute aux limites projectives, on obtient alors I'(X, §) — E.

2.1.4. — Soient & un @gem)—module pseudo-quasi-cohérent et 4 un ouvert affine
de X. Il résulte de [5, 3.3.2.1] que pour tout entier » > 1 on ait annulation
H™(U, &) = 0. En appliquant le foncteur (4, —) & la suite exacte 0 — & —
& — &; — 0, on en déduit que le morphisme canonique

(2.1.4.1) DS @ 50m T(W, 6) — T(Y, &)
p3s

est un isomorphisme. On en déduit les trois points suivants :

e Le morphisme canonique F(/il,\é) — lim '(4, &;) est un isomorphisme. En
appliquant le foncteur T'(4, —) & 2.1.1.1, on obtient I’isomorphisme T'(4, &) —
lim T'(4A, &;). Ainsi, T'(4, &) est séparé complet pour la topologie p-adique.

i
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e On déduit de 2.1.4.1 que le morphisme canonique @g:l) ®5£(m) L, é) —
il est un isomorphisme En passant & la limite projective, on en déduit le
morphisme canonique @u g D(m)F(il &) — &4 (avec les notations de 2.1.3
pour le premier terme) est un 1s0morphlsme

e Comme le systéme (T'(4, &;))ien satisfait la condition de Mittag-Lefiler,
comme H" (4, &) = 0 pour tout n > 1, il résulte alors de [8, 7.20] I'isomorphisme

canonique lim (@E}’,‘) ®5m é’) — Rlim <@§§’,‘) ®m) 6) )
— i x — ° x

~(m)
REMARQUES 2.1.5. — Soit & un @xm -module sans p-torsion et quasi-
cohérent. Il découle de troisiéme point de 2.1.4, I'isomorphisme canonique

& =5 Rlim (@()ZL) ‘X%(m) 5) .
- x

. ~(m) . c
On obtient & € Dgc(@xm ) (définition de Berthelot), ce qui justifie notre ter-
minologie de quasi-cohérence sans p-torsion.

. = (m) . .
2.1.6. — On remarque que le fait qu'un 95 -module soit pseudo-quasi-
cohérent (resp. sans p-torsion et quasi-cohérent) est local en X. Avec 2.1.3 et
2.1.4, on obtient alors la description locale suivante de ces modules : Supposons

. = (m) ~ . . .
que X soit affine. Les foncteurs 9, & B — et I'(X, —) induisent des équiva-
x
lences quasi-inverses entre la catégorie des Dgem)—modules séparés et complets
pour la topologie p-adique (resp. sans p-torsion et séparés et complets) et
. =~ (m) . .

la catégorie des Py -module pseudo-quasi-cohérents (resp. sans p-torsion et
quasi-cohérents).

2.1.7 (Image directe par v d’un 9-module). — Soit & un @(Zm)—module sans
p-torsion et quasi-cohérent (voir 2.1.1). Comme & est sans p-torsion, alors
I'image directe de niveau m de & par u telle que définie par Berthelot (voir
[7, 3.5.1]) est donnée par la formule u (9’) = Rlim u1+9’ (m) . Or, d’aprés
les isomorphismes de changement de base (1 2.2), pour tous entiers i’ > 7, on
a l'isomorphisme @X ®@(m) Wi (T3 ™) =5 uiy (F;0™)). D’aprés la version
[8, 7.20] de Mittag-Lefler, on en déduit le premier isomorphisme

u™(F) S limougy T3 S <@(m) ® 9)

+ Wit * xroz® @(m)

le dernier résultant du fait que u, commute aux limites projectives.
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Supposons de plus que X posséde des coordonnées locales tq,...,t, telles
que Z = V(t1,...,t.). La sous-9-algebre de D;em) engendrée par la famille
9212 <k1>(m) <k2>(m) <kr>(m) L,
d’éléments {0, , 0y ooy Or |k1,...,k € N} sera notée

1yeensOr . On note D 5 la sous-Ox-algébre de engendrée par
V{d,...,8:}™. O Dy Ox-algébre de D dré
les éléments de la forme Q<(g’l)><m>, avec j € N"7". Comme pour 1.1.11, on
construit le morphisme canonique Tg,';)/(y : Dgem) — V{04,..., 8,,}(7") ®1VD(Zm).
Comme pour 1.1.15, on vérifie qu’il induit l’isomorphisme d’anneaux
7(772/(2/ : (m)/ID(m) — D(Zm) et isomorphisme (Dgsm),D(Zm))—bilinéaire
Trx 0 DY, = DYV /DYIT 5 v{a,,...,0,3™ ®y DY,
Si aucune ambiguité n’est & craindre (sur le niveau par exemple), on notera

simplement 77 x la complétion p-adique de T; 32 /9 ie. lig ?(ZT)X, /800 ou  :=

Spf V et S; sont les réductions modulo 7°+!. On notera de méme I’isomorphisme
d’anneaux 7y x : D(m)/ID(m) D(m) induit.

Les éléments de D( ™) gécrivent de maniére unique de la forme
Y iene 0 o< 0)>(m>P“ avec P; € D(Zmag, les P; convergeant vers 0 pour la topo-

logie p-adique. L’isomorphisme (1356 ),D(Zm) )-bilinéaire 77 x est donné par la
formule :

77x : DYV, = DYV /DT = Y{éy,...,8,} ™ &, DY

(2.1.7.1) Y 9<t0>m By s Y 950> @ 75 1 ([PY),
i€eNT S

ou [—]’, désigne le morphisme canonique ﬁgem) — ﬁggm) /ﬁgem)l . Il en résulte
I’isomorphisme

(2.1.7.2)  T(xu(™(7)) = D;Q,7®D<m>p AL N RACOT ) ol

Par stabilité de la quasi-cohérence par image directe par w (voir [7]), on en

=(m)
déduit que uim)(g ) est un @xm -module sans p-torsion et quasi-cohérent.

=~ (m)
REMARQUES 2.1.8. — Soit & un @xm -module sans p-torsion et quasi-

cohérent. Comme & € Dgc(@;m), par stabilité de la quasi-cohérence (voir [7]),

on obtient u'(&) € Dg (@(Zm)) On remarque que % u'(&) est sans p-torsion et
donc (#°u'(8)): == DYy m) ®A(m) HOu(8) < @(ZT:L) ®m) F°u'(&). Par contre,
z

il parait faux que (# 0 '(é’))l soit un @(ZT)—module quasi-cohérent. Ainsi, on
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a a priori #°u'(8) ¢ DSC(@(ZM). Par contre, on vérifie par un calcul que le
morphisme canonique
(2.1.8.1) HOu () — lim HOul (&)

~

est un isomorphisme ( cela résulte aussi de l’isomorphisme u'(§)
Rlim u}(&;), auquel on applique le foncteur #°). Comme u(&) —>
@(ZT) ®H§‘)(m) u'(&), on obtient Iisomorphisme #°u}(&;) — 5’[0(@(27?) ®H§‘)(m)

z z
u'(&)). En particulier, les @(ZT)—modules apparaissant dans la limite projective
2.1.8.1 sont quasi-cohérents.

2.2. Images directes et images inverses extraordinaires de D-modules par une
immersion fermée. — Méme si cela n’est pas toujours nécessaire, supposons
dans cette section que X est affine et posséde des coordonnées locales t1,...,t,
telles que Z = V(¢1,...,t.). Comme cela est expliqué au début de la sec-
tion précédente, nous travaillerons ici dans les catégories de ﬁggm)—modules (ou
ﬁém)—modules) sans p-torsion, séparés et complets pour la topologie p-adique.
Nous définirons sur ces catégories la notion d’image directe (resp. d’image in-
verse extraordinaire) de niveau m par u notée uiLm) et (resp. #u').

2.2.1 (Image directe par 4 d’un E(Zm)—module). — Soit F un E(Zm)—module
sans p-torsion, séparé et complet pour la topologie p-adique. On définit ’image

directe de F' par u de niveau m en posant

u{ (F) = limu; (F) = ﬁ;@zc@ﬁ?m ;N; Y{oy,...,0,} ™S F.

i

La formule 2.1.7.2 justifie la notation. On obtient ainsi un 13gem)—module

sans p-torsion, séparé et complet pour la topologie p-adique. Via cet isomor-
phisme, les éléments de ug_m)(F) s’écrivent de maniére unique sous la forme

EkeNT <E> Ty, avec T € F' et lim |y 7 = 0 (pour la topologie p-adique
de F). De plus, les éléments de (ugrm)(F)>@ s’écrivent de maniére unique
sous la forme ), - %> @ xy,, avec x € Fg et lim oo x = 0 (pour la

topologie de Fg induite par la topologie p-adique de F'). Pour ne pas alourdir
les notations nous avons noter Q<E> la classe de Q<E> dans Dge"f_) 7

LEMME 2.2.2. — Soit F — G un monomorphisme de E(Zm)-modules sans
p-torsion, séparés et complets pour la topologie p-adique.

1. Le morphisme usrm)(F) — u&m)(G) (resp. (ui’"’(F))@ — (uim)(G))Q) est
alors un monomorphisme.
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2. Le morphisme canonique uim)(F) — uim)( G) (resp. (us_m)(F))Q —

(usrm)(G))Q) est alors un isomorphisme si et seulement si le morphisme
canonique F — G (resp. Fy — Gg) est un isomorphisme.

Démonstration. — Cela découle des descriptions de 2.2.1 (ou alors de 2.3.1).
O
LEMME 2.2.3. — Soit F' un E(Zm)-module sans p-torsion, séparé et complet

pour la topologie p-adique. Alors F' est un E(Zm) -module cohérent si et seulement

st u(j”) (F) est un ﬁgem)-module cohérent.

Démonstration. — Comme le foncteur u b ™) défini par Berthelot pour les fais-
ceaux préserve la cohérence, comme on dispose des théorémes de type A, l'iso-
morphisme 2.1.7.2 nous permet de conclure la nécessité de ’assertion du lemme.

H(m)

Réciproquement, supposons que F' n’est pas un D “-module cohérent. Il existe

alors une suite strictement croissante (F),),en de sous—ﬁ(zm)—module cohérent
de F'. Il résulte alors du lemme 2.2.2 que ’on obtient la suite strictement crois-
sante (u&m)(Fn))neN de sous—Dg6 )_module cohérent de u(m (F). Comme D;m)

est noethérien, ce dernier n’est pas un Dge )_module cohérent. O

REMARQUES 2.2.4. — Soit H™ un DJY-module tel quiil existe un
ﬁ(Zm)—module H™ sans p-torsion, séparé et complet (pour la topologie
p-adique), tel que H( m) _~, g QOn remarque que la topologie sur H(™

induite par la base de voisinage de p”H (m) fait de H™ un K-espace de
Banach.

En outre, si H(™) est un E(Zmé—module cohérent, alors cette topologie est

)—module Iil (m) et ce dernier est forcément

indépendant du choix d’un tel E(Zm
ﬁ(zm)-cohérent. En effet, cela résulte du théoréme de Banach (e.g. voir [9, 2.8.1])
et de la noethérianité de ﬁ(Zm).

On en déduit que si H™) est un lA)(Ziné—module cohérent alors (ug_m) (ﬁ[ (m))> .

est un D( ¢-module cohérent et ne dépend pas du lA)(Zm)-module séparé complet
H(™ sans p-torsion, tel que POI(gn) 5 H™). On le note alors us_m)(H(m)).

(m)

2.2.5 (Image inverse extraordinaire par u d’un ﬁae -module)

= (m)
Soient & un @xm -module sans p-torsion et quasi-cohérent et E :=T'(%X, &) le
Dgem) module sans p-torsion, séparé et complet pour la topologie p-adique cor-

respondant. On pose &; := @(m)®@(m> & @(m)®ﬂi(m) Get By = D(m)®D<m)
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E & Dg(nz) D(m)E On rappelle la notation #°u}(E;) = N._, ker(E;, — E;)
(voir 1.2.3). On “déinit limage inverse extraordinaire de E par u en posant

(2.2.5.1) HOu'(E) = lim #°u}(E;) C lim E; = E.
1l découle de 2.1.8.1 que l'on a Iisomorphisme I'(Z, #%u!(8)) = # u!(E), ce
qui justifie la notation.

On calcule #°u!'(E) = N._, ker(E L, E). On munit #°u!(E) d’une
structure canonique de ﬁ(zm)—module a gauche via l'isomorphisme 77 x
13(2"2 /E(Zmagf = ﬁ(zm) de la maniére suivante : pour tout P € D(Z %, pour
tout z € #°u!'(E), on pose

(2.2.5.2) 77.x([Ply) -z =Pz,
ot [—], désigne le morphisme canonique D(m) — D m) %/ D(m)l
Comme pour s = 1,...,r les applications ¢, : E — F sont continues,

comme J°u!(E) = N._, ker(E Lo, E), cela entraine que # u!(E) est séparé

complet pour la topologie induite par la topologie p-adique de E. Comme E
est sans p-torsion, on déduit aussi du calcul #°u'(E) = N._, ker(E L E)
Pégalité 7 u!(E)Np ! E = pi+1 9 v (E). En particulier, la topologie p-adique
de ﬂou!(E) et la topologie de ﬂou!(E) induite par la topologie p-adique de E
sont identiques. Il en résulte que H Ou!(E) est un ﬁ(Zm)—module sans p-torsion,
séparé et complet pour la topologie p-adique.

Terminons par une remarque : lorsque Oul(é) est de surcroit quasi-
cohérent, # u'(E) est alors le D(Zm)—module associé a Hu'(8).

REMARQUES 2.2.6. — Soit E un ﬁgem)—module sans p-torsion, séparé et
complet pour la topologie p-adique. En posant (ﬂou!(E)) = D(m) ®D(m>
H°u'(E), comme Hu'(E) N pit1E = p"+1# ! (E), on obtient I'inclusion

(2.2.6.1) (ﬂou’(E)> C HOU(E)).

i
En prenant la structure de D(Zn:)—module sur (ﬂ Ou!(E)) _induite par la struc-
K2

ture de f)(zm)—module de ﬂou!(E) définie par la formule 2.2.5.2 et la structure
de D(Z:n)—module de ﬂoué(Ei) donnée par ’égalité 1.2.3.1, on vérifie que 'in-

clusion 2.2.6.1 est D(ZT)—linéaire. En général, celle-ci n’est pas bijective.
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REMARQUES 2.2.7. — Avec les notations de 2.2.6, le morphisme canonique
uyrHOu(B) = limu,y (ﬂou!(E)) — limu;, #°u(E;) est un isomorphisme,

i.e. que le morphisme canonique

V{01, ..., 0.} ™ ByH u (E) — lim (0,{0s,..., 0, ™ @0y, H ul(Ey))
est un isomorphisme. En effet, les éléments = € V{1,...,0.}™&¢H v (E)
s’écrivent de maniére unique sous la forme x = Z;eNT <t ® Zy, avec T €
H°u'(E) (et convergeant vers 0). Soit (z;); € lim (Og,{d1,...,d,}™ ®0s,

i

H°ul(E;)). On écrit de maniére unique z; sous la forme z; = > lenr P @z,
avec z;,; € # u'(E;) et la somme étant cette fois-ci finie. Par unicité, on obtient
que (z;;); € lim HOu(E;). Légalite #°u'(E) = lim #°ul(E;) nous permet

alors de conclure.

2.3. Adjonction. — Nous reprenons les notations et hypothéses de la sec-

tion 2.2. Nous vérifions que le foncteur uim) est adjoint & gauche de J¢ 0.

PROPOSITION 2.3.1 (Morphisme d’adjonction I). — Soit F(™ un ﬁ(Zm)-module
sans p-torsion, séparé et complet pour la topologie p-adique. On définit le mor-
phisme canonique d’adjonction

en posant adj(z) = 1®z (i.e. adj(z) = > 4cnr > @uy avecxy, =z sik =0
et x = 0 sinon), pour tout x € F(™) | Le morphisme adj est un isomorphisme
de lA)(Zm)-modules.

Démonstration. — Etablissons d’abord sa ﬁfzm)—linéarité. Pour tout

E(Zm)—module a gauche G, on note [—|; le morphisme canonique G — G/7**1G.
On dispose du diagramme commutatif :

adj

(2.3.1.2)  Fm HOu 0w (F(m))

L[—]i L[]i

) N (ﬂou’ o u‘;’”(F(m))) = A o UET)(Fi(m))a

dont la fleche en bas & droite découle de 2.2.6.1. On calcule que le morphisme
composé du bas est le morphisme adj de 1.2.5.1 qui est D(ZT)—linéaire. Comme

I'inclusion 2.2.6.1 est D(ZT)—linéaire, il en résulte que la fléche en bas & gauche de
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2.3.1.2 est aussi D(ZT)—linéaire. Par passage a la limite projective, il en résulte
que le morphisme du haut de 2.3.1.2 est E(Zm)—linéaire.

Vérifions a présent sa bijectivité. L’injectivité est évidente. Or, via la des-
cription 2.2.1 de 'image directe et avec ses notations, pour 1 < ¢ < r, on obtient
dans ugrm)(F(m)) la relation

ti ) (@ @n)=-) (K} @,
kenr k=1,

oul; =(0,...,0,1,0,...,0) avec 1 a la éme place (en effet, il suffit de vérifier
I'égalité modulo 7**1, ce qui découle des formules de [5, 2.2.4] et 1.1.15.1). On
en déduit aussitot que tous les éléments de H# u' o usrm) (F(™)) sont de la forme

1®z avec z € F(™). O

PROPOSITION 2.3.2 (Morphisme d’adjonction IT). — Soit E™ un 5§€m)—module

sans p-torsion, séparé et complet pour la topologie p-adique. Considérons la
fleche

(2.3.2.1) adj : u{™ o #Ou'(E(™) — E(™

donnée par 3, cnr > @ — > kenr <> . zy, avec x, € HOu(EM™)

et lim|g| oo T = 0. L’application adj est un morphisme de ﬁgem)-modules.

Démonstration. — Considérons le diagramme canonique suivant
(m) o 40,1 Fp(m) ad) (m)
(2.3.2.2) uy o H uw(E™) T332 E

J/[]i -1

(m) (ﬂo l( )) C u 0 9% |( m)) adj E,(m)
1.2.6.1
dont la fleche en bas a gauche se construit via I'inclusion 2.2.6.1. Avec 1.2.6,
le morphisme composé du bas de 2.3.2.2 est D( ™)_linéaire. Or, on calcule
que les deux chemins possible du diagramme envoie un élément de la forme
Y kenr O~% ® 1z sur > keNr 3<% . [z4];. Dot la commutativitée de 2.3.2.2.
Ainsi la réduction modulo 7¢+! du morphisme adj de 2.3.2.1 est Dgg)—linéaire.
On obtient le résultat par passage a la limite projective. O

2.3.3. — Soient E (resp. F') un ﬁ;m)—module (resp. ﬁ(Zm)—module) sans p-tor-
sion, séparé et complet pour la topologie p-adique. Via le morphisme d’adjonc-
tion 2.3.1.1, le foncteur ¢ %" induit I’application

m 470 1
(2.3.3.1) Homﬁgem)(us_ N(F),E) — Hom ) (F, # W'E).

TOME 144 — 2016 — N° 3



LA SURCOHERENCE ENTRAINE L’HOLONOMIE 457

Via le morphisme d’adjonction 2.3.2.1, le foncteur ug_m) induit ’application

(2.3.3.2) Homﬁ(Zm(F,&‘o’Ou!E) — Homﬁgem) (uﬁrm) (F),E).
On calcule que le morphisme composé
(2.3.3.3) u(F) 25 40 o 0! 0 ™ () 225 4™ (),

dont la premiére fléche est I'image par ul + ) de 2.3.1.1 et dont la deuxiéme

est 2.3.2.1 utilisé pour E = usr (F), est l'identité. Comme la premiére fléche

est un isomorphisme, la seconde aussi. Par un calcul, on vérifie de plus que le
morphisme composé

#OuH(B) 25 #Ou' o ul™ o ! (B) 225! #°4'(E)

est I'identité. Il en résulte que les applications 2.3.3.1 et 2.3.3.2 ci-dessus sont
réciproques 'une de 'autre.

REMARQUES 2.3.4. — Par manque de stabilité de la catégorie des faisceaux
quasi-cohérents mise en exergue dans la section 2, on ne dispose pas a priori
d’un analogue dans ce contexte.

3. La surcohérence implique I’holonomie

3.1. Compléments sur ’holonomie sans structure de Frobenius. — On suppose
pour simplifier que X est intégre. On désigne par m un entier positif.

NOTATIONS 3.1.1. — Soit & un @ggzé—module cohérent. Notons (F(im)(é))izo
la filtration décroissante définie par la suite spectrale

(3.1.1.1) By = batly (6ot (6, D), DLY) = H™(E)

pour n = 0, i.e., F(Zm)(5)/F(’+)1(6) E%~% Lorsque le niveau ne fait pas de
doute, on écrira F*(&) au lieu de F(’m)(é’). Il découle aussitot de [16, 1.3] et
avec ses notations que, pour tout 0 < i < codim(m)(é), on obtient E;’ =0.1
en résulte, pour tout 0 < i < codim(™ (&), 'égalité Fi(&) = &.

LEMME 3.1.2. — Soit 0 — & r 6 - &' — 0 une suite exacte
de @gg%—modules cohérents. Alors, on dispose de la formule codim™ (&) =
min{codim™ (&), codim™ (£")}. Autrement dit, pour tout entier i € N
fizé, ’égalité codim(m)(é’) > i est vérifiée si et seulement si les deux égalités
codim™ (&) > i et codim™ (&) > i sont satisfaites.
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Démonstration. — 1l ne colite pas grand chose de supposer X affine. Soient E

un D( )_module cohérent sans p-torsion tel que EQ — E. Par notherlamte

de D(g ™) on obtlent des DgE "™)_modules cohérents sans p-torsion en posant E’
(E) E" = g( ). On vérifie que la suite canoniquement induite 0 — B -

E S E" S0 est exacte et que l'on dispose des isomorphismes canoniques

E 0 — E'et E”@ = E”. La suite exacte obtenue modulo 7, combinée avec

[7, 5.2.4.(1)] donne la formule souhaitée. O

ProPOSITION 3.1.3. — Avec les notations de 8.1.1, pour tout 0 < i < d,
Fi(&) est le plus grand sous @gemé-module cohérent de codimension supérieure
ou égale a1 de &.

Démonstration. — D’aprés [16, 1.3], codim™ (E;l) > 1. Avec le lemme 3.1.2,
on en déduit que codim'™ (E%) > i. Comme Fi(&)/Fi+1 (&) = EY, il en
résulte que F(&) est de codimension supérieure ou égale & 7. Soit &' un sous-
@(mé—module cohérent de & de codimension supérieure ou égale & ¢. Par fonc-

torialité de la suite spectrale de 3.1.1.1, on obtient le diagramme commutatif :

.

Fi(&) —=

|

Fi(6)

La fléche du haut est bien une égalité d’aprés 3.1.1 et parce que &' est de codi-
mension supérieure ou égale a 4. Il en résulte I'inclusion &" — F*(&) factorisant
ce diagramme commutatif. D’oul le résultat. O

ProroOSITION 3.1.4. — Soient m' > m > deua: entiers, &™) un @gé-module
cohérent. On note &™) = @ge Q? ®@(m) &m ( F} (é(m)))l>0 et (F(l )(é’(m N)iso

les filtrations décroissantes de 3.1. 1 On dzspose de l’isomorphisme canonique

= (m’) i m (m
2L Ba¢) Fioy(6T™) = Fl (6 ).

Démonstration. — Cela résulte du fait que I’extension @gemQ — @(mQ est plate
(voir [5]) et que le foncteur dual commute aux extensions (voir [32]). O

3.1.5. — Les assertions de 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.3 (resp. 3.1.4) restent valables en
remplacant @gemé (resp. @;WQ?) par @Tx’@
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NotaTIONS 3.1.6. — Soit & un @Tx’@—module cohérent. On note &* =
H°D(E). On pose aussi &' := (&£%)*. On dispose ainsi du foncteur
(—)bel Coh(@;@) — Hol(@;@) défini par & — &' En considérant

la suite spectrale de 3.1.1.1 (avec @gem(é remplacé par @;Q), on vérifie I’éga-

lite F4(&) = &™'. Daprés 3.1.3 (avec la remarque 3.1.5), ™ est le plus
grand sous-module holonome de &. On remarque de plus que le foncteur
oubli Hol(@;@) — Coh(@;@) est adjoint & gauche du foncteur (—)M°!. En

)hol

particulier, le foncteur (— est exact & gauche et commute aux limites

projectives.

LEMME 3.1.7. — Soient f : X — ¥ un morphisme fini étale, & un @;Q-module
cohérent.

~

1. On dispose des isomorphismes f+(5h01) = fo(E)bol et f+((3/5h01) —
F+(E)/ f(E).

2. & est holonome si et seulement si f1 (&) est holonome.
3. Si & est surcohérent dans X (voir la définition 3.2.1) alors fi(&) est
un @Ty(@—module surcohérent dans Y.

Démonstration. — La premiére assertion 1 résulte du théoréme de dualité re-
lative (voir [33]) et de l'exactitude du foncteur fi lorsque f est fini et étale.
La seconde résulte du premier isomorphisme de 1 via le fait qu'un monomor-
phisme & — & de @Tx@—modules cohérents est un isomorphisme si et seulement
si f1 (&) < f+(&) est un isomorphisme. La derniére assertion découle de I’iso-
morphisme de commutation du foncteur localisation aux images directes (voir
[10, 2.2.18.2]) et du fait que le foncteur f est acyclique car f est fini et étale.

O

LEMME 3.1.8. — Soit & C & un monomorphisme de @Tx’@-modules cohérents.

/hol N é)hol

Le morphisme & induit par le foncteur (—)2°! (voir 3.1.6) est alors

un monomorphisme. De plus, & = & n &

Démonstration. — La premiére assertion résulte de ’exactitude a gauche du
foncteur (—)b°! (voir 3.1.6). Comme &'NE™ est un @;Q-module holonome (car

inclus dans un module @;Q—holonome) inclus dans &', comme & est le plus
grand sous- @;’Q—module holonome de &', on en déduit que &l = gngel. O

LEMME 3.1.9. — Soit & un @;)Q—module cohérent. Le morphisme canonique
& — (™Y est un isomorphisme, i.e., (5/6")* = 0. En particulier,

(/&M = 0.
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, . hol hol
Démonstration. — Posons Snnol := &/6 . Comme &' est holonome, alors

H'D(E"Y) = 0. En appliquant le foncteur # D a la suite exacte 0 — éhOI "
adj

& — Ennol — 0, il en résulte que I'on obtient la suite exacte 0 — & ) —
& — (6""* = 0. Comme c’est un morphisme de P Q—modules holonomes,
quitte & utiliser I’isomorphisme de bidualité, il suffit de vérifier qu’en appliquant
le foncteur #°D au morphisme &* — (éhOl) , on obtient un isomorphisme.
Or, ce dernier est le morphisme (—)"(adj) : (£")B — £"' Comme le
morphisme d’adjonction de la forme adj : & hol — & est fonctoriel en &, on
dispose du diagramme commutatif

adj

éhol(

é
adj adj

(é’hOl)hOlC ( )hOl(adJ ((;hol

Comme &™ est holonome, la fléche de gauche est bijective. De plus, les fléches

du haut et de droite sont identiques. Il en résulte que la fleche du bas est un
isomorphisme.
O

3.2. Surcohérence dans un 9/-schéma formel lisse. — On désignera par X
un 9-schéma formel lisse et D un diviseur de sa fibre spéciale X. Pour tout
sous-schéma fermé Z de X, on note (TZ) le foncteur localisation en dehors
de Z (voir [10, 2]). L’objectif de cette section est de valider I'isomorphisme
3.2.9.1. Pour cela, introduisons d’abord la notion suivante.

DEFINITION 3.2.1. — Soit & un objet de (F-)D(@;(TD) )-

- & est « DL(TD)g-surcohérent dans X » si § € (F-)D Coh(@T (fD)q) et si,
pour tout diviseur 7' de X, on ait ('T)(&) € (F- )Dgoh(@x(TD) ).

— On dit que & est « @;(TD)Q—surcohérent dans X et aprés tout chan-
gement de base » si, pour tout morphisme d’anneaux de valuation dis-
créte complets d’inégales caractéristiques (0,p) de corps résiduels par-
faits de la forme le morphisme canonique ¥ — ¥', J := Spf (V), ' :
Spf (V'), f : X = X% x4 — X le morphisme canonique, D’ :=
f~Y(D), le complexe induit par changement de base par ¥ — 9 noté
(6 = @;,/J/(TD/)Q ®f_1@;€/d(TD)@ f716 est @;E,(TD')Q—surcohérent
dans X’ (pour les opérateurs différentiels d’ordre fini, le changement de
base a été défini et étudié dans [6, 3.2] ; on en déduit la version D' de ma-
niére usuelle). De méme, on ajoutera « aprés tout changement de base »
pour d’autres notions, e.g. la surholonomie.
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- Enfin un (F-) @;E (D)g-module est @;(TD)Q—surcohérent dans X s’il l'est
en tant qu’objet de (F—)Db(@&(TD)@). Lorsque D est vide ou s’il n’y a
aucune ambiguité sur D, on dira plus simplement surcohérent dans X.

EXEMPLES 3.2.2. — 1. Les propriétés de cohérence et d’holonomie sont
stables par changement de base. Plus précisément, soit un morphisme
d’anneaux de valuation discréte complets d’inégales caractéristiques (0, p)
de corps résiduels parfaits de la forme le morphisme canonique 9 — ‘VI,
4 = Spf (V), ' := Spf(V'), soient f : X = X xy¢ — X le mor-
phisme canonique, D’ := f~}(D). Si § € Di’oh(@;(TD)Q), alors f*(&) €
D‘E”Oh(@Jr ,(TD")q). De plus, si & est un @;:(TD)Q—module holonome (voir
[16, 2.10] ou [7] pour une définition lorsque & est muni d’une structure
de Frobenius), alors f*(&) est un 9L, (1D’ )g-module holonome. En effet,
cela se déduit du fait que I’extension f~* @;(TD)@ — @;/(TD’)Q est plate
(en effet, avec [5], on se rameéne au cas des opérateurs différentiels d’ordre
fini, cas qui résulte alors du fait que ¥ — V' est plate).

2. Lorsque X est un ¥/-schéma formel propre et lisse, d’aprés [20, 2.3.17], les
notions de F- @;7Q—complexes surcohérents, de F- @;E,Q—complexes surho-
lonomes, de F-complexes dévissables en F'-isocristaux surcohérents sont
équivalentes. D’aprés le théoréme de la réduction semistable de Kedlaya
([28]), les F-isocristaux surconvergents sont « potentiellement unipotent
avec des résidues nilpotents », i.e. aprés une altération génériquement
étale ils deviennent unipotents avec des résidues nilpotents. Il découle du
théoréme [20, 2.3.13] (et en calquant la preuve de [20, 2.3.15]) que les
isocristaux potentiellement unipotents avec des résidues nilpotents sont
surholonomes. Comme le fait qu’un isocristal surconvergent soit poten-
tiellement unipotent avec des résidues nilpotents est stable par n’importe
quel changement de base, il en résulte que les F-isocristaux surcohérents
sont surholonomes et aprés tout changement de base. Par dévissage, il
en découle qu’'un F'- @;Q-complexe surholonome est un @;Q—complexe
surholonome et aprés tout changement de base.

LEMME 3.2.3. — 1. Soit (X;); un recouvrement ouwvert de X. Un complexe
6 € Db(@;re(TD)Q) est surcohérent dans X si et seulement si &|%X; est
surcohérent dans X; pour tout i.

2. Sideuz termes d’un triangle distingué de Db(@&(TD)@) sont surcohérents
dans X, alors le troisieme [’est.

3. Un compleze & € Db(@ge(TD)Q) est surcohérent dans X si et seulement
si pour tout entier j € 7 les modules H’ (&) sont surcohérents dans %.
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4. Pour tout sous-schéma fermé Z de X, pour tout compleze & €
Db(@&(TD)@) surcohérent dans X, le compleve (1Z)(&) est surcohé-
rent dans X.

Démonstration. — Les deux premiéres assertions sont triviales. La troisiéme
résulte du fait que le foncteur (TT) avec T un diviseur de X est exact sur la ca-
tégorie des @;(TD)Q—modules cohérents. Traitons & présent le quatriémement.
Lorsque Z est un diviseur, cela découle de la formule [10, 2.2.14] : pour tout
diviseur T de X, on a (TT) o (T2)(6) = (fZuUT)(&). On termine la véri-
fication par récurrence sur le nombre de générateurs de 1'idéal de Ox induit
par Z — X, en utilisant des triangles distingués de Mayer-Vietoris (voir [10,
2.2.16)). O

LEMME 3.2.4 (Berthelot-Kashiwara/surcohérence dans un 9/-schéma formel
lisse)

Soit u : Z — X une immersion fermée de V-schémas formels lisses telle
que D N Z soit un diviseur de Z. Les foncteurs u, est u' induisent des équi-
valences quasi-inverses entre la catégorie des @TZ(TD N Z)g-modules (resp. des
complezes de Db(@E(TDﬂZ)Q)) surcohérents dans Z et celle des @Tx(TD)@-mo-

dules (resp. des complezes de Db(@;(TD)@)) a support dans Z surcohérents
dans X.

Démonstration. — D’aprés la version cohérente du théoréme de Berthelot-
Kashiwara (voir [7, 5.3.3]), le lemme est déja connu en remplagant la notion
de surcohérence dans un 9/-schéma formel lisse par celle de cohérence (en effet,
le cas respectif découle du cas non respectif, car les foncteurs uy et u' sont
acycliques sur les catégories non respectives). Soient & un @TZ(TD N Z)g-mo-
dule surcohérent dans Z et T un diviseur de X. D’aprés la derniére asser-
tion de 3.2.3, (I'T N Z)(¥) est un @TZ(TD N Z)g-module cohérent. Il en ré-
sulte que uy (T N Z)(F)) est un @&(TD)Q—module cohérent. Or, par [10,
2.2.18.2], uy o (TN Z)(F) = (IT)ouy (F). On a ainsi vérifié que u (F) est
un @&(TD)@—module surcohérent dans X. De méme, en utilisant [10, 2.2.18.1]
et via la version cohérente du théoréme de Berthelot-Kashiwara, on vérifie que
si & est un @;(TD)Q—module a support dans Z surcohérent dans X, alors u'(&)
est un @TZ(TD N Z)g-module surcohérent dans Z. O

LEMME 3.2.5. — Soient & € Db(@;(TD)@) un complexe surcohérent dans X
etu : Z — X une immersion fermée de V-schémas formels lisses telle que DN
Z soit un diviseur de Z. Alors, u'(&) est un compleve de Db(@TZ(TD N Z)g)
surcohérent dans Z.
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Démonstration. — Par 3.2.3, via le triangle de localisation en Z de & (e.g.
voir [7, 5.3.6]), la @;(TD)@—surcohérence dans X de & et (TZ)(&) implique
celle de RLTZ(é). Comme ce dernier est & support dans Z, avec le théoréme
de Berthelot-Kashiwara de 3.2.4, on obtient alors que u!RETZ(é) est @TZ(TD n
Z)g-surcohérent dans Z. Comme d’aprés [10, 2.2.18.1], u' ORETZ((Z‘) - RETZ o
u'(8) = u'(8), on a terminé la démonstration. O

3.2.6. — Soit @ : Z — X une immersion fermée de 9/-schémas formels lisses.

Pour tout @;m)—module &™) pour tout ﬁgem)—module E(™)_on définit un com-

plexe & gauche de @(Zm)—module ou respectivement de ﬁ(zm)—module en posant
(3.2.6.1) La*(&M™) := @7,_,35 o i @ a~tgm),

3.2.6.2 La*(E™) := DM . &k ... E<m>
D( )

On définit de la méme facon le foncteur La* sur la catégorie des @;’Q—modules
(resp. des D;’@—modules) et le foncteur La} sur la catégorie des @%)—modules

(resp. des Dg?:)—modules).

3.2.7. — Soit a : Z — X une immersion fermée de V/-schémas formels affines
et lisses. Soit & un @Tx’@—module cohérent. Soit / (resp. J;) 'idéal de Ox (resp.
Ox,) induit par 'immersion fermée Z — X (resp. Z; — X;). Comme Oz, =

a™'0x,/a"1;, on vérifie alors 27" L, = a; P = a (DY 14 DG)).

=~ (m)
Comme 4 est @x-cohérent, J ®g, @x est un @xm -module a droite cohé-

rent. Comme 4 est Ox-plat, alors il en résulte que j@; et donc @35 /J@;m)

= (m)
sont des 9Dy -modules & droite cohérent. Via [5, 3.3.9], cela entraine que le
morphisme canonique

(3.2.7.1) 20" 1995 - lim im D" /9,07
est un isomorphisme. De plus, il découle de [5, 3.2.3] que le morphisme cano-
nique

(3.2.7.2) Db — lim Dy /1,0

est un isomorphisme. Comme le foncteur F(X, —) commute aux limites projec-
tives, les isomorphismes 3.2.7.1 et 3.2.7.2 entrainent

r(x, 2y 995"y = B IDY.
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=~ (m) . .. ..
Comme D, 5 = 121 @(ZML x,» comme a, commute aux limites projectives, on
i

m)

déduit de 3.2.7.1 I'isomorphisme a, @(Z@x — @;m)/J@;m), ie. @(Zu»x —
= (m) = (m) A(m ~  (m A(m
a 132" 19DL”). On en tire DYV, - DM /1DEM.
En passant au produit tensoriel par Q sur Z puis & la limite inductive
sur le niveau, on obtient alors : @TZ_,% = a_l(@;’(@/gf@;@) et DTZ_,3€ =
D; o/! D; o- Dot les isomorphismes :

(3.2.7.3) @ (E)lda] > La*(6) =5 o7 (Dh o/ I Dk €5y 6),
(3.2.7.4) La*(E) = D} ,/ID} 4 ®IJL3;,Q E,

ot d, est la dimension relative de a, le premier isomorphisme provenant de |7,
4.3.2.2], le second résultant du fait que le foncteur a~! préserve la platitude.

REMARQUES 3.2.8. — Avec les notations de 3.2.6, il découle du premier iso-
morphisme de 3.2.7.3 et de 3.2.5 que si & est un @;Q—module surcohérent
dans X alors La*(&) est surcohérent dans Z.

LEMME 3.2.9. — Soit a : Z — X une immersion fermée de V-schémas for-
mels affines et lisses dont l’idéal de Ox de définition est principal. Soit &
un @;’Q—module cohérent tel que ﬂoa!(é) soit un @TZ’@—module cohérent. On
dispose alors de l’isomorphisme canonique :

(3.2.9.1) a*(E) =5 T(Z,a*(8)).

Démonstration. — Soit ¢t un élément engendrant 'idéal de définition de a.
Via la résolution plate 0 — @g{,@ N @J&,Q — @;7Q/t@g€@ — 0, on dé-
duit de 3.2.7.3 les deux égalités a.a*(§) = 6/t& et a H a'(8) = ker(t : & —
&). De méme, par 3.2.7.4, on obtient a*(E) = E/tE. Comme #°a'(&) est
un @;,Q—module cohérent, il vérifie les théorémes de type A et B. Comme le
foncteur a, est exact et préserve les injectifs (car son adjoint 4 gauche a~!
est exact), il en résulte que, pour tout i > 1, Hi (X, a,%# a'(8)) = 0. Comme
& vérifie aussi le théoréme de type B, en appliquant le foncteur RI'(%, —)
a la suite exacte 0 — a,.# a'(§) — & — &/a.H’ad'(8) — 0, il en dérive
que, pour tout i > 1, HY(X, &/a.# a (&) = 0 et T'(X, &/a.H a'(8)) =
E/T(Z,9°a'(8)). On en déduit qu’en appliquant le foncteur I'(X, —) & la suite
exacte 0 — &/a, H a () - & — &/t& — 0, on obtient l'isomorphisme
I'(x,6/t6) — E/tE.

O
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PROPOSITION 3.2.10. — Soit a : Z — X une immersion fermée de V-schémas
formels affines et lisses. On suppose X muni de coordonnées locales ty,...,t,
telles que Z = V(t1,...,t.). Soient & un @Tx’@-module surcohérent dans X.
On bénéficie de l’isomorphisme canonique :

(3.2.10.1) a*(E) = T(Z,a*(8)).

Démonstration. — On procéde par récurrence sur r. Lorsque r = 1, cela dé-
coule du lemme 3.2.9. Notons X’ := V (¢1). D’aprés 3.2.8, en notant b : X' — X
I'immersion fermée canonique, & := b*(&) est un @;@—module surcohérent
dans X'. En notant ¢ : Z < X’ 'immersion fermée canonique, par hypo-
thése de récurrence, on obtient les isomorphismes b*(E) — T'(X’,b*(&)) = E'
et c*(E') = T(Z,c*(&)). Comme a*(E) — c* o b*(E) et a*(&) — c* o
b*(&), on en déduit le résultat. O

REMARQUES 3.2.11. — L’isomorphisme 3.2.10.1 est utilisé dans la démons-
tration du lemme 3.3.4 (voir I’étape I1.4)). J’ignore si cet isomorphisme reste
valable lorsque & est seulement un @;,Q—module cohérent.

3.3. Preuve du résultat principal. — Soient X un ¥-schéma formel lisse et D
un diviseur de sa fibre spéciale X.

LEMME 3.3.1. — Soit a : Z — X une immersion fermée de V/-schémas for-
mels affines et lisses. Soient &M un @;m)-module cohérent sans p-torsion
et B = r(x, é(m)). Notons 0657") = g(m) ®Hq‘/ V/mitty é(m) ®q
Y/t B = (E, &),

Si pour tout entier i le morphisme canonique La;“(éoi(m)) — a’{(&oi(m)) est
un isomorphisme, on dispose alors des isomorphismes canoniques :

(3.3.1.1) La*(6™) = a*(5™) < limaf(£:™),
(3.3.1.2) La*(B™) =5 o*(EM™) = 1£1a;(§i(M)),
(3.3.1.3) a*(E™) 5 1(Z, a*(é’g(zm))).
Démonstration. — D’aprés [7, 3.4.5], on dispose de I'isomorphisme

La* (&) = Rlim La?(£,(™).

i

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



466 D. CARO

On obtient ainsi les deux isomorphismes canoniques du milieu

(3.3.1.4) a*(é(m)) — La*(oé(m)) = RIimLaf(éi(m))
= Rlima? (&™) <= limal(&™).
Comme I[,a*((o‘;(m)) (resp. Rlima} (5i(m))) est un complexe & gauche (resp. a
droite), ces deux complexes sont donc isomorphes & un module. D’ou les deux
isomorphismes aux extrémités de 3.3.1.4.
Traitons & présent le second isomorphisme. Via le théoréme de type A
pour les @ggj)—modules quasi-cohérents, on obtient par associativité du produit

tensoriel I'isomorphisme canonique La*(éo-(m)) = @(m) ®D(m> Lat(E; (™).

Via le theoreme de type A _pour les modules @( ")_modules quasi-cohérents,
comme La} (6 (m)y =, ((Z’ (m)), il en résulte I’ 1somorph1sme La} (E (m)y =,
a; (E (m)) De plus, on dispose d’aprés 2.1.4.1 de I’isomorphisme canonique
Egm) = B0 @, 9/7+19/. On obtient alors de maniére analogue (on utilise
lappendice B de [8] au lieu de [7, 3.4.5]) les isomorphismes 3.3.1.4 avec des
lettres droites. En particulier, on a vérifié¢ 3.3.1.2. Comme le foncteur I'Z,-)
commute aux limites projectives, comme I'(Z, a}(&;(™)) = a} (L%Z-(m))7 on en
déduit Iisomorphisme 3.3.1.3 & partir de 3.3.1.1 et 3.3.1.2. O]

Je remercie le rapporteur pour les deux premiers lemmes ci-dessous (et leur
preuve) qui permettront de simplifier la preuve de 3.3.4 par rapport a une
ancienne version (consultable sur arxiv).

LEMME 3.3.2. — Soit (M(™),,en un systéme inductif d’espaces de Banach
tel que M := li_n)lmM(m) soit un K -espace vectoriel de dimension finie. Alors,
pour tout entier mg, il existe my > mqg tel que, pour tout m > mq, la fleche
canonique ITm(M (™) — M™)) — M soit injective.

Démonstration. — Soit mg € N. Traitons d’abord le cas ou M = 0. Soit K,,
le noyau de la fleche M(™0) — M) Comme M™) est séparé, alors K,
est fermé. Puisque M = 0, on a alors Up>m Km = M(mo) | Comme M (™0)
est un K-espace de Banach, il vérifie la propriété de Baire. On en déduit que
pour my assez grand K,,, = M(m0) ce qui nous permet de conclure. Consi-
dérons & présent le cas général. Quitte & augmenter mg, on peut supposer
que M(m0) — M soit surjective. Choisissons V(") un K-sous-espace vectoriel
de M (™) de dimension finie tel que V(™°) — M soit surjective. En notant V(")
I'image de V(™) dans M (") muni de la topologie induite par celle V(") il suffit
alors d’appliquer le premier cas au systéme inductif (M ™)/ V(m))mZmO- O
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LEMME 3.3.3. — Soitu: Z — X une immersion fermée de V-schémas formels
lisses avec Z de dimension nulle. Soit & un @;’Q—module cohérent a support
dans Z. Alors tout sous-quotient de & est @%Q-cohe’rent. De plus, pour tout
ouvert affine s de X, tout sous-quotient de I'(4, &) est T'(4, @J&,Q)-cohérent.

Démonstration. — Soit & un sous- @;Q—module de &. Pour la premiére asser-
tion, il suffit de prouver que & est @;’Q—cohérent. On peut supposer Z intégre
et X affine et muni de coordonnées locales ¢1,...,t.. Posons E := I'(X, &)
et D;,Q = I(%, @;’Q). Notons (E!);c; la famille des sous D;Q—modules
de type fini de E’ (avec I un ensemble filtrant). Comme E est D;Q—co—

hérent, les E! sont alors D;re g-¢ohérents. Pour tout D;fe g-module G posons
HOuN(G) = N'_, ker(G Loy G). Comme #°u!(E) est un K-espace vectoriel

s=1
de dimension finie, il en est de méme du sous K-espace vectoriel # u'(E").
Comme # u'(E’) est la réunion des #°u'(E}), il en résulte que pour iy assez
grand H 0u!(EZ’-O) = H#°u(E’). Avec la version arithmétique de Berthelot du
théoréme de Kashiwara, il en résulte que E; = E; pour i > io.
Concernant la seconde assertion, on peut supposer X affine. Soit E’ un
sous—D;Q—module de E. Posons & := @Tx’@ ®D;,@ E’'. Comme & est un

sous—@;’Q-module de &, d’apres la premieére partie du lemme, & est cohé-
rent. Comme FE’ est limite inductive de ses sous—D;,Q—modules cohérents,
d’aprés le théoréme de type A (voir [5, 3.6.5]) et comme les foncteurs
I'(X,—) et @;@@ DL, commutent aux limites inductives filtrantes, on obtient

E' =T(%,&). Ainsi, E' est DL, g-cohérent.
O

LEMME 3.3.4. — Soient & un @;Q-module surcohérent dans X et aprés tout

changement de base. Notons Z le support de 5/6}101. Par Pabsurde, on suppose
que Z est non-vide. Pour toute composante irréductible Z' de Z, il existe alors

un ouvert affine Y de X tel que

1. Pouvert Y N Z' soit lisse et dense dans Z' ;
2. le module (6/E™N|Y soit holonome.

Démonstration. — On remarquera que ’hypothése de finitude sur & n’est uti-
lisée qu’a l'étape I1.4).
Etape I ) : Préliminaires, réduction du probléme et notations.

FEtape 1). Le lemme est local en X. Quitte 4 remplacer X par un ouvert affine
YdeXtelqueYNZ' =Y NZ et tel que Y N Z’ soit un ouvert lisse et dense
dans Z’, on peut ainsi supposer X affine, Z = Z’ et Z lisse. D’aprés le théoréme
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[16, 3.7] et la proposition 3.2.5, il existe un ouvert dense de X sur lequel & de-
vient holonome. Il en résulte que la dimension du support de &y nol := &/ 6h°1
est strictement plus petite que celle de X. Notons r» > 1 la codimension de Z
dans X. D’apreés |22, Exp. I11], il existe alors une immersion fermée de ¥/-sché-
mas formels affines et lisses de la forme Z <— X qui reléve Z — X. Gréce au
théoréme de Kedlaya de [24], quitte a rétrécir X, il existe un morphisme fini et
étale de la forme h : X — &‘fy tel que h(Z) C A{™". Gréace au lemme 3.1.7, on

se raméne ainsi au cas o Z — X est 'immersion fermée Aif/_r — Aif/.

Etape 2). Comme &nnol est o support dans Z, d’aprés le théoréme de
Berthelot-Kashiwara, il existe un @E7Q-module cohérent I tel que En-nol —
u (). Il suffit de prouver qu’il existe un ouvert dense U de Z tel que F|B
soit un Oy g-module libre de type fini, ce qui sera établi a l’étape II).

En effet, cela entraine a fortiori que |0 est un @%Q—module holonome
(voir ’exemple [16, 2.11]). De plus, comme I’holonomie est préservée par I'image
directe d’une immersion fermée, comme &,poi — uy (), il en résulte I'ho-
lonomie de &y nholY pour tout ouvert % de X tel que ¥ N Z = L. Dou la
vérification de 1’étape 2).

FEtape 3). D’aprés [16, 3.6], quitte & faire un changement de base, grace a
Pétape 2), on se rameéne au cas ou k est algébriquement clos et non dénombrable.

P . . . = (mo)
Etape 4). 1l existe mg assez grand, il existe un @;g -module cohérent

7m0 tel que 'on dispose de l'isomorphisme @TZQ ®5mo) gmo) ~, g A
: (ne

present m désignera toujours un entier plus grand que mg. Notons & m =

)

@7 @® (mo) gm0 On dispose des morphismes canoniques D( -linéaires p,, :

Fm) F(m‘H) (on rappelle que les lettres droites de51gnent les sections glo-

bales du faisceau correspondant). Soit F(mo) un @Z )—module cohérent sans

(mo)

p—torsmn tel que 97 =, gmo) On construit par récurrence sur m > mgo+1

un @ - )—module coherent F(m) sans p-torsion tel que 5’ (m) =, g(m e tel
que ppm— 1(F (m=1)) ¢ F(m) (en effet, Vla des théorémes de type A, cela découle
de la noethérianité de D(Z )). Comme 97 (m) est sans p-torsion, on pose et on
obtient é(m) = ‘V/7r"+“l/®%/ gm) ~, V7Y @9 Gm),

On note ensuite én tol 1= u(m)(g}(m)) et 5(m) = 611 ho,@- Gréce & la pre-
miére étape (étape qui n’utilise pas ’hypotheése de finitude sur Jes fibres) du
théoréme [16, 3.4], il existe un ouvert dense Z(,,) de Z tel que gm ) Z (1) est
isomorphe au complété p-adique d’un @Z(m)-module libre. Il est donc de la

forme m)|z (m) o (@(Z?;”)))Aofl E,, est un ensemble a priori dénombrable.
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Désignons alors par t1, . . ., tq les coordonnées canoniques de X telles que Z =
V(t1,...,t-). On obtient des sous-9/-schémas formels fermés de X en posant
X' = V(trg1,...,tq) et Z' := V(t1,...,tq). On obtient alors le diagramme
canonique cartésien :

(3.3.4.1) 72 -=x
b a
7R

Comme k est algébriquement clos et non dénombrable (voir I’étape 3)),
quitte & faire un changement de coordonnées, on peut supposer que |Z'| €
Mmen Z(m)-

Etape 5). Comme |Z'| € Z ), via en outre 3.3.1.2, on obtient I'isomorphisme
be(Fm)y = ((I/(E"‘))A. Ainsi, b*(7(™) est sans p-torsion, séparé et complet
pour la topologie p-adique. D’aprés 3.3.1.2 et 3.3.1.3 on bénéficie de plus des
isomorphismes

b (F™) = p*(F™) =5 lim b;(FAm)).

~

Remarquons enfin que via 2.1.4.1, on bénéficie de I'isomorphisme b} (F (m)y =,
VY @y b (B0).

Etape II) : il existe un entier mo assez grand tel que FNZ (my) so0it
un @z(mz)ﬁ@—module libre de type fini.

E’tape 1). Acychczte D’ apres 1.3.5.1, on dispose des isomorphismes La; o
uz+(97 (m)) =5 wf, o Lb*(g (m)) (en effet, on remarque que les dimensions
relatlves de a et b sont identiques). Comme I m)|Z (m) €st plat, on obtient
Lb*(g (m)y b*(g (m)). Dot les isomorphismes

(334.2)  La oui (F:™) =5 af 0wy (F:M) 25wl o b (F™).

Etape 2). Le module a (é’n hol) est pseudo-quasi-cohérent (voir la défini-
tion 2.1.1). Plus précisément, on dispose des isomorphismes canoniques

(3.3.4.3) @E?Z) a0 (a* 0U+(§T(m))) — a} oui+(9°7i(m))
(3.3.4.4) a* o U+(g(m)) -, 1}2@;& o Ui+(g°i(m)).

Preuve : On bénéficie de I'isomorphisme canonique
(3:3.45) DY % m (La* ou+(§7<m>)) =, La} (@gg’? ®%g€m> u+(§7<m>)) .
xl
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Comme (™) est cohérent et sans p-torsion, il en est de méme de u (™).
D’apreés [7, 3.5.1], on dispose alors des isomorphismes canoniques

(334.6) DF &%) ur (T™) = D) @ ui (F) 5 wig (F30).
x x
Via le premier isomorphisme de 3.3.4.2, on en déduit les isomorphismes :

(3.3.4.7) DY ®L m) (La* ou +(§r(m>)>
i X!
-~ @g’z) ®527) (a* Ou+(g(m))) AdN a: 0ui+(9i(m)).

D’aprés [7, 3.4.5], comme u+(§'(m)) est cohérent, La* o u+(§'(m)) est quasi-
cohérent. Il en dérive

(3348)  La’ouy(9) = Rlim 05 0%, (La* o un(7™)).

k3

Il dérive alors de 3.3.4.7 et 3.3.4.8 les isomorphismes du haut du diagramme

ci-dessous :

(3.3.4.9)

La* o u+(§"(m)) —~= Rlim @g?f) B m) (a*o u+(§’(m))) —~ > Rlima; o ui+(9°’i(m))
& 1 xl —

i i

~
~ ~

a* ouy (T0M) lim @%) O (a 0 uy (F0M)) —— limaj o wie (F:0M).

i i

Comme la fleche horizontale du haut & droite est un isomorphisme entre un
complexe & gauche sur la gauche et un complexe a droite sur la droite, il en
résulte que les morphismes verticaux (et donc ceux du bas) sont bien des iso-
morphismes. D’ou le résultat.

. . . .y
Remarquons au passage que le fait que le morphisme canonique lgl u;, o

i

b;?‘(goi(m)) — Rlimuj, o bf(goi(m)) soit un isomorphisme se voit directement.

En effet, d’aprés [7, 2.2.3.2 et 2.4.2], la formation de uj, o bf(?}i(m)o) commute
aux changements de base. Il en résulte que le systéme (u}, o b} (F;(™)); est
quasi-cohérent au sens de Berthelot. Par [8, 7.20], on dispose alors d’une ver-
sion faisceautique quasi-cohérente de Mittag-Leffler qui s’applique ici. D’ou le
résultat.
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Etape 3) On dispose des isomorphismes canoniques :

(3.3.4.10) a* (BT 5 a* ouyp (FO™) 5 lima} o ugy (5,)
< limgy o b7 (F) 5 (™ o b7 (F0).

i

Preuve : Par 2.1.7.2, il vient F(X,qu(ér(m))) - u+(lo7’(m)). Comme
61(:_1)01 = uy (™), on a donc vérifié le premier isomorphisme de 3.3.4.10.
Vérifions & présent le second. Grace au premier isomorphisme de 3.3.4.2

et & 3.3.4.6, on remarque que l'on peut utiliser 3.3.1.3 pour u+(§7(m)).
On obtient donc le premier isomorphisme : DX, a*(up (™)) =
(DX, up (™)) =5 a* o uy(F™). Or, en utilisant les théorémes
de type A pour les modules quasi-cohérents sur les schémas, on vérifie
I'isomorphisme canonique : T'(X!,a} o u;y (7;(™)) = af o ui+(ﬁ’i(m)).
Comme le foncteur I'(X',—) commute aux limites projectives, il en résulte

(X lima} o u; (™)) = lima} o ui+(}?‘i(m)). On a ainsi vérifié qu’en

appliquant le foncteur I'(X’, —) a l'isomorphisme 3.3.4.4 on obtient (& isomor-
phisme canonique prés) le deuxiéme isomorphisme de 3.3.4.10. De méme, le
troisiéme isomorphisme 3.3.4.10 résulte du deuxiéme isomorphisme de 3.3.4.2.
Enfin, le dernier isomorphisme de 3.3.4.10 résulte de 1’étape 1.5). D’ou le
résultat.

Etape 4) : Conclusion. a) En appliquant FOu" au composé de 3.3.4.10,
d’aprés le lemme 2.3.1, on obtient I’isomorphisme ﬂou’la*(égﬁll) =
b*(i?(m)). En tensorisant par Q puis en passant & la limite sur le niveau, on
obtient # u"a* (En-hot) — lim p,b*(F(™).

b) Via les théorémes de type A et B pour les @;Q—modules cohérents, on
dispose de la surjection E — Ej 1. En lui appliquant le foncteur a* exact a
droite, on obtient la surjection a*(F) — a*(Eppo1). Comme par hypothése &
est surcohérent dans X, grace a 3.2.10.1, on bénéficie alors de 1’isomorphisme
I'(¥,a*(8)) — a*(F). Comme a*(&) est un @;,’Q—module cohérent a sup-
port dans Z’, d’aprés 3.3.3 on en déduit que a* (Enhol) est un D;,@—module

cohérent. Via le théoréme de Kashiwara, on en déduit que O !a*(En_hol) est
un K-espace vectoriel de dimension finie.

c¢) On déduit de a) et b) que lim,,b* (F(™) est un K-espace vectoriel de
dimension finie. Avec [12, 2.2.6], on vérifie que (b*(F(™),, est un systéme
inductif de K-espaces de Banach. On peut ainsi utiliser le lemme 3.3.2 pour
ce systéme inductif. Via [12, 2.2.8], on en déduit qu’il existe un entier m;
assez grand tel que pour tout m > my b*(F(m)) soit un K-espace vectoriel de
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dimension finie. En reprenant les étapes 1.5) et 1.6) de la preuve de [16, 3.4] qui
restent valables (I’hypothése de finitude sur les fibres n’est utilisée qu’en amont
de la preuve), on établit qu’il existe un entier my assez grand tel que | Z )
soit un @Z(mz)@—module libre de type fini. O

THEOREME 3.3.5. — Soit & un @; (tD)g-module surcohérent dans X et aprés
tout changement de base. Alors & est @;(TD)Q—holonome.

Démonstration. — Grace & [5, 4.3.12], on se rameéne au cas ol le diviseur D
est vide. Posons &y.ho1 := &/ &Pl Notons Z le support de &,1o1. Par absurde,
supposons Z non-vide et soit Z’ une composante irréductible. D’aprés 3.3.4, il
existe alors un ouvert % de X tel que 'ouvert Y'NZ’ soit lisse et dense dans Z’ et
tel que le module &, no1| ¥ soit holonome. Or, (En-not] %) = (Encnol) ™ Y = 0,
la derniére égalité provenant de 3.1.9. De plus, comme le module &y pho1l ¥ est
holonome, on obtient I'égalité (&n-not| %) = (&n-nol| %) (voir 3.1.6). On a ainsi
aboutit & une contradiction. O

3.4. Application : autour de la surholonomie. — On désignera par X un
%/-schéma, formel lisse. Le foncteur I indique le foncteur dual @;Q—linéaire
comme défini par Virrion (voir [32]).

DEFINITION 3.4.1. — Soit & un objet de (F-)D(@;Q). On définit par ré-
currence sur l'entier 7 > 0, la notion de r-surholonomie dans X, de la fagon
suivante :

1. Le complexe & est « 0-surholonome dans X » si & est surcohérent dans X ;

2. Pour tout entier r > 1, & est « r-surholonome dans X » si & est (r — 1)-sur-
holonome dans X et pour tout diviseur 7' de X, le complexe D o (TT)(&)
est r — 1-surholonome dans X.

On dit que & est « surholonome dans X » si & est r-surholonome dans X pour
tout entier r. Enfin un (F —)@;Q—module est r-surholonome (resp. surholo-

nome) dans X s’il Pest en tant qu’objet de (F—)Db(@;@).

COROLLAIRE 3.4.2. — Soient & € Db(@;@) et v € N. Alors, le compleze &
est r-surholonome dans X (resp. surholonome dans X) apres tout changement
de base (voir 3.2.1 pour la signification de « aprés tout changement de base »)
si et seulement si pour tout entier j € 7Z les modules 5‘{](6) sont r-surholonome
dans X (resp. surholonome dans X) aprés tout changement de base.
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Démonstration. — Il découle de 3.3.5 que les complexes r-surholonomes dans X
sont holonomes. On vérifie alors le corollaire par récurrence sur r en utilisant
le fait que le foncteur dual I (resp. le foncteur extension (TT) avec T un divi-
seur de X) est acyclique sur la catégorie des @;’ g-modules holonomes (resp.
cohérents et donc holonomes). O

3.4.3. — D’apreés [1, 3.8], pour tout morphisme lisse f : X — % de ¥-schémas
formels lisses de dimension relative dy, on dispose d’aprés Abe de I'isomor-
phisme canonique

(3.4.3.1) floD =5 Do f(dy)[2dy].

PROPOSITION 3.4.4. — Soient & € Db(@ge,(@) et r € N. Alors & est surco-
hérent (resp. r-surholonome, resp. surholonome) si et seulement si, pour tout
morphisme lisse f : X' — X de V-schémas formels, f'(&) est surcohérent (resp.
r-surholonome, resp. surholonome) dans X'.

Démonstration. — Le cas concernant la surcohérence résulte de la commutation
de I'image inverse extraordinaire au foncteur de localisation (voir [10, 2.2.18.1]).
Le cas de la r-surholonome se traite par récurrence sur r. On procéde de maniére
analogue en utilisant en plus I'isomorphisme 3.4.3.1 vérifié par Abe. O

COROLLAIRE 3.4.5. — Soient & € Db(@;@) et r € N. Alors, le compleze
& est r-surholonome (resp. surholonome) apres tout changement de base si et
seulement si pour tout entier j € Z les modules 5‘{](6) sont r-surholonomes
(resp. surholonomes) aprés tout changement de base.

Démonstration. — Cela découle de 3.4.2, de la caractérisation de 3.4.4 et du
fait que le foncteur f* avec f : X’ — X un morphisme lisse est acyclique sur
la catégorie des @;yQ-modules cohérents.

O

REMARQUES 3.4.6. — L’isomorphisme 3.4.3.1 d’Abe est nécessaire afin de vé-
rifier la caractérisation 3.4.4 de la surholonomie. Cependant, on aurait pu véri-
fier directement le corollaire 3.4.5 & partir de 3.3.5 sans utiliser cet isomorphisme
en reprenant les arguments d’acyclicité du foncteur dual, localisation et image
inverse extraordinaire par un morphisme lisse.
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