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Résumé. — Nous démontrons un théoréme de relévement modulaire pour les
représentations galoisiennes de dimension deux, totalement impaires, de poids de
Hodge-Tate nuls du groupe de Galois absolu des corps totalement réels. Ce théoréme
généralise un résultat bien connu de Buzzard et Taylor. Il permet de terminer
la démonstration de la conjecture d’Artin pour les représentations impaires de
dimension deux des groupes de Galois des corps totalement réels et de démontrer de
nouveaux cas de la conjecture de Fontaine-Mazur.

Abstract (Overconvergence, ramification and modularity). — We prove a modular lifting
theorem for Galois representations of dimension two over totally real fields which are
totally odd with zero Hodge-Tate weights. This theorem generalizes a well-known
result due to Buzzard and Taylor. It allows us to finish the demonstration of the
Artin conjecture for the odd two dimensional Galois representations over totally real
fields and to prove new cases of the Fontaine-Mazur conjecture.

Soit p un nombre premier et F' un corps totalement réel de groupe de Galois
absolu Gr. Rappelons le cas particulier suivant d’une célébre conjecture de Fontaine
et Mazur.

Conjecture 0.1. — Soit p : G — GL2(Q,) une représentation galoisienne géométri-
que totalement impaire, irréductible et de poids de Hodge-Tate nuls. Elle provient
d’une forme modulaire de Hilbert de poids un propre et cuspidale pour le groupe GLg
sur F.

Dans cet énoncé et plus généralement dans tout l’article, « géométrique » signifie
continu, non ramifié en dehors d’'un nombre fini de places et potentiellement semi-
stable en les places de F' divisant p. Pour toute place v de F' divisant p, soit G, C G
un groupe de décomposition en v et I, son sous-groupe d’inertie. D’aprés [41], la
représentation Pl, est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate nuls si et
seulement si p(I,) est un groupe fini. Totalement impair signifie que det p(c,;) = —1
pour toute conjugaison complexe ¢, € Gy associée a tout plongement 7 : F — R.

Les représentations attachées aux formes propres de poids un ont été construites
par Deligne et Serre dans [14] pour F' = Q et par Rogawski-Tunnell [39], complété
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196 VINCENT PILLONI & BENOIT STROH

par Wiles [48], pour tout F. Elles sont d’image finie. En particulier, la conjecture 0.1
prédit qu’un tel p a également une image finie. La conjecture 0.1 est donc une forme
renforcée de la conjecture d’Artin dans ce contexte, qui prédit que toute représentation
p: Grp — GLy(C) totalement impaire, irréductible est modulaire.

Les résultats principaux de cet article sont les suivants :

Théoréeme 0.2. — Soit p : Gp — GLa(Z,) une représentation galoisienne géométrique
totalement impaire, irréductible et de poids de Hodge-Tate nuls. Supposons que :
1. p est impair.

2. Pl est irréductible, o p désigne la représentation résiduelle associée a p
F(¢p)

et (p est une racine primitive p-iéme de l'unité.
3. Sip=75 et Proj(p(Gr)) ~ PGL2(F5), alors [F((5) : F] =4.

Alors p provient d’une forme modulaire de Hilbert de poids un propre et cuspidale
pour le groupe GLo sur F'.

Théoréeme 0.3. — Soit F un corps totalement réel et p : Gp — GL2(C) une
représentation totalement impaire irréductible d’image finie. La représentation p est
modulaire attachée & une forme propre et cuspidale de poids un. En particulier, la
fonction L(p, s) admet un prolongement holomorphe & tout le plan compleze.

Le théoréme 0.2 était connu lorsque F' = QQ en combinant les travaux de Buzzard-
Taylor ([11], [9, 45]) et Khare-Wintenberger et Kisin ([26], [27]) sous 'hypothése que
la restriction de p & G, est la somme de deux caractéres résiduellement distincts, ou
est non ramifiée.

Le théoréme 0.3 a été prouvé par Hecke, Langlands et Tunnell dans le cas d’image
résoluble. Nous traitons ici le cas icosahédral, complétant ainsi des résulats antérieurs
de Buzzard, Dickinson, Shepherd-Barron, Taylor et d’autres ([10], [44], [40], [34], [23]
et [24]). Rappelons également que lorsque F = Q, Khare [25] a prouvé que le
théoréme 0.3 était une conséquence de la conjecture de modularité de Serre établie
dans [26].

L’ingrédient nouveau essentiel pour établir les théorémes 0.2 et 0.3 est le théoréme
de relévement modulaire suivant.

Théoreme 0.4. — Soit F un corps totalement réel et p : Gp — GLQ(ZP) une
représentation galoisienne géométrique de poids de Hodge-Tate nuls. Supposons que

—

. p est impair,
. p est totalement impaire,
est irréductible,

w N

P,

€p)
sip=75 et Proj(p(Gr)) ~ PGLa(F5), alors [F((5) : F] =4,
5. p est ordinairement modulaire.

e~

Alors p est modulaire, associée a une forme propre et cuspidale de poids un pour GLg
sur F.
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SURCONVERGENCE, RAMIFICATION ET MODULARITE 197

Dans ce théoréme et dans tout l’article, une représentation résiduelle p est
ordinairement modulaire si elle admet un relévement modulaire qui est ordinaire.

Remarque 0.5. — Les complications pour le nombre premier 5 visibles dans
I’hypothése 4 apparaissent naturellement lors de la construction des systémes
de Taylor-Wiles (voir [28], 3.2.3). Remarquons aussi que si la conjecture 0.1 est
vraie, 'image projective résiduelle PGLy(F5) n’est pas possible, car ce groupe ne se
reléve pas en un sous-groupe fini de PGLy(Zs). Il est peut-étre possible de s’affranchir
de 'hypothése 3 en généralisant les travaux de Skinner et Wiles.

Plusieurs cas particuliers importants de ce théoréme ont déja été prouvés. Lorsque
F=Qet
~ S¥
P Ga X1 D X2

“p

ol 1 et x2 sont deux caractéres distincts modulo I'idéal maximal de Zp, le théoréme
est dt & Buzzard et Taylor ([11], [9]). Lorsque F' = Q et p est non ramifiée en p,
il est di a Taylor ([45]). La stratégie de tous ces articles consiste & prouver d’abord
que p est associée & deux formes modulaires p-adiques grace & la méthode de Taylor-
Wiles, puis & prouver que ces formes p-adiques sont classiques en étudiant la courbe
modulaire rigide analytique et son action de 'opérateur U,. Notons que la méthode de
Taylor-Wiles ne peut pas étre appliquée naivement aux formes modulaires classiques
de poids un, ces derniéres se comportant mal vis-a-vis des congruences, mais peut étre
appliquée aux formes modulaires p-adiques de poids un. C’est la raison de la stratégie
en deux étapes esquissée précédemment.

Remarquons que dans le travail récent [12], Calegari et Geraghty ont réussi a
prouver le théoréme lorsque F' = Q et p est globalement minimalement ramifiée et
non ramifiée en p en modifiant la stratégie de Taylor et Wiles pour qu’elle puisse
s’appliquer aux formes classiques de poids un.

Dans cet article, nous suivons la stratégie originelle de Buzzard et Taylor. En
général, les complications de cette stratégie augmentent avec le comportement de p
dans F ou la ramification de p en les places divisant p.

L’article [40] traite le cas ol p est totalement décomposé dans F' et ou Plg, est

somme de deux caractéres distincts modulo 1’idéal maximal de Zp pour tout v | p. Le
cas ou p est non ou modérément ramifié dans F' et p non ramifiée en p et p-distinguée
a été établi dans [23] et [34]. Finalement, le cas ou p est non ramifié dans F' et Pl

est somme de deux caractéres modérés distincts modulo I’idéal maximal de Zp pour
tout v | p a été résolu dans [24].

D’aprés la théorie de Langlands et Tunnell (voir le lemme 1.1), il suffit de prouver
le théoréme aprés n’importe quel changement de base totalement réel F’/F préservant
lirréductibilité de p. On peut évidemment trouver un tel F'/F tel que Pl devienne

F/

non ramifiée en toutes les places divisant p mais bien str, p sera en général trés
ramifié dans F”’. Notre tache ainsi est réduite au cas ou p est non ramifiée en p mais F’
arbitrairement ramifié en p.
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198 VINCENT PILLONI & BENOIT STROH

La premiére étape vers la modularité, qui consiste a prouver la modularité p-adique
de p (de 2" maniéres ou r est le nombre de places au-dessus de p dans F') se généralise
facilement aux corps totalement réels arbitraires. Grace & l'argument non publié
de Taylor [45], il est méme possible d’éliminer I’hypothése de distinguabilité de p
en p. D’un autre coté, la classicité des formes p-adiques attachées & p est plus
difficile & établir, et ceci spécialement lorsque p est trés ramifié dans F'. Nous avons
heureusement réussi & n’imposer aucune hypothése sur la ramification de p dans F

dans cet article.

Expliquons maintenant comment nous déduisons les théorémes 0.2 et 0.3. Nous
utilisons dans un premier temps les travaux de Shepherd-Barron et Taylor ([42]) qui
nous permettent de démontrer la modularité de p dans les cas d’image projective
icosahédrale. En appliquant le théoréme 0.4, nous démontrons la conjecture d’Artin
dans le cas icosahédral et obtenons donc le théoréme 0.3. Il nous reste ensuite &
vérifier que toute représentation p comme dans le théoréme 0.2 est d’image finie,
donc justiciable du théoréme 0.3. Le théoréme de modularité potentielle 3.1.2 de [5]
appliqué & p, combiné au théoréme 0.4, nous permet de démontrer la modularité
potentielle de p. La finitude de p en découle.

Cet article est divisé en trois parties. La premiére contient diverses réductions
ainsi que les démonstrations des théorémes 0.2 et 0.3 & partir du théoréme 0.4. La
seconde aborde la méthode de Taylor-Wiles; on y prouve le théoréme de relévement
modulaire p-adique. Dans la troisiéme partie, on démontre le théoréme de classicité.
Voila a présent le contenu plus détaillé de chacune de ces parties section par section.

Dans la premiére section, nous vérifions qu’il suffit de montrer le théoréme 0.4
dans le cas ot p est non ramifiée en p et résiduellement modulaire associée a une
forme ordinaire de niveau et caractére central bien ajusté vis-a-vis de p. Nous
utilisons les techniques de changement de base résoluble, d’augmentation ou de
diminution du niveau. Dans la seconde section, nous expliquons comment déduire
les théorémes 0.2 et 0.3 & partir du théoréme 0.4. Pour cela, nous démontrons que
les représentations galoisiennes impaires d’image résiduelle projective icosahédrale
deviennent résiduellement modulaires aprés un changement de base résoluble. Nous
reproduisons essentiellement ’argument de [44], article lui-méme basé sur [42].

Les sections 3, 4 et 5 traitent de déformation des représentations galoisiennes. Les
résultats principaux sont obtenus dans le paragraphe 4.1 ou l'on étudie les anneaux
de relévements triangulaires supérieurs. Dans ce paragraphe, nous donnons une
interprétation galoisienne en les places divisant p & Dexistence de diverses formes
modulaires p-adiques attachées & p, ceci en suivant [45].

Dans la section 6, on introduit les variétés et les formes modulaires de Hilbert
utilisées dans cet article. Nous prouvons un théoréme de contrdle horizontal
(relativement au niveau) utile pour construire plus tard les systémes de Taylor-
Wiles. Ce théoréme de controle est une conséquence de l’annulation des images
directes supérieures du faisceau structural cuspidal entre compactifications toroidales
et minimales des variétés de Hilbert.
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SURCONVERGENCE, RAMIFICATION ET MODULARITE 199

Dans la section 7, nous prouvons finalement le théoréme de relévement modulaire
p-adique, qui prend la forme suivante. Soit V ’espace des formes modulaires p-adiques,
qui sont des fonctions sur la tour d’Igusa du lieu ordinaire de la variété de Hilbert
attachée a F', de niveau IV premier a p et déterminé par p. Rappelons que cet espace
contient toutes les formes classiques de poids variable mais de niveau modéré N fixé
et que ces formes y sont denses. Il est muni d’une action de ’algébre de Hecke TNP
de niveau premier & Np et des opérateurs U, pour tout v | p. Soit V[p] le sous-espace
p-isotypique pour 'action de TVP. Nous démontrons que V'[p] posséde des vecteurs
propres simultanés pour les opérateurs {U, },|, associés & toutes les valeurs propres
de { p(Frobv)}U|p. Ces espaces propres devraient correspondre & ’espace engendré par
toutes les p-stabilisations possibles de la forme classique que ’on souhaite attacher a p.
C’est ce que nous allons prouver dans la troisiéme partie de cet article, qui commence
par la section 8.

Dans cette section 8, nous axiomatisons les données fournies par le théoréme de
relévement modulaire. Nous prouvons un théoréme général de classicité, caractérisant,
pour tout k € Z, ’espace M}, des formes classiques de poids k, niveau premier a p,
dans ’espace Vj des formes modulaires p-adiques de poids k. Rappelons qu’on dispose
d’un opérateur de Frobenius ¢ agissant sur le module V.

Théoréme 0.6. — Une forme modulaire p-adique f € Vi provient d’une forme
classique dans My, si et seulement si ¢- f est une forme surconvergente de pente finie.

Dans la section 9, nous rassemblons les prérequis nécessaires & la démonstration
du théoréme 0.6, portant sur les groupes p-divisibles de type Hilbert-Blumenthal. La
plupart des résultats obtenus sont des prolongements faciles d’énoncés figurant déja
dans la littérature : théorie des déformations, modéle local, théorie de Dieudonné-
Manin... Nous ne cherchons pas & y établir les résultats les plus généraux ou élégants
possibles. Le paragraphe 9.5 contient les idées clés nouvelles de la preuve du théoréme
de classicité dans le cas trés ramifié. Le résultat est grosso modo le suivant : soit & un
groupe de Barsotti-Tate sur un anneau de valuation g complet de caractéristique
mixte équipé d’une action de anneau d’entiers ), d’une extension finie de Q, de
degré g. On suppose que ¥ a dimension g, hauteur 2g et est @ -polarisé. Ainsi g est
par définition un Barsotti-Tate de Hilbert-Blumenthal (BTHB). Nous prouvons que
si G est connexe et devient non simple comme @1-module sur O¢, ou C désigne la
complétion d’une cloture algébrique de K = @k[1/p]), il est déja non simple sur .
De plus, tous les facteurs de Jordan-Holder de & sont caractérisés par I'action de @),
sur leur algébre de Lie. Cette rigidité des BTHB non simples méne & la définition
des sous-groupes spéciaux de ¢, qui généralisent les sous-groupes canoniques (voir
aussi [36] dans lequel des sous-groupes spéciaux sont définis lorsque L est non ramifiée
sur Qp). Ces sous-groupes spéciaux jouent un rdle clé dans P’article.

Dans la section 10, nous démontrons le théoréme 0.6. Soit f et ¢ - f comme dans
I’énoncé du théoréme. La forme ¢ - f est surconvergent de pente finie sur la variété de
Hilbert Xo(p) de niveau iwahorique en p. Le fait que ¢- f soit le frobenius de f implique
que ¢ - f vérifie une donnée de descente vers la variété X de niveau premier & p, sur le
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200 VINCENT PILLONI & BENOIT STROH

lieu ordinaire. Grace aux opérateurs U, on peut étendre ¢ - f sur une région de Xo(p)
qui n’est jamais toute la variété, méme lorsque F' = Q, de part la présence de variétés
abéliennes de groupe de Barsotti-Tate non simple. Quand l’indice de ramification
de p dans F est inférieur a p — 1, cette région recouvre essentiellement la variété X
de niveau premier & p, et I’on peut réaliser la descente étale de ¢ - f pour obtenir une
forme classique de niveau premier & p (en fait f), comme dans [9] pour FF = Q ou
dans [34]. Quand l'indice de ramification dépasse p, la région de prolongement n’est
plus assez grande. L’astuce est alors de descendre ¢ - f sur un ouvert de X puis de
la remonter sur Xo(p). De cette maniére, on a défini ¢ - f sur une région plus grande
de Xo(p) qui contient beaucoup de points avec un groupe de Barsotti-Tate associé
non simple. On peut alors étendre encore plus ¢ - f grace aux opérateurs U, et 'on
obtient enfin un domaine de prolongement qui couvre essentiellement X. On réalise
alors une descente étale supplémentaire pour prouver la classicité de ¢ - f en niveau
premier & p. Toutes ces opérations de prolongement et de descente étale sont délicates
et reposent sur la compréhension des variétés de Hilbert rigides analytiques et de leurs
familles universelles de groupes de Barsotti-Tate.

Nous remercions David Geraghty, Payman Kassaei, Amaury Thuillier, Yichao Tian
et Shu Sasaki pour d’utiles discussions, ainsi que Fred Diamond et Pierre Colmez pour
avoir trouvé des erreurs dans une version préliminaire de ce texte. Cet article n’aurait
jamais vu le jour sans les travaux profonds de Richard Taylor sur le sujet, travaux
qui ont eu une grande influence sur les auteurs. Nous remercions le rapporteur pour
une relecture trés attentive. Nous remercions enfin les programmes ANR-BLAN-0114
et ANR-14-CE25-0002 pour leur support.

PARTIE I
REDUCTIONS ET PREUVE DES COROLLAIRES

1. Une forme faible du théoreme

Commengons par rappeler les célébres résultats de Langlands et Tunnell sur le
changement de base résoluble en dimension deux.

Lemme 1.1. — Soit L/F une extension résoluble de corps de nombres et p : Gp —

GL3(Zp) une représentation galoisienne irréductible. Si p est modulaire, il en est de

méme de sa restriction & Gp. Inversement, si Pla est irréductible et modulaire, p est
L

également modulaire.

Démonstration. — La premiére assertion résulte directement de la théorie de
Langlands et Tunnell. Pour prouver la seconde, on se réduit au cas ou L/F est
abélienne. Soit II la représentation automorphe cuspidale de GLy sur L associée
a Plg,: On a Il ~ IToo pour tout o € Gal(L/F). Par Langlands-Tunnell, il existe une
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SURCONVERGENCE, RAMIFICATION ET MODULARITE 201

représentation automorphe cuspidale 7 de GLy sur F telle que II soit le changement
de base de 7. La représentation galoisienne p, associée a 7 vérifie Pl =P, - Par
L L

le lemme de Schur, il existe un caractére x de Gal(L/F) tel que pr ® x ~ p. Ainsi p
est modulaire associée a 7 - x o det. U

Notre but est maintenant de montrer que le théoréme 0.4 résulte de 1’énoncé
suivant.

Théoreme 1.2. — Soit F' un corps de nombres totalement réel. Soit p : G — GLg (Zp)
une représentation galoisienne continue non ramifiée hors d’un nombre fini de
places X. Notons X, = X U {v,v | p} et supposons que
1. p est impair,
2. X ne contient pas de place divisant p et pour tout v € X, la représentation p(I,)
est unipotente non triviale,

sip=2>5 et Proj(p)(Gr) ~ PGLy(Fs), alors [F((5) : F] =4,
p a un relevement modulaire py associé a une forme cuspidale propre ordinaire f
de poids paralléle,

8. la forme modulaire f est non ramifiée en tout v ¢ L,

9. la représentation automorphe associée a f est spéciale en tout v € X3,
10. la représentation automorphe associée a f a un caractére central correspondant
a det p via la théorie du corps de classe global.

3. p est totalement impaire,
4. p| est irréductible,
Gr(cp)
5. /3|G =1 pour tout v € Xy,
Fy
6.
7.

La représentation p est modulaire associée & une forme de Hilbert de poids un.

Remarque 1.3. — Ce théoréme implique en particulier que ¥ = &, ce qui n’était pas
Supposé a priori.

Proposition 1.4. — Le théoréme 1.2 implique le théoréme 0.4.

Démonstration. — Soit p comme dans I’énoncé du théoréme 0.4. D’aprés le
lemme 1.1, il suffit de prouver la modularité de p aprés un changement de base
résoluble totalement réel F’'/F tel que P, reste irréductible. On réalise un
F/
changement de base résoluble totalement réel F’/F tel que
L est non ramifiée aux places divisant p et I'inertie agit de maniére purement

F/
unipotente aux places ne divisant pas p,

e p(Gr) = p(GF),
) ﬁ|G est trivial pour tout v | p et toutes les places de ramification v de p.
F/

e sip =5 et Proj(5)(Gr) ~ PGLy(Fs), alors [F'((s) : F'] = 4,

Comme p est modulaire, Pl reste modulaire par changement de base résoluble.
FI
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On ajuste a présent le niveau d’une forme ordinaire cuspidale propre g pour GL2
sur F’ telle que p, = ﬁ|G . Par la théorie de Hida, on peut supposer que g

FI

a un poids paralléle. Aprés un changement de base résoluble totalement réel
supplémentaire F”/F’ préservant lirréductibilité de Pl ) et ’hypothése 6, on
F\Sp
peut supposer que g est non ramifiée ou spéciale aux places ne divisant pas p. On
applique les lemmes 3.1.4, 3.5.2 et 3.5.3 (lastuce de Skinner-Wiles) de [28] et I'on
déduit qu’il existe une extension totalement réelle résoluble F'”//F et une forme
propre f de poids paralléle pour GLy sur F”’ qui est ordinaire, vérifie py = Pl >

F/I/
a son caractére central donné par la restriction de det(p) et qui est non ramifiée en
toute place hors de ¥, et spéciale en toute place de ¥. On peut supposer que la

représentation

p
|GF//I(§p)
reste irréductible et que I’hypothése 6 est vérifiée si nécessaire. On peut donc appliquer

le théoréme 1.2 et en déduire la modularité de Pl donc de p. O
FII/

2. Modularité résiduelle

Nous prouvons & présent quelques cas de modularité résiduelle et expliquons la
démonstration des théorémes 0.2 et 0.3 énoncés dans I’introduction.

2.1. Modularité potentielle des représentations icosahédrales. — Soit p : Gp —
GL2(F5) une représentation galoisienne totalement impaire ou F' est totalement réel.
On suppose que Proj(p)(GF) est isomorphe & PSLy(F5) ~ As.

Lemme 2.1.1. — II existe une extension résoluble totalement réelle F'/F et une
représentation p : Gpr — GLy(F5) équivalente a Ply s qui a pour déterminant le
F/

caractére cyclotomique modulo 5.

Démonstration. — Notons € le caractére cyclotomique modulo 5 et ¢ = det(p).
Soit F;/F Dextension résoluble totalement réelle donnée par le noyau du caractére
e, Posons F’ = F,(\/5). C’est bien une extension totalement réelle, résoluble de F.
Par ailleurs ¢(Gp/) = {1,—1} C F{'. Il résulte alors de la classification de Dickson des
sous-groupes finis de PGLy(F5) que Proj(p)(Gr) est conjugué a PSLy(F5). Soit 5 :
Gp — GLy(F5) une représentation conjuguée a ﬁGF/, telle que Proj(p(Grr)) =
PSLs(F5). Donc pour tout o € Gpr, p(0) = M.Z ou M € SLy(F5) et Z = z.1d est
une matrice diagonale. Comme 2% = g(0) € {1,—1} C F, on en déduit que z € Fy
et que p prend ses valeurs dans GLo(F5). O

Lemme 2.1.2. — 1l existe une extension totalement réelle résoluble F"/F’ et une

courbe elliptique E — Spec(F") telle que
o E[5] ~ Pl

P

o ’image de Gp» dans Aut(E[3]) est GLy(F3),
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e la courbe E est ordinaire en toutes les places divisant 15.

Démonstration. — Soit X; — Spec F’ la forme tordue de X5 introduite page 3
de [42]. Il y est prouvé que X; ~ IP’};,. Pour toute place v | 15, choisissons une courbe
elliptique ordinaire E, — Spec F). Il existe une extension totalement réelle, résoluble
F"/F' telle que pour tout v | 15 et toute place v’ de F" divisant v

PEU[5]|GF”/ =~ P|GF”/ .

On obtient ainsi des points z,, dans X;(F))) pour tout v’ | 15. Soit U, un
voisinage v-adique de x,/ consistant en des points ayant bonne réduction ordinaire.
Soit Y — X le revétement de degré 24 introduit dans la preuve du théoréme 1.2
de [42]. Par approximation faible et le théoréme d’irréductibilité d’Ekhedal, on peut
trouver un point
z € X;(F")N () Uy
v’|15

tel que la fibre de x en Y} soit le spectre d’une extension de degré 24 de F". La courbe
elliptique correspondant & x convient. O

On en déduit finalement le résultat suivant, qui n’est qu’une variante du
théoréme 1.2 de [42]. Rappelons que nous avons supposé que Proj(p)(Gg) est
isomorphe PSLy(FF5) et que p est impaire.

Proposition 2.1.3. — 1l existe une extension totalement réelle résoluble L/F telle
que p|, est ordinairement modulaire.
L

Démonstration. — On applique les lemmes 2.1.1 et 2.1.2 et ’on obtient une courbe

elliptique E sur une extension totalement réelle résoluble L/F' telle que E[5] est

isomorphe & Pl Par Langlands-Tunnell, F[3] est modulaire. Par le théoréme
L

de relévement modulaire de Kisin [28], la courbe E est modulaire et il en est de
méme de E[5] et de Pl La forme modulaire correspondante est ordinaire car E est
F

ordinaire en les places divisant 5. O

2.2. Corollaires. — Expliquons a présent comment déduire les théorémes de
I’introduction.

Corollaire 2.2.1. — Soit p : Gp — GLo(Zs) une représentation galoisienne
géométrique totalement impaire de poids de Hodge-Tate nuls. Supposons que

Proj(p)(Gr) ~ PSLa(F5) ~ As.

La représentation p est modulaire.

Démonstration. — Grace au lemme 1.1, on peut montrer la modularité aprés tout
changement de base totalement réel résoluble. Il suffit d’appliquer la proposition 2.1.3
et le théoréme 0.4. O
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Corollaire 2.2.2. — Soit F' un corps totalement réel et p : Gp — GL3(C) une
représentation irréductible totalement impaire d’image finie. Alors p est modulaire
associée & une forme cuspidale propre de poids un.

Démonstration. — D’aprés la classification des sous-groupes finis de PGL4(C), on sait
que Proj(p)(Gr) est isomorphe & A4, Sy, A5 ou au groupe dihédral Dy, d’ordre 2r
avec r € N. Dans les cas Ds,., Ay et Sy, la modularité de p résulte des travaux
classiques de Artin, Hecke, Langlands [29] et Tunnell [46]. Il reste a traiter le cas As.
On peut choisir un isomorphisme C ~ Q5 et voir p comme une représentation a valeurs
dans GLy(Zs). On en déduit que Proj(p)(Gr) est isomorphe & As car le noyau du
morphisme de réduction de PGLy(Zs) dans PGLy(F5) est pro-résoluble. On applique
alors le corollaire 2.2.1. O

Corollaire 2.2.3. — Soit p : Gr — GL2(Z,) une représentation géométrique
totalement impaire de poids de Hodge-Tate nuls. Supposons que p > 3, que ﬁ|G
F(¢p)

est irréductible et que si p = 5 et Proj(p)(Gr) = PGLy(F5) alors [F(¢s) : F] = 4.
Alors p est d’image finie et donc modulaire.

Démonstration. — D’aprés [5], thm. 3.1.2, on peut trouver une extension de corps

totalement réel F'/F telle que P,  est ordinairement modulaire, Pl ) reste
F/ F\5p

irréductible et si p = 5 et Proj(p)(Gr) = PGLy(F5) alors [F'((5) : F'] = 4. D’aprés le
théoréme 0.4, p|GF, est modulaire, donc d’image finie. Il en résulte que p est d’image
finie et donc que p est une représentation d’Artin, & laquelle on peut appliquer le
corollaire 2.2.2. O

PARTIE II
DEFORMATIONS ET METHODE DE TAYLOR-WILES-KISIN

Dans cette partie, considérons p comme dans 1’énoncé du théoréme 1.2. Grace
4 la méthode de Taylor-Wiles, nous allons attacher & p un espace vectoriel de
dimension finie de formes modulaires p-adiques. Cet espace devrait étre engendré par
les restrictions au lieu ordinaire des diverses p-stabilisations de la forme modulaire
classique de poids un recherchée.

Soit @ un anneau de valuation discréte de caractéristique mixte (0,p), de corps
résiduel IF et de corps des fractions E. Soit 7 une uniformisante. Supposons que p prend
ses valeurs dans ©). Notons p la représentation résiduelle associée et 1 le déterminant
de p. Soit @Ry la catégorie des ©-algébres artiniennes de corps résiduel F. Pour
tout extension E’ de E, soit @R g la catégorie des E’-algébres artiniennes de corps
résiduel E’. Soit ¥ P’ensemble fini de places ou p est ramifiée (on obtiendra a la fin de
la démonstration que ¥ est vide) et 3, l'union de ¥ et des places divisant p.
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Pour tout place finie v de F', soit G, un groupe de décomposition en v et I, son
sous-groupe d’inertie.

3. Lalgebre A et les déformations du déterminant

Soit x, : GF — Z,; le caractére cyclotomique p-adique. Notons H = x,(GFr). On
a H = H; x H; ou l'indice ¢ signifie « torsion » et [ «libre ». De plus H; ~ Z,.
Soit A = O[[H;]] I algébre de groupe complétée. Remarquons que A ~ @[[T]].

Le caractére cyclotomique est un morphisme x, : Gp — H. Sa projection sur Hj,
composée avec U'inclusion H; — A* fournit ainsi un caractére universel y"* : Gp — A*.
On forme le caractére ¥ x"™ : Gp — A* comme le produit de v et de x"".

Pour tout entier k € Z, on dispose du caracteére k : H; — 0 qui est Pélévation a la
puissance k, suivie par I'inclusion naturelle H; < ©. On en déduit une application
de spécialisation k : A — ©). On appelle Spec A I’espace des poids car il sera la base
de nos familles de formes de Hilbert p-adiques ordinaires de poids paralléle. Tout
entier k¥ € Z définit comme avant un #-point de Spec A. On sera tout spécialement
intéressé par la spécialisation en 0 de ¥x"", spécialisation égale a .

Soit v | p une place de F divisant p. Il peut exister un point z € Spec(A)(H) tel

que wxgnhv = Xp|IU' Dans une telle situation, 1x est égal a la spécialisation en 1

z |
de ¥x"™ & un caractére d’ordre fini prés car 1 est paII:) hypothése non ramifié en v. Ce
phénomeéne conduirait & des complications lors de calculs d’anneaux de déformations
expliqués dans la section suivante. On 1’évite donc de la maniére suivante. Soit A un
générateur topologique de H;. Soit A ~ @[[T]] I'isomorphisme envoyant h sur 1+ 7.
Soit ¢; 'endomorphisme de A obtenu en envoyant T sur pT. Soit ¥ = ¢y (ox"") :
Gr — A*. On pose W = Spec(A) qu’on munit du caractére ¥ : Gp — A*. Il est &
présent simple de vérifier qu’il n’existe aucun point z € W(#) tel que \Ilzhv = XP|IU'
Géométriquement, nous avons juste remplacé la boule de départ Spec(A) par une
autre boule toujours isomorphe & Spec(A), centrée en 0 mais de rayon plus petit.

4. Anneaux de déformations locales

4.1. En les places divisant p. — Soit v | p une place de F divisant p. Soit DY le
foncteur de @R dans la catégorie EN .S des ensembles qui paramétre les déformations
cadrées de p| , . Ce foncteur est représentable par un schéma @E = Spec RY.

Le déterminant fournit une application @E — Def(1) ou Def(1) est l’espace de
déformation du caractére trivial @Z|G . Soit @E e Spec RE"I’ le produit fibré

@UD Xpet(1) W. Soit £ — @5'"11 le schéma relativement projectif qui est le fermé
de

]P}Z)UD,W
paramétrant les droites L de la représentation universelle qui sont stables sous ’action
du groupe G, sur lesquelles le sous-groupe I, agit trivialement. Soit S = Spec 9[[T]]
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I'espace de déformations non ramifiées du caractére trivial de G,. Le caractére
universel envoie alors le Frobenius géométrique sur 1 + T € @[[T]]*. Soit GL, la
complétion formelle de GLy sur @ le long de sa section neutre en fibre spéciale.

Sur P = § x W x C/}\Lg on définit une déformation verselle scindée et cadrée
de p par la formule M (ge; ® Up~les) M~ otl ¢ est le caractére universel non ramifié
et M la matrice universelle. Cela fournit un morphisme 7). @E’\P.

Proposition 4.1.1. — Le schéma £[1/p] est formellement lisse sur W[l/p] de
dimension relative 3 + [F, : Q] et est irréductible.

Démonstration. — Montrons d’abord que #[1/p] est connexe. Considérons le
diagramme cartésien suivant

Z) % @Split g9 f

P

@split @E,\Il ]

On affirme tout d’abord que £ x 9P est formellement lisse sur Spec €. Soit en effet
A" — A une surjection dans &&p. Clairement, il n’y a aucune obstruction & relever
un triplet (La,pa, U4, Ma) € £ x DP(A) en un triplet (Lar,pa, Var, Ma/) €
Z) x @split (A/)

On affirme ensuite que # x P*[1/p] est connexe. Soit en effet A anneau de
fonctions de D" et B = HO(# x D, 0., geoie). Alors B est une A-algébre finie.
Elle est en fait locale car la fibre de f sur le point fermé de P est un P! donc
est connexe. Soit e € B[1/p] un idempotent. On affirme que e € B, ce qui implique
que e = 1 puisque B est local. Pour le voir, introduisons n € N le plus petit entier tel
que "¢ € B. On a alors 72"e2 = n2"¢. Sin > 1 alors (7€)% € 7B. Comme # x @1
est formellement lisse, sa fibre spéciale est réduite et ’on trouve donc que 7n"e € 7B,
ce dont l’on déduit que 7" le € B.

On en déduit maintenant que #[1/p] est connexe. Il suffit de montrer que le
morphisme ¢ induit une surjection sur les ensembles de composantes connexes.
Soit z € #[1/p] un point fermé correspondant a un ©'-point de ¥ ot € est un
anneau de valuation discréte fini et plat sur @). Soit 7’ une uniformisante de 0. Az
correspond une déformation galoisienne cadrée

_ (¥ b
==\, P

munie de la droite stable & -e; et d’un isomorphisme de déformations cadrées Dz = P.
Ce dernier isomorphisme implique que le cocycle b peut s’écrire 7'b’ pour b’ un cocyle
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a valeurs dans €. On considére alors la déformation cadrée a valeurs dans @/[[X ]

.
270 vt

munie de lisomorphisme pz ~ p, ~ p. Soit L la droite stable ©'[[X]] - e; munie
de l’action induite par . On obtient donc un morphisme Spec ©'[[X]] — £ induit
par (pz, L). En spécialisant en 7/, on trouve p, alors qu’en spécialisant en 0, on obtient
une représentation scindée dans l'image de g.

Soit E’ une extension finie de E. Soit z € #[1/p](E’) et y son image dans W.
Montrons que la complétion formelle

—_—T

2[1/p]

——y
est formellement lisse sur W[1/p] . Utilisons pour cela [28], sect. 2.3 et [20], sect. 3.2
qui fournissent une interprétation modulaire des complétions formelles des espaces de
déformations. Par hypothése, p, est de la forme

%) b
0 T,p!

ot E’-e; correspond a la droite stable. Soit B le sous-groupe de Borel de GL5 sur E’ qui
stabilise E’-e;. Soit ]D)E’ac le foncteur de @R g dans ENS qui parametre les déformations
cadrées de p, & valeurs dans B et de premier coefficient diagonal non ramifié. Ce
foncteur est représentable par @wa = Spec RE@ ol REJC est une E’-algébre compléte
noethérienne de corps résiduel E’. 1l existe un morphisme

@E,z — Def(¥,)

ot Def(¥,) est l'espace de déformation de ¥,. On dispose d’une application
——y ——y

WIl/p] — Def(¥,). Posons alors @gf = @gz Xpef(w,) W[1/p]
O

lemme 4.1.2, on sait que @B:;p est formellement lisse sur

. D’aprés le

——y
W(1/p]
de dimension relative 2 + [F, : Q). Soit GR — Spec(E’) la grassmannienne formelle
qui paramétre les droites de B’ 2 de réduction e1E’. Cet espace est formellement lisse
de dimension 1. Finalement par [20], coro. 3.2.2, il existe un isomorphisme naturel
—_— — T
GR x 957 — Z[1/p]
et 'on en déduit la proposition. O

O,v . et . . .
Lemme 4.1.2. — Dy, est formellement lisse sur W(1/p] de dimension relative

2+ [F, : Q.
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Démonstration. — Soit A’ — A une surjection dans @Rz de noyau I tel que mys -I=0.

Soit
A= YA ba
0 Tapy'

un A-point de @E ;I' . Remarquons d’abord qu’il n’y a pas d’obstructions a relever ¢ 4
en un caractére non ramifié g4 : G, — A’ et ¥4 en

-

Ve WL/jp| (4).

Ensuite un calcul standard montre que I'obstruction a relever by en un cocycle b4/
est contenue dans H?(G,, V;'¢?) ®p I qui est nul par dualité locale. On a utilisé
s s —-1,.2 > N . , s ond

ici que ¥ "¢“ n’est pas le caractére cyclotomique. L’espace tangent & @B,z a pour
dimension

2+ dimp 2}(Go, V7' ¢?) = 2+ dimp H' (Go, V5 '¢%) — dimp HO(Go, U5 '%) + 1
=3+ [F, : Q] + dimps H*(G,, ¥ %)
=3+ [Fv : Qp]' -

Notons 95[1/p] = Spec R2[1/p] 'image de #[1/p] dans @E’q}[l/p] et D5 =
Spec R, sa cloture schématique dans @E"P. D’un point de vue ensembliste,
Spec R%[1/p] consiste en les déformations conjuguées & des déformations triangulaires
supérieures de premier caractére diagonal non ramifié et de déterminant W.

Proposition 4.1.3. — Le schéma D, est irréductible, réduit de dimension relative
inférieure o 3+ [F, : Q] sur W.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente. O

. < . . . A A

Suite & une suggestion de Taylor, nous introduisons un revétement de 9, .

Notons p"" la déformation universelle. Soit s € G, un relévement du Frobenius.
Considérons ’anneau

RV [1/p] = RA1/p)[U] [ (U2 = Tup™ (5)U, + W(s), o (t5)
= (U () — 1) + (), Vi€ L)
et posons D5V [1/p] = Spec R2U+[1/p).

Remarque 4.1.4. — 11 faut penser a D5V [1/p] — D[1/p] comme & Despace qui
paramétre la valeur propre de s apparaissant sur une droite non ramifiée.

Proposition 4.1.5. — Le morphisme D>V [1/p] — D2[1/p] est génériquement un
isomorphisme. Le schéma D5V [1/p] est irréductible et réduit.
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Démonstration. — Calculons la fibre du morphisme f : 95"V [1/p] — D2[1/p] en un

point . Supposons que
_[(¥¢ b
Pa 0 U]

Supposons d’abord que Pz|, = 1. Alors

F7H (@) = Spec k(@) U]/ (U7 = (¢(s) + Tals)p(s) ™)V + Ta(s)) -

Ceci est un revétement étale de degré deux si ¢(s) # W,p~!(s) et un revétement
ramifié de degré deux sinon. Supposons maintenant que P, # 1. On a U, = p(s).

Donc f est un isomorphisme sur l'ouvert ou p"" 1. En effet, Papplication
Iz

L[1/p] — D5[1/p] est un isomorphisme sur le lieu oi p""|, # Let U, est la valeur

propre de p"*(s) sur la droite stable non ramifiée. Pour prouver les autres assertions,
il est suffisant de montrer que tout point fermé

ze D5V [1/p]

avec pg| = 1 admet une générisation Z € D5 U [1/p] avec Pz, # 1. Supposons donc

I,
_[¥y b
Pz = 0 \Ilmga*

avec b un cocycle dont la restriction a l'inertie est triviale et ¥, = 1) est non ramifiée.
Soit b’ un cocycle ramifié (cela existe bien!). Pour terminer la démonstration, il suffit
de considérer la déformation cadrée

((p b+ Xb’)

Pz =

0 Vot

sur ©[[X]] et de poser U, = ¢(s). O

Remarque 4.1.6. — On a vu que le revétement D5V [1/p] — D2[1/p] est de degré
deux exactement aux points non ramifiés et de degré un autrement. C’est une
explication galoisienne locale pour ’existence de formes compagnons dans le cas non
ramifié.

Remarque 4.1.7. — 11 est possible d’avoir une intuition géométrique pour le
morphisme 92Y[1/p] — D5[1/p] en considérant l'exemple analogue suivant.
Soit f : X — AL une famille de courbes singuliéres dont chaque fibre a un unique
point singulier. Supposons que ce point soit une noeud si ¢ # 0 et un cusp si t = 0.
Soit m : Y — X la famille des normalisations des f~!(¢) pour tout ¢t € Al. Alors 7
est fini, birationnel et un isomorphisme sur le lieu lisse de f, un revétement étale de

degré deux sur le lieu singulier de f |A1\ () et un revétement ramifié de degré deux
sur 'unique cusp. :
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Soit P2V = Spec R4:U+ I’adhérence schématique de 92V [1/p] dans

Spec R5[U,]/ (U2 = Trp™ (s)Uy + U(s), p"(ts) = U(s)U, (0" (t) — 1) + p™(s), Vt € L)) .
C’est donc un schéma intégre. Posons RE’IEJC = ®U‘p ROV, R 1oe = ®U|p RS, Rﬁ_’gc =
Ruip R2Y+ ot tous les produits tensoriels sont pris au-dessus de A.

4.2. En les places de Taylor-Wiles. — Soit v une place de F' qui n’est pas dans X,.
Supposons de plus que Np/g(v) = 1 mod p et que p(Frob,) a deux valeurs propres
distinctes @, et B,. Soit R, I'anneau de déformation de ﬁ|G . Le déterminant fournit

une application Spec(R,) — Def () o ) vers I’anneau de déformations de ). Notons

v o_
R, =R, ®6Def(‘z|c )
Soit A, le sous-groupe de p-Sylow de k(v)* et 6, : I, — B[A,]* le caracteére
obtenu par la théorie du corps de classe local. Définissons maintenant une application
formellement lisse Spec R, — Spec O[A,]. Soit A € @Ry. Toute déformation de p

a A est équivalente &
a, 0
0 By

ol o, et (B, sont des caractéres modérément ramifiés relevant @, et Bu. Le
caractére oy |, définit un A-point de Spec O[A,] et nous obtenons bien une

application Spec R, — Spec O[A,]. Par extension des scalaires, on obtient également
une application A[A,] — RY.

4.3. Représentations spéciales. — Rappelons que x,, désigne le caractére cyclotomique

p-adique. Notons comme d’habitude V(1) le twist d’une représentation V' par x,.

Soit v € ¥ une place de F. Par hypothése, ﬁ|G et )ZP|G sont triviaux. Notons
Fy Fy

]D)E le foncteur de ¥Ry dans ENS qui paramétre les déformations cadrées de Py
Fy

de déterminant non ramifié. Il est représentable par un schéma @UD = Spec RY.
Rappelons des résultats de Kisin [28, sec.2.6] sur la structure de cet anneau de
déformations. Notons comme précédemment Def(1) l'espace de déformations non
ramifiées du caractére trivial. Il existe une application déterminant @E — Def(1).

Le schéma @E a deux composantes irréductibles notées 9.’ = Spec RSP et
D," = Spec RY". Elles sont plates sur £) et sont formellement lisses sur Def(1)[1/p]
de dimension relative 3. Pour toute extension finie £’ de E, la composante 9,"(E")
paramétre les déformations cadrées extensions de n par n(1) ou 7 est un caractére
non ramifi¢ de G, — 0 de réduction triviale. Pour toute extension finie E’ de E, la
composante 9, (E') correspond aux déformations cadrées non ramifiées.

Notons R:PY = RSP ®pe(1) A et RymY = Rur ®pet(1) A-  Notons  aussi
DY = PP¥ U DY = Spec RY qui est un sous-schéma fermé de @E Xpet(1) W.
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Nous noterons enfin

sp, ¥ __ sp, U
RE - U|ERUP ’
‘y A 2 N . . :
Ry =@, sy et RY = ®v|ZR§’ ol tous les produits tensoriels sont pris au-dessus
de A.
oit s un relévement de I’élément de Frobenius. On vérifie aisément que

Rvr¥Uv — RUSY(,] /(U2 — Tr(p™(s))Uy, + ¥(s))

est irréductible. D’un autre coté, 'anneau R:P-Y[1/p][U,]/ (U2 — Tr(p"*(s))U, + ¥(s))
a clairement deux composantes connexes, I'une donnée par 1'équation U2¥(s)~! =
N(v) et lautre par U2¥(s)~! = N(v)~!. Nous appellerons R*P*¥:Uv 1’adhérence
schématique dans

RPY[U,)/(UF = Te(p™ (5))Uy + U(s))
de la composante en fibre générique d’équation U2¥(s)~! = N(v). Notons Spec RY-U»

le sous-schéma fermé de
Spec Ry [U,]/(UZ — Tr(p™(s))Uy + ¥(s))

égal a Spec R*PY>U» U Spec R*"¥'U». Notons enfin
U sp,U,U.
R5p1 I — ® R p,¥Y,Uy
z v|Z v ’

w,U S TU & . . .
Ry"TT = ®v|ER:,”"I”U” et Ry, = ®U‘ER3”UU ou tous les produits tensoriels sont
pris au-dessus de A.

5. Anneaux de déformations globales

5.1. Notations et définitions. — Notons D le foncteur de @R,y dans ENS qui
parameétre les déformations de p non ramifiées hors de X, et de déterminant non
ramifié hors des places divisant p. Comme p est irréductible, ce foncteur est pro-
représentable par un schéma 9 = Spec R. Notons également Def(¢)) = Spec Ag
I’anneau de déformations de 1 non ramifiées hors de p.

Soit DY le foncteur de @R, dans ENS qui envoie un objet A de R, dans les
classes d’isomorphismes de familles (p, M, v | ¥,) ou p est une déformation de p non
ramifiée hors de ¥, de déterminant non ramifié hors de p, et ot M, est un cadrage
pour tout v dans 3,. Ce foncteur est représentable par P- = Spec R, Le morphisme
@D — 9 est un torseur sous

C/;—L\Q [Zp] / (/};
ou | X, | est le cardinal de X,. De plus, il existe un morphisme canonique 7)
[ 2

Soit ¢) 'ensemble des places v de O vérifiant Ng/g(v) =1 mod p. On note Dy le
foncteur des déformations de p qui sont non ramifiées hors de ¢%,, et de déterminant
non ramifié hors de p. Ce foncteur est pro-représentable par 9y = Spec Ry. La

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2016



212 VINCENT PILLONI & BENOIT STROH

restriction aux places de ¢ fait de Ry une algébre sur [], ., O[A,] = O[Ag]. On a
alors

Ry ®@[AQ] O~ R.

De maniére similaire, soit ]]])5| le foncteur des déformations de p qui sont non ramifiées
hors de ¢33, de déterminant non ramifié hors de p, munies d’un cadrage en les places v |
Yp. Ce foncteur est pro-représentable par

(]
Dy = Spec RS .
Remarquons que R” et RS sont des Ag-algébres. On dispose d’une application

naturelle Ag — A donnée par ¥. Notons R et RS"I’ les produits tensoriels de RY

et de R%' avec A au-dessus de Ag. Il existe également un morphisme naturel A — )

donné par . Notons
RUY

et Rg’w les produits tensoriels de R™ et de RS avec @) au-dessus de Ag. Remarquons
que R et Rg’\l’ sont des algébres sur

® ROYG ®U|ERE’\IJ _ pov

loc
ol tous les produits tensoriels sont pris au-dessus de A. Notons RA v RE ® R2

loc
et Rﬁ)c\y U R\I’ Y @ R®Y . Notons enfin R?A’lp = R?"p 0w R

v|p

p-loc

p- loc R 10(:

RV =R, mR”U

loc

pour ? remplagant les symboles & ou . Toutes ces algébres sont des A-algébres. Par
convention, lorsqu’on les tensorisera par ©) au-dessus de A, ce qui correspond a les
spécialiser en 0 grace & 1, nous changerons I’exposant ¥ et 1.

5.2. Calculs d’espaces tangents. — Pour tout ensemble fini de places S, notons G g
le groupe de Galois de I'extension maximale de F' non ramifiée hors de S. Soit
H' = Ker(H'(Grx,,Ad°p) — @D H'(G.,Ad%p)).
v|X,

Posons h! = dimp H!. On a alors le résultat classique suivant (voir [28], lem. 3.2.2).

Proposition 5.2.1. — L’algebre RO% est engendrée sur R- par '+ | B, | — 1

éléments.

loc

Pour tout ensemble ¢) de places de Taylor-Wiles, notons

H}, = Ker(H'(Grx, 0,Ad’5) — @ H'(G,, Ad"p)).
v|3p

1 _ 3 1
Posons hQ = dimp HQ.
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0,v

loc

Proposition 5.2.2. — L’algébre Rg’lp est engendrée sur R
éléments.

parh1Q+|Ep|—1

Soit HY = H'(GFs,,Ad’s(1)) et pour tout ensemble ¢ de places de Taylor-Wiles,
notons

Hi,@ = Ker HI(GF,szyAdOﬁ(l)) - @HI(GU’AdOﬁ(l))
v|Q

Posons hﬁ_ = dimp Hﬁ_ et hi_ 0= dimp H1L 0 Par la formule de Poitou-Tate, il vient

hy—hl o =h(Gr,Ad’p) —h*(Gr,Ad°5(1)) + D  h*(Gy, Ad’p) = Y h(Gy, Ad’p).

v|Q v|oco
Ici,
e W°(Gp,Ad%p) =0,
e hW°(Gp,Ad%5(1)) =0,
o h°(G,,Ad°p) =1siv | co.
o hW?(G,,Ad%) =1siv| Q.

On en déduit que hy, — A} , = —[F : Q] + 0.

Proposition 5.2.3 ([28],3.2.3). — Sous les hypothéses précédentes sur p, il eiste une
suite d’ensembles {Q, }nen de places de Taylor-Wiles de F telle que

1. 40, =h',

2. Al , =0,

3. Npjg(v) =1 mod p" pour tout v € @,,.
Corollaire 5.2.4. — Rg:p est engendré par | £, | —1—[F : Q]+h! éléments sur RO,

loc

6. Variétés de Hilbert

6.1. Variétés abéliennes de Hilbert polarisées. — Par définition, une variété abélienne
de Hilbert-Blumenthal A sur un schéma S est une variété abélienne de genre [F' : Q]
sur S munie d’'un morphisme @ — End(A). Pour toute variété abélienne de
Hilbert-Blumenthal A sur S, on note #(A) le faisceau étale sur S des morphismes
symétriques Op-linéaires de A dans sa duale A'. On note P(A)* le cone des
polarisations dans #(A). Ainsi $(A) est un faisceau en @p-modules projectifs de
rang un muni d’une notion de positivité définie par P(A)*.

Soit n un idéal premier de @) au-dessus d’un nombre premier £ > 3 différent de p.
Faisons les hypothéses suivantes :

1. n n’est pas dans X,

2. ¢ décompose totalement dans Op,

3. £#1 mod p,

4. p(Frob,) a des valeurs propres oy, (3, telles que oy, # ¥, mod p.
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Remarque 6.1.1. — L’existence d’un tel idéal n résulte de [16], lemma 3.

Soit ¢ un idéal fractionnaire de &'z et ¢™ le cone de ses élements totalement positifs.
Soit X (¢) — Spec @ la variété modulaire de Hilbert pour des c¢-polarisations strictes
qui paramétre les classes d’isomorphismes de données :

1. une variété abélienne A de Hilbert-Blumenthal,

2. une structure de niveau i : 6 1u, — A[n] ot § est la différente de F,

3. pour tout M € X, un sous-groupe fini étale Hoy — A[M] qui est localement

pour la topologie étale isomorphe & O /M,
4. une c-polarisation ® : (c,ct) ~ (P(A), P(A)") telle que I'application induite
A ® ¢ — A? soit un isomorphisme.

La condition intervenant dans la derniére de ces données est nommée condition
de Deligne-Pappas (voir [13], condition 2.1.3). La troisiétme donnée est celle d’une
structure de niveau Iwahori en 3. On la notera parfois Iw.

D’apreés un lemme de Serre (voir [30], p. 191 par exemple), les données précédentes
n’ont pas d’automorphisme non trivial. On en déduit que X(c) est représentable
par un schéma. Notons (A,4,Iw,®) les objets universels. Soit {ci,...,cs} un
systéme de représentants premiers & p de CIT, le groupe de classe strict de &)z. On
pose X = [T, X(c;).

Soit X la complétion formelle de X le long de sa fibre spéciale et X°'¢ le sous-schéma
formel ouvert formé du lieu ordinaire.

6.2. Le faisceau des formes modulaires. — Si A — S est une variété abélienne de
section neutre e, on note wy le faisceau conormal

B*Qix/s

le long de cette section neutre. On note w} son déterminant. Soit k € Z. Le faisceau
des formes modulaires de Hilbert de poids k sur W est la puissance k-iéme w’
pour A — X le schéma abélien universel. On le notera plus simplement w*. Soit M
un @-module. Le module des formes modulaires de Hilbert de poids k & coefficients
dans M est H*(X,w”* ®¢y M). Une forme modulaire f de poids k est donc une régle
fonctorielle définie sur les familles (4,4, Iw, ®,w) ot (A,i,Iw,®) € X et w € W) telle

que f(A,i,Iw,®, \w) = A% f(A,i,Iw, ®,w) pour tout A € G,,.

6.3. Action du centre. — Soient ¢ et ¢’ deux idéaux fractionnaires et A € F>* un
élément totalement positif induisant un isomorphisme positif A : ¢ — ¢’. On a un
morphisme A : X(¢) — X(¢') qui envoie (A,i,Iw,®) sur (4,4,Iw,® o A1), Cela
induit en particulier une action de @' sur X (c). Cette action s’étend sur HO(X, w*)
de la maniére suivante.

Siee @;’+ et f € H(X,wk), on pose (g - f)(A,i,Iw,®,w) = f(A,i,Iw,ed,w).
Soit @;m le sous-groupe de 05 formé des unités congrues & 1 modulo n. Pour tout
quadruplet (A,4,Iw,®) € X et

€€ @;’n ,
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le morphisme ¢ : A — A induit un isomorphisme entre (A, i, Iw, ®) et (4,4, Iw,2®).
Sa différentielle * : w} — w} est la multiplication par Np/g(e) donc est triviale. Cela
implique que 1’élément ¢ identifie les quadruplets (4, i, Iw, ®,w) et (4,i,Iw,e2®, w).

Notons A = O (O5.n)? ott (O ,)* désigne le sous-groupe des carrés de O ..
L’action définie précédemment de @;’+ sur HO(X,wk) se factorise par A. Nous
utiliserons plus tard le lemme suivant.

Lemme 6.3.1. — Le groupe A est d’ordre premier & p.
Démonstration. — Le groupe Op " /(05)2 est un 2-groupe. L'ordre du groupe
(05)%/ (05N (O)?) divise £—1. Le groupe (07, N (05)?)/(OF,)? est un 2-groupe.

O

Soit M un H-module. Notons H(X,w*®¢yM)? le sous-module de H*(X, w* ®, M)
des invariants sous A. Une forme modulaire f de poids k dans H?(X,w*®M)* est bien
sir une régle fonctorielle définie sur les familles (A,4,Iw, ®,w) ou (A4,7,Iw,®) € X
et w € wh telle que f(A,i,Iw,® A \w) = AFf(A,i,Iw,®,w) pour tout A € Gy,
et f(A4,1,Iw,e®,w) = f(4,1,Iw,P,w) pour tout ¢ € @;’Jr.

Remarque 6.3.2. — Le module H°(X,w* ®py M) est relié¢ aux formes automorphes
pour le sous-groupe de Resp,oGLy des matrices de déterminant réduit dans Gp,.
Prendre les invariants par A permet d’isoler le sous-module qui est relié aux formes
automorphes pour Resg/gGLs.

Notons I(n) le groupe des idéaux fractionnaires premiers a n. Soit F% le sous-
groupe de F** formé des éléments congrus & 1 modulo n. Le quotient I(n)/Fy""
n’est autre que Ci™(n), le groupe de classe strict de rayon n. Ce groupe est extension

0— (Op/n0p)*/0r" — CI*(n) — CIT — 0.

Notons I(nX) le sous-groupe des idéaux fractionnaires premiers & nX. Notons an)’;r le
sous-groupe de F'*>* formé des éléments congrus & 1 modulo n et premiers & toutes
les places de 3. L’inclusion naturelle I(n3) — I(n) induit un isomorphisme

I(nX)/F5 ~ Clt(n).
Soit m € I(nX) un idéal entier et ¢ un idéal fractionnaire. On définit un morphisme
[m] : X(c) — X(m™?c)
de la maniére suivante. Soit (A,7,Iw,$) un point de X(c). Il existe une isogénie
Ym : M ® A — A obtenue en tensorisant I'inclusion m — @ par A au-dessus de Op.
Notons [m](A4,i,Iw,®) la donnée (m ®y, A,i',Iw’,®’) ou ¢/, Iw' sont obtenus par
image inverse de i, Iw par l'isogénie 9, et ott ®’ est la m~2c-polarisation de m ®pp A
déduite de .
Définissons & présent une action de m sur HO(X,w*)2. Soit ¢; un des représentants
du groupe de classe strict. Soit A; : m?c; — ¢; un isomorphisme positif ot j désigne
un indice bien choisi.
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Supposons d’abord que m est premier & p. Pour tout f € HO(X (c;),w"*)?, on définit
[m] - f € HO(X(c;),w®)® par [m]- f(4,i,Iw,®,w) = f(m @y, 4, i’,Iw',)\iqﬁ’,NF/Q(m)_lz/;;lw).
Cette définition est indépendante du choix de \; et a un sens puisque N /Q(m)_lw;w
est un générateur de w}n® A

Soit maintenant (x) € I(nX) un idéal peut-&tre non premier & p. On va vérifier que
la définition précédente a également un sens pour (z). Comme X est plat sur @, il
suffit pour cela de vérifier le lemme suivant.

Lemme 6.3.3. — Soit R une ©O-algebre plate et A — Spec R une variété abélienne
de Hilbert-Blumenthal munie d’une polarisation qui vérifie la condition de Deligne-
Pappas. Notons ¢ € Op et Yy ¢ () ® A — A lisogénie canonique obtenue en
tensorisant Uinclusion (z) — O par A. Alors Uapplication N;/l@((x)) Sl
wL[1/p] — w(lx)@)A[l/p] induit un isomorphisme de wa dans Wiy a-

Démonstration. — Notons z : A — (z) ® A I'isomorphisme induit par z : O — ().
D’aprés [47], thm. 1, P'application 1/1(*90) ox* : wy — wl est la multiplication
par Np/g(z). Cela implique que ’application
est un isomorphisme. O
Comme les idéaux entiers premiers & n3, et les idéaux entiers principaux premiers
a n¥ engendrent I(nX), on a finalement bien défini une action du groupe I(n¥) sur
I’espace des formes modulaires.
Si l’on suppose que = € an’;, on peut identifier A et () ® A par l'isomorphisme z :
Or — (). Soit
f e HY(X,wk)A .
Sous l’identification précédente,
()] f(A, i, Iw, P, w) = f(A,i,IW,<I>7NF/Q(:U)NF/Q((m))_1w) .
Comme z est totalement positif, Np/g(z) = Np/g((z)). Ainsi action de I(nX) se
factorise par Cl*(n). Soit x : CI*(n) — © un caractére et M un H-module. Notons
HO(X,w* @ M)AxX

le sous-module de H?(X,w*)? des formes -équivariantes sous ’action de CI* (n).

Lemme 6.3.4. — Pour tout ©-module M et tout caractére x : Clt(n) — 0%, le module
HO(X,w* ® M)®X est un facteur direct de HO(X,w* @ M).

Démonstration. — Remarquons d’abord que H(X,w* ® M)? est un facteur direct
de H°(X,w* ® M) car A est d’ordre premier & p. Notons CI*[2] la 2-torsion
de Cit et Cl*[2](n) 'image inverse de ClT[2] dans Cl*(n). Ce dernier groupe est
d’ordre premier & p. On fait agit CIT sur lui-méme par m.c = m?.c. Cette action se
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factorise par C17/CI*[2]. Soient {c},...,¢}} C {c1,...,¢,} des idéaux fractionnaires
représentants les diverses orbites pour cette action. Le module

HO(X,w* @ M)AxX
est isomorphe au module

A,
X|cz+[21<n> .

B (X (), ot & 1)
k=1

Dans ces formules, ’exposant Xl 2] signifie qu’on se restreint aux formes

(n)
X-équivariantes pour 1’action de Ci*[2](n). Comme ce groupe est d’ordre premier & p,

Ax|

HO(X (¢;),w” @ M) " lortizim
est un facteur direct de H(X(¢;), w* ® M)A, O
Remarque 6.3.5. — Ce lemme est peut-étre faux si p = 2 et c’est pourquoi nous avons

fait I'hypothése p # 2 dans le théoréme 1.2.

Les sous-modules des formes cuspidales dans H°(X,w* ® M), H*(X,w* @ M)A
et HO(X,w* ® M)2X seront notés HO, (X,w' ® M), H (X, wF @ M)2 et
ngsp(X ,w* ® M)2X. Le lemme précédent reste valable pour les formes cuspidales.

Dans la suite, nous étudierons également les formes modulaires p-adiques de
poids k. Par définition, une forme modulaire p-adique de poids k & coefficients
dans M est un élément du module H?(X°'¢, w* ® M). Comme on I’a fait pour les
formes classiques, on peut définir un sous-module HY, (X9, w* @ M)X. 11 existe
enfin un projecteur d’ordinarité noté e qui est défini sur les formes modulaires
p-adiques. L’espace des formes p-adiques cuspidales ordinaires de poids k que nous
étudierons est e - HO _ (X7 wk @ M)Ax,

cusp

6.4. Ajout de niveau en les places de Taylor-Wiles. — Soit ¢ une place de F' qui ne
divise pas p. Notons Xy(gq) — X le schéma qui paramétre les sous-groupes H C Ag]
localement pour la topologie étale isomorphes a Or/qOr. Soit X11(q) — Xo(q)
le torseur sous (Br/qOr)* ® (Or/qOF)* qui paramétre les générateurs de H et
de Alg]/H. Notons h : (Or/qOr)* — A, la projection vers le p-sous-groupe de
Sylow et K le noyau de du morphisme

(Or/q0r)" ® (Or/q0F)*— A,
(a,b) — h(ab™).

Posons X, = X;1(q)/K. L’application X, — Xo(g) est finie étale de groupe A,.
Notons ¥o(q) la complétion formelle de X¢(gq) le long de sa fibre spéciale et X((q)°™
le sous-schéma formel ouvert égal au lieu ordinaire. Notons X, la complétion formelle
de X, le long de sa fibre spéciale et X" le sous-schéma formel ouvert ordinaire.

Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons des compactifications de variétés de
Hilbert. Soit X((g) une compactification toroidale de Xo(q) sur Spec(f)) construite
par Rapoport dans [37].
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Lemme 6.4.1. — 11 existe une compactification X11(q) — Xi1(q) et un morphisme
fini étale X11(q) — Xo(q) prolongeant le morphisme X11(q) — Xo(q)-

Démonstration. — Notons H le sous-groupe universel sur Xo(q) et HP son dual de
Cartier. Nous affirmons que les groupes H et H? s’é¢tendent en des schémas en groupes
finis étales sur X (q). Sur les pointes non ramifiées en g, le groupe H s’é¢tend clairement
et par conséquent son dual aussi. Sur les pointes ramifiées en g, le groupe HP s’étend
et donc aussi son dual H. On défini alors X1;(g) comme le torseur des isomorphismes
Ho HP ~ 0r/q0r @ Or/q0Fr sur Xo(q). O

On pose alors X, = X11(¢q)/K. Le morphisme f : X, — Xo(g) est fini étale de
groupe A,. Pour tout caractére n: A, — 0, le faisceau

Oxo0)(M) = fxOx,[n]

est un faisceau inversible. Si .# est un faisceau cohérent sur Xy(g), on notera
désormais .# (1)) son produit tensoriel par Oz, (4 (1)

Remarque 6.4.2. — 1l est possible de montrer que X'q est en fait une compactification
de X, construite par Rapoport.

Si I'on remplace la place ¢ par un ensemble fini de places ¢, on peut définir X,
Xo(&) et ainsi de suite d’une maniére évidente, en remplagant juste la structure
de niveau en g par un produit de structures de niveau en toutes les places de §.
L’analogue du lemme 6.4.1 est toujours vrai dans ce cadre plus général.

6.5. Algebres de Hecke. — Dans ce paragraphe, ¢) sera un ensemble de places de
Taylor-Wiles comme dans la proposition 5.2.3. Notons Tx 1'algeébre de Hecke abstraite
a coefficient dans ©). C’est donc ’algébre engendrée par les opérateurs de Hecke en
les places premiéres & nd,, 'opérateur U, habituel et les opérateurs diamants en n.
Notons Ty, ¢ l'algébre de Hecke abstraite engendrée par les opérateurs de Hecke
en les places premiéres & n¥,¢, Popérateur U, et les opérateurs diamants en n,
ainsi que les opérateurs U, pour v | ¢ et les opérateurs diamants dans Ag. Posons
T =Ts,[Uyv € Xy et Tg=Tsg, g[Us,v € Tyl

Ces algébres de Hecke agissent sur les modules engsp(%ord,wk)A"b et

engsp(%grd,wk)A’w ol 1 est le déterminant de p vu par la théorie du corps de

classe. Par hypothése, p = ps oll f est une forme propre dans

€H0 (xord’wk)A,w

cusp

ou, plus précisément, f est une n-stabilisation d’une forme de niveau premier a n.
Notons mj l'idéal maximal correspondant & f dans T. On définit de méme un
idéal maximal toujours noté m; de Ty en considérant les ()-stabilisations de f
correspondants aux racines &, de p(Frob,) pour v | @.
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6.6. Théorie de Hida. — Considérons le sous-groupe Npg/q @;’p = H de G = Z;
et notons O[[H]] son algébre de groupe complétée. Cette algébre est isomorphe
a O[[T]][H:] ou Hy est le sous-groupe fini maximal de H, qui est également un sous-
groupe de . Posons A = 0)[[T]] que I’on voit comme une sous-algebre de O[[H]].Tout
entier k € Z défini un caractére de G et un morphisme & : O[[H]] — . Notons Z' le
sous-groupe de Z formé des caractéres triviaux sur Hy.

Rappelons a présent quelques résultats familiers de la théorie de Hida (voir [22],
sect. 4). Bien que des résultats similaires existent dans le cas des poids quelconques,

nous nous contenterons du cas des poids paralléles.

Théoréme 6.6.1. — 11 existe un A ® T-module M°¢ qui est libre de rang fini
comme A-module et tel que pour tout k € Z', il existe des isomorphismes de T-modules,

Mord Ak 0 ~ Hom(eHO (xord7wk+1)A,w’ @)

cusp

De plus, pour tout entier k > 3, on a un isomorphisme de controle

eH . (%°, k)2 Y ~ eHO (X, wF)A.

cusp cusp

Remarque 6.6.2. — Dans 1’énoncé précédent, nous utilisons la normalisation
galoisienne des poids. Par exemple la spécialisation en poids 0 au-dessus de A
permet d’obtenir des formes de poids un.

Notons T°™ et T%r: les images de A ®¢ T et de A ®¢ Ty, dans Endy (M°9). Il
existe un isomorphisme de A-modules

Tord ~ Mord

induit par le premier coefficient C(1,-) du g-développement et ’algébre de Hecke T°™
est libre de rang fini sur A. Il existe une autre description de T°™. En effet, T°' ~
lim,, T ot T2 est I'image de T dans

n

0 k\A
@ eHeyep (X, w") .
k=2, ke’

Il est clair sur cette description que T°'¢ est réduite, étant une limite projective
d’algébres réduites puisque semi-simples aprés inversion de p d’apreés le produit scalaire
de Petersson.

6.7. Les modules. — Définissons diverses localisations de l’espace des formes
p-adiques ordinaires.

6.7.1. Le module M. — Posons M = Mg‘;d ot m; est défini dans le paragraphe 6.5.
C’est un module libre de rang fini sur A en tant que facteur direct de M°™d.
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6.7.2. Les modules JMg.— Soit ¢ un ensemble de places v de F telles que Np/g(v) =
1 mod p. Une variante du théoréme 6.6.1 est également valable sur X . Posons

d
My

I’espace correspondant des familles de formes p-adiques ordinaires; c’est un module
sur A[Ay]. La proposition suivante sera essentielle pour appliquer la méthode de
Taylor-Wiles.

Proposition 6.7.3. — Le module My est libre de rang fini sur A[Ag).

Démonstration. — Remarquons qu’il suffit de prouver que pour tout k € Z' + 1,
Hom(eHgusp (xord WAV D)

est un O[Ay]-module libre. D’aprés une variante du lemme 6.3.4, il suffit de prouver
que N = Hom(engsp(X(ci)‘gd,wk), ) est libre sur O[Ay]-module pour tout i.
Nous affirmons d’abord que pour tout caractére n : Ay — 0, lapplication de

réduction
eHYop (X(c)§™(Q), 0" (1) ®p F — eHY o, (X(ci)§"(Q), " (1) @ F)

est un isomorphisme. Pour prouver cela, choisissons X (¢;)o(&) une compactification
toroidale de X (c;)o(&) sur Spec(f) et notons D son bord. Notons X(c;)5*(2) le lieu
ordinaire de la complétion formelle de X (c;)o(¢) le long de sa fibre spéciale. Par le
principe de Koecher,

Heusp (X (e)§7(Q), " (m)) = HO(X(c:)g" (@), w" (1) (= D)).

Notons X*(¢;)0(&) la compactification minimale de X (¢;)o(2) et X*(c;)5*4(2) le lieu
ordinaire de la complétion formelle de X*(c¢;)o(&) le long de sa fibre spéciale. 11 est
bien connu que ce lieu ordinaire de la compactification minimale est un schéma formel
affine. Notons g : X(¢;)5*4(Q) — X*(c;)§*4(Q) la projection de la compactification
toroidale vers la minimale. D’aprés [4], on sait que Rig,w®(n)(—D) = 0 pour i > 1.
On en déduit que H*(X(c;)§4(Q),w"(n)(—D)) = 0 pour i > 1 d’ou l'assertion par
suite exacte longue de cohomologie.
Il résulte de tout cela que

NT] =N ®0[AQ]777 @ = HOm(engsp(x(ci)grd(Q)7wk(n))’ @)

et que
N, ®9 F = Hom(eHP,q, (X(c:)5™ (@), w" (1) @ F), F).

Comme w*(n) ®¢ F = wk ®y F, on obtient que N,, ® F ~ N; ® F. Cela permet de
conclure la démonstration de la proposition. Soit en effet eq,..,e, € N le relévement
d’une base de Ny sur 6. L’application G : O[Ay]™ L N est surjective par le lemme
de Nakayama. De plus, pour tout caractéren : Ay — 0, le morphisme Gy 0" — N,
est surjectif entre ©-modules libres de méme rang, donc est un isomorphisme. On en

déduit que Ker(G) est trivial et que G est un isomorphisme. O
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Remarque 6.7.4. — Nous avons utilisé 'existence de compactifications toroidales et
minimales de variétés de Hilbert sur Spec(Z,) lorsque p est ramifié dans le corps
totalement réel. Ces compactifications ont en effet été construites par Rapoport et
Chai. Les variétés de Hilbert sont en fait les seules variétés de Shimura dont on sache
construire des modéles entiers de compactifications dans le cas ramifié.

On définit & présent le module My = (M, grd)mﬁ ou m; est I'idéal maximal défini
précédemment. En tant que facteur direct de M Z)rd, c’est un module libre sur A[Ag].

Proposition 6.7.5. — Il existe un isomorphisme Mg @pja,) A ~ M compatible a
Daction des opérateurs de Hecke de niveau premier a .

Démonstration. — Cela résulte de [17], prop. 5.8. O

6.7.6. Multiplicité un. — Notons T et T%rj les images de A ®y T et A ®p Ty,
dans Enda (). Notons T‘gd et T%rig les images de A ®p Ty et A ®p T, ¢
dans Enda(Mg). La proposition suivante (voir [22] section 4) sera utile pour

améliorer les théorémes de modularité.

Proposition 6.7.7. — Il existe des isomorphismes équivariants sous [’action des
opérateurs de Hecke
T~  and T‘_)Qrd ~ M.

induits par le premier coefficient C(1,-) du q-développement.

7. La méthode de Taylor-Wiles-Kisin

7.1. Représentations galoisiennes. — Les techniques usuelles permettent de construire
les représentations galoisiennes modulaires universelles & partir des résultats de [48].

Proposition 7.1.1. — Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Il existe des représentations galoisiennes canoniques p™°d : Gp — GL2(T%r:)
et p’é“’d : Gp — GLg(T%riQ) non ramifiées hors de ¥, et de X,0 telles
que Trp™°d(Fob,) =T, et Trpfémd(Fobv) =T, pour tout v{ %, et vtE,Q.

2. Le déterminant de ces représentations est px"".

3. Pour toutv | @, on a p$0d|1,, ~ 6, ®o,t.

Démonstration. — L’utilisation de pseudo-représentations permet de construire p™°4

et pZ‘Od. Ces représentations vérifient toutes les propriétés voulues aux points
classiques de Spec T%r: et de Spec T%‘:Q (voir [17], lem. 4.7 et [17], lem. 5.7). Cela

suffit pour conclure puisque ces schémas sont réduits. O
On obtient ainsi des surjections R — Ty, et Ry — Ty, g, la derniere de ces

applications étant O[Ay]-linéaire. L’exposant [J ajouté aux diverses algébres de Hecke
signifiera désormais que ces algébres sont tensorisées par RY au-dessus de R ou par RE
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au-dessus de Ry. On rajoute ainsi aux représentations galoisiennes des cadrages en
les places divisant ¥,. On obtient des surjections
O ord,d
R- — sz
et

O ord,[]
RQ — TvaQ .

On ajoute finalement I'exposant ¥ aux algébres de Hecke pour signifier qu’on les
tensorise par A au-dessus de A via application ¢; donnée T' — pT (voir sect. 3).
Notons également

MY = M @4 9, A
et My = My ®p.4, A. Ce sont des modules libres sur To'Y et ng"l’.

Proposition 7.1.2. — Les surjections R&Y — T%r:’u’w et RS’\I’ T;r:’QD’\I’ se
factorisent par R*Y — T%r:’A"P et Ré"y — T%r:’QA"I’ .

Démonstration. — Cela résulte encore une fois des propriétés connues aux points
classiques. O
Proposition 7.1.3. — 1l existe une surjection R>YUV — T%rd’A’qj définie en envoyant

U, € R®>YY sur lopérateur de Hecke U, € T%rd’A"I' pour tout v € X,. De méme, il

. . ATU d,n, ¥
existe une surjection RQ — T;rQ .

Démonstration. — 1l suffit de voir que la surjection R*Y[U,,v € £,] — T%rd’A"P se
factorise par R%¥'U. Cela résulte des propriétés connues aux points classiques. O

7.2. Un théoreme de relevement modulaire. — Nous suivons la méthode de Taylor-
Wiles et Kisin.
7.2.1. Version faible. — Définissons les nombres

h=hl, j=4]%,|-1, g=h+j-3|%,|-[F:QlL

Pour tout anneau local (A, m) et tout entier s, notons m(®) I’idéal engendré par les
éléments de m qui sont des puissances s-iémes. Soit {&),, }nen une suite d’ensembles de
Taylor-Wiles comme dans la proposition 5.2.3. Fixons des surjections A[[y1, - .., yn]] —
A[Ap | définies en envoyant y; + 1,...,y, + 1 sur des générateurs de Ag, . Fixons
aussi des isomorphismes

R ~ Rl[ynt1,-- -, yn+sl]

et
Rgn ~ Ry [[Wn+1,- - Yntjll -

Posons M = MY [[yni1,- -, Ynsj]] et M, = ﬂ/lgn ([Yh+1s- -3 Yntj]]. Notons que M est
un module libre sur A[[yn41,...,Yn+;]] dont on note r le rang.
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Pour tout entier n, le module M, est un A{[y1, ..., Yn+;]]-module et son annihilateur
est un idéal I, C ((y1 + 1P —1,..., (yn + 1P — 1). De plus, M, /I, est libre
sur Ally1,...,Yn+;]]/In de rang r et My/(y1,...,yn) =~ M. Il existe donc des
morphismes naturels

Allys, - yntsll = R
et
ROV = RZ;@’U/(yl, oy Yn) -

L’anneau R®YU agit sur M et Rg’q”U agit sur M,. Ces actions sont compatibles

aux structures de A[[y1, ..., yn+;]]-module définies au-dessus. Finalement, pour tout
entier n il existe une surjection de A-algébres
A, W,U N
Rloc [[x17~'-7$9]] - RQn :

Pour simplifier les notations, on posera dans cette partie RIAO’C\I”U = B, Rg’W’U =R,

et R®YU = R, . Recollons & présent ces données comme dans [28], 3.3. Notons

Cn = (mg\n)a (yl + 1);0 - 13 R (yh + 1)p - 1ay2+17 N 'vy}’;.f_]‘)
et r, = rnp™(h + j). Pour tout n > m, considérons la donnée de recollement Patch(n,m)
de niveau m qui consiste en

1. le Al[ya, ..., Yn+j]l/¢m module M, /¢, libre de rang r,

2. la Ally1, - - -, Ynt4]]/cm-algébre Rn/(cm,mg:‘)) agissant sur My, /c,,,
3. la surjection Rn/(cm,mg:)) — RO/(cm,mg:)),

4. la surjection B[[z1,...,z4]] — Rn/(cm,mg;”)),

5. la surjection M, /¢, — M/c,, entre B[[z1,...,z4]]-modules .

Comme il n’existe qu’un nombre fini de classes d’isomorphismes de données
de recollement de niveau m, & réindexation des indices prés on peut supposer
que Patch(m, m) se réduit sur Patch(n,n) pour tout n < m.

Posons Mo, = lim M,,/c,,. C’est un A[[y1, ..., yn+;]]-module libre de rang r. De
plus, Moo /(y1y---,yn) = M.

Posons R, = lim Rn/(cm,mg;”)). C’est une A[[y1,...,Yn+;]]-algébre qui agit non
trivialement sur M. Il existe de plus des surjections B[[z1,...,z4]] & Re — Ro.

Soit R, l'image de Ry dans End(M.). Clest une Alfyi,...,yn+;]|]-algebre
finie sans torsion. Elle est donc équidimensionnelle de dimension 2 + h + j.

Il existe une suite de surjections B[[zi,...,24]] — Rs — R., et, comme
Spec B[[z1,...,24]] est une union de composantes irréductibles de dimension
g+3|%, | +[F:Q+2=h+j+2, on déduit que limage de Spec R, dans
Spec Bl[z1,...,2Z,4]] est une union de composantes irréductibles. Considérons a
présent la composante irréductible

SpecRSZp’qj’U(éRﬁ_’géU[[:rl, cezgl]
de Spec Bl[z1,...,24)] qui correspond aux représentations spéciales en X. Par

hypothése, le point modulaire f € Spec R,  s’envoie sur cette composante et sur
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sp,V,U & pA,Y,U .
aucune autre. Cela prouve que SpecRy; R [[x1,...,24]] est modulaire

isomorphe & R/ /I pour un idéal minimal I de R._.
On en déduit que M, /I est un module fidéle de type fini sur

RPVUGRND ([, a)]

Soit E’ une extension finie de E et x € Spec Ry(E’) une déformation spéciale en les
places divisant . Alors Mo, ® k(z) = M ® k(z) n’est pas nul donc z est modulaire.

7.2.2. Multiplicité un et version forte. — Notre démarche différe maintenant de [28].
Supposons que

sp, ¥, U 5 ,U,U
REp ®R1:A>—10c [1/])]

soit formellement lisse. On déduirait alors du lemme 3.3.4 de [28] que M /I[1/p] est
projectif et fidele sur R._/I. Cela impliquerait que M/I[1/p] est fidéle sur

AU sp, ¥, U
R ®R§,U RE .

Malheureusement,
R OR G [1/7)

p-loc

n’est probablement pas formellement lisse dans notre cas, et tout spécialement en
les points ou l'inertie agit trivialement et les valeurs propres du Frobenius sont les
mémes (voir la remarque 4.1.7). Mais c’est précisément en ces points que la fidélité
de M/I[1/p] nous serait utile pour démontrer le théoréme 1.2.

Au lieu d’utiliser la formelle lissité, nous allons argumenter de la maniére suivante.

L’énoncé de multiplicité un rappelé dans la proposition 6.7.7 montre que si R!, est
limage de R,, dans End(M,,) alors M,, est projectif sur R) de rang un. Ainsi, M, est
projectif sur R/ de rang un donc M, /I est projectif sur R._/I de rang un et M/I
est un module fidéle et projectif de rang un sur R*%U ®pyv RSEP"I”U.
7.2.3. Application. — Prenons p comme dans I’énoncé du théoréme 1.2. Elle fournit
une application R — E. Fixons des cadrages de p en toutes les places v | £,. On
obtient alors une application R%'Y — E et comme la restriction de p en toutes les
places v | X est spéciale et sa restriction en toutes les places v | p est conjuguée
a des représentations triangulaires supérieures, cette application se factorise en un
morphisme

v
RA,\I/ ®R§' RSEZDa — E
qui s’étend uniquement en
AW sp, ¥, U
R ®Rg REP e E
On souhaite étendre ce dernier morphisme & ’anneau

AU sp, ¥, U
R ®R§’*U R)] .
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Cela revient a fixer les différentes valeurs possibles de U, pour tout v | p. Le choix
universel est représentable par la E-algébre finie

AU sp,U,U
(R ®R§'U Ry ) ®(R\1/,U®R\II’UR;P,‘I’7U) E.
p]

Pour tout v | p, notons P,[X,] € E[X,] le polyndme caractéristique p(Frob,,). Il suit
de la définition que

(RA,\I/,U ®R§,U R;p,\l/,U) ®(RW,U®RWYURSEP,¢,U) E ~ E[X,, Yv | p]/(P,(X,), Yv | p)
p}

ou l'isomorphisme est obtenu en envoyant U, sur X,,.

Soit eHO(%°", w')2¥[p] le sous- E-espace vectoriel de eHO (%™, w!)5" consistant
en les formes propres pour l'action de Ty, dont le systéme de valeurs propres
correspond a p. Le théoréme de promodularité que les résultats précédents permettent
de démontrer est le suivant.

Théoréeme 7.2.4. — Le E-espace vectoriel
eHO(%ord’wl)gad)[p]
est un module libre de rang un sur E[X,, Yv | p]/(Py(Xy), Yv | p) o X, agit via U,.
De plus, le premier coefficient de Fourier du q-développement fournit un isomorphisme
canonique
Or" A)
E[X,,v | pl/(Po(X,), Yo | p) — eH (X, ") 5[]
Tw—[f—CQ,T-f).
Remarque 7.2.5. — Nous démontrerons dans la partie suivante de I’article que ’espace
6HO(%0rd,w1)§’w[p]

consiste en des formes classiques qui sont les p-stabilisations de la forme de niveau
premier & p que nous associerons a p.

Démonstration. — Soit N = eH°(%X°, w!)5" et NV son dual. Notons que NV est
un quotient de M/I ®y» E ou 'on a employé les notations du paragraphe 7.2.2.
On en déduit que NV est un R*¥U-module. Il résulte du paragraphe 7.2.2
que VV := NY Qgsvwuv E[X,,v | p]/(Py,v | p) est un module libre de rang
un sur E[X,,v|p]/(Py,v|p). Notons V l'unique sous-module de N tel que

l'on ait NV/V+ = VV sous l'accouplement N x NV — E. C’est un sous
E[X,,v | p]/(Py,v | p)-module libre de N qui est égal a eHO(X°d, w!)5[p].
La derniére assertion du théoréme résulte de la proposition 6.7.7. O

Ce théoréme nous permet de construire des vecteurs privilégiés dans
eH’ (X7, )5 [o] -

Soit S; I'ensemble des places v | p telles que p(Frob,) a des valeurs propres distinctes
et Sy son complémentaire dans I’ensemble des places divisant p. Soit f; ’ensemble des
familles a = (a,,v € S1) o a, est une valeur propre de p(Frob,). Pour tout v € Sy,
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notons a, la valeur propre de p(Frob,). Soit J, = {0,1}%2. Sig = (g,) € J, et vy € Sa,
notons wy,e € J, I'élément tel que €, = €, pour v # g et €, = 1 —&,,. Considérons
la base {f,c} de eHO(%™ w15 [p] définie par

e C(1, fae) =1,

o U, fae = ayfae pour v € Sy,

o Uy,fae = ayfae+ €vfaw,e POUr v € Sy.

Construisons a présent des combinaisons linéaires adéquates de ces vecteurs de base.

Proposition 7.2.6. — 1l existe deux vecteurs H et G de eHO(f{Ord,wl)@’w[p] qui
vérifient

e C(1,H)=1,

o C(mp~ 1, H) = C(m,G) pour tout idéal fractionnaire m de Op.

Remarque 7.2.7. — Dans le reste de 'article, nous démontrerons que H est une forme
modulaire classique de niveau premier a p. Pour avoir une meilleure intuition sur la
démonstration qui suit, le lecteur est invité a supposer 'existence de H classique de
niveau premier & p, et & construire les p-stabilisations f, . en partant de H.

Démonstration. — Soit S1 = {v1,...,vx} et So = {vkt1,...,Vk4¢}. Notons
S = {vy,...,v,} pour 1 < r < k+t. Soit (J(T) Pensemble des r-uplets (by,...,b,)
ou b; € {ay,, B, } pour i < ket b; € {0,1} pour i > k + 1.

Construisons par récurrence des formes Hp » et Gy pour 0 <r < k+tetbe d(r).
Posons Hg,k—i-t = GQ,k+t = fg,g ou a = (bl, . .,bk) et € = (bk+1, . ~abk+t)~ Sir > k,
posons

Hy, = avrﬂH(b,l),TJrl +(1- avrﬂ)H(b,O),TJrl

et

Gor = G1),r41 — Go,0),r41-

Sir < k-1, posons

avr+1H(b,auT+l),r+1 - ﬁvr+1H(Q,ﬁvT+1),r+1
Hyr =
Oy — ﬁv
et

o Goau,)rt1 = Go.8,, )+

br = .

B Oy — ﬁ'u

On vérifie aisément que Gz 9 = G et Hy o = H conviennent, en utilisant les formules

reliant valeur propre de Hecke et g-développement (voir [34], coro. 2.4.1 par exemple).
O
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PARTIE III
CLASSICITE DE FORMES MODULAIRES SURCONVERGENTES

Cette partie forme le coeur technique de ’article. Nous y prouvons que les formes
modulaires p-adiques dont 'image par Frobenius est surconvergente de pente finie
sont classiques.

8. Enoncé du critére de classicité

Notons p - O = [],_, 7{’ la décomposition du nombre premier p comme produit
d’idéaux premiers distincts de O)r. Appelons f; le degré résiduel de m; et définissons
lidéal p = [[;_, m; de Op.

Remarque 8.1. — Le cas ou p = 2 ne pose pas de probléme particulier dans cette
partie.

Rappelons que X — Spec @ est une union disjointe de variétés modulaires de
Hilbert de niveau premier & p, et plus spécifiquement de niveau supporté en les places
divisant n - 3. Ces variétés de Hilbert sont indexées par leur idéal de polarisation ¢;
pour 1 < i < s. Notons A le schéma abélien universel.

Notons X(p) — X 'espace de modules des structures iwahoriques de niveau I'y(p)
en p. Il parameétre donc les groupes finis et plats H — A[p] stables sous O et qui
se décomposent comme produit H = [], H[r;] ou H[r;] est un schéma en groupes de
Raynaud pour tout 1 <4 < 7. Il existe sur Xo(p) une isogénie universelle ¢ : A — A’
de noyau le sous-groupe universel H = Kerty. Il existe une premiére projection
évidente py : Xo(p) — X qui envoie (A, H) sur A et si 'on choisit des isomorphismes
positifs ¢;p ~ ¢;, pour tout 1 <43 < sou 1l < j; < s dépend de i, on obtient une
seconde projection py : Xo(p) — X qui envoie (A, H) sur A/H.

Rappelons que w! désigne le déterminant du faisceau conormal

e*Q}q/X

et que w”* est sa puissance tensorielle k-iéme pour tout k¥ € Z. Rappelons aussi
que H°(X,w") est le module des formes de Hilbert classiques de poids k.

Soient X,ig (resp. Xo(p)rig) lespace rigide associé & X (resp. & Xo(p)) et Xo
(resp. Xo(p)o) la fibre spéciale de X (resp. de Xo(p)). Notons X,.q le tube ordinaire
dans X ; il est égal & la fibre générique rigide de x°rd, Une forme modulaire p-adique
de poids k entier est un élément de HO(Xord7 wk). Elle est surconvergente si elle s’étend
en une section de w* sur un voisinage strict de X,;q dans X.iz. Notons M, ];r I'espace
des formes surconvergentes de poids k.

Notons Xord muit le lieu ordinaire multiplicatif de Xo(p)rig. D’aprés la théorie
du sous-groupe canonique, p1 : Xordmult — Xord €st un isomorphisme et cet
isomorphisme s’étend sur des voisinages stricts. Cela implique qu’il y a une action
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de l'opérateur U, sur HO(Xord,wk) ou M,I L’opérateur U, agissant sur M,I est
complétement continu. Notons M,Ip 7 le sous-module de M, ,I constitué des formes de
pente finie pour U,. Rappelons qu’une forme G € M ,I est de pente finie si il existe un
polynome P vérifiant P(0) # 0 et P(U,)(G) = 0.

On dispose en outre d’un opérateur ¢ de « Frobenius » sur H(X,.q,w®) ou M,I

En effet le composé
1

b2 Opfl : Xord pL) Xord-mult E) Xord
induit ¢ : H(Xorq,w*) — H%(Xgra,w®). De plus, comme le sous-groupe canonique
surconverge, cette définition s’étend aux formes surconvergentes.
On dispose bien stir d’une suite d’inclusions

HO(X,wF) — MP — M — H(Xorq, ")
et le théoréme qui suit caractérise le sous-espace H°(X, w”) dans H(X,pq, w®).

Théoréme 8.2. — Une forme modulaire p-adiqgue H € H°(Xoq,w") provient du
module HO(X,w") si est seulement si ¢.H est une forme modulaire surconvergente de
pente finie.

Dans le sens facile. — Soit H € HO(X,w*). Alors ¢.H € H%(X,pq,w") est la
restriction de p5H € H(X((p),w") au lieu ordinaire multiplicatif. Elle est donc bien
surconvergente, de pente finie. O

La démonstration de I’autre implication fait 'objet de la suite de I’article.

Remarque 8.3. — Si p est non ramifié dans F', G est une forme surconvergente de
pente finie annulée par un polynéme P et si la valuation de P(0) est petite par
rapport a k, on déduit de [36] que G est classique sans qu’il soit nécessaire de supposer
Pexistence d’une forme H telle que ¢.H = G.

Corollaire 8.4. — Les formes G et H construites dans la proposition 7.2.6 sont
classiques.

Démonstration. — Ces formes sont ordinaires donc surconvergentes. D’autre part
¢.H = G d’aprés le lemme 4.1.2 de [34]. O

9. Préliminaires sur les schémas en groupes

9.1. Groupes de Hilbert-Blumenthal Barsotti-Tate. — Soit L une extension finie de Q,
de degré g, d’indice de ramification e et de degré résiduel f. Notons )5, I'anneau des
entiers, ky, son corps résiduel et ¢ 'automorphisme de Frobenius de k7. Choisissons w
une uniformisante de 0. Soit E le polynéme minimal de w sur W (k L)[%] C’est donc
un polynéme d’Eisenstein. Posons

E(T)=T°+ae 1T '+ +aq.
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Définition 9.1.1. — Soit S un schéma. Un groupe de Hilbert-Blumenthal Barsotti- Tate
(abrégé en BTHB) G sur S est un groupe de Barsotti-Tate § — S de hauteur 2g et de
dimension g muni d’une action de Or, tel qu’il existe un isomorphisme Op-linéaire

D
9=9".
Définition 9.1.2. — Soit S un schéma. Un groupe de Lubin-Tate J sur S est un

groupe de Barsotti-Tate sur S de hauteur g et de dimension 1 muni d’une action
de @L-

Si# — S est un groupe de Lubin-Tate, son caractére est par définition I’application
01 — H°(S, Os) donnant l’action de O, sur l'algébre de Lie Lie(¥).

9.2. Généralités sur les BTHB en caractéristique p. — Soit k£ un corps algébriquement
clos de caractéristique p. Notons I'g = {o : k, — k}. Pour tout o € Ty, posons 0, =
OL @w k), W(k) = W(k)[T]/E°(T). C’est une extension totalement ramifiée
de W (k). Appelons v la valuation p-adique sur @), normalisée par v(p) = 1. Par abus
de notation, nous noterons encore w une uniformisante de @,. L’anneau 01, ®7 W (k)
se décompose comme somme directe
Do..
e

De méme, tout module D sur O, ;W (k) admet une décomposition similaire @, D,
Le Frobenius de W (k) induit un morphisme de Frobenius relatif

¢: 0 @z, W(k) — O @z W(k)

qui se décompose en applications ¢ : 0, — 0,04 pour tout o € T'.

Lorsque G — Spec k est un schéma en groupes fini et plat, on note D(G) son
module de Dieudonné contravariant. Rappelons que Ker(F') C D s’identifie au faisceau
conormal wg et que Ker(V) s’identifie & wyp, = Lie GP ou G est le dual de Cartier
de G.

De méme, lorsque G — Spec k est un groupe de Barsotti-Tate, on note D(G) son
module de Dieudonné contravariant qui un W (k)-module libre de rang fini. Dans ce
cas, Ker(F) : D/pD — D/pD s’identifie au faisceau conormal wg. Notons G le
groupe de Barsotti-Tate dual de G.

9.2.1. Sur les groupes de Barsotti-Tate de hauteur g. — Soit # — Spec k un groupe
de Barsotti-Tate de hauteur ¢ muni d’une action de €);. Notons D son module de
Dieudonné contravariant, qui est libre de rang un sur @7 ® W(k). Il existe une
décomposition D = @U D, ou D, est un @,-module libre de rang un. On obtient
une application ¢-linéaire F' : D — D et une application ¢~!-linéaire V : D — D
qui vérifient F'V = VF = p. Elles se décomposent en applications Fi, : Dy — Dgoe
et Vo : Dy — Dyog-1. Sil’on choisit une base de tous les D, on peut représenter F,
par un élément de @,04. Notons v(F,,) sa valuation qui est indépendante du choix de
la base. Par la proposition 4.8 de [1], la classe d’isomorphisme de D est déterminée
par les éléments {v(F,)}sex. Cela permet de montrer la proposition suivante.
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Proposition 9.2.2. — Il existe une bijection entre les classes d’isomorphisme de
groupes de Barsotti-Tate de hauteur g sur Spec k munis d’une action de Of et les
familles de g éléments (vo)oer, € (2N [0,1])9.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 9.2.3. — Le foncteur 9 — Lie J{ de la catégorie des groupes de Lubin-Tate
sur k vers la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension un munis d’une action
de k1, est une équivalence de catégorie. Il existe donc une bijection entre les classes
d’isomorphismes de groupes de Lubin-Tate sur k et ’ensemble T'g

Démonstration. — Soit D le module de Dieudonné d’un groupe de Lubin-Tate J¢
sur k. La dimension de # est e ), v(F,). Si # est de dimension un, il existe un unique
oo € Iy tel que v(Fy,) = % et que F, soit inversible lorsque o # 0. L’élément o
détermine donc la classe d’isomorphisme de . Enfin wy = Ker(F : D/pD — D/pD)
ol wy =P, wy, ot wy,, =0 et wy , k. O

9.2.4. Polygones de Newton. — Commencons par une généralisation facile du
paragraphe 5.2 de [21]. Soit &/k un BTHB et D(%) son module de Dieudonné, qui
est libre sur 1, ®z W (k). D’aprés la théorie de Dieudonné-Manin, D(%)[1/p] admet
une décomposition en pentes. Etant fonctorielle, cette décomposition est stable sous
laction de 0. Ainsi on obtient soit deux pentes de méme multiplicité (r/g, (9 — r)/g)
pour r € ZN [0, [ soit I'unique pente 1/2. Indiquons & présent comment calculer les
pentes de I’ 1socrlstal associé a §.

Lemme 9.2.5. — Les pentes du ¢-isocristal D(G)[1/p] sont f~1 multiplié par les
pentes du ¢7 -isocristal D(§),[1/p] pour tout o € T.

Démonstration. — Les pentes du ¢f-isocristal D(&)[1/p] sont égales & f multipliée
par les pentes du ¢-isocristal D(%)[1/p]. Mais le ¢/-isocristal D(#)[1/p] est la somme
directe de f isocristaux avec ¢/ tous isomorphes & D(#),[1/p] pour n’importe
quel o € T'y. O

Le lemme suivant généralise [21], lem. 5.3.1 et [1], thm. 9.2.

Lemme 9.2.6. — Supposons que le ¢ -cristal D(G), sur 0, a un Frobenius de matrice

mi M2
m3 1My

Alors la premiére pente de D(4) est

f ms meo
i (5, 70(6 (ma) 4 ma D)) = inf (5, oma -+ 0f ma) 7o

avec la convention 0/0 = 1.
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Démonstration. — Par symétrie et grace au lemme précédent, il uﬂit de montrer
que la premiére pente du ¢/-cristal est A\ = inf{ v(¢f (my) + ma? m3))} Dans
le cas o m3 = 0, la formule claire. Supposons donc que mg # 0. Smt e1,€e2 une
base de D(%),. Pour calculer les pentes on peut remplacer D(¥), par le sous-cristal
engendré par e; et F'-e;. Le Frobenius de ce sous-cristal est donné dans la base ey, Fley

par
0 ¢f(m3) (m1m4 — m2m3)

Ce sous-cristal est donc isomorphe &

0o LF1/F — (& (my) + my & 078)ypr _ &7 (m3)

(m1m4 — mgmg) .
ms ms

A la maniére de [1], lem. 9.1, lorsque Ae € Z on construit une factorisation

¢/ (m3) )Ff _ ¢f(m3)
ms ms

— (¢f(m1) +Mma (mimg—mams) = (boFf —I—bl)(Ff —we’\)u

avec by, b1, u € O, et u une unité. Cela fournit une application non nulle

F(m F(m
OulF!)/ PP — (6 () + ma? 751 yps ¢ 7(n ) (mums — mamy) — Oa[FII/(FY - )
3 3
Lecasou A = et g est impair est similaire, et nous renvoyons le lecteur a [1], lem. 9.1
et thm. 9.2. O

9.2.7. Groupes de Barsotti-Tate de pentes (1/g,(g —1)/g). — Soit § un BTHB
sur Spec(k) dont le polygone de Newton a pour pentes (1/g,(g —1)/g). Dans cette
section, nous supposons que g > 3. L’hypothése g > 3 garantit que les deux pentes
sont distinctes.

Proposition 9.2.8. — Le BTHB § posséde un unique sous-groupe de Lubin-Tate 7 et
un unique quotient de Lubin-Tate 9.

Démonstration. — Soit D le module de Dieudonné de &. D’aprés la classification de
Dieudonné-Manin,

D[1/p] ~ D[1/pl1/4 ® D[1/pl(g-1)/g
ott D[1/p]1/4 et D[1/p](g—1);4 sont les isocristaux simples de pentes % et %. Cette
décomposition est stable sous l'action de @);,. Notons D; /g le quotient de D qui

est Iimage de D dans D[1/p];/,4. Il correspond & l'unique sous-groupe de Lubin-
Tate # de §. Notons Dll/g le sous-module de D intersection de D et de D[1/p], /4. Il

correspond & I'unique Lubin-Tate #' quotient de . On en déduit que & se dévisse
en deux suites exactes courtes équivariantes sous 0y,

0—H—G—-HP -0 and 0—>5"{'D—>G—>5‘[/—>0. O
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9.2.9. Extension d’un groupe de Lubin-Tate par son dual. — Dans cette section nous
supposons g > 2 et étudions le groupe des extensions comme €);-module d’un groupe
de Lubin-Tate # par son dual.

Lemme 9.2.10. — Soit % — Spec k un groupe de Lubin-Tate . Il existe un
isomorphisme naturel Extl(ﬂD,fr’{) ~ k. Une extension scinde si et seulement
st elle scinde sur la w-torsion.

Démonstration. — Soit D le module de Dieudonné de § € Ext! (# b o )- Il se dévisse
en

0— D(H") — D — D(H) — 0.
Comme précédemment, on a D = @ D,. Choisissons une base D, = <e,, fo> ol €,
est une base de D(#P7), et f, reléve une base de D(J),. Il existe un unique o tel
que

et sio #o0gona

Quitte a remplacer fyo4 par Fu(fs) pour o # o0g, on peut supposer que z, = 0
pour o # 0y. Posons z,, = . On peut voir F7/ comme un endomorphisme de Dyyoo

de matrice
wfe=l g
0 w)]’

En utilisant la proposition 4.8 de [1], on voit que z mod w détermine la classe de
lextension. En particulier, si v(z) > 0 on peut choisir f,,os de telle maniére & avoir

Ff B wfe—l 0
0 w)

On peut alors remplacer f, par F" " (f,,04) pour 0 = ggo0 ¢” et 1 < r < f. Dans
cette nouvelle base, F,, est diagonal pour tout o € £. Ainsi, D = D(#) @& D(#") et
l’extension scinde. O

Remarque 9.2.11. — Le cas g = 1 est trivial car le groupe de Lubin-Tate est alors le
groupe multiplicatif, son dual est étale et toute extension est scindée.

Lemme 9.2.12. — 1. Un extension § € Ext*(#" H) est scindée si est seulement
st dimpHom(ay,, §) = 2. Si elle ne scinde pas, dimyHom(w,, &) = 1.
2. Supposonse>2. 514 € Extl(ﬂD,ﬂ) alors wy est libre de rang un sur O ® k
si et seulement si l’extension est non triviale. On dit dans ce cas que § vérifie
la condition de Rapoport.
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Démonstration. — C’est évident sur la description du module de Dieudonné. O

9.2.13. Sous-groupes remarquables. — Dans cette section nous supposons que g > 3.
Soit # — Spec k un groupe de Lubin-Tate.
Disons qu’un sous-groupe fini et plat Hy de la @ -torsion de & € Extl(ﬂ D,J”( )
est libre de rang un sur @7 /w™ O si les suites courtes
0 —» Hy[w"] —» Hy[w™] = Hy[@"™ ™ —0

sont exactes pour tout N >m >n > 0 avec N > 1.

Lemme 9.2.14. — Supposons N > 2. Soit Hy un sous-groupe de § libre de rang un
sur O /wN 0. Le sous-groupe Hy[wN 2] est égal a ﬁ’/D[wN_Q] ou & H[wN 2.
Démonstration. — Soit D le module de Dieudonné de §. On a D = @, D,. Si

Pextension définissant & scinde, on peut munir D, d’une base <e,, f,> telle qu'il
existe un unique oq tel que

et pour tout o # oy,

Si I’extension est non triviale, on peut munir D, d’une base <e,, f,> telle qu’il existe

un unique og vérifiant
I wt !l g
oo =
0 w

avec v(z) = 0 et pour tout o # og

=" 9,
0 1

Un calcul facile montre que la matrice de Ff sur Dgyyopr dans la base
<€spo¢rs fogoer> pour 1 <7 < f est

(wfe—l we(r—l)qbr—l(x))

0 w

oll x est une unité dans le cas non scindé et ot x = 0 dans le cas scindé. Notons Dy
la réduction de D modulo w?”. Soit L le sous-module de Dy correspondant au sous
groupe de & libre de rang un sur 0, /w™ ;. La o-partie L, est libre de rang un
sur 0,/ pour tout o € Ty.

Soit Ar€sgogr + trfogosr un générateur de Lgjogr pour 1 < 7 < f. 11 est
nécessairement vecteur propre de F/ et 'on obtient la relation suivante dans 0,,04/@™

@/ ¢! () + w8 (@) () — wAdT () = 0.
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Pour tout o € Ty, on peut définir la valuation tronquée d’un élément z € 0,/ w? en
posant v(z) = inf{v(2), ¥} ott & € O, releve z.
Cherchons une solution de I’équation précédente avec A, = 1. Cela force & avoir
N-1

soit v(ur) > “—= soit 7 = 1 puis z est une unité et y, = wu avec u une unité.

L’équation sur u s’écrit alors
wlu + zw?¢! (u)u — w?¢f (u) = 0.

Cette équation admet une unique solution mod w™~2 d’aprés un argument
d’approximation standard.

Cherchons maintenant une solution avec u, = 1. On voit que r = 1, ce qui
force x =0 et v(\,) > % Pour r > 2 il existe une unique solution modulo @™ 1!
notée \2. Cette solution a valuation r—1— é +v(z) et est 'unique racine de I’équation

wfe_2¢f()\2) + we(r_l)_lqﬁr_l(x) — A2 =0o.

Résumons la situation

eSir =1etz # 0, on a soit (A\r,z,) = (1,0) mod @w™=2 ou (A, prr) =
(1,7ou) mod w2 avec u une unité.

eSir >2etz # 0 on asoit (A\,pu) = (1,0) mod @2 ou (A, p,) =
(A%,1) mod w2 avec v(A2) =7 —1— 1.

eSil<r< fetx=0onasoit (A\,pu.) = (1,0) mod w2 ou (A\r,u,) =
(0,1) mod w™ 2.

Comme F,(L,) C L,, on en déduit que les seules solutions possibles modulo w
sont bien

N-2

1. Ly, = <e,> mod w2 pour tout o,
2. Ly = <f,> mod w2 pour tout o si z = 0,
3. Logop = <€opop + WUfogop™> €t Logogr = <)\2@UOO¢T + fogopr>pour 2 <r < f

si x # 0.
Dans la liste précédente, le cas 1 correspond au sous-groupe #[w’ ~2] et les cas 2 et 3
D
A [wN 2. O
9.2.15. Familles de sous-groupes remarquables. — Dans cette section, nous mainte-

nons ’hypothése g > 3.

Soit S un schéma de type fini réduit sur Spec F, et ¥ — S un BTHB sur S.
Supposons qu'il existe o € 'y tel que pour tout point géométrique Z : Spec k(Z) — S,
le BTHB @, soit isomorphe & la somme directe #z ® HE on Hz — Spec k(z) est
le groupe de Lubin-Tate de caractére o. Soit N € Z>(. Pour tout z € S, le sous-
groupe # z[p’V] est remarquable parmi les sous-groupes de G- 11 est naturel de se
demander s'’il existe un sous-groupe fini et plat #[p"] < & sur S qui interpole les
divers sous-groupes # z[p"]. Des questions similaires ont été étudiées dans [32] pour
tous crans quelconques de la stratification de Newton. La preuve de la proposition
suivante est directement inspirée par cet article.
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Proposition 9.2.16. — 1l existe un morphisme fini surjectif S’ — S et un schéma en
groupes fini et plat H[pN] — G, stable sous Uaction de O tel que H[pN]; soit le
sous-groupe H z[p™] pour tout point géométrique T de S'.

Démonstration. — Notons ¢" : § — S la puissance r-iéme du Frobenius absolu,
qui est un morphisme fini surjectif. Soit ﬁ(p D le changement de base de ¥ selon ce
morphisme. Soit V" : ﬁ(p R @ la puissance r-iéme du morphisme de Verschiebung.

f
Un calcul point par point sur le module de Dieudonné montre que ﬁ(p )[w] C
Ker(VY). Ainsi la quasi-isogénie

Vi e
I N
AR
est une isogénie. Un calcul élémentaire sur le module de Dieudonné montre que pour

tout Z € S, la fibre en Z du noyau de cette isogénie est H# z[pw=2]. 1l suffit alors de
prendre r = fN,

’ $"
§S'=5—§8
et H[pN] = (Ker%)[p]v]. O
9.2.17. Familles de Moret-Bailly. — Dans cette section, nous maintenons I’hypothése

g > 3. Considérons ¥ = H @ I P sur Spec(k) ot H est un groupe de Lubin-Tate
correspondant & oy € I'g et étudions le schéma propre GR qui paramétre les sous-
groupes de Raynaud de & tués par le Frobenius.

Lemme 9.2.18. — Supposons f > 2. On a GR(k) ~ P! (k). De plus, GR(k) posséde
deuz points distingués, un correspondant a HP [w] et autre & un sous-groupe noté Hy.
Pour tout sous-groupe H € GR(k) distinct de Hy, on a wgp, = 0 si 0 # o9
et wyp o # 0. On a wyp, = 0 sio # 09 ou gpo ¢ et WHD 00> WHP ogos # 0.
Supposons f = 1. On a GR(k) ~ P'(k) qui a deuz points distingués sur GR(k)
correspondants a H[w) et HP[w).

Démonstration. — Notons D le module de Dieudonné de &. Si f > 2, la famille de
sous-modules de Dieudonné correspondant & la famille universelle de sous-groupes
sur GR(k) est donnée par L(p,A)y = <weq, fo> sl 0 # 090 ¢ et L, A)gpop =
<pesood + AMogod, @eagops @ fagop> OU (11, A) € P1(k). Le groupe #P [w] correspond
a (0,1) et Hy & (1,0). Si f = 1 on a I'y = {09} et la famille de sous-modules de
Dieudonné est donnée par L(p, X) g = <pteoy+Afoq, @eoy, @ fy> avec (u, A) € PL(k).
Le groupe # " [@] correspond & (0,1) et #[w] & (1,0). O

A chaque point (¢, H) de GR(k) on peut associer (§/H, Glw]|/H) = w(§, H).

L’automorphisme w ainsi obtenu est appelé « involution de Weil ».

Lemme 9.2.19. — Supposons f > 2. Soit #' le groupe de Lubin-Tate correspondant
a ogo¢ € Ty. Sous l'isomorphisme précédent GR(k) ~ P(k), involution w identifie
k* — PL(k) avec Uensemble des extensions non triviales de Ext'(#7,%). Pour
ces extensions non triviales, GY[w|/H = Ker(V : (§/H)[w]| — (§/H)[w]). Dans les
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autres cas w(G, " [w]) ~ (G, H[w]) et
w(G, Ho) ~ (#' ® (H')P,H}) ot H} est le seul sous-groupe de Raynaud de (#' &
(H')P)[w] tué par V tel que WHY o # 0.

Démonstration. — Indiquons simplement les calculs & réaliser lorsque H = Hy.
Soit L = &L, le sous-module de Dieudonné de D tel que le quotient D/L soit le
module de Dieudonné de Hy. Donc L est le module de Dieudonné de @/Hy. On
vérifie aisément que Fy; : L, — Lyo4 est donné dans la base naturelle par la matrice

(v )
)

si 0 = 0g o ¢. Le module de Dieudonné de @[w]/Hy s’identifie & L/wD. 1l est facile

de voir que V = 0 dans L/wD et que F, : (L/wD), — (L/wD)sop est nul si et
seulement si ¢ = 0g ou o = 0¢ 0 ¢. O

si 0 # 0g o ¢ et par la matrice

Lemme 9.2.20. — Supposons f = 1. Sous l’isomorphisme précédent GR(k) ~ P(k),
Uinvolution w identifie k* — PY(k) avec l’ensemble des extensions mon triviales
de Ext'((#)P,H). Pour ces extensions non triviales, Glw]/H = Ker(V

(G/H)w] — (9/H)[w]). Dans les autres cas, w(G,#"[w]) ~ (G, H|w])

et w(G, H[w]) = (§,H" ).

9.3. Déformations de BTHB. — Le but de ce paragraphe est de démontrer quelques
résultats sur les déformations de groupes de Barsotti-Tate de polygone de Newton ou
de a-nombre prescrits. Des résultats similaires figurent déja dans [21] et [1] et nous
empruntons les méthodes de ces articles.

9.3.1. Déformations en a-nombre un. — Soit §/k un groupe de Barsotti-Tate. Son
a-nombre est par définition dimy Hom(cy, ). Si D est le module de Dieudonné de ¢
on a a(¥) = dimy D/(FD + VD). La proposition suivante généralise [21], thm. 5.3.3.

Proposition 9.3.2. — Soit G /k de a-nombre un. Il existe une k-algébre locale intégre S
de corps résiduel k, de corps des fractions K et un BTHB G — Spec S tel que G |k~ G
et G |k ait un polygone de Newton de pentes (%, g,%l).

Démonstration. — Déterminons d’abord une base convenable du module de Dieu-
donné D de §. Par hypothése, il existe un unique o¢ tel que Dy, # FDgjop-1 +V Dyjop-
On peut comme dans la démonstration du théoréme 5.3.3 de [21] trouver un
élément x € D, tel que pour tout 0 < i < g — 1, la famille {Fz, V9~‘x} soit une
base de D, opi €t F92 = ax — VI9x avec a € Oy, et v(a) > 0. Notons que la premiére
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pente du polygone de Newton de & est inf{v(a)/f,1/2} Dans la base précédente, la
matrice du morphisme F,; : D, — Do est donnée par

(0 )
(5 7)

si o =0g0¢~t. Notons R = k[[co,,---,Ce1,0,0 € X]]. D’aprés la section 5.4 de [2],
le schéma formel Spf R est I’espace de déformation équi-caractéristique de #. D’aprés
le théoréme 5.6.1 de [2] le display universel sur R est une famille (P,Q, F, V1, <,>)
o P = @, P, est un module libre de rang deux sur W(R) ®z O et F: P — P est
une application ¢-linéaire. Aprés tensorisation par le morphisme R — k, le module P
se spécialise sur D et il existe une base ef, eg relevant la base précédente de D telle
que F,; : P, — P,.4 est donné par la matrice

1 _QS(CG)
0 P
si o # 0go ¢! et par la matrice

a p—ad(Corpop-1)
-1 —¢(C(700¢_1)
autrement, ot C, = [co o] + [c1,6]T 4+ + [Ce—1,6|T°"! € W(R) ® O, et [.] désigne le

relévement de Teichmiiller. Posons

f—2
C= Z CUOOWPH_I :

1=—1

sio#o0pgo¢ ! et par

L’endomorphisme de P,, donné par F' I a pour matrice

a —aC+pf
—1 C '

Posons S = R/cy sy04-1- La spécialisation de P sur une cloture algébrique du point
générique de S est bien le module de Dieudonné d’un groupe de Barsotti-Tate de
pentes (%, 9—;1) d’aprés le lemme 9.2.6. O

9.3.3. Déformation du a-nombre. — Soit S un schéma de caractéristique p et F — S
un BTHB. Supposons que wy est libre de rang un sur 01 ® O, autrement dit qu’il

vérifie la condition de Rapoport. Le Verschiebung ﬁ(p ) @ a une différentielle
V: wg — (.Ug(p)
qui se décompose en morphismes

Vo 1 Wwge = WH oop—1-
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Pour tout o € I’y et tout 1 <7 < e notons

Vie : Wylmilo = Wylmil,oos-t-

L’application V; , est souvent appelée invariant de Hasse partiel (voir [3], déf. 7.12).
Si S = Spec k, le a-nombre de & est juste ) dimy Ker(V; ). Introduisons le a-nombre
raffiné de & qui est la fonction A(g) : Iy — [0, e] définie par

A(G) (o) = Sl;p{vi,cr = 0}.

Remarquons que a(g) = >, A(G)(0).
Soit &/k un BTHB tel que wy soit libre sur O ® k. Notons Defy o l'espace de

déformations équicaractéristiques de &. Il est spectre formel d’une algébre & et nous
définirons sa dimension comme celle de Spec(). L’espace Defy o est formellement
lisse de dimension g.

Remarque 9.3.4. — Le groupe de Barsotti-Tate universel sur Defy, s’algébrise
canoniquement en un groupe de Barsotti-Tate sur Spec(#), puisque c’est le cas des
groupes finis et plats. Cela nous permettra de définir des stratifications de Spec(&),
par exemple par le a-nombre. On dira par abus de notation qu’on a alors défini
une stratification sur Defy o, qui n’est pourtant topologiquement qu'un point. On
définira de la méme maniére la dimension des strates et leur adhérence en remplagant
systématiquement Defy o par Spec(?). Nous adopterons ce point de vue dés que
nous considérerons des espaces de déformations.

Pour tout A : I’y — [0, €] notons Deféo le sous-schéma formel localement fermé ou
le a-nombre raffiné est A. La proposition suivante améliore le corollaire 8.18 de [3].

Proposition 9.3.5. — La stratification {Defg,o}A est pure donc

e [es strates sont formellement lisses,

e ['adhérence d’une strate est union de strates,

e si A,B:Tg— [0,€] alors Defgyo C Adh(DefgyO) si et seulement si B(o) < A(o)
pour tout o € I'y.

Démonstration. — Soit D le module de Dieudonné de & et Dy sa réduction modulo p.
Il existe une suite exacte

0—>u)g—>D0—>w§—>0.
Notons R = k[Z0,6---,Te—1,0,0 € L0/ (20,05 - -, Te—1,0,0 € T'g)?. Soit Defy (1) ~
Spec R le voisinage infinitésimal au second ordre du point fermé de Defy o. Notons &

le BTHB universel sur Defy o(1). Par évaluation du cristal D sur Defy; (1), on obtient
une suite exacte

O—>wg—>D0®kR—>wé—>0.
Soit 0 € I'g. Supposons A(%)(oo) = 4. Le morphisme

Voo : Wg,00 = k[T)/T° — Wg,op0p—1 = k[T)/T°
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est donné par la multiplication par T". Il existe donc des bases e, e de Dy o, €t f1, fo
de Dy 5,041 dans lesquelles V;; soit donné par la matrice

o)

et par wy o, = <T'%; + ey>. Sous des isomorphismes convenables, W o0 est donné
par <T’e; + ey + T0,00€1 + -0+ xe,1,00T6_161> ol I'on rappelle que W5 o est
la déformation universelle de wy 5, dans Dgg,). Soit j < i. L’équation du lieu
ot A(op) > j dans Defy o est donnée par Vj,, = 0. Cette équation devient z¢ 5, =

- = %j,, = 0 aprés projection dans I’espace tangent. On en déduit que I'union de
strates données par 1’équation A(og) > j est formellement lisse d’équations données
par une suite réguliére. On en déduit également la formule annoncée pour ’adhérence
d’une strate, ce qui démontre la proposition. O

9.4. Théorie du modele local. — Dans ce paragraphe nous ferons ’hypothése que g >
3. Nous étudions les espaces de déformations de BTHB qui sont extension d’un Lubin-
Tate par leur dual et qui sont munis de structures de niveau iwahoriques. Rappelons
d’abord un invariant fondamental des schémas en groupes finis et plats sur un trait
de caractéristique mixte, leur fonction degré.

Soit S un schéma et G — S un schéma en groupes fini et plat de section neutre
e : S — G. Notons

wg = e*Qé/S

le faisceau conormal de G le long de sa section unité. Supposons que S = Spec O
est le spectre d’un anneau de valuation discréte de caractéristique mixte (0,p), de
valuation v associée normalisée par v(p) = 1. Alors wg ~ @'_, Ok /z: 0k et le degré
de G est par définition deg(G) = > v(z;).

Supposons que G soit muni d’une action de k., ce qui est par exemple le cas si G est
un schéma en groupes de Raynaud. Alors wg est un k, ® Ok /pOx-module. Supposons
que Pk soit une W(k)-algeébre. Rappelons que par notation Iy = {o : kr — k}.
Ainsi wg = P, wa,o 00l wa,, est le facteur direct de wg sur lequel ky agit par le
plongement o : ki, — Ok /pPk. On a alors wg,, ~ @’;:1 Ok /z;0k et lon pose
deg, (G) = > v(z;). Clairement deg(G) = > deg,(G). Lorsque G est un schéma
en groupes de Raynaud, la donnée de la famille (deg,(G))ser, détermine la classe
d’isomorphisme de G |@K ou O désigne ’anneau d’entiers d’une cléture algébrique

de Ok[1/p].

Soit & — Spec k un BTHB extension de HP par H avec J un groupe de Lubin-
Tate. Soit H C §[w] un sous-groupe de Raynaud de & tué par le Frobenius. Notons % :
G — §/H Tisogénie canonique. Soit Defy ,, — Spf W (k) I'espace de déformation du

couple (7, ) et
rig
Def G
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sa fibre générique rigide dans le sens de la géométrie de Berkovich. Notons

H— Def;ip

le sous-groupe de Raynaud universel, qui est le noyau de I’isogénie universelle. Soit
deg : Defryf’gw — [0, f]

’application fournie par le degré de H. La proposition suivante est le résultat principal
de ce paragraphe.

Proposition 9.4.1. — Pour tout d € ]0,1[, le sous-espace

Defryiip(d) ={z € Def;,glb,deg(m) > f—d}
est comnexe et [application deg|Defgib(d) envoie surjectivement Defryf:gw (d) sur
[f—d, f[NQ.
Démonstration. — Traitons d’abord le cas ot § = # & # . Grace a I'involution de
Weil,

Defy,
s’identifie avec I’espace de déformations de %P : §¥/H — §. Les différents sous-
groupes H possibles sont classifiés dans le lemme 9.2.18. D’aprés les lemmes 9.2.19
et 9.2.20, la proposition résulte alors des propositions 9.4.6 et 9.4.8. Dans le cas ot ¢

est une extension non scindée et vérifie donc la condition de Rapoport, la proposition
résulte de la proposition 9.4.10. O

9.4.2. Modéle local sans niveau. — Soit JH un groupe de Lubin-Tate sur k
correspondant & un élément oy € X. Posons § = H & H” et notons i : H — @
I'immersion canonique du premier facteur. Soit Defy — Spf W(k) I'espace de
déformations de . Nous allons donner une description explicite de cet espace de
déformation grace a la théorie du modéle local. Remarquons que cette description
n’est pas utile pour prouver la proposition 9.4.6, mais servira d’exemple pour les
calculs plus compliqués effectués dans les paragraphes suivants.

Proposition 9.4.3. — Le schéma formel Defy a dimension relative g et il existe un
morphisme formellement lisse

Defy — Spf W (k)[[a, 3, ]}/ E™ () + .

Démonstration. — Soit M un module libre de rang deux sur &7 ® W (k) muni d’une
base e, es et de accouplement alterné non dégénéré standard M @ M — O @ W (k).
Ona M = ®&M,. Notons €] et eJ la O,-base induite sur M,,. Notons w, le sous-module
libre sur @, ®w (k) k de M, @w (x) k de base e pour tout o # 0¢. Notons w,, le sous-
module sur O,, ®w (x) k de My, Qw k) k engendré par Tel® et T 'e3°. Notons w =
@U Wo C MQwi)k. Soit M, le schéma formel paramétrant les déformations de w en
un facteur direct local isotrope de M qui soit stable sous I’action de ©);,. Notons ﬁuniv
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le BTHB universel sur Defy et E((§™")P) = E(§"™) son extension vectorielle
universelle. Passant aux algébres de Lie, on obtient une suite exacte

0 — wyuniv — Lie(E(G"™)) — wéun;v — 0.

Fixons un isomorphisme o : M ® Oy, ~ Lie(E(§"™")), ce qui fournit une ap-
plication Defy — M, qui est un isomorphisme d’aprés la théorie de modéle local. Posons
R, =W(k)[[z],...,22]] si 0 # 0g et Ry, = W(k)[[e, B, %1, -, Ze;_1, 1]/ E (@) + B1.
On voit alors que M. ~ ®0Ra et que le sous-module universel est donné par

Wi = Oy.(e] + x7e§ + x3Te§ + -+ xIT° 'e3)
si o # og et
Wit = O,y (—ce] + T.e1 + z1€5° + 22T€3° + -+ + 21T 2e5°)
+ 0oy (Be] + y163° + y2Te3° + - + ye1 T €30 + T 'e3°).

univ

Les conditions d’isotropie de wy™" meénent aux équations suivantes.

0==z18+ap+ay
Y1 =228+ a1+ ays

Ye—1 = Qe—1 + O
Prenons «, 3,1, %2,...,T._1 comme systéme de paramétres. On obtient alors une
unique relation donnée par
Bz +azg+ -+ a2z, 1)+ E(a)=0.
Posons enfin £ = 21 + aza + - - + a® 2xe_q. O
9.4.4. Modeéle local en niveau iwahorique. — Soit £ un groupe de Lubin-Tate sur k

correspondant & un élément o¢ € X. Posons § = # & H D Dans ce paragraphe, on
considére I'isogénie 9 : 7 — §/H[w] et son espace de déformation universel Defy; .

Proposition 9.4.5. — Le schéma formel Defy ., a dimension relative g et est
formellement lisse sur

Spf W (k)[[ov, B, t, 2]/ (E”* () — >t — Bt(E (@) — ag)a™" + fax) .

Démonstration. — Soient M’ et M deux modules libres de rang deux sur O, @, W (k)
de base f1, f2 et e1,es. Notons ¥ : M’ — M Dapplication de matrice

o)

Notons w C M @y (x) k le sous-module défini dans la preuve de la proposition 9.4.3
et w' C M'®w )k le sous-module de M’ défini de la méme maniére, en remplagant e;
et ey par fi1 et fo. Soit Nj,. espace de déformations des sous-modules w’ et w
de M’ et M en des sous-0, ® W (k)-modules isotropes localement facteurs directs

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2016



242 VINCENT PILLONI & BENOIT STROH

tels que ¥(w’) C w. Pour tout ¢ # o, posons R, = W(k)[[z],...,zZ]]. Posons
également

Ry = W(K)[[o, B, t,, 23, . . ., Te_1]] /(B (o) — B2tz — Bt(E° (@) — ag)a™ ! + Baz) .
Nous affirmons que Ny = ®,Ro. En effet, si o # oy,
Wil — ) (e +xJeg 4+ a5Teg + -+ + x7T te3)
et WY = U (wMY) Au contraire,
w;;‘iv = Oy, (—e] + T.eq +z1€3° + 22Te3° + -+ + xo 1T 2%e5°)
+ Oo, (B +y1€5° + yoTe3® + -+ ye 1T 2e3° + T 1e5°)
et
WY = 0,0 (—ve] + T.ex + t1€3° + toTe® + -+ + te_ 1T 2e°)
+ 0o, (6€5 + 21€3° + 22T€50 4 -+ + 2o 1T 250 + T 1e30)
Les équations données par la condition d’isotropie sont
0==z18+ao+ ay
Y1 = T2 + a1 + ays

Ye—1 = Ge—1 + @ €t
0=t15+a0+721
21 =t26 + a1 + v22

Ze—1 = Ge—1 17

La relation ¥(w ™) C wg donne les équations suivantes

-y =-—-a+ teflﬂ
0=z +te_1y1
t1 =22 +te—1Y2

te—o = Te—1 +te_1Ye—1 and
—ao = YY1
Z1 — a1 = YY2

22 — a2 = VY3

Ze—2 — Oe—2 = VYe—2
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Prenons «, §,te_1,%2,...,Tc_1 comme systéme de paramétres et posons t = t._1
et £ =9+ ax3+ -+ a® 3z, 1. On obtient 'unique relation

E%(a) — B*t._12 — BL(E° (@) — ag)a™* + Baz = 0. O

Notons Defrﬁi:g " la fibre générique rigide de Defy ., qui est un espace rigide lisse de
dimension g. Il exister un sous-groupe de Raynaud universel H = Ker sur Defy ,,. Le
faisceau conormal wy se décompose selon l'action de kj, en @U wH,s- Chaque wp »
est monogeéne, isomorphe & Opet,, ./ (fs) avec f, € Opet, - Notons A la couronne
ouverte & une variable dont la coordonnée z vérifie v(z) € |0, 1[. La fonction f, induit
une application

. rig
Fg.Defﬁ’w—>A.

Notons deg,, : Defrgig v 10, 1[ la composée de cette application avec la valuation v.
Cette fonction deg, est indépendante du choix de f,.

Proposition 9.4.6. — On a deg, = 0 si 0 # 0g et deg, = v(a —tf3). L’application
Def;:gw — A induite par (a,B,t) — «a — t8 est lisse hors du sous-espace fermé
pour la topologie de Zariski d’équation B3 = 0, surjective et de fibres connexes.
L’ouvert de Def‘;‘w défini par deg, < d pour tout d € ]0,1[ est connere et s’envoie
surjectivement sur la sous-couronne définie par v(z) < d de A.

Démonstration. — D’aprés la théorie du modéle local, wpy , ~ wiMY /¥ (W) ce
dont on déduit la premiére assertion de la proposition. Posons

R =W(k)[[o, B,t,2]]/(E(a) — B*tx — Bt(E°(a) — ag)a™ ' + fax)
et considérons le morphisme

Spf R — SptW (k)|[a, 8,7, 2]]/ (a0 +~(Bz + (E7 (@) — ag)a™ "))
(Ol,,g,t,ilf) = (C!,,B,Oé - Bt,QT)

qui est un isomorphisme lorsque 8 # 0. Soit Z la fibre générique rigide de

Spf W (K)[[a, 8,7, 2]]/ (a0 — ¥(Bz + (E”° (@) — ag)a™ ")) .

Notons D le disque ouvert de rayon un et de coordonnée a et D* le disque ouvert
épointé de rayon un de coordonnée (. Soit A la sous-couronne ouverte de rayon
intérieur |p| et de rayon extérieur 1 de coordonnée z. Posons P(a) = (E°(a) — ag)a™t).
Soit W louvert de A x D x D* donné par linéquation |B] > |P(a) + z|.
Le morphisme W — A X D est une fibration en couronnes ouvertes de rayon
intérieur |P(a) — A| et de rayon externe 1. Le morphisme W — Z qui envoie (z, a, 3)
sur (o, 3, —apz~ 1, (z — P(a))B~!) induit un isomorphisme de W sur P'ouvert de Z
ou B # 0. Cela démontre la seconde assertion de la proposition. On en déduit le reste
car les composantes connexes d’un espace rigide lisse sont inchangées aprés retrait
d’un fermé Zariski de codimension un. O
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9.4.7. Modéle local en niveau iwahorique, bis. — Soit Hy l'unique sous-groupe
de @lw] tué par V et vérifiant wy, so0p-1 # 0 €t wh,,0, # 0. Dans ce paragraphe,
nous considérons l'isogénie ¢ : ¥ — §/H.

Au niveau des modules de Dieudonné, on a D(Hy) = D(4)/D(4/Hy) ou D(4/Hy)
est le sous-module de D(¥) donné par D(Y/Hy)e = <ei,wez> si o # oy
et D(G/Hp)s, = <wer,ea>. On voit aisément que §/Hy = H' o #'" on H
est un groupe de Lubin-Tate correspondant & og o ¢~ '. Notons Def g, L'espace de
déformations de ¢ : ¥ — §/H,.

Proposition 9.4.8. — Le schéma formel Defy ., a dimension relative g et est
formellement lisse sur

Spf W(k)[[W, X,Y, Z]|/(WX —p,YZ — p).
Si H'Y désigne le noyau de l’isogénie universelle, on a
u)H;\giv ~ ﬁDEfyyw/X

el Wrpuniv 2 ﬁDefﬁﬂp/Y .

opod -
Démonstration. — Soient M’ et M deux modules libres de rang deux sur 8y @z W (k)
de bases fi, f2 et eq, ea. Notons ¥ = @W, : M’ — M D’application linéaire de matrice

b 2)
(1)

Soit w C M ®yy (k) k le sous-module défini dans la démonstration de la proposition 9.4.3.
Notons w’ C M’ Qw k) k le sous-module défini par w, = <f1> si 0 # oo ¢~?
et Woiop-1 = <wf1, @ 1fa>. Soit Np. le schéma formel paramétrant les
déformations de w et de w’ en des sous-@-modules isotropes localement facteurs
directs tels que ¥(w’) C w. Soit Njyc,» le schéma formel paramétrant les déformations
de w, et de w/ en des sous-@r-modules isotropes localement facteurs directs tels
que ¥, (w)) C wy. Ainsi Nige = [, Nioc,r- On vérifie aisément que Nioeo est
formellement lisse si o # 0¢, 00 0 ¢~ L.

Nous affirmons que Nipeo, =~ Spf W(k)[[ap + Szo]] et que les sous-modules
universels sont donnés par

v,

si o # 0¢ et par

yuniv

W s :<ff0+x0f200+"'+37e,1T5_1f§0>
et
G T 4 060 4t e TN, B + (an + )

oo
+oo o (Gey + P 1)T 250 + T 1e50>
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On a Wrpa = winiY /" Notons By = Te(® 4+ z0e3° + -+ + ze_1T el et

Ey = Be]° + (a1 + Bx1)es° + -+ + (ae—1 + Bxe—1)T 1e5°. De la relation —agE; =
zoT E5 on obtient la relation

Te_lEl + -+ azTEl + CllEl = .I'OEQ

qui est minimale parmi celles exprimant E5 sur le sous-module engendré par F;. On en

déduit que wpyuniv >~ Ea/20E>. Le calcul est dual pour Ny 5 06-1 €t nous le laissons
UO b

au soin du lecteur. O

9.4.9. Modéle local dans le cas mon scindé. — Supposons & présent que { soit
extension non scindée de #” par ¢ ou J est un groupe de Lubin-Tate correspondant
a o9 € X. Dans ce cas ¢ vérifie la condition de Rapoport d’aprés le lemme 9.2.12, ce
qui simplifie la théorie des déformations. En particulier Defy est formellement lisse
de dimension g sur Spf W (k).

Soit ¢ : § — G/H[w] et Defy 4 les espaces de déformations universels de (&, ).
Notons comme précédemment

deg,, : Defgiﬂ —10,1]
le morphisme donné par le paramétre de Raynaud de Ker 1.

Proposition 9.4.10 ([34], Appendix B). — L’espace Defy . est de dimension g et il
existe un morphisme formellement lisse

Defy,,, — Spf W(k)[[X, Y]|/(XY —p)

tel que deg,, = v(X).

9.5. Rigidité de certains BTHB non simples. — Soit @) un anneau de valuation
complet de caractéristique mixte (0,p). Notons K son corps des fractions et C la
complétion d’une cloture algébrique de K. Supposons que tous les plongements
L — C se factorisent par K et posons I' = Hom(L, K). Le but de cette section est
d’étudier des BTHB & — Spec @k qui deviennent non simples comme €)r-module
sur Spec Oc. Nous verrons que dans beaucoup de cas, & est déja non simple
comme fr-module sur Spec Ox. Nous nous restreindrons ensuite & la strate de
Newton de pentes (%, gg%l) et étudierons les différentes sous-objets possibles de &.
Nous étudierons le comportement par isogénie de BTHB non simples paramétrés par
cette strate et définirons des sous-groupes spéciaux dans la w-torsion de ces groupes
de Barsotti-Tate.

9.5.1. Rationalité. — Dans ce paragraphe, nous montrons que dans le cas non
ordinaire si un BTHB & — Spec @k devient extension de groupes de Barsotti-Tate
sur Oc, 'extension est déja définie sur k. Rappelons d’abord le résultat classique
suivant.
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Théoréme 9.5.2. — Notons p — div — 0 la catégorie des groupes de Barsotti-Tate
connezxes sur Spec Oc. Le foncteur

Liec :p—div—0— C— Vect

qui associe & un groupe de Barsotti-Tate connezxe son algébre de Lie tensorisée avec C
est fidele.

Démonstration. — Soient @, 7 deux groupes de Barsotti-Tate et ¢ : ¥ — & un
morphisme de différentielle d¢ : Lie(§) — Lie('). Il suffit de montrer que si d¢ est
nul, il en est de méme de ¢. Soit G, . le groupe de Barsotti-Tate fibre générique rigide
de . Rappelons que p—div—0 est équivalente & la catégorie des groupes de Lie formels
sur Spec Oc. Si d est la dimension de & alors & est donné par des séries formelles en d
variables : I'addition + € Oc[[T3,T},1 < 4,j < d]] et l'inverse i € Oc[[T;,1 < i < dJ].
Ainsi ﬁrig est un polydisque ouvert de dimension d et de rayon 1 d’addition donnée
par + et d’inverse par i. Il existe un logarithme log : ¥, — Lie(§) ou Lie()
est isomorphe & (G,)%,. Ce logarithme est un isomorphisme dans un voisinage de
I'identité donc si d¢ est nul, il en est de méme de ¢ dans un voisinage de ’identité.
Mais des séries formelles nulles dans un voisinage de l’identité sont identiquement
nulles donc ¢ est nul partout. O

La conséquence suivante de ce théoréme nous sera cruciale.

Proposition 9.5.3. — Soit § un BTHB conneze sur Spec O et i : H — ﬁ|0ﬁ un

sous-groupe de Barsotti-Tate stable par Op. Alors J et i sont définis sur Spec O .
De plus, # est uniquement déterminé par laction de L sur Lie(H ).

Démonstration. — Soit o € Gal(K/K) = Gk. Notons i° : #° — G le sous-groupe
de Barsotti-Tate obtenu par torsion par o. Il suffit de vérifier que le morphisme #° —
G/ est nul car cela forcera i° a se factoriser par et 'application factorisée sera
un isomorphisme par égalité des hauteurs. Soit I' I’ensemble des plongements L —
C et I'y le sous-ensemble des plongements intervenant dans la décomposition du
module Lie(H), et de méme pour I'y- et I'y/y. Notre hypothése sur K assure
que I'yo = T'y. D’un autre coté, I'y;y = '\ T'y. Donc 'y NTy 5 = @ et cela
impose Homg (#°, §/%) = 0 par le théoréme précédent. O
9.5.4. Des BTHB non simples de pentes (%, g;fl). — Supposons que g > 2 dans cette
section.

Soit v € T' = Hom(L, K). Notons ¥7(y) le groupe de Lubin-Tate sur Ok de
multiplication par o donnée par le polynéme ~y(w)T +TP’. L’action de L sur l’algébre
de Lie de £7(vy) se réalise par le caractére v. Notons K™ la complétion de ’extension
non ramifiée maximale de K. Sur Ogn- tout groupe de Lubin-Tate est isomorphe
a L7 (v) ou v est le caractére de ’algébre de Lie [31, exer.V.4.6].

| senr
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Définition 9.5.5. — Soit § un BTHB. Notons I'(§) C T' le sous-ensemble des =y
tel qu’il existe un groupe de Lubin-Tate J{ de caractére v et une immersion

fermée #H — G.

D’aprés la proposition 9.5.3, le sous-groupe J est uniquement déterminé par v et
nous le noterons (7).

Disons dans ce cas que H(v)[w] = Hgpe(7y) est un sous-groupe spécial de § de
type 7.

Lemme 9.5.6. — On a deg(Hgpe(7)) = L.

€

Démonstration. — Nous utilisons les résultats de la section 3 de [19]. D’une part on
a deg# (v)[p] = 1 car H(7) est de dimension 1. D’autre part, # (y)[p] est filtré par
les noyaux de la multiplication par w® pour 0 < i < e et chacun des gradués est
isomorphe & Hgpe (7). O

Proposition 9.5.7. — Supposons que la valuation de K soit discréte et que g > 3.
Soit G un BTHB. L’ensemble I'(§) est de cardinal au plus un.

Démonstration. — Supposons qu’il existe deux éléments distincts 7,7 € I'(). On
obtient une application () ® #(7') — & qui est un isomorphisme sur les modules
de Tate rationnels. Comme la dimension de () ® #(7') est deux, cela contredit le
théoréme de comparaison de Tate [43]. O

Remarque 9.5.8. — 1l parait possible que I'(#) soit de cardinal supérieur & un dans
le cas de valuation non discréte lorsque g > 3.

9.5.9. Comportement par isogénies. — Nous supposons toujours que g > 2. Etudions
le comportement de I'(%) par certaines isogénies.

Lemme 9.5.10. — Soit § — Spec Ok un BTHB et H C Y[w] un sous-groupe de
Raynaud de degré < 1. Le sous-ensemble T'(§/H) C I'(§) consiste en les v € T'(§)
tels que H = Hgpe(7).

Démonstration. — Posons ' = G/H et ¢ : § — G Dlisogénie canonique.
Soit v € I'(§') et désignons par H'(y) — G le sous-groupe de Lubin-Tate
correspondant. Remarquons que deg §[w]/H > f— 1. Comme deg #'(v)[w] = 1, on
a une décomposition H'(v)[w] ® Y[w]/H = §'[w] en facteurs directs sur Spec O
et deg J[w]/H = f — % Cela implique que sous lisogénie duale ¢ : §' — @

de noyau @[w]/H, le sous-groupe #' () s’envoie isomorphiquement sur son image
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dans . Cela prouve que v € I'(§). On obtient alors un digramme commutatif

ot ¢P 0 ¢ = w. Comme ¢D|ﬂ,(’y) est un isomorphisme sur H#(y), on en déduit
que Ker ¢ = H(v)[w]. Inversement, pour tout v € I'(H) tel que Hgpe(y) = H

Iisogénie ¢ induit un isomorphisme de () vers son image dans &' donc vy €

r(g). O

Lemme 9.5.11. — Soit n € Zso et H un sous-groupe de G[w"] tel que H(K) ~
OL/w" et deg H[w] < L. AlorsT(§/H) est ’ensemble des v dans I'(§) tels que H =

H)w"]-

Démonstration. — Le cas ou n = 1 résulte du lemme précédent. Traitons le cas
général par récurrence sur n. Il existe une suite exacte

0— Hw" 'l > H— H/Hw" '] -0
de schémas en groupes sur Spec @k . Notons que la multiplication par " ! induit un

isomorphisme générique H/H[w" '] — H[w] ce qui implique deg H/H[w" '] < 1
et permet de conclure. O

Soit Ny un entier tel que les groupes {#7(v)[w™°],y € T'} soient tous distincts
comme schémas en groupes sur On- avec action de 0.

Remarque 9.5.12. — 1l suffit de prendre Ny tel que les éléments {y(w),y € I'} soient
tous distincts modulo p% dans Ognr.

Lemme 9.5.13. — Soit H un sous-groupe de G[w™°] tel qu’il existe un isomorphisme
H(K) ~ 0 /w™ et tel que deg H[w] < 1. Alors T'(§/H) est vide ou consiste en un
unique élément v € T'(§) avec H = H (7)[w™°].

Démonstration. — D’apres le lemme précédent, I'(§/ H) consiste en tous les v € I'(§)
tels que H = # (v)[w™°] et il existe au plus un tel v d’aprés notre choix de No. [
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9.5.14. Groupes de Lubin-Tate tronqués. — Nous aurons besoin d’une variante de la
théorie précédente dans le cas tronqué.

Définition 9.5.15. — Soit S un schéma. Un groupe de Lubin-Tate tronqué d’échelon N
est un groupe de Barsotti-Tate # n — S tronqué d’échelon N, de hauteur g et de
dimension 1 muni d’une action de Op, tel que le foncteur I n prenne ses valeurs dans
la catégorie des Or,/p" O -modules plats.

A tout groupe de Lubin-Tate tronqué d’échelon N est associé le morphisme 0 —
HY(S, 05/p"0s) donnant I'action de @)1, sur 'algébre de Lie.

Proposition 9.5.16. — Soit Ok un anneau de valuation complet de caractéristique
mizte (0,p) et #n — Spec Ok un groupe de Lubin-Tate tronqué. Les conditions
sutvantes sont équivalentes.
1. Il existe un groupe de Lubin-Tate # — Spec Ok tel que H ny = H[p"],
2. Il existe v € T tel que le caractére O, — O [p" Ok donnant laction de O, sur
Ualgebre de Lie de # soit v mod p".

Démonstration. — Le premier point implique clairement le second. Si on suppose
la seconde condition vérifiée, 7 est un @r-module strict dans le sens de [18]. Les
résultats de cet article montrent qu’il n’y a pas d’obstruction & le relever en un groupe
de Barsotti-Tate tronqué dans la catégorie des );-modules stricts. O

Le lemme suivant est évident, et le corollaire est une conséquence du résultat
précédent.

Lemme 9.5.17. — Soit A : O, — O /p" Ok un morphisme d’anneaux. Il existe v € T’
tel que A = v mod pl=). Supposons n > v(E'(w)). Tous les caractéres v € T' sont
distincts modulo p™.

Corollaire 9.5.18. — Soit #ny — Spec Ok un groupe de Lubin-Tate tronqué
d’échelon N. Le sous-groupe # N [p[%]] se releve en un groupe de Lubin-Tate sur Oy .

Soit # ny — Spec Dk un groupe de Lubin-Tate tronqué. Lorsque N > ev(FE’'(w))
il existe un unique v € T" tel que le caractére de @, sur Lie J coincide avec ~y
modulo p[%]. On dit alors que %y est de type 7.

Lemme 9.5.19. — Pour tout entier ¢ > 0 et tout v € I', il existe un entier N(c) >
tel que pour tout N > N(c), tout morphisme Op-linéaire ¢ : Zy('y)[pNH@“ —

ﬁg(’Y)D[PN“@C vérifie 267(’7)[17‘3“% C Kerg.

Démonstration. — Comme I' est un ensemble fini, il suffit de prouver l'assertion
pour v € T" fixé. Pour tout entier n, notons

Iv = {o: TOEY), — ZTHPHY),
tq O — lineaire et Ker¢ C ZH’('y)[pC_lhgc}.
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On obtient une application Iy — Iy_7; en restreignant un élément ¢ € Iy

construire une application non nulle @p-linéaire £7(7)

La limite projective limy Iy est vide car sinon l’on pourrait
lg. = Zy(v)ch, ce qui
contredirait le théoréme 9.5.2. Cela implique que Iy est vide pour N assez grand,
d’otu le lemme. O

Proposition 9.5.20. — Soit G un BTHB sur Ok et c € Zsg et N > e-inf{N(c),v(E'(w))}
des entiers. Soit i : H n — §|Q un groupe de Lubin-Tate tronqué de type ~y. Le
C

sous-groupe F n[w®] est défini sur Ok et est uniquement déterminé dans le sens
ou si i : ﬂlN — ﬁ|0c est un autre groupe de Lubin-Tate tronqué de type -y, on

a H'y[w] = H n[we).
Démonstration. — Soit o € Gal(K /K). Notons i° : #%, — ﬁ|0ﬂ I'inclusion tordue

par o. D’aprés le lemme précédent, H 3 [p°] est le noyau du morphisme H#% —
GlpN)/H N ~ HY donc H 5 [p°] = H n[p©]. La démonstration de la seconde assertion
est similaire. O

On dit dans la situation de la proposition que # ny[w]| = Hgpe(7y) est le sous-groupe
spécial de type . Il est de degré % Il nous parait remarquable que Hgpe(7) ne soit pas
distingué parmi les autres sous-groupes de @[w] simplement par son degré, mais ne
devienne réellement distingué que lorsqu’on considére tout le groupe de Barsotti-Tate.
Cela peut s’illustrer de la maniére suivante dans le cas ol e = g et ’on est donc dans le
cas totalement ramifié. Considérons @ = £/ (v) @ £7 (v)? pour v € T. 1l est facile de
voir qu’il existe deux classes d’isomorphisme de sous-groupes d’ordre p dans ¥, classes
représentées par £7 () [w] et 27 (v)P[w]. Il y a p sous-groupes dans la premiére classe
d’isomorphisme et 7 (y)P[w] est seul dans la seconde, donc est déja distingué parmi
les sous-groupes de w-torsion. Mais si I’on considére le groupe de Barsotti-Tate total,
il existe un unique plongement 7 (y) — & et le sous-groupe Y7 (7y)[w] = Hgpe(7)
devient distingué.

9.5.21. Familles de sous-groupes spéciauz. — Soit & un schéma formel topologique-
ment de type fini de fibre générique rigide S dans le sens de Berkovich. Soit & — &
un BTHB. Notons  — S le groupe de Barsotti-Tate associé sur S.

Proposition 9.5.22. — Soit v € I'. L’ensemble des points x € S tels que v € T'(z) est
un sous-ensemble compact Sspe(7y) qui est intersection décroissante de sous-domaines
spéciquz. Il existe de plus un sous-domaine spécial V' contenant Sspe(7y) tel qu’il existe
un sous-groupe spécial universel de type v sur V.

Démonstration. — Pour tout N > ev(E'(w)), notons &Ry — & la grassmanienne
des sous-groupes de & de rang p?" stables sous @;. Notons GRy — S Dlapplication
rigide-analytique associée. Soit GRy la composante de GRy ot le sous-groupe
universel HYMY est localement libre de rang un sur € /p". L’application fy

GRy — S est fini étale. Le lieu ott HMY est un groupe de Barsotti-Tate tronqué (plus
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précisément le lieu des x € S d’anneau de valuation @K(x), ou le groupe H}{,“i"| Ox(z)
K

soit un Barsotti-Tate tronqué), est un sous-domaine spécial. Il est en effet donné par
les égalités

deg HYMV[p®] = deg Hy[p"] + deg HYy"V[p*™"], 0<r<s< N

et le degré est localement la valuation d’une fonction analytique sur S.

Le lieu ott H¥*Y est un groupe de Lubin-Tate tronqué est donné par la condition
supplémentaire deg H3™V[p] = 1. Finalement, le lieu ott H™V est un groupe de Lubin-
Tate tronqué est stratifié par le caractére de I'algébre de Lie et donc par ’ensemble T'
puisque N > ev(E'(w)).

Notons Vjy le sous-domaine spécial de GRy ou Hy est un groupe de Lubin-Tate
tronqué de type . Alors Sspe() = [y fv (V) est bien intersection de sous-domaines
spéciaux. De plus, d’aprés la proposition 9.5.20, le groupe Hy [w]|VN descend au sous-

domaine spécial fy(Vy) de S pour tout N > eN(1). O

La remarque qui suit sera utilisé dans la preuve de la proposition 10.5.12.

Remarque 9.5.23. — Notons f : Gr — S la grassmanienne des sous-groupes finis
stables sous O, de G[w], qui sont localement libres de rang 1 comme @, /zo-modules.
Le morphisme f est fini étale et le groupe spécial fournit donc une section s du
morphisme f sur V. Il existe un voisinage strict V'’ de V et une section s’ : V! — Gr
étendant s’ (c’est 14 un fait général sur les sections d’un morphisme étale, voir [36],
prop. 2.2.4 par exemple). Par conséquent, le sous-groupe spécial surconverge sur V'.

On peut voir ces sous-groupes spéciaux comme des généralisations du sous-
groupe canonique. Une grande différence est que Panalogue du lieu Sgpe(y) dans
la théorie du sous-groupe canonique est le lieu ordinaire, qui est un sous-domaine
spécial. La structure de Sspe(7y) nous parait assez mystérieuse. Nous ne savons pas
s’il admet une structure analytique et c’est pourquoi nous le voyons simplement
comme un sous-espace topologique compact. L’utilisation de la théorie de Berkovich
parait indispensable car il n’est pas certain que les points classiques soient denses
dans Sspe(7v). Néanmoins, puisque Sspe(7) est intersection de sous-domaines spéciaux
sur lesquels le sous-groupe spécial existe, il devrait étre possible d’éviter le recours a la
géométrie de Berkovich en considérant systématiquement la suite des sous-domaines
spéciaux {fn(Vn)} au lieu de Sgpe (7).

10. Classicité

10.1. Une stratification. — On a posé p - Op = [[, 7’ ou les m; sont des idéaux
premiers, et p =[], m;. On a noté f; le degré résiduel de ;.

Pour tout 1 < ¢ < r, nous dirons qu’un premier 7; est peu ramifié si e; <p—1 ou
e; = p et f; = 1. Nous dirons qu’il est trés ramifié dans le cas contraire. Notons que
si m; est trés ramifié, e; f; > 3.
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Rappelons que Xy — Spec F désigne la fibre spéciale de la variété modulaire de
Hilbert de niveau premier a p.

La restriction & Spec F du schéma abélien universel est Ay — X et l'on a une
décomposition Ay[p™] = @)_, Ao[m°]. Notons Xo orq le sous-schéma ouvert de X
sur lequel A[p™] est ordinaire.

Pour 1 < i < r et e;f; > 2, notons Xy ; le sous-schéma localement fermé de X
sur lequel A[n$°] a un polygone de Newton de pentes (ﬁ, 1- ﬁ) et A[m2°] est
ordinaire pour tout j # i. Pour 1 < ¢ < r et e;f; = 1, notons Xy ; le sous-schéma
localement fermé de X, sur lequel A[nf°] a un polygone de Newton de pentes %
et A[r:°] est ordinaire pour tout j # i.

Le sous-schéma Yy = Xg ora UZ Xo,; est ouvert dans X, d’aprés le théoréme de
Grothendieck de spécialisation des groupes de Barsotti-Tate (voir [15], p. 91).

Le lieu de Rapoport de X, noté Xé%, est le lieu ou le faisceau conormal w4, de Ag
est localement libre de rang un sur Oy, ®z Or. Le complémentaire de X[ dans Xo
est de codimension deux d’aprés [13].

Pour tout 1 <4 < r, notons Uy ; ys I'ouvert de X ; ot la condition de Rapoport est
vérifiée et le a-nombre vaut 1. Notons Uy ; 5 le complémentaire de Uy ; vs dans Xo ;.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p. Supposons le premier
m; trés ramifié. Un point géométrique z : Spec k — Xy ; se factorise par Uy ; ng si
et seulement si A[r°], est extension non scindée stable par @ de deux groupes de
Barsotti-Tate de pentes ﬁ et 1— ﬁ, alors qu'il se factorise par Uy ; 5 si et seulement
si A[m°], est une extension scindée (voir le lemme 9.2.12).

Proposition 10.1.1. — Le complémentaire de Xo ora Ul Uoi,ns dans Xo est de
codimension au moins deuz.

Démonstration. — On sait que le complémentaire du lieu Rapoport est de
codimension deux d’aprés [13]. On sait également que |J; Xo,; est de codimension un
dans Xj. Il suffit donc de prouver que tout point non ordinaire du lieu de Rapoport
est dans ’adhérence Zariski de Ul Xo,;- On sait qu'un tel point est dans I’adhérence
de la strate ou le a-nombre est un d’aprés la proposition 9.3.5 et il suffit alors
d’appliquer la proposition 9.3.2. O

Notons X,; l’espace rigide associ¢é & X dans le sens de Berkovich et
Y, Xord, Ui,s, Ui,N37 Xz les tubes de Yo, XO,orda UO,i,57 UO,i,NSa XO,i dans Xrig~

Corollaire 10.1.2. — On a pour tout k € Z ’égalité
H'(Xp,w*) = B(Y,w*) = H*(|Xo,0ra Ui Up,i,ns[, w")-

Démonstration. — On montre d’abord que HO(X,,w®) = H(Y,wF) =
H°(1X0,0ra U; Uo,i,ns[,w") grace au lemme 7.1.1 de [33] et au corollaire précédent.
Soit X** — Spec © une compactification toroidale de X. D’aprés le principe

de Koecher, on a H(X[ w*) = H°(X.g,w"). Par le principe GAGA, on
a HO(X 5T, wh) = HO(X g, wF). O
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Ainsi, si ’on veut construire une forme modulaire sur X g, il suffit de la construire
sur Y ou sur |Xoora U; Uo,i,ns[- Remarquons que Y est stable sous 'action des
opérateurs de Hecke puisque les isogénies conservent le polygone de Newton. Pour
ces deux raisons, on se restreindra & Y pour prouver la classicité.

10.2. Dynamique des opérateurs de Hecke

10.2.1. L’application degré. — Le groupe fini et plat universel sur Xo(p)yg est H =
[I, H[m;] ot H[m;] est un schéma en groupes de Raynaud pour tout . Il existe donc
une application donnée par les valuations des paramétres de Raynaud (voir [38§],
coro. 1.5.2) :

DEG : Xo(p)sig — [ [0,2]7".
i=1
Notons DEG; la projection de DEG sur le i-éme facteur [0, 1]%: et deg, la somme des
degrés de DEG,. Notons que deg; est simplement le degré de H|[m;] au sens de [19].

10.2.2. Dynamique de U,. — Pour tout 1 < ¢ < r, définissons C(m;) — Spec E
comme l'espace de modules paramétrant les quintuplets (A,4,Iw, @, H) € Xo(p) et
un sous-groupe L C A[m;] localement isomorphe & O /m; pour la topologie étale
et tel que H N L = {0}. Il existe une projection évidente p; : C(m;) — Xo(p)
obtenue en oubliant le groupe L. Choisissons pour tout 1 < k£ < s un isomorphisme
positif m;c =~ ¢y ot [(k) dépend de k. Cela permet de définir une seconde projection
pa 2 C(m;) — Xo(p) en envoyant (A,i,Iw,®, H,L) sur (A/L,,Iw’,® H') ot i',Iw’
et H' sont les images de i,Iw et H dans A/L et ot si ® est une ci-polarisation sur A,
alors @' est la m;ci-polarisation induite sur A/L, vue comme ¢i(k)-polarisation gréce
a nos choix. Notons Uy, l'opérateur de Hecke associé a cette correspondance (p1, p2).
Nous considérerons l’action ensembliste de Uy, sur les points de Xo(p).ig Obtenue en
envoyant € Xo(p)rg sur I'ensemble fini pop;*(z) := Us,(x). Nous considérerons
également ’action habituelle de Uy, sur les formes modulaires : si U est un sous-
domaine spécial de Xo(p)qig, il existe pour tout & € Z un morphisme

Uy, : B (pap; 1 (U),w") — HO (U, w*).

Remarquons enfin que la correspondance U, respecte la stratification de Newton. Si
l’on note Yy(p) I'image inverse de Y dans Xo(p)rig, la correspondance U, agit donc
sur Yp(p).

On a UrUr, = Ur, Uy, & un automorphisme prés (qui dépend du choix des
identifications m;cx ~ ¢;(x)) pour tout 4, j. Notons U, = L, Ux,. Pour tout N € Zxq
notons U~ l'itération N-iéme de Uy, . Le résultat suivant résume quelques propriétés
dynamiqués de ces opérateurs.

Proposition 10.2.3. — Soit x = (A, H) € Yy(m) tel que x soit défini sur une
extension valuée compléte K de E de cloture algébrique K. Pour tout y € Uy, (z),
on a deg;(z) = deg;(y) pour j # i et deg,(y) > deg;(z). Supposons qu’il
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eviste y € U ne;(z) o N > 3 tel que deg;(y) = deg;(x). Une des conditions
suivantes est alors vérifiée :
1. A[r$°] est ordinaire,
2.z € Uys, on a DEG;(xz) = (O,...,O,eii,(),...,()) et il existe un groupe de
Barsotti-Tate tronqué J n d’échelon N, dimension e;f; — 1, hauteur e; f;, plat
comme OF, [p" -module tel que sur Spec(Og),

Hn — Alr°] et HnydH.
3. z € Uyg, on a DEG;(z) = (1,...,1,1 — L 1,...,1) et il existe un groupe de

e;’

Lubin-Tate tronqué H n d’échelon N tel que sur Spec(Oy),
Hn — Alr®] et HnyDH.

Démonstration. — Pour la premiére partie de la proposition, on renvoie a la
proposition 4.2.2 de [34]. Supposons qu’il existe y € U we;(x) ot N > 3 tel
que deg,(y) = deg;(x). D’aprés la méme référence, il existe Hn, un groupe de
Barsotti-Tate d’échelon N tel que

Hn — A[r®] et HAnDH

et il nous suffit de déterminer la dimension de ce groupe. En effet, si #y est de
dimension 1, nécessairement, DEG (¥ ny[w]) = (O,...,O,e%,O,...,O), si il est de
dimension e;f; — 1, alors, DEG(# y[w]) = (1,...,1,1 — e%’ 1,...,1). En outre, la
polarisation entraine # y[w]P ~ H. Supposons pour commencer e;f; > 3 On peut
aussi supposer que nous ne sommes pas dans le cas ordinaire. D’apreés le lemme 9.2.14
on sait alors que la fibre spéciale de H y[r%" 2] coincide avec la 7&" ~2-torsion
d’un groupe de Lubin-Tate ou de son dual. Ceci détermine la dimension de .
Sie; = f; = 1 on est forcément dans le cas ordinaire. Sie; = 2, f; =1loue; =1, f; = 2,
et que nous ne sommes pas dans le cas ordinaire, alors forcément J¢ est de hauteur
2 et de dimension 1. Enfin, il est clair que dans les cas 2. et 3., le a-nombre vaut au

moins 2. O

On obtient la proposition suivante en passant a la limite sur N.

Proposition 10.2.4. — Supposons que pour tout N > 1, il existe y € U,n(z) tel
que deg;(y) = deg,;(z). Une des conditions suivantes est alors vérifiée :

1. A[r$°] est ordinaire,

2.z € Uys, on a DEG;(z) = (O,...,O,i,O,...,O) et il existe un groupe de
Barsotti-Tate H de dimension e; f; — 1, hauteur e; f;, plat comme @Fﬂi -module,
tel que sur Spec(Og),

IH — A[r®] et H @ H.

3. z € Uygs, on a DEG;(z) = (1,...,1,1 — 5,1,...,1) et il existe un groupe de

Lubin-Tate # tel que sur Spec(Og),

H — Alr®] et H @ H.

ASTERISQUE 382



SURCONVERGENCE, RAMIFICATION ET MODULARITE 255

De plus, si x = (A, H) est défini sur Spec(K), dans les situations 2 et 3, lextension
est également définie sur Spec(K).

Démonstration. — Le dernier point résulte de la proposition 9.5.3. U

Soit 1 <i<retdel0,f] Posons Yo(p);s = {x € Yo(p),deg; > 6}

Proposition 10.2.5. — Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Soit f; — é <e<d< f;. Il eviste N € N tel que Ufr\j(Yo(p)i’s) C Yo(p)is-

2. Supposons que w; est trés ramifié. Soit ei < 0. Il existe N € N tel

que U] (Yo(p)i,s) C YO(p)i,fi—eii-

Démonstration. — Le premier point est classique (voir [33], prop. 3.9). Prouvons
le second. Soit X()(p,’ﬂ'?ei) — Spec ) l'espace de modules qui paramétre les
familles (A,%,Iw, ¢, H) € Xo(p) et un sous-groupe L de A qui est stable sous O
de rang ﬂ@p/wf’ei. Notons Xg(p,wf’ei)o — Spec F sa fibre spéciale et Yo(p,w?ei)o —
Spec F Pouvert o A € Yj.

Soit S C Yo(p,ﬂ'?ei)o le sous-schéma fermé réduit dont les points géométriques
correspondent & (A,i,Iw, ¢, H,L),, avec A dans Us o5 et L{n;'] = H[r'] si H —
A[m°] désigne le sous-Lubin-Tate de A[r{°]. Vérifions d’abord que S est bien un
sous-schéma fermé.

Notons GR — Uy, s la grassmanienne qui paramétrise les sous-groupes finis et
plats G C A[r{‘] de rang #0p /7", stables sous l'action de @p. Notons G'™V le
sous-groupe universel. Nous devons montrer que ’ensemble X des z € GR tels
que GV = Hz[m;!] est fermé, ou H 7 — A[W?O“/}(z) est 'unique sous-Lubin-Tate
de A[ﬂf"]h_c(z). D’aprés la proposition 9.2.16, il existe un morphisme fini surjectif A :

T — Up,,s et un schéma en groupes fini et plat H[p] — A[ﬂfi]|T qui interpole les

|E(z)

différentes ¢z [p] pour € T. On obtient un diagramme commutatif

! GR

N

Uo,i,s

T

ot le morphisme f est donné par le sous-groupe J[p]. L’image de T' dans GR est
fermée puisque h est fini, et coincide avec X.

Notons Yp(p, 72%) le tube de Yy(p, 72 )o dans I'espace rigide associé a Xo(p, 7
Soit Yp(p, 7o) 'union des composantes connexes de Yo (p, 72%*) ot

e LN H = {0},

e L est localement libre comme Op/m

3 .
7).

3e;

9

-module.

Ainsi ?o(p,ﬂ'fei) est l'espace de modules donnant naissance & l'opérateur de
Hecke U_s.; sur Yy(p).
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Soit T le sous-espace rigide compact de f/[)(p, ﬁfei) intersection du complémentaire
du tube de S et du lieu ou deg;H € [4,f; — ei] Il existe une application
Yo (p, 72%) — Yo(p) définie par (A, H, L) — (A/L, A[r]/L). Nous affirmons que sur T,
on a deg,A[r]/L > deg,H. Dans le cas contraire, L serait un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon deux et (A, H, L) se spécialiserait sur S d’aprés la proposition 10.2.3
et le lemme 9.2.14. Par compacité, il existe € > 0 tel que deg; A[n]/L > deg,H + ¢
uniformément sur 7”. D’un autre c6té, soit (A, H,L) € ?O(p,wfei) dans le tube
de S. Comme L[r;*] se spécialise sur un Barsotti-Tate tronqué d’échelon un, on sait
d’aprés un résultat de Fargues ([35], prop. 4.3.2.5) que L{r;*] est déja un groupe de
Barsotti-Tate tronqué d’échelon un. Comme L{r;*] est de dimension un, cela implique
que L[m;] a degré _-. Mais alors deg; A[r]/L[m;] = f; — - ce qui conclut la preuve de
la proposition puisque deg;A[r|/L > deg,;A[r]/L|n;]. O

10.3. Premiere étape du prolongement. — Soit G une forme surconvergente vérifiant
les hypothéses du théoréme 8.2. Il existe donc un polynéme P = X" + b, X" 1 +
.-+ 4 by de terme constant non nul tel que P(U,)(G) = 0.

Proposition 10.3.1. — Pour tout € > 0, la forme G peut étre prolongée sur le lieu
{z € Yo(p),Vi deg,;(z) > fi — é +e}.

Démonstration. — On prolonge analytiquement G grace a son équation fonctionnelle
G = —by' Y 1_, bk(Up)*G et aux résultats de la section 10.2.2 O

Pour tout 1 <4 < 7, notons Yy(p,¢) 'image inverse de Xo.q U X; dans Yy(p). Ainsi,
YO(p) = Uz YO(pv 'L)

Lemme 10.3.2. — Le recouvrement Yo(p) = U, Yo(p, %) est admissible.

Démonstration. — Remarquons que Xgoq U Xo; est ouvert dans Yy et que
Ui(XO,ordUXO,i) est un recouvrement ouvert de Yy. Son tube est donc un recouvrement
admissible de Y et son image inverse dans Yy(p) est admissible. O

Pour tout n € Ry, notons alors Yy(p,i), = {z € Yo(p,i),deg;(x) > n}. Par
définition

1
{z € Yo(p), ¥i deg;(x) > fi = — + ¢} = Yolb. i)y, 2 4

’L

et le recouvrement est admissible.

Si 7; est peu ramifié, le domaine de prolongement sur Yy (p, ) est suffisamment gros
pour qu’on puisse terminer argument de classicité (voir [34]). Si 7; est trés ramifié,
il nous faut en revanche travailler un peu plus.
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10.4. Le mauvais lieu. — Soit 7; un premier trés ramifié. Notons I'; = Hom(F;,, K).
Pour tout point x € X ,q U X; correspondant & un schéma abélien A sur un anneau
de valuation O, notons I'(z) le sous-ensemble de T'; formé des 7 tel qu’il existe
un sous-groupe de Lubin-Tate ¢ (y) < A[r*°] de caractére 7. Ce groupe () est
uniquement déterminé par v d’apreés la proposition 9.5.3 .

Nous appelons #(y)[m;] un sous-groupe spécial de A[r;], ou plus précisément le
sous-groupe spécial de type 7y, et nous le noterons Hype (7).

Comme nous ’avons vu dans la section 9.5.14, on peut définir les sous-groupes
spéciaux si l’on suppose juste que A[n{°] contient un sous-groupe de Lubin-Tate
tronqué d’échelon N assez grand. Il existe plus précisément une constante Ny ne
dépendant que de Fy, telle que si z € Xoq U X; correspond & un schéma abélien A
sur un anneau de valuation @ et s’il existe un groupe de Lubin-Tate tronqué % y —
Spec O d’échelon N > Ny et une immersion fermée ¢y — A| 0 alors J¢ y[w] est

un sous-groupe de A défini sur O, toujours appelé sous-groupe spécial.

D’aprés la proposition 9.5.22; on sait que I’ensemble des x € X,.q U X tels que v €
I'(x) forme un sous-ensemble compact Y, intersection dénombrable décroissante de
sous-domaines spéciaux. Il existe de plus un sous-domaine spécial contenant Y, et une
famille de sous-groupes spéciaux Hgpe(7y) sur ce sous-domaine spécial.

Soit Zn(p,i) le sous-domaine spécial de Yy(p,4) consistant en les points (A, H)
vérifiant la situation 3 de la proposition 10.2.3 et tels que H[m;] soit multiplicatif
pour tout j # i. Notons Z(p,i) = (\y Zn(p,%) que l'on voit comme sous-espace
topologique de I’espace de Berkovich.

La premiére projection Yy (p,i) — Xora U X; envoie Zo(p, ) sur U’yEFi Y,.

On peut commencer par raffiner un peu la proposition 10.3.1.

Proposition 10.4.1. — Pour tout N > 0, la forme G peut étre prolongée sur le
lieu YO(p7l)fz—ei \ ZN(paZ)

Démonstration. — Cela résulte & nouveau de la section 10.2.2 O

10.5. Prolongement sur Z.(p,7). — La proposition suivante est cruciale et sa
démonstration fait ’objet de cette section.

Proposition 10.5.1. — La forme G s’étend sur le lieu Yo(p,i)fi_%.

Fixons d’abord quelques points de terminologie. Soit S I’espace analytique de
Berkovich associé & un espace rigide quasi-compact dans le sens de Tate. Si T — S
est un sous-domaine spécial (ouvert quasi-compact dans la terminologie de Tate),
on dit qu’un sous-domaine spécial U est un voisinage strict de T' si U contient un
voisinage de tout point z € T. Dans la terminologie de Tate, cela signifie que U
contient T et que le recouvrement {U, S\ T} de S est admissible. Soit T' = (], Ty un
sous-ensemble compact de S intersection dénombrable décroissante de sous-domaines
spéciaux {Tn}ny de S. Une fonction sur S \ T sera par convention une suite de
fonctions sur S \ Ty pour tout N, compatibles aux restrictions induites par les
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inclusions S\ T — S\ T pour N’ > N. Un voisinage strict de T est par définition
un sous-domaine spécial U qui contient un voisinage de tout point de T'. Notons que U
sera également un voisinage strict de Ty pour N assez grand.

Si S est un espace analytique associé a un espace rigide de Tate, on dit que S
est connexe si il n’y pas de fonction idempotente non-triviale sur S ([7], def. 0.1.12).
En fait, S est connexe si et seulement si ’espace topologique de Berkovich sous-
jacent est connexe ([6], thm. 3.2.1). Par conséquent, les composantes connexes au
sens topologique sont aussi les composantes connexes au sens analytique.

Si S est un espace topologique, on note II3(S) l’ensemble de ses composantes
connexes.

Lemme 10.5.2. — Soit S un espace analytique associé & un espace Tigide quasi-
compact de Tate. Soit p1,p2 : R = S une correspondance finie étale.

1. Pour tout sous-domaine spécial T C S, pgpl_l(T) est un sous-domaine spécial.
2.8 T Cc T C S sont des sous-domaines spéciauz et Ilo(T") — IIo(T) est
surjective, alors Il (pgpfl(T')) — Il (pgpfl(T)) est surjective.

Démonstration. — Le premier point résulte de [8], coro. 2, p. 182. Vérifions le second
point. Commencons par voir que Il (pl_l(T')) — Il (pl_l(T)) est surjectif. Soit C
une composante connexe de pfl(T). Le morphisme p; : C — T est fini étale, donc
son image est une composante connexe de T qui, par hypothése, intersecte non
trivialement 7. Donc C' N pl_l(T’ ) # &. Soit Cy,...,Cy, les composantes connexes
de py H(T). Alors pap; (T) = U, p2(C:) est un recouvrement admissible par des sous-
domaines spéciaux connexes et pour tout i, p2(C;) N popy (T") # @. O

Choisissons un entier ng tel que tous les plongements @Fﬁ_ — @k sont distincts
modulo p"°. Posons Ag(p,i) = Uy (Yo(p,d)s,_1), Ao(p,i) = Uy (Zes(p,i)) N
Zoo(p,i) = Ao(p,i) N Zoo(p,i), la derniére égaiité résultant du lemme 9.5.13.
Notons A; = pa(Ag(p, 1)), Ai = pa2(Ao(p,i)).

Corollaire 10.5.3. — Les espaces Ag(p,i) et A; sont des sous-domaines spéciaux
qui contiennent respectivement Xord-muit €t Xord. Les sous-espaces Ao(p,i) C
Ao(p,i) et A; C A; sont des compacts, intersection dénombrable décroissante des
sous-domaines spéciaux. De plus, les application Io(Xord-mus) — Io(Ao(p,1))
et Tlo(Xora) — Ho(4A;) sont surjectives.

Démonstration. — La premiére partie du lemme est une application du 1 du
lemme 10.5.2. Toutes les composantes connexes de Yy(p, 1) §,—1 rencontrent le lieu
ordinaire multiplicatif Xorq-muis de Yo (p, ¢) par la proposition 9.4.6. On peut appliquer
le 2 du lemme 10.5.2. O

Lemme 10.5.4. — Si G s’étend sur Ao(p, i), elle s’étend également sur Yo(p,i)s,_ 1.

Démonstration. — Supposons que G s’étende sur Ag(p,i). Nous affirmons que
P(U,)(G) = 0 sur Ag(p). D’aprés le lemme précédent, toutes les composantes
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connexes de Ag(p,?) rencontrent le lieu ordinaire multiplicatif de Yy(p,7). Puisque
la relation P(U,)(G) = 0 est vérifiée sur le lieu ordinaire multiplicatif, elle l’est
donc partout sur Ag(p,:). Ainsi, G s’étend, par la méthode de prolongement de la
proposition 10.3.1, de Aq(p,i) a Yo(p,i)fi_ﬁ. O

Lemme 10.5.5. — Soit x € Ag(p,i). Alors T'(z) est de cardinal au plus 1.

Démonstration. — Cela résulte du lemme 9.5.13 et de notre choix de nyg. O

Remarque 10.5.6. — Le lemme précédent est la raison pour laquelle nous avons
remplacé Yy(p,4)s,_ 1 par Ag(p,4). Cela simplifie la géométrie du probléme.

Considérons le diagramme de descente par ps

q1,92 o
Ao(p,i) xa, Do(p,i) = Ag(p,i) B A;.

Décrivons la stratégie pour étendre G & Ag(p,:). Pour linstant, G est définie
sur Ag(p,i) \ Ao(p,%) et nous allons prouver qu’elle descend & p2(Ag(p,2) \ Ao(p,i)).
Nous montrerons que pa(Ag(p,¢) \ Ao(p,7)) = A;. Nous obtiendrons alors par image
inverse un prolongement de G sur Ag(p, 7).

Décrivons plus précisément le diagramme de descente précédent. Il est commode
d’utiliser l’involution de Weil w : Yy(p,i) — Yo(p,¢) induite par (A, H) —
(A/H, Aly]/H).

Soit (A, H) € Yo(p,¢) et (A/L, A[p]/L) un point de Ay(p,i), ot L est un sous-
module de A[p®™] localement libre de rang un sur @ /p%™ et H N L = {0}. On
a pa(A/L, Alp)/L) = A/L[p*mo~1].

La fibre de Ag(p,i) en A/L[p¢™ 1] est en bijection avec les sous-modules L’
de A[p®i™0] localement libres de rang un sur 0, /p%™ tels que L'[p¢™0~1] = L[pemo~1].

Ces sous-groupes sont en bijection avec les sous-groupes L” de (A/L[p¢™ ~])[p] qui
sont localement libres sur &x/p tels que L"[m;] # A[m;]/L[p¢™ ). Nous dirons dans
ce cas que A[m;]/L[p¢™° 1] est le sous-groupe canonique de (A/L[p®™ ~])[n;] et le
noterons Hc,y ;. Cette définition est motivée par le fait que degHcan s > fi — é alors
que le degré de tout supplémentaire de Hcan,; dans (A/L[p¢m0~1)[r;] est inférieur
a L.
6]ﬁ:{emarquons de plus que d’aprés le lemme 9.5.13 et notre choix de ng, I’ensemble
['(A/L[p¢™~1]) est vide ou réduit 4 un unique élément v € T;. Dans ce cas,
Liz&m™ ) = H(y)[r&™ ! ou H(y) est le sous-groupe de Lubin-Tate de A de
caractére . Un élément (A/L’, Alp]/L’) dans la fibre de A/L[p¢ ™ ~!] est dans Ag(p)
si et seulement si L'[7;*"°] = H (y)[m;"°].

Résumons. Soit A — A, le schéma abélien universel. L’'image wlAq(p,¢) de Ag(p, 1)
par Pinvolution de Weil est la grassmanienne des sous-groupes L de A[p] qui sont
localement libres de rang un sur Or/p tels que L[r;] # Hcan,; pour tout 1 < j <r
(bien sir, si j # 4, Hcan,; désigne le sous-groupe canonique usuel). Le morphisme py :
Ao(p,i) — A; est en particulier fini étale de degré H;:1 pli.
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Pour tout z € A;, ’ensemble I'(z) est soit vide si z ¢ A;, soit de cardinal un
six € A;.

Si z € A; correspond & un schéma abélien A et si I'(z) = {7}, la fibre de ps en z
dans wAg(p,¢) consiste en les sous-groupes L C A[p] tels que L[n;] # Hcan ; pour
tout j et L{m;] = Hgpe(ry). Comme il n’y a pas d’ambiguité, on notera Hg,e au lieu
de Hgpe(y). En particulier, le morphisme Ag(p,¢) — A; est fini étale de degré H#ipfi.

En comparant les degrés des morphismes Ag(p, i) — A; et Ag(p,4) — A;, on trouve
le lemme suivant.

Lemme 10.5.7. — On a l’égalité
pQ(AO(p7 7’) \ AO(pa Z)) =A;.

Remarque 10.5.8. — Cette égalité est démontré pour les points de Berkovich et pas
seulement pour les points rigides de Tate. Comme on peut écrire Ag(p,7) comme
intersection décroissante de sous-domaines spéciaux {Ag(p,)n}, on en déduit grace a
la compacité de A; que pour N assez grand on a encore pa(Ag(p,i) \ Ao(p,i)n) = A,.

Nous allons a présent énumérer les composantes connexes de A; selon leur
« proximité » au lieu ordinaire.

k ou A* est une

Lemme 10.5.9. — 11 existe une unique partition finie A; = [}, A
union de composantes connexes de N; et la propriété suivante est vérifiée : Une
composante connexe C C U;’f:k A¥ appartient o A* si et seulement si tout voisinage
strict V. de C' rencontre une composantes connezes de A; \ (U;’f:k Ak/) qut contient

un point ordinaire.

Démonstration. — La construction de la partition se fait par récurrence sur lentier k.
Supposons A, ..., A¥=1 construits. La propriété demandée détermine uniquement A*
et il suffit de vérifier que A* n’est pas vide car A; n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes. Supposons donc que AF est vide. Posons T = A; \ ( ],z;ll A*") pour alléger
les notations. Il existe alors, pour toute composante connexe C' C T, un voisinage
strict Vo de C tel que Vi ne rencontre aucune composantes connexes de A; \ T' qui
rencontre le lieu ordinaire. Soit V' = UVy. On a un recouvrement A; = (A; \T)U V.
Posons aussi A \T = (A \T)°"U(A\T)™* ou (A;\T)°" est la réunion de composantes
connexes qui rencontrent le lieu ordinaire et (A; \ T)"°" est son complémentaire. On
a donc un recouvrement : A; = VU (A; \T)°" U (A; \T)™" et V U (A; \ T)"°" est
une réunion de composantes connexes qui ne rencontrent pas le lieu ordinaire. C’est
absurde d’aprés le corollaire 10.5.3. O

Jusqu’a la fin de cette section, nous noterons simplement ps pour le morphisme

2|, ) Ao(p,i) — A;. Notons Ag(p,i)* la réunion des composantes connexes
o\P,

de Ag(p,i) qui s’envoient sur AF. Supposons par récurrence que mnous avons
prolongé G a Ag(p,i) \ (UL s Ao(p,i)k,)) et démontrons qu’on peut prolonger
G a Ao(p,i) \ (Up_pr1 Do(p,)*)). Notons A;j = Ay \ (Up_y A¥) et A% la
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réunion des composantes connexes de A;; qui rencontrent le lieu ordinaire, AZ¢
,

. ’ . . L .
son complémentaire. Rappelons que U;Z:k A¥ est une intersection décroissante
dénombrable de sous-domaines spéciaux Tn. Posons A; x n = A; \ Tx et notons
A;?,rk’N la réunion des composantes connexes de A;j n qui rencontrent le lieu
ordinaire.

Lemme 10.5.10. — On a A% = Uy AP, y-

Démonstration. — Il est clair que |Jy Afrk N C Afrk Inversement, soit = € A;’rk 1l
existe un point ' dans le lieu ordinaire et une application continue § : [0,1] — A;’rk
tel que 6(0) = z et §(1) = 2’ ([6], thm. 3.2.1). Par compacité, cette application se
factorise par A; ; y pour N suffisamment grand. O

Lemme 10.5.11. — Pour tout voisinage strict U de A*F suffisamment petit, il existe
N(U) € Zxo tel que pour tout N > N(U), UU A, n et UU ALY y sont des espaces
analytiques et les recouvrements {U, A x N} et {U, A% v} sont admissibles.

Démonstration. — Posons Ty = Tpn U Ty o Tp est la réunion des composantes
connexes de T qui rencontrent AF et Ty est le complémentaire. Choisissons un

voisinage strict U de A* tel que U N A¥ = @ pour ¥ > k + 1. Alors, pour N
suffisamment grand, UNTY, = & et U est un voisinage strict de T,. Par conséquent,

UUA;gny = A;\ Ty est un ouvert admissible et le recouvrement {U,A; n}
est admissible. Choisissons un recouvrement admissible A; x v = |, Aik,nn par

des sous-domaines spéciaux (ouverts quasi-compact dans le sens de Tate). Posons
fkNn = A% N N Aj g nn. Cest encore un sous-domaine spécial. Nous affirmons
que U U AY", 5 est un espace analytique et qu’un recouvrement admissible par des
. L . A or ]
sous-domaines spéciaux est donné par U U (U,, Af% n,.)- En effet, soit S le spectre
d’un affinoide et soit ¢ : § — U U AY}  un morphisme. Alors ce morphisme se
factorise par A; N UU pour n assez grand et donc par A;’fk’N’n uuU. O

Proposition 10.5.12. — Il existe un voisinage strict U de AF tel que G s’étend
apy (U UA, ) pour tout N.

Démonstration. — Choisissons un voisinage strict U de A* assez petit et un entier
N(U) assez grand pour que :

— Le lemme 10.5.11 soit valable pour U et N > N(U).

— Le sous-groupe spécial Hype surconverge sur U (voir la remarque 9.5.23).

- Le morphisme IIy(A*) — TIy(U) est une bijection.

— Le morphisme Io(Xora) — Io(U U AP ) est surjectif.

Notons T' = U U Ay, . Soit C I'union des composantes connexes de p; ' (U) telles
que w - C consiste en les sous-groupes L C A[p] avec L[m;] # Hcan; pour tout j
et LN Hgpe # 2. En d’autres termes, C' est 'ensemble des composantes connexes qui
rencontrent Ag(p, 7). Posons 7" = p; }(T') \ C. Considérons le diagramme de descente

41,92

T xrT = T BT
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On a
° w(pz_lT) ={A€T,LCAlr|, V¥ j L[r;] # Hean,j}-
o wI'={Ae€T,LCA[r],VjLrj] # Heanj et LN Hgpe = {0} si A € U'}.

Il existe donc un diagramme

Py (U\C ——=T' ——p; (T\U)

N

U T T\ U.

Le morphisme py : p; '(T \ U) — T \ U' est fini et plat de degré ijff. Le
morphisme py : p; ' (U) \ C — U est fini et plat de degré Hj#pfi. On en déduit
Pénoncé de surjectivité po(T') = T.

La fonction G est bien définie sur Ag(p,i) \ (Up_s Ao(p,i)kl)) par hypothése de
récurrence et donc sur 7”. Il nous reste & vérifier qu’elle descend. Par hypothése, il
existe une section H sur X4 telle que p5 H = G sur Xord,muit- Ainsi sur Xord, mult X x,,4
Xord,mult ON @ la relation ¢f G = ¢3G et nous allons montrer que cette relation s’étend.

Le morphisme

—1 Aor —1 Aor
HO(Xord,mult X Xora Xord,mult) - HO(P2 Ak,N XAsz Do AIc,N)

est surjectif. En effet, ’application p5 1Azf N XAy, Py lAsz — AR’y est finie étale et
les composantes connexes de p; 1Asz Xagr, Dy 1Asz s’envoient donc surjectivement
sur les composantes connexes de AifN. On en déduit que toutes les composantes
connexes de py 1Asz XAgr, Dy 1Asz contiennent des points ordinaires. La donnée
de descente s’étend bien sur pglAsz Xagry pz_lAsz. Posons U'=UnN APy
et U” = (p;'U’) \ C. Ainsi, U” est la fibre de U’ dans T’. Par définition, U" x ¢ U”
est un ouvert de py lAsz XAagr, Py 1Azf n €t on posséde donc la donnée de descente
sur U” xg U”. Tl nous reste & voir que Io(U” xyr U”) — My ((p; *U \ C) xv (p; U\ ©))
est surjectif. Ceci résulte du caractére fini étale du morphisme (p, ‘U \ C) x (p; U\ C) — U
et du fait que IIo(U’) — Io(U) est surjectif, car IIo(A*) — I(U) est une bijection
et Ilo(Xora) — IIo(U U APy ) est surjectif. On a donc vérifié que la donnée de
descente s’étend également sur p, 'U \ C' x p; 'U \ C. O

Lemme 10.5.13. — On a la stabilité suivante :

Up(py (A" UARR)) Cpy (AP UATY) et Up(py ' ATL) C py ' AT

Démonstration. — Supposons par récurrence que la propriété est vraie pour AF U
A%, pour tout k' < k. Soit C' une composante connexe de pQ_I(A?)rk,). Alors U, (C) est
une union de composantes connexes contenant toutes des points ordinaires. De plus,
siy € Ao(p,i) \ Ao(p,i) = py*(A;1) (ou ce qui revient au méme, T'(y) = @) alors
Uy (y) C Ao(p,i)\Ao(p, i) d’apres le lemme 9.5.10. Au contraire, siy € p; *(A*"), alors
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Up(y) € pgl(Akl U Affk/) par hypothése de récurrence. Il en résulte que U, (C) C A;
et donc Uy (C) C AP

Soit Z une composante connexe de A¥. On peut écrire Z = () N ZN comme
intersection de voisinages stricts. Pour tout N, on a Zy N Afrk # . Soit C
une composante connexe de p,'(Z) et Cy la composante connexes de p,*(Zy)
qui contient C. On a [y Cn = C et Cy est un voisinage strict de C qui
rencontre p; 1A;?)rk. On en déduit que toutes les composantes connexes de U, (Cy)
intersectent U, (py 1(Af‘}c)) et que toutes les composantes connexes de ps(U,(Cn))
intersectent A2 . Cela prouve bien que poU, (C) C Af} U A*. O

Corollaire 10.5.14. — Pour un voisinage strict adéquat V.C U de A*, on a Uinclusion
U;(pg_l(v UAL)) C py (U U A9Y) pour 0 < r < n. De plus, on peut choisir V tel
qu’on ait P(U,)(G) = 0 sur p; 'V U AP

Démonstration. — Soit {Vx} un systéme de voisinages stricts décroissant de A*. On
a Ny Up(Vy) C U U AP, et par compacité, il existe N tel que Uy(Vy) C U. On
pose V = V. Pour montrer la seconde partie, comparons la section P(U,)(G) et la
section nulle sur p; *(V U Af%). Elles coincident sur le lieu ordinaire multiplicatif. On
conclut puisqu’on peut choisir V' tel que le morphisme Iy ( frk) — (VU A;?fk) soit
surjectif. O

Corollaire 10.5.15. — La fonction G sur pg_l(V U A;’rk) se prolonge a

Ao(p, i)\ (| Aolp,d)™).
k'=k

Démonstration. — On recommence les opérations de prolongement analytique des
sections 10.3 et 10.4 en démarrant avec p, '(V U A?}) au lieu d’un voisinage du

lieu ordinaire. Noter que p; 1(V U A?%.) contient un voisinage du lieu ordinaire. Pour
éviter tout probléme d’admissibilité, on peut remplacer AY} par un sous-domaine

spécial T' C A?}, qui contient un voisinage strict de AF pour tout k' < k—1 et un
voisinage strict du lieu ordinaire dans Yy(p,4). Notons alors So = T'U V. Définissons
par récurrence sur n des sous-domaines spéciaux S, = Uy " (Sp—1)N---NU;  (Sp—1).
Alors on peut utiliser I’équation fonctionnelle pour prolonger G & UL:O S, pour tout [.
Il est clair que Ag(p, i) \ (Upr—p Ao(p,9)F) € Uy Sn- O

10.6. Fin de la preuve. — Pour terminer ’argument nous allons procéder comme
dans la section 4.6 de [34]. On peut commencer par améliorer sensiblement la
proposition 10.5.1.

Proposition 10.6.1. — Pour tout 1 < i < r tel que m; est trés ramifié, la forme G se
prolonge a Yg(p,z’)%ﬂ; pour tout § > 0.

Démonstration. — C’est une conséquence des propositions 10.5.1 et 10.2.5. O
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Ffi _
Pour tout 1 <7 < r, fixons a; € ](pip ! 1] tel que :

D(pfi+1)’
o fi—a; > fi— ei si m; est peu ramifié,

o fi—a; > é si m; est trés ramifié.

On note S, = U, Yo(p,1) fi—a,-
Lemme 10.6.2. — La forme G se prolonge & S,.

Démonstration. — Le recouvrement |J,Yo(p,?)f,—a, est admissible d’aprés le
lemme 10.3.2 et l’intersection de deux ouverts distincts vaut le lieu ordinaire
multiplicatif. La forme G est définie sur chacun des ouverts par la proposition
précédente dans le cas trés ramifié et la proposition 10.3.1 dans le cas peu ramifié. La
restriction de G au lieu ordinaire multiplicatif ne dépend pas de 'ouvert choisi. [

On note S, l'intersection de S, avec pz_l(]Xord U, Uo,i,ns))-
Lemme 10.6.3. — Le morphisme ps : Sq — | Xora U, Uo,i,ns| est surjectif.

Démonstration. — Les calculs de [34], sect. 3 (en particulier la proposition 3.2.6)
montrent que si & est un BTHB pour @FM qui vérifie la condition de Rapoport et
qui est de a-nombre 1, alors @[m;] posséde un sous-groupe de degré inférieur ou égal

N pfi—l
& DGl =

On considére alors le diagramme de descente
41,92
Sa X pa(Sa) Sa = Sa - pZ(Sa)-
Lemme 10.6.4. — On a la condition de descente ¢;G = ¢5G.

Démonstration. — Par la proposition 4.5.1 de [34], toutes les composantes connexes
de S, x S, rencontrent Xord mult Xpy(S,) Xord,mult- Lia relation g7 G = ¢3G est vérifiée
sur Xord,mult Xps(S,) Xord,mult CaT G = ¢.H par hypothése. On conclut par le principe
de prolongement analytique des identités. O

Par descente étale il existe donc une section H sur py(S,) telle que pJH = G.
Comme p2(Sa) = | Xora U; Uo,i,ns[, d’aprés le corollaire 10.1.2, la section H s’étend
en une forme classique sur Xg.
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