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TROIS PROBLÈMES SUR LES SOMMES TRIGONOMÉTRIQUES

Yves MEYER

Résumé. -- Les fonctions presque périodiques ont été définies et étudiées par
le mathématicien danois Harald Bohr. La motivation de Bohr était la théorie des
nombres et l’étude des séries de Dirichlet. Un polynôme trigonométrique en une
variable réelle x est une somme finie

S(x) =

N∑
1

ck exp(2πiλkx)

où les fréquences λk sont des nombres réels arbitraires et où les coefficients ck
sont des nombres réels ou complexes. Une fonction presque périodique au sens de
Bohr est la limite uniforme sur R d’une suite Sm de polynômes trigonométriques.
Cette définition amène à calculer supx∈R |S(x)| = ∥S∥∞ ce qui est souvent difficile.
Définissons T (ϵ) > 0 comme la borne inférieure de l’ensemble des |x| tels que
|S(x)| ≥ (1 − ϵ)∥S∥∞. Estimer T (ϵ) quand ϵ → 0 dépend des propriétés arithmétiques
de l’ensemble des fréquences λk. Ce petit livre est consacré à ces questions qui
sont illustrées sur trois exemples.

Abstract (Three problems about trigonometric sums). -- Almost periodic functions
have been defined and studied by the Danish mathematician Harald Bohr. Bohr’s
motivations were number theory and Dirichlet series. A trigonometric polynomial
S(x) is a function of the real variable x defined by

S(x) =

N∑
1

ck exp(2πiλkx)

were the frequencies λk are arbitrary real numbers and the coefficients ck are
real or complex numbers. An almost periodic function in the sense given by Bohr
is a uniform limit on R of a sequence Sm of trigonometric polynomials. This
definition leads to the computation or estimation of supx∈R |S(x)| = ∥S∥∞ which
is often a hard problem. Let us define T (ϵ) > 0 as the lower bound of the set
of |x| such that |S(x)| ≥ (1− ϵ)∥S∥∞. The estimation of T (ϵ) as ϵ → 0 depends on the
arithmetical property of the set of frequencies λk. This booklet is devoted to
these issues which are illustrated on three examples.
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POSTFACE

Ce petit livre a été écrit il y a quarante quatre ans. Que peut-on en dire
aujourd’hui ? Le problème de la synthèse spectrale qui semblait si important il
y a un demi-siècle ne l’est plus aujourd’hui. Le dernier chapitre de ce livre n’a
donc pas laissé de trace. Les résultats du premier chapitre ont été complétés par
Alain Haraux dans [2] et par Vilmos Komornik dans [14], [15]. Une application à
un problème posé par J.-L. Lions en théorie du contrôle est donnée dans [9].
Le second chapitre a ouvert plusieurs voies de recherche. Tout d’abord, un
an après la parution de ce livre, Roger Penrose, en utilisant seulement deux
losanges, construisait un splendide pavage du plan, invariant par rotation
de 2π/5. Ensuite, en 1981, Nicolaas Govert de Bruijn démontrait que les sommets
du pavage de Penrose forment un « ensemble modèle » au sens de la définition 6,
page 35, de ce livre. Enfin, en 1982, le chimiste Dan Shechtman réussissait à
créer des alliages métalliques dont l’image de diffraction présente la symétrie
d’ordre cinq des pavages de Penrose. Ces nouvelles structures cristallines ont
reçu le nom de « quasi-cristaux ». D. Shechtman obtint le prix Nobel de chimie
en 2011 pour cette découverte. Mes « ensembles modèles » sont donc : (i) les
sommets des pavages de Penrose et (ii) existent dans la nature. En outre les
nombres de Pisot ou de Salem gouvernent l’auto-similarité des quasi-cristaux,
comme il est prouvé dans [8]. M. Duneau, D. Gratias, A. Katz et R. V. Moody ont
explicité tous ces liens entre chimie et mathématiques. On pourra se reporter à
[1], [3], [5], [6], [7], [13] et [14].

Mais les problèmes concernant les estimations locales des fonctions
presque-périodiques ont, eux aussi, trouvé une seconde vie grâce aux travaux
de A. Olevskii et A. Ulanovskii. Le second chapitre de ce livre est consacré
à la question suivante. Étant donné un ensemble discret Λ ⊂ Rn, existe-t-il
un ensemble compact K ⊂ Rn « associé » à Λ? Cela signifie qu’il existe une
constante C telle que l’on ait

(1) ∥f∥∞ ≤ C sup
x∈K

∣∣f(x)
∣∣

pour toute fonction presque-périodique (au sens de Bohr)

(2) f(x) =
∑

λ∈Λ
c(λ) exp(2π iλ · x)

dont les fréquences appartiennent à Λ; on écrira alors f ∈ CΛ et, f étant
continue, on a ∥f∥∞ = supx∈Rn |f(x)|. Si (1) a lieu, Λ est uniformément discret,
mais cette condition est loin d’être suffisante.

En dimension 1, en supposant que K est un intervalle et que Λ est un « modèle
assez régulier », le théorème 9 du chapitre II permet de calculer la borne
inférieure des longueurs des intervalles associés à Λ. Voir également [6].

Le même problème se pose pour la norme L2. On veut alors savoir si

(3)
(∑

λ∈Λ
|c(λ)|2

)1/2
≤ C

(∫

K

∣∣f(x)
∣∣2dx

)1/2
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est vérifiée pour toute fonction f(x) =
∑

λ∈Λ c(λ) exp(2π iλ · x). Cela entraîne
que Λ est uniformément discret. Le membre de gauche de (3) est alors une norme
équivalente à

(4) sup
y∈Rn

(∫

K+y

∣∣f(x)
∣∣2dx

)1/2
.

On peut enfin remplacer 2 par p et chercher les couples (Λ,K) tels que, pour
toute f ∈ CΛ, on ait

(5) sup
y∈Rn

(∫

K+y
|f(x)|pdx

)1/p
≤ C

(∫

K
|f(x)|pdx

)1/p
.

Les propriétés précédentes ne peuvent avoir lieu que si la mesure de K est
« suffisamment grande ». Que se passe-t-il si K est « petit » ? Étant donné un
ensemble discret Λ ⊂ Rn et un ensemble compact K ⊂ Rn, le premier problème est
de savoir si toute fonction continue surK est la restriction àK d’une fonction
f ∈ CΛ. On peut aussi poser la même question en norme L2 en demandant s’il existe
une constanteC telle que toute fonction f ∈ L2(K) soit la restriction àK d’une
d’une fonction presque-périodique généralisée f(x) =

∑
λ∈Λ c(λ) exp(2π iλ·x) dont

les fréquences appartiennent à Λ et telle que l’on ait

∑

λ∈Λ
|c(λ)|2 ≤ C

∫

K
|f(x)|2dx.

A. Olevskii et A. Ulanovskii ont profondément renouvelé l’étude de ces
problèmes en introduisant la notion de « universal sampling set » et de
« universal interpolation set » [12].

Définition 1. --- Soit p ∈ [1,∞] et d ≥ 0. L’ensemble discret Λ ⊂ Rn est un
« universal interpolation set » pour la norme Lp si Λ a une densité uniforme d
et si pour tout ensemble compact K, intégrable au sens de Riemann, et de mesure
de Lebesgue supérieure à d, il existe une constante C telle que (5) ait lieu pour
toute f ∈ CΛ.

Un réseau Λ ne peut avoir cette propriété. Un quasi-cristal simple est un
ensemble universel d’interpolation quelque soit l’exposant p ∈ [1,∞]. Ceci est
prouvé dans [5] pour p = ∞ et dans [10] pour le cas général. Un quasi-cristal
simple est un ensemble modèle (Définition 6, page 35) pour lequel G = R et U
est un intervalle. Mais un quasi-cristal général n’est pas nécessairement un
« universal interpolation set ».

Définition 2. --- Soit p ∈ [1,∞). L’ensemble discret Λ ⊂ Rn est un ensemble
d’échantillonnage universel pour la norme Lp si Λ a une densité uniforme d et si
pour tout ensemble compact K de mesure de Lebesgue inférieure à d il existe une
constante C telle que toute fonction f ∈ Lp(K) soit la restriction à K d’une
fonction g presque-périodique généralisée, dont les fréquences appartiennent
à Λ, et vérifiant

(6) sup
y∈Rn

(∫

K+y

∣∣f(x)
∣∣pdx

)1/p
≤ C

(∫

K

∣∣f(x)
∣∣pdx

)1/p
.
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Un réseau Λ ne peut avoir cette propriété. Un quasi-cristal simple est un
ensemble universel d’échantillonnage. Ceci est prouvé dans [4] pour p = 2 et
dans [9] pour le cas général.

Cette direction de recherche a des applications intéressantes à la théorie de
l’échantillonnage irrégulier en traitement du signal.
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Les fonctions presque périodiques ont été définies et étudiées
par le mathématicien danois Harald Bohr. La motivation de Bohr
était la théorie des nombres et l’étude des séries de Dirichlet.
Un polynôme trigonométrique en une variable réelle x est une
somme finie

S(x) =

N∑
1

ck exp(2πiλkx)

où les fréquences λk sont des nombres réels arbitraires et où les
coefficients ck sont des nombres réels ou complexes. Une fonction
presque périodique au sens de Bohr est la limite uniforme sur R
d’une suite Sm de polynômes trigonométriques. Cette définition
amène à calculer supx∈R |S(x)| = ∥S∥∞ ce qui est souvent difficile.
Définissons T (ϵ) > 0 comme la borne inférieure de l’ensemble des
|x| tels que |S(x)| ≥ (1 − ϵ)∥S∥∞. Estimer T (ϵ) quand ϵ → 0 dépend
des propriétés arithmétiques de l’ensemble des fréquences λk. Ce
petit livre est consacré à ces questions qui sont illustrées sur
trois exemples.


