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TROIS PROBLEMES SUR LES SOMMES TRIGONOMETRIQUES

Yves MEYER

Résumé. — Les fonctions presque périodiques ont été définies et étudiées par
le mathématicien danois Harald Bohr. La motivation de Bohr était la théorie des
nombres et 1’étude des séries de Dirichlet. Un polynéme trigonométrique en une
variable réelle x est une somme finie

N
S(z) = Z ¢, exp(2miAgx)
1

ou les fréquences )\, sont des nombres réels arbitraires et ou les coefficients ¢
sont des nombres réels ou complexes. Une fonction presque périodique au sens de
Bohr est la limite uniforme sur R d’une suite S,, de polyndémes trigonométriques.
Cette définition améne a calculer sup,cg|S(z)| = [|S|l« ce qui est souvent difficile.
Définissons T(¢) > 0 comme la borne inférieure de 1’ensemble des |z| tels que
[S(z)] > (1 — €)]|S]lco- Estimer T'(e) quand ¢ — 0 dépend des propriétés arithmétiques
de 1’ensemble des fréquences )\,. Ce petit livre est consacré a ces questions qui
sont illustrées sur trois exemples.

Abstract (Three problems about trigonometric sums). — Almost periodic functions
have been defined and studied by the Danish mathematician Harald Bohr. Bohr’s
motivations were number theory and Dirichlet series. A trigonometric polynomial
S(z) is a function of the real variable z defined by

N

S(z) = ch exp(2miAgz)

1
were the frequencies )\, are arbitrary real numbers and the coefficients ¢, are
real or complex numbers. An almost periodic function in the sense given by Bohr
is a uniform limit on R of a sequence S,, of trigonometric polynomials. This
definition leads to the computation or estimation of sup,cp|S(z)| = ||S||o which
is often a hard problem. Let us define T(¢) > 0 as the lower bound of the set
of |z| such that |[S(z)| > (1 —¢€)||S|l- The estimation of T'(¢) as ¢ — 0 depends on the
arithmetical property of the set of frequencies \,. This booklet is devoted to
these issues which are illustrated on three examples.

(© Astérisque, SMF 1973
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Introduction

Voici trois problémes sur des espaces de sommes trigonométriques (périodiques
ou apériodiques) P :IR — C dont les fréquences appartiennent a un ensemble donné

de nombres réels.

- Estimer le supremum M de |[P(t)] lorsque -o<t<+o.

- Déterminer combien de temps, a partir de 0, il faudra attendre pour voir
|P(t)| dépasser M/2 (ou cM, c>0).

- Approcher les fonctions dont le spectre "continu" est un compact E (ou une

partie de E) par des sommes trigonométriques dont les fréquences appartiennent & E.

Le premier probleéme est étudié dans la partie I sur 1'exemple de la propagation
des ondes sur une sphere élastique homogene. Dans la partie II de ce travail, le
second probléme trouvera quelques éléments de solution.

Enfin le probleéme de la synthése spectrale est examiné dans un cas particulier
(1m).

L'intérét des exemples choisis me parait venir de ce que la théorie des nombres y

joue un rdle décisif.



TROIS PROBLEMES

I. ETUDE ASYMPTOTIQUE DES VIBRATIONS DES SPHERES

1. Soient n 33 un entier naturel, R" 1'espace euclidien n-dimensionnel,

M=s™ 1a sphére X2

A xi = 1 et SO(n) le groupe orthogonal spécial.
On peut munir M d'une structure riemannienne invariante par 1'action de SO(n) ;
La distance géodésique entre deux points m et m de M sera alors notée

d(m,mo) et & : €°M) — €*\M) désignera 1'opérateur de Laplace-Beltrami associé

a cette métrique riemannienne.

Nous allons étudier le comportement asymptotique (t — +o) des solutions indé-

finiment dérivables u: MXR — R de

2
(1.1) 24 _ .
2
ot
Soient ch €°°(M), k »0, les espaces usuels d'harmoniques sphériques ; P
M — R appartient a H, si est la restrictiona M d'un polyndme homogeéne de
K ?

degré k en n variables dont le laplacien ordinaire est nul. Les Hk sont les espa-

ces propres de A et les valeurs propres correspondantes sont -k (k+n-2) ([3]).

Toute solution u€g®Mx R) de (1.1) peut étre écrite sous la forme

(1.2) u(m,t) = a, + Z ak(m) cos Vk(k+n-2)t + bk(m) sinVk(k+n-2)t

kx1

ou ag est une constante, ay et bk appartiennent a Hk’ k1, etoula série

(2) ainsi que toutes celles obtenues en appliquant les opérateurs A et 'aa—t convergent

uniformément sur MXR.



VIBRATIONS DES SPHERES

THEOREME 1. En dimension n» 3, il existe une constante Cn >0 telle que,
pour toute solution indéfiniment dérivable u de (1) dont le développement est donné

par la formule (2) et pourtout m de M on ait

(1.3) la | + 2= (am| + |p m)sc, Hm |u(m,t)|.
k>1 t++oo0

Plus précisément, soit u: MXR - R une solution indéfiniment dérivable de (1)

dont la moyenne a, est nulle. Alors, pour tout m €M,

(1.4) > _lam)| + |b(m)| < C Tm u(m,t).
k1 ta+o00

La meilleure constante possible Cn dans (1.4) n'est pas nécessairement la méme
que dans (1.3). L'inégalité (1.4) permet de déterminer les points me&M ol 1'oscilla-
tion prendra de trés grandes valeurs, positives et négatives. Enfin (1.3) et (1.4) sont
inexacts en dimension 2.

Le théoreme 1 montre, en particulier, qu'en deux points antipodiques m et -m
de M, Iim|u(m,t)] et Iim|u(-m,t)] sont du méme ordre de grandeur : on peut méme

ta+o0o ta+00

(§ 5) améliorer ce résultat en montrant que si n est pair, il existe une constante Sn

telle que pour tout t eR et tout meM, u(m,to) < 8n sup lu(-m,t)]. Sidonc

tostr2m]

u(m,to) est trés grand, cette forte vibration se répercutera au point antipodique -m
au bout d'un temps ne dépassant pas 2TW.
Mais comment cette forte vibration se propage-t-elle de m en -m ? Est-ce en

donnant de fortes vibrations aux points "intermédiaires" ?

THEOREME 2. Soient m_ un pointde M, e >0 et -1l>0 deux nombres

positifs arbitrairement petits et T > 0 un nombre arbitrairement grand. On peut alors

-3 -
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trouver une solution indéfiniment dérivable u de (1) telle que
(1.5) |u(m,t)|¢e pourtout teR dés que d(m,mo) > et d(m,-mo) >
(1.6) |u(m,t)|¢e pourtout meM lorsque |[t|gT

(1.7) Tm |u(mo,t)|>1 et ]ﬁ]u(—mo,t)b 1.
ta+ 00 t++oo

Le théoréme 2 signifie qu'une vibration qui était restée négligeable "pendant des
siécles" peut dans un voisinage arbitrairement petit du "pdle nord" et du "pdle sud"
devenir tres grande tout en restant toujours négligeable sur le reste de la sphere.

Les solutions indéfiniment dérivables de (1.1) sont presque périodiques ; c'est-a-
dire que ce sont des fonctions presque périodiques du temps uniformément par rapport a
meM (4], ch. II). Nous allons caractériser 1'espace de toutes les fonctions continues
u: MxR — R, solutions "généralisées" de (1.1) - c'est-a-dire solutions au sens des
distributions - qui sont presque périodiques - c'est-a-dire telle que u(m,t) soit pres-

que périodique en t uniformément en m.

THEOREME 3. Les solutions presque périodiques u de (1.1) sont données par
les séries (infinies)

(1.8) u(m,t) = aj + Zak(m) cosVk(k+n-2)t + bk(m) sinVk(k+n-2)t
k1

telles que a, soit une constante, a et bk des harmoniques sphériques de degré

k et que la série

(1.9) lag] + glak(m)l + | by (m)]

converge uniformément sur M.

Evidemment la convergence uniforme de (1.9) sur M entraine la convergence

uniforme de la série (1.8) sur MXR etlasomme u de (1.8) est donc presque

-4 -
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périodique ; il est moins évident que toute solution presque-périodique de (1.1) admette

une telle représentation.

THEOREME 4. Il existe une solution généralisée u: MxR — R de (1) qui

est continue et bornée mais qui n'est pas presque-périodique.

Malgré son aspect technique, le résultat essentiel est le théoreme 1. Sa démons-
tration est donnée au paragraphe 2. Le théoréme 3 s'obtient alors sans difficulté. En
utilisant les propriétés des fonctions zonales nous en déduirons le théoréme 2 (§ 3) dont

le théoréme 4 sera un corollaire facile.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Nous allons d'abord 1'énoncer sous une

forme un peu allégée (mais équivalente).

PROPOSITION 1. Si ny3, il existe une constante Cn telle que, pour toute
somme finie s: R — R définie par
(2.1) s(t) = g: a cos \/k(k—-c-n—E)t + by sin\ﬁ(-(_lﬂ-T—Z-)t
on ait /

(2.2) Fla | + |p J¢ C. Im s(t).
Y1 k k My

00
Admettons la proposition 1 et démontrons le théoréme 1. Pour tout m fixé, a 5
est la moyenne temporelle de la fonction presque-périodique t —u(m,t). On a donc
| ao| < tﬁfal, u(m,t)|. Cette inégalité, jointe a (2.2) donne (1.3) - les meilleures cons-

tantes possibles dans (1.3) et (2.2) ne sont peut-&tre pas les mémes.

La démonstration de la proposition 1 se fait a 1'aide des lemmes suivants.
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LEMME 1. Soient Pys eees pn et pn+1 n+1 nombres premiers distincts.
Alors me_] n'appartient pas au corps Q(\/p., ..., \/p_n).

Pour tout nombre premier £ désignons par Q 2 le corps {-adique correspon-
dant. En utilisant la loi de réciprocité quadratique et le théoréme de Dirichlet ([1 6],
p. 16 et p. 103) on peut trouver un nombre premier £ tel que, dans Q , Py vs

e

<3 Py deviennent des carrés mais que P, n'en soit pas un. Le lemme 1 est donc

1

prouvé.

LEMME 2. Soit D 1'ensemble des entiers q3» 1 sans diviseurs carrés (on

convient ici que 1€ D). Alors les nombres \q sont Z-linéairement indépendants.
C'est une conséquence immédiate du lemme 1.

LEMME 3. Soit m»1 un entier, Wy eeey @, M nombres réels Z-lindai-
rement indépendants et Sj :R»R, 1¢j¢m, m fonctions continues et 2T pério-
diques. Alors

(2.3) Im s (w,t)+...+s (0 t) = sup s.(t) +...+ sup s_(t).
ot oo " m' m R 1 R M

C'est une conséquence immédiate du théoréme de Kronecker ([6], p. 175).

LEMME 4. Soit 6 >1 unnombre réelet N1 unentier. Soit A la réu-
nion de N suites croissantes J\j d'entiers, 1« j<¢N. Supposons que chaque
Aj puisse &tre écrite ./\J. = {n(i,3), iy 1} ou 1¢n(1,j) et 6n(i,j)¢ n(i+1,j)
pourtout i1 et 1gj¢N.

Alors il existe une constante C(8,N), ne dépendant que de 8 etde N telle

sinAt, on ait

que, pour toute somme finie s(t) = > " a cosit + b
XeR A A

-6 -
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(2.4) %’aﬂ +|b,| ¢ C(6,N) [of;;'?] s(t).

Cela résulte essentiellement de la démonstration du théoréme 5.7.5 de [14]

p. 124.

LEMME 5. Soit q >2 un entier sans diviseurs carrés, a1 un entier et
Oq » 1 1'unité fondamentale du corps @©(Vq). Il existe un ensemble fini A de

. 2 2 2
solutions z = x+yvq de x -qy =a(xeZ,qe€2) telque CardA ¢a“ et tel
que toute solution z=x+yyq de x2 - qy2 =a s'écrive z= a 9‘3] ol jEZ et

a €EA.

Ceci est démontré dans [1] p. 90, theorem 5.

LEMME 6. L'unité fondamentale eq >1 d'un corps quadratique réel vérifie

R 1+V5
1'inégalité eq>’T'

La démonstration de la proposition 1 est maintenant aisée. On appelle E 1'ensem-
ble des couples (j,q), jy1, qe€D tels que, pour un certain k »1, on ait
k(k+n-2) = j2q. On pose alors
a = 2(,a) et b = b(G,q), k>1, (j,q)€E.
La somme finie s(t) = § a, cosVk(k+n-2)t + b, sin Vk(k+n-2)t devient
y

;) a(j,q) cos jyqt + b(j,q) sin jyqgt. Pour tout q€D fixé, posons
J,9)€EE

sq(t) = Z‘) a(j,q)cos jt + b(j,q) sinjt de sorte que
J,A)€E

(2.5) s(t) = 3, sq(\/ﬁ't).
q€D

Le lemme 3 donne

(2.6) fim s(t) = sup s _(t)
t+oo @b r 1

-7 -
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et il reste, pour tout q€D a calculer sup s q°
R
Deux cas se présentent.
. _ 2. . 2 2 2 +r s

Si q = 1, k(k+n-2) = j° implique (2k-n-2)" - 4j° = (n-2)° et 2k+n-2%2j
sont des diviseurs de (n-2)2. Il y a, au plus, un nombre fini de valeurs de j possi-
bles et 1'on a
2.7) }j, laG,nl + [pG, Dl < C sups,().

(4,1 €E R

Si q»2, ona (2k+n—2)2 - 4j2q = (n—2)2. Posons z = 2k+n-2+2jVq;

on a, par hypothese, k»1, ny3 et jy1; donc z>0. Lelemme 5 permet

d'écrire z = aez ol «>0 parcourtun ensemble fini A(q,n) d'au plus (n-2)4
éléments, se€Z estun entier rationnel et Gq Y 1+v5 . Soit z-+z 1'automorphis-
mede Q(Jq); ona z =a e;s et donc

. S = =S
2.8 4 = a0 -aB .
(2.8) VA = «0f -7 6]

Le second membre de (2.8) est une fonction croissante de s car o« est strictement
positif (aa = (n—2)2) et © q> 1. La représentation (2.8) fournit des entiers j »1
si et seulement si s s . Appelons alors pour tout « €A(q,n), A(z) 1'ensemble

des entiers j= js »1 fournis par le premier membre de (2.8). On a immédiatement

j..1>9 qj 5 Le lemme 4 peut tre appliqué et donne, pour tout q »2 appartenant a D,

s+1
(2.9) ; laG, @l + [bG,a)| <C sup s (t).
3,9) €E R

Les relations (2.6), (2.7) et (2.9) réunies donnent (2.1).

3. PREUVE DU THEOREME 2. Soient m_ lepoint (0, ..., 0, 1) de M,

G le sous-groupe de SO(n) laissant m, invariantet @ : M+ C la fonction

kL . T
QXqs oees xn) = (xn + 1x1) ; il estclair que ¢ appartienta Hy. Posons
-8 -
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3.1) Z,(m) - _[ngm)dg

ou gm estle résultat de 1'actionde g sur m et dg lamesure de Haar de G.
On a Zk(mo) =1, Zk(—mo) = (-1)k tandis que sur tout compact K de M ne con-
tenant pas m_ et -m_, Z, tend uniformément vers 0 ([2]).

11 existe d'autre part une suite ¢ K’ k »0, denombres +1 ou -1 telle que,

pour tout t réelettout N>1,

N .
(3.2) | Z;ekelkt[ §16/N  (lemme 2, p. 134 [§]).

N
Considérons u(m,t) = 11\1 ; )y Zk(m) cosVk(k+n-2)t. Ona Vk{k+n-2) =
K+ r_1-72 + 0(%) ce qui entraine | cosyk(k+n-2)t - cos(k + nz;z)ﬂ < (—:Lﬂ et

N
-2 log N
|u(m,t) - lN ZP ey Zk(m) cos(k + n—2-)t| = 0(|t] og ) ; (3.2) donne alors |u(m,t) ¢

N
\;—E + o(t| l_o%ﬁ)_ Par ailleurs |u(m,t)| ‘lN > Zk(m)] ; quitte & choisir N assez
N 1

grand, on peut assurer que |u(m,t)| ¢e si, soit [t|<T, soit d(m,m )57 et

d(m,-m )>/11. Cependant Tim |u(m_,t}|»1/C_ et de méme Iim |u(-m _,t)»1/C_. Le
o o n o n
t++oo ta+oo

théoréme 2 est donc démontré,

Soit maintenant m k »1, une suite de points deux a deux distincts de M et

k’

"[k >0 des nombres positifs assez petits pour que les disques de centres m, et -m,

et de rayon "]k soient deux a deux disjoints. Par abus de langage, appelons Zj Kk la
’

zonale d'ordre j (c'est-a-dire appartenant a Hj) mais construite en remplacant le

pdle nord par m, 11 est possible de choisir une suite d'entiers N k »1, tendant

k* ?

assez vite vers 1'infini pour que Nk+1 / Nk tende vers 1'infini et que
Nk
(3.3) u, (m,t) = L e.Z.  (m) cosyj(j+n-2)t
k Nk N J 73k

k-1
vérifie |uk(m,t)|<2_k si d(m,mk)>"lk et d(m,-mk)>'7(k ousi [t]g¢k.

-9 -
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Posons

(3.4) u(m,t) = 3 u (m,t) ;
kyl

la convergence est uniforme sur tout compact d¢ Mx R et donc, pour tout t€R fixé,
le développement en harmoniques sphériques de la fonction m + u(m,t), définie sur M
est donné par le second membre de (3.4) - il faut remarquer que pour deux valeurs
distinctes de k les degrés des harmoniques sphériques rentrant dans la composition
des uk(m,t) correspondants sont toujours différents.

Supposons u(m,t) presque-périodique ; alors u(m,t) est donnée par la formu-
le (1.8). Faisant t= to et remarquant que le développement en harmoniques sphéri-
ques d'une fonction de LZ(M) est unique, on obtient que les séries (1.8) et (3.4) sont
identiques pour u(m,t). Si u(m,t) est presque-périodique, la série (3.4) doit &tre
uniformément convergente sur MXIR en vertu du théoréme 3. Cela entraine
Ms:(u:2 |u (m,t)] — 0 ; mais ce sup dépasse C;1 gréce au théoréme 1. Donc u(m, %)
n'est pas presque-périodique. Il est clair que |u(m,t)|¢ 2 (les disques de centres
m . ou -m et de rayon ',lk sont deux a deux disjoints). Le théoréme 4 est ainsi

démontré.

4. LA THEORIE L2. Nous nous proposons de montrer que les normes
, 2'_1/2 LR, /2
> (ar +by)] et (T |s(t)|” dt) sont équivalentes sur 1'espace vectoriel
for Kk T Jo
des sommes trigonométriques finies (2.1). Cela nous permettra d'étudier au §5 la
propagation des grandes oscillations sur Sn_1 .

Nous allons tout d'abord nous placer dans un cadre un peu plus général.

Soit A un ensemble de nombres réels et S n 1'espace vectoriel complexe

- 10 -
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des sommes trigonométriques finies

(.1) () = T ae
A

Une question intéressante est de savoir quels ensembles A de nombres réels

At

ont, a la fois, les deux propriétés suivantes

(4.2) on peut trouver deux constantes 0 < C1 < C2 telles que, pour tout f€S It

21/2 1 om s /2
== £(t)]” dt < C(
STomiEN <(2KJ_“I()| ) AT

|2)1 /2
A
(4.3) les sommes finies feS ' Sont denses dans L2[-7t, r].

Nous ne savons pas résoudre ce probléme mais le théoréme ci-dessous suffira 3

nos besoins.

. . .
THEOREME 5. Soient (An)_m <n <+ ® et (An)_m <N <400 deux suites de nom-

bres réels. Supposons que, pour deux valeurs distinctes de n, les )\n ' correspon-
dants soient distincts. Faisons la m&me hypothése sur les A'n et supposons que

(4.4) 1'ensemble A des ()\n)nez ait les propriétés (4.2) et (4.3)

(4.5) e = @m I)\'n - Anl soit assez petit pour que Cz(ene -1) <C,.

n -+oo

Alors il existe deux constantes C'1 et C‘2 telles que pour tout f€S

N
| |21/2 1 ~2n|(|2 1/2 o 21/2
c'( a |”) < ( J f(t)|“ dt) ¢ CJ) a %) et S est dense dans
Gl ) B x
L2[-n, 7).
Le théoréme 5 est implicitement contenu dans [7], [9] et [13] Chap. V § 86 ;

sa démonstration utilise les deux propositions suivantes.

PROPOSITION 2. Soit (A.)

une sui T d
-0 <n < +o0 suite de nombres réels telle que,

pour deux valeurs différentes de n, les An correspondants soient toujours diffé-

rents. Supposons que 1'ensemble N des (A ) vérifie (4.2) et (4.3) ; appelons

nn€z
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C1 et C2 les deux constantes figurant dans (4.2). Soit ¢ > 0 assez petit pour que

€ _1)«< C1 . Soit (a') une seconde suite de nombres réels telle que,

S
2(9 n’=oo0<n < +o0o0

pour tout neZz, | )\;q - An[ g¢e . Alors1l'ensemble A' des )\‘n, n€z, possede

aussi les propriétés (4.2) et (4.3).

iAt
. n
Nous suivons [13]. Posons A= A T, i(t) = ) ae , f'(t) =
i A'nt i A}]t ilnt
i i 1 - = — =
> a e (toutes les sommes sont finies). Alors fr - £ ) an(e e )
ir t iat iat (m ) K.k
n n n it N
) :an(e - 1e =) ae > - =T gk(t ou
k1 k1
k i}‘nt 2
gk(t) =) :an !"n e . Désignant par | . ]]2 lanorme L° sur [-m,n], il vient

‘ o Kk 2 1/2
Te -1l ¢ Z)II-T gk1|2 < E i lle Iy G2 =TI <
4 7
/2

(e™® -HQ_ |a | ) . Si C2(eTc° -1) <Cy, (4.2) entraine 1'inégalité corres-
pondante pour f'. Soient T : L2 [-7, ] — LZ[-r(-,Tt] 1'opérateur continu dont la
restrictiona S, est définie par T(f) =f' et I:LZ-m,n] — L¥-r,n] 1'opé

A = : L9q-nm, -, péra-

teur identité. Si C2(e"9 - 1< C1 , nous venons de montrer qu'il existe une constante

p<1 telleque [[T-1If < p ; T estdonc surjectif et la proposition 2 est démontrée.

PROPOSITION 3. Soit (An) wen <400 \N€ suite de nombres réels telle que,

pour deux valeurs distinctes de n, les A n correspondants soient différents.Faisons

la méme hypothése sur les )‘r'l et supposons que ll'l = An deés que |n|yN»0. Si

l'ensemble A des \ -0 <n<+w, posséde l'une des propriétés (4.2) ou (4.3),

n’
il en est de m&éme de 1'ensemble A' des Al'll , =00<n< +oo,

Montrons d'abord que (4.2) reste vraie si 1'on remplace A par A'. Des deux
inégalités (4.3), seule la premiére n'est pas évidente. Soit en effet A. un ensemble

de nombres réels. Supposons qu'il existeun d>0 telque A€A, XN &€ A et

- 12 -



VIBRATIONS DES SPHERES

A entra’ine.nt A - Al » d. Alors pour tout intervalle I de nombres réels,
2 2 2
il y a une constante C. telle que [#(t)[“dt < CT (3 _la,|7) pourtout fes, ([7]).
I I T A

Pour passer de A\ a A" nous changeons la disposition d'un nombre fini de
points (deux points distincts restant distincts). Il suffit pour cela de changer successi-
vement la disposition d'un seul point. Il suffit donc de prouver la proposition 3si N=1.

Le probleme est invariant par translation et nous supposerons donc que O = )\L!) # }‘o'

11 nous faut montrer que la premiére des inégalités (4.2) reste vérifiée (avec une
constante Ca au lieu de C1) lorsqu'on remplace A par A'. Par dualité, on
est ramené a montrer que
(4.6) il existe une constante C'> 0 telle que, pour toute suite (an) € 02(2), on puis-
se trouver une fonction g€ LZ[—H,TI] ayant les propriétés suivantes : | g HZ <C “an I]2

et,si n#£0, g()\n) =a_ ; tandis que g(0) = ag-

n
Pour construire g on utilise le lemme suivant.

LEMME 1. Sil'ensemble N des ()\n)ne 2 vérifie (4.2), on peut trouver une

fonction he Lz[—ll,ﬂ] telle que h(An) =0 si n#0 tandis que h(0)=1.

En effet, on peut trouver une fonction h_€ LZ[-TT,W] telle que h o(hn) =0 pour
tout n#0 tandis que ho( )\0) =1. Deux cas se présentent. Si ho(O) #0, h= ch.
Si ho(O) =0 on appelle H :C - C lafonction entiére détinie par

T )
H (z) = J ey (p)at
o o
-N
et 1'on désigne par my1 1'ordre du zéro 0 de Ho. Remplacons h0 par

h,e L[-T,1] détinie par

- 13 -
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La transformée de Fourier complexe H, de h, est P_IiQZ(L) Si m=1,

H1(0) =JTK h1(t)dt #0 etlafonction h cherchée est de la forme ch,. Si m>1,
on remplace h, par h2(t) =‘Jinh1(s)ds et ainsi de suite jusqu'a h,& LZ[—T(,T[]
dont la transformée de Fourier complexe est Ho(z) /(iz)™. On a bien ﬂm(O) £0 et
am()‘n) =0 si n# 0.

Montrons que si (4.6) est vraie pour A, (4.6) reste vraie pour A'. Soit
(an) e P,Z(Z) et fe Lz[—ﬂ,ﬁ] telle que E()\n) =a  pourtout n€Z et I f]]2 \<Cﬁan]]2.
Une combinaison linéaire convenable g=f+ah (x€C et h est définie par le lemme
1) permet de réaliser é(O) =a  tandis que é()«n) = E(An) =a sin #0. La majo-
ration de | gfl, par ' anl'l2 ne présente aucune difficulté.

Montrons maintenant que si S A est dense dans L2[—Tl,7t] , il en sera de méme
de SJ\.' .

Soit fe L2[-7[,T(] telle que E(Xn) =0 pourtout n#0 et E(O) =0. Montrer
que S \ est dense revient a prouver que f est la fonction nulle, Comme dans la preu-
ve du lemme 1, posons

t
£, =J f(s)ds.
La transformée de Fourier complexe de f étant F(z), celle de f1 est la fonction
entitre F(z)/(iz) et la transformée de Fourier complexe de g(t) = £(t) - i Aof1(t) est
G(z) =i(z - A )F(2)/(iz). D'une part ge Lz[—n,ﬂ] ; d'autre part G est nulle sur

A. Puisque S A est dense dans Lz[— T(,It], g=Gi=0. L'expressionde G mon-

treque F =0 ainsi que f. La proposition 3 est démontrée.
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5. APPLICATIONS DE LA THEORIE L2 AUX VIBRATIONS DES SPHERES.
Alors que le théoreme 1 n'est exact qu'en dimension ny 3, les résultats ci-
dessous ne dépendent pas de la dimension n 2.

Commengons par transcrire le théoreme 5 a la situation qui nous occupe.

PROPOSITION 4. Soit n»2 un entier. Il existe deux constantes positives « n

et pn telles que, pour toute solution C* de (1.1) qui s'écrit

u(m,t) = 3y ak(m)cost(k+n—2)t + > bk(m)sin\/k(k+n—2)t
k1

k30

et pour tout t, réel, on ait

t +2n
2 2\1/2 1 2 1/2
G epSlami® + Tlbm) )"/ \<<ﬁjt° u(m, 01 at)'/? ¢

o
2 2\1/2
B0 lam? + 32 b m3)'2,
k>0 kx1
Soient, en effet
(5.2) a=n-2 |, Akzk +a/2 pourtout k€Z
et
(5.3) A = Vk(k+a) si kO, /\l'( = -Vk(k+a) si kg -a-1=-n+l
‘ k
etsi ~agk g1, soient /\la, ceey )\11 a nombres réels arbitraires deux a deux

différents et différents des autres Ai. Alors A} -A, —0 (k| — +®). Le théore-
me 5 s'applique et montre que 1'ensemble des Al'<’ - <k <+ o a les propriétés (4.2)
et (4.3). La proposition 4 est démontrée.

De plus, les sommes finies Z a, cos\/k(kTZ—) t + Z: bksin\/k(Tn—Z) t

k>0 k»1

sont denses dans un sous-espace fermé E de L2|'_-7t ,K] dont la codimension est n-2.

DEFINITION 1. Pour toute solution C% u(m,t) de (1.1) nous désignerons par
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TROIS PROBLEMES

2T
iz 1 2 1/2
I u(m,.)||2 la quantité (2_7t JO | u(m,t)|“ dt) / .

t +2r
2 2,1/2 1 [0 2..1/2
Remarquons que () | ak(m)l + g | bk(m)l ) ou (—ﬁJt | u(m, t)| “dt) /
constituent des expressions équivalentes de ]] u(m, .)H2 au sens que les quotients sont
bornés supérieurement et inférieurement par des constantes absolues.
N
Les solutions u(m,t) = Il\l > eka(m)cos Vk(k+n-2) t du § 3 avaient la pro-
1
priété que |u(m_, ., < - tandis que Iim u(m_,t) était de 1'ordre de grandeur de
o 2 \/— o
N t-+oo0
1. Nous allons maintenant voir que si une solution quelconque u de (1.1) prend une
valeur u(mo,to) beaucoup plus grande que || u(m_, .)“2, alors | u(mo,to+27r)i sera
aussi trés grand (il y a une sorte de périodicité dans la succession des "pics") et, si
la dimension n est paire, |u(-mo,to+l()| est également trés grand.

Pour é&tre plus précis, il existe une constante Cn’ n 2, telle que pour toute

solution u de (1.1), tout m€ s ot tout t réel,

(5.2) | u(m, t+21) - u(m,t)| ¢ Cnﬂ u(m, .)“2 si n est pair
(5.3) [u(m,t+2®) + u(m,t)| < c, [lu(m, .)ilz si n estimpair.
Désignons par Hu la transformée de Hilbert de u définie par

(Hu)(t) = Lim,_ ,1r u(t+u)%‘l .
€20 e glul¢m

Alors, -m étant le point antipodal de m sur Sn_1,

(5.4) [u(-m,t) - u(m,t+m)| < c, llu(m,.)|], si n=2 (mod 4)

2

(5.5 |u(-m,t) +u(m,t+10| §C_llu(m, )], si n=0 (mod 4)

tandis que

(5.6) [u(-m,t) - (Hu)(m,t+1)] <C, llu(m, . si n=1 (mod 4)

|2
et

(5.7)  JuC-m,t) + (Hu)(m, t+0)| ¢C llum, ), si n=3 (mod 4).
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Un corollaire de ces inégalités est que, si n est pair, pour toute solution C o
u de(1.1) le quotient _ sup _|u(m,t)]/ sup |u(-m,t)] est compris entre deux
to,t0+2n to,to+2ﬂ

constantes absolues ne dépendant que de la dimension ; mais c'est inexact si n est
impair car la transformée de Hilbert d'une fonction bornée ne 1'est pas nécessairement
([ig, ch. v, §2).
Les preuves des inégalités (5.2) a (5.7) sont semblables. Nous nous contenterons
donc de vérifier (5.6).
Rappelons que Ai‘ = Vk(k+n-2) si k»0 et que Ai{ = -Vk(k+n-2) si kg -n+1
de sorte que A =k + 052 4 O(k_1) si |k|+ +oo
g K i .
Soit u(m,t) une solution C® de (1.1). On peut alors écrire u comme une
+ o0 i Ai(t
série u(m,t) =3 ck(m)e oli ck(m) est, pour k»0 une harmonique sphéri-
- 00

que d'ordre k, et, pour kg-ntl, d'ordre -n+2-k.
1

N iAt i )\'kt
Posons alors u(m,t) =3 ck(m)e -3 ck(m)e .
k>0 k<-n+1
Puisque n est impair,
iAlt iAlt
ulom, ) = 5 D eme € - 32 ()R me K
kY k<-n+1
ina!

Par ailleurs, si n=z1 (mod 4), e k_ —i(—1)k + O(k_1), | K|+ +00, etilen

résulte que, pour tout me s et tout t réel,

(5.8) [ﬁ'(m,t+n)+iu(—m,t)} <C’n|]u(m,.)]2.
11 reste a comparer ﬁ(m,t) a (Hu)(m,t). Il est facile de vérifier que si x =++o0
H(eltx) = eltx(i + O(x'1)) tandis que si X » -, H(eitx) = ltx (-i+ O(x'1)). 11 en ré-

sulte

(5.9)  |(Hu)(m,t) - i &(m,t)| < Cflu(m,.)],.

Les inégalités (5.8) et (5.9) donnent (5.6).
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II. ESPACES DE FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES QUE L'ON PEUT
DEFINIR SUR UN INTERVALLE COMPACT.

6. La généralisation naturelle des fonctions f:R »C continues et périodiques
est 1'espace des fonctions g :IR - C presque périodiques au sens de Bohr. Mais quelle
est la généralisation naturelle de 1'espace des fonctions continues et périodiques de
période donnée ?

Ce sera un espace vectoriel complexe E de fonctions continues f:R » C
ayant les trois propriétés suivantes

- E est invariant par translation

- E est fermé pour la topologie de la convergence uniforme

- on peut trouver deux nombres positifs T>0 et C>O0 tels que, pour tout
feE

6.1) sup [f] = Hfﬁwg C sup |i(t)].
R «tgT

Il y a alors un ensemble A de nombres réels tel que E soit 1'ensemble de
toutes les fonctions presque-périodiques dont les fréquences appartiennent a A.. En
d'autres termes, soit S A 1'espace vectoriel complexe de toutes les sommes trigono-
métriques finies P(t) = g a,exp 2niat dont les fréquences appartiennent 2 A ;

€

E est la fermeture de S 4, pour la topologie de la convergence uniforme (sur R

ousur [0,T]).

DEFINITION 2. Soit A un ensemble de nombres réels. Nous dirons que A
est un ensemble cohérent de fréquences s'il existe un nombre positif fini T tel que les
normes _sup lf | et sup |f l soient équivalentes sur S I Le infimum des T> 0

[o,T] R

ayant cette propriété sera appelée la densité harmonique de A et notée dh(./\.).
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La densité harmonique de A est appelée, dans [10], la période attachée a A.

Un programme ambitieux serait de déterminer tous les ensembles cohérents de
fréquences. Nous connaitrions alors tous les espaces vectoriels fermés E, invariants
par translation de fonctions presque périodiques que 1'on peut "définir sur un intervalle
compact" au sens de (6. 1). De plus, il nous faudrait pour chaque ensemble cohérent de
fréquences, savoir calculer la densité harmonique. Disons tout de suite que le simple
calcul de la densité harmonique d'un ensemble arbitraire A. de fréquences entiéres
semble trés difficile (§ 9 et §10).

Si A est un ensemble fini, (6.1) est satisfaite pour tout T > 0. Soit alors
C=C(T) 1'infimum des C >0 tels que (6.1) soit vérifiée pour tout f€S A 11 est
clair que si Card A.»2, C(T) tend vers 1l'infini quand T tendvers O et il serait
trés intéressant de trouver alors un équivalent ou une estimation de cet infiniment grand.
Retenons simplement qu'un ensemble fini est un ensemble cohérent de fréquences dont la
densité harmonique est nulle.

Ainsi nous restreindrons notre attention aux ensembles infinis A. de nombres réels.

Le théoreéme 6 du § 9 permet de calculer la densité harmonique de nombreux en-
sembles A\ d'entiers. On observe alors que la densité harmonique differe beaucoup des
densités usuelles. Le théoréme 6 ne s'applique cependant pas a tout ensemble A d'en-
tiers. Un contre exemple est donné au § 15.

Le théoréme 9 du §13 est la généralisation naturelle du théoreme 6 aux ensembles
de nombres réels. Il permet de décider pour quels nombres réels 6 1'ensemble

de toutes les sommes finies ) & kek, €

k>0

fréquences et de calculer alors la densité harmonique de A. Onvoit que nous ne savons

k= 0 ou 1, estun ensemble cohérent de

encore traiter que des exemples.
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L'intérét des méthodes employées est de s'appliquer au probléme de la synthése
spectrale (§ 16) en relation avec les nombres de Pisot.

L'amélioration des résultats par rapport aux travaux antérieurs sur le sujet
réside dans 1'utilisation systématique de certaines propriétés d'équirépartition modulo
1 et d'une méthode introduite par Y. Katznelson ([5]) pour montrer qu'une mesure de

Radon est discrete.

7. UNE INEGALITE VERIFIEE PAR LA DENSITE HARMONIQUE. Nous

allons d'abord relier la "théorie 1°" ala "thdorie L2".

PROPOSITION 5. Soit A un ensemble cohérent de fréquences dont la densité
harmonique est dh(./\.) (définition 2). Alors pour tout T > dh(l\.) il existe une cons-

tante C>O0 telle que, pour chaque P(t)=) aAexp 2riAte SA’ on ait
2 T 2
(7.1) :|a)! st |P(t)|” dt.
o

La preuve est trés simple. Soit ¢> 0 assez petit pour que T -¢ > dh(ft) ;

alors il existe une constante C1 >0 telle que, pour tout P€S A
(7.2) sup |P| € C, sup | P(t)].
R Ost€T-¢

Soit f une fonction continue d'une variable réelle a valeurs complexes, nulle hors
€
de [0,¢] et telle que f [£° dt = 1. Détinissons PR C par Pyt) =
o

€
JP(t +t)(t)dt = J P(t +t)f(t)dt. Alors P,€ SJL et (7.2) donnent
R © ° (o) f

(7.3) |P.(t)] ¢C sup | P.(t)].
o M ¢tT-e f

. the 2 /2
L'inégalité de Schwarz montre que |Pf(t)| < ( [ P(s)|* ds) et donc
t
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FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES

T , /2
sup [P < a] |P(s)%ds) . On obtient
0«tgT-¢ o

T
2 1/2
(7.4) Pt < ([ [P as) 2,
o
Prenant le supremum en f dans (7.4) on a
t +e T
2 1/2 2..\1/2
7.5) RGN RECE R
to o
On éleve (7.5) au carré et 1'on prend la moyenne en t, pour obtenir (7.1) avec
c=Ck.
Soit A un ensemble de nombres réels. Pour tout x>0 soit N(x ,A) =
sup Card(An[t,t+x]) et soit
teR

(7.6) AT = 1im x7 NG A).

X+ 00

PROPOSITION 6. Soit A un ensemble de nombres réels. Alors
7.7) AN ¢ g ).

En effet, pour tout ensemble A de nombres réels, une inégalité du type (7.1)
entraine que A est uniformément discret (il y a un >0 tel que les différents
intervalles [ A, A+B] soient deux & deux disjoints). Alors (7.1) implique T3 AT(N)
et pour tout T> A+(J\_) il y a une constante C assez grande pour que (7.1) soit

vérifide ; (7.7) est ainsi prouvéde.

8. LA DENSITE PRESQUE-PERIODIQUE D'UN ENSEMBLE D'ENTIERS.
Soit T =R/Z legroupe dualde Z, T d le méme groupe muni de la topologie

discreteet I: T d + T 1'injection canonique. Le groupe dual % de T d est le
compactifié de Bohrde Z et J:Z» Z est 1'homomorphisme dual de I ; J est

injectif et d'image dense.

Nous désignerons par W la mesure de Haar de Z normalisée par p.(ﬁ) =1.
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DEFINITION 3. La densité presque-périodique, notée dp(/\), d'un ensemble A
d'entiers rationnels est la mesure (par ) de la fermeture de J(A) dans le compacti-

fié de Bohr de Z.

Par exemple, si A est une réunion finie d'ensembles aZ +b, la densité pres-

que périodique coincide avec la densité ordinaire.

PROPOSITION 7. Pour tout ensemble A d'entiers rationnels, on a la double
inégalité
+
®.1) AN M) a (A 5
en d'autres termes, la densité harmonique de A est toujours comprise entre la densité

supérieure de répartition et la densité presque-périodique de A.

La seconde inégalité de (8.1) sera prouvée, dans un cadre plus général, au §13

(proposition 11).

9. UN EXEMPLE DE CALCUL DE LA DENSITE HARMONIQUE. Soit m3y 1
un entier naturel, Fc[0,m-1] un ensemble fini ayant q éléments (1¢qsm). Soit
A=F +mzZ ; les points de A sont les entiers rationnels dont les résidus modulo m
appartiennent a F.

Alors la densité de A est gq/m. Nous allons voir que la densité harmonique de

AN est g/m et prouver, en fait, un résultat un peu plus précis. Pour cela appelons

. 2riaj -1 _ 1
A la matrice (exp —--m—)ae F, 0¢j¢q-1 et AT = (Cj,a)Osqu—LaE F est la
q-1 ori
matrice inverse. Soit M= sup Z Cc. _exp ";ak|.

0<ksm-1 =0 'aeF 112

Avec ces notations, on peut énoncer
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PROPOSITION 8. Soit I un intervalle de longueur q/m et f une somme
trigonométrique dont les fréquences appartiennent a A.. Alors

(9.1) sup|f|6Msup]fl.
R I

Le probleme est invariant par translation et il suffit d'examiner le cas ou
1=[o, r%J La somme trigonométrique f peut tre écrite

9.2) f(t) =D exp 2niat fa(mt)
aeF

ou chaque somme trigonométrique fa est périodique de période 1. Il est alors naturel

de décomposer [0 , %] en q intervalles Ij :[Jﬁ . %], 0¢j<€q-1 et de poser
(9.3) fj(t) =Y exp(2rnija/m)exp 2niat fa(mt), 0<jgqg-1.
aeF

L'hypothése sup |f|=1 s'écrit alors sup | fj(t)| €1, 0<jg¢q-1, puisque
I
o

- J
fj(t)_f(t+m), tel..

Les équations (9.3) s'écrivent

1

(9.4) exp 2riat f (mt) = Zc t), a€F, O<tg-

a,j J
et tout t'e[0,1] peut &tre écrit de facon unique t' =t + ll% O¢k ¢m-1, 0\<t<:—n)

de sorte que

-1

q
(9.5) f(t') = gFexp(Zrtiak/m)exp 2niat fa(mt) = J; g: exp(2niak/m)ca’j fj(t).

Puisque |fj(t)| <1, f(t')]\<2|z €j 5 XP (2niak/m)| ¢ M.  C.Q.F.D.
j=0 a€eF

Pour voir que M était la meilleure constante possible, soit k un entier et

2y wees Zg des nombres complexes de module 1 tels que M= Z;z <, aexp(2n'1al</m)
O ae€

Soient fj’ 0<jsqg-1 des fonctions définies sur LO,E]], a valeurs complexes, continues,

O’

1 1, ~ .
nullesen 0 eten -, telles que fj(ﬁ)_zj et que sup|fjl- 1. Les relations

(9.3) permettent de déinir exp 2miat fo(mt) sur [0, 11;
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puisque ta(O) = fa(1) =0, fa peut &tre prolongée en une fonction continue périodique
de période 1 et nous pouvons définir f(t) dont le spectre est contenu dans A par
(9.2). Enfin, s;xp |f] =1 résulte des hypotheses faites sur les fj tandis que (9.5)
montre que | f(%Tn +k)| =M. L'inégalité (9.1), étant supposée vraie pour toute somme
trigonométrique f€ SJL , reste vraie pour toute fonction continue dont le spectre est
contenu dans A; M est donc la plus petite constante possible pouvant figurer au se-
cond membre de (9.1).

Soit maintenant A un ensemble quelconque d'entiers rationnels. Pour tout entier
m >1, formons 1'ensemble !\.mC [0,m-1] des résidus modulo m de A. Soit a,

le cardinal de Am. Alors _/\,CAm +mZ et donc

qm
(9.6) 4N gdy (A +mZ) = —=.

Avec ces notations, on peut donc énoncer

PROPOSITION 9. Pour tout ensemble A d'entiers rationnels et tout entier my1,
soit an le nombre de résidus distincts mod m des entiers de A. Alors

.9y
9.7) dh(A)s lim — (m > +00).

En général (9.7) n'est pas une égalité mais, sous des hypotheses trés raisonnables

sur A, c'est le cas (théoréme 6 ci-dessous).

THEOREME 6. Soit A un ensemble d'entiers rationnels. Supposons que pour
tout A€N et tout entier my 1, il existe une suite ()\k)k »1 d'éléments de A
telle que
(9.8) A=A (mod m) pour tout k1 et

(9.9) 1asuite (aX) soit équirépartie mod 1 pour tout « irrationnel.

k1
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Pour tout entier m» 1, désignons par ap le nombre de résidus distincts,
mod m, d'entiers de A. Alors la densité harmonique de A est égale a
lim inf qm/m (m » +od. C'est également la mesure de la fermeture de A dans le

compactifié de Bohr de Z (densité presque périodique de A).

En d'autres termes, la densité harmonique de A est la borne inférieure des

densités des ensembles périodiques contenant A.

COROLLAIRE. Supposons que les hypotheses (9.8) et (9.9) soient satisfaites par
un ensemble A d'entiers. Soit A 1 1'ensemble des entiers j€ Z tels que, pour
tout m»1 on puisse trouverun A€ L congrua j (modm). Alors les densités

harmoniques de A et }L1 sont égales.

En effet, 1'inclusion évidente ACA 1 donne dh(A')‘ dh(IL1). Mais, pour tout
my1, A € A+ mZ implique dh(]t1) & lim inf dh(A.+ m2) = dh(A_) grace au théoréme

6. On a donc dh(.f\.) = dh(A1)'

10. DEMONSTRATION DU THEOREME 6. Nous allons d'abord montrer que la
densité presque périodique dp(A) de A estla borne inférieure des densités des
ensembles périodiques contenant A.

Soit i 1'injection canonique du groupe quotient @®/Z dans T =R/Z et soit
G le groupe dual de ©/Z ; G est le produit I_I-P Z__ des groupes des entiers

peE
p-adiques. Soit h:Z -+ G 1'homomorphisme dual de i. La valeur priseen te€ Q/2

par le caractere x de G estnotée <(x,ty etsi x=h(m), ona (x,t)=

exp 2rimt.
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Soit U 1lafermeture de h(A) dans G et enfin soit B la mesure de Haar de
G normalisée par W(G) = 1.

En utilisant 1' axiome du choix, nous pouvons décomposer R 4 ©n somme directe
@eD; D estunsous-groupe de R d dont 1'intersection avec @ est réduite a
{0}. Alors R d/Z =Q/26D et Z estle produit de G et du groupe compact A

dual de D.
LEMME 1. La fermeture de J(A) dans 2Z estle produit UxA.

L'inclusion évidente J(A)CUxA montre que la fermeture de J(A) est contenue
dans UxA. Soit ¢ lamesure de Haar de A normalisée par ¢(8) = 1. Pour
tout x€U et tout voisinage compact V de x dans G, nous allons construire
une mesure de probabilité p portée par V et une suite () k »1, de mesures
discretes de probabilité, portées par J(A) et tendant faiblement vers peg. Le
lemme 1 en résultera.

Remarquons que V contient un voisinage de la forme h(A) + mG. Soit alors
#) lamesure donnant la masse 1/k aux points J( A1), . J(Ak) lorsque la suite
()\k)k 1 est définie par (9.8) et (9.9). Soit Vv une limite faible d'une sous-suite des

Ky Alors ¥ =0 sur D ce qui entraine aussitdt que V = peC.
LEMME 2. Ona p(U) = lim inf qm/m (m > +00),

En effet, un systeme fondamental de voisinages de 0 dans G est formé des
mG ol m1. Puisque U est compact, ona p(U) = lim inf p(U + mG) =
lim inf p(h(A) + mG) = lim inf Dens(A + mZ) = lim inf qm/m.

On peut alors énoncer le
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LEMME 3. Soit A un ensemble d'entiers rationnels vérifiant les hypothéses
(9.8) et (9.9) du théoréme 6. Alors la densité presque-périodique dp(A) de A (c'est-
3-dire 1a mesure de la fermeture de A dans le compactifié de Bohr de 2) est égale

A la borne inférieure des densités des ensembles périodiques d'entiers contenant A.

En effet, par le lemme 1, dp(l\_) = p(U) = lim inf qm/m (lemme 2).
L'inégalité (9.7) peut alors &tre réécrite dh(A) < dp(!L) et prouver le théoreme
6 revient 4 montrer que dp(A) < dh(J\.).

Nous arrivons au centre de la démonstration du théoreme 6.

LEMME 4. Soient A un ensemble d'entiers rationnels, T et C deux nom-
bres positifs. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes
(10.1) pour tout P€S, , sup |P| ¢ C sup |P(t)],
IR Ost«T
(10.2) pour tout intervalle I de longueur T ettout PE€S,, | P(0)| C sup|P|,
I
(10.3) pour tout intervalle compact 1 de longueur T, il existe une mesure de

Radon complexe j portée par I, de norme ne dépassant pas C et telle que

J exp 2miAt d'.l(t) =1 pourtout A€A.
I

La démonstration immédiate du lemme 4 est laissée au lecteur. L'intervalle I
étant fixé, nous désignerons par C(I , A) la borne inférieure des constantes C fi-
gurant dans (10.2). La mesure p définie dans (10.3) peut étre choisie de norme égale
a C(,A). Cechoix optimal de la norme rend automatiquement @ discrete et portée
par @©/Z comme nous allons le prouver.

Remarquons d'abord que, pour tout P€S, , les relations (10.3) entrainent

(10.4) P(0) = L P(t) dp(t).
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Par définition de C(I , A), pour tout € >0, on peut trouver une somme trigo-
nométrique Poe S N telle que

(10.5) sup [P |=1 et
I

(10.6) [P,O)] >CT, A)- .

Nous allons "corriger" Po en une suite (P)

1 414
n »1 d'éléments de SJL ayant

a peu pres les mémes propriétés que Po mais tendant vers 0 sur le complémentaire
de Q/Z. Il enrésultera, sans trop de peines, que p est portée par 0/z.

Pour définir Pn’ écrivons
(10.7) Po(t) =) d(a)exp 2riat

a€A

ou A estune partie finie de A et posons
(10.8) d=Y_ |d(a) .
) aeA

Décomposons dp en la somme dp +dg d'une partie dP portée par ©/Z2
(dP est une mesure discréte) et d'une partie do étrangere 3 Q/Z.

Soit F une partie finie de @©/Z assez grande pour que
(10.9) Jchlplm/d
oi FC désigne le complémentaire de F dans Q/z.

Soit m 1 un entier assez grand pour que mF =0 (mod 1). Pourtout ae€A,
les hypothéses (9.8) et (9.9) nous permettent de construire une suite ()«k(a))k »1 d'é1é-
ments de A telle que )\k(a) =a (mod m) etque (a )\k(a))k 21 soit équirépartie

mod 1 pour tout a« irrationnel. Définissons alors

(10.10) P (t)=n"" > da) 'S exp(2miA, (a)t).
ae k=1

Pour tout t€F, les congruences vérifiées par les )‘k et F entralnent

Pn(t) = Py(t) et donc
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(10.11) sll;pan(t)I\ﬂ.
Partout ailleurs
(10.12) [P ()] ¢d
tandis que si t¥®/Z, Pn(t) 0.

Puisque Pn appartient a S ) pour tout ny1, on peutécrire
(10.13) P_(0) = P(0) =J P, ()du(t) = J P (t)dp(t) +J < Pp(Ddp(t) + J P (t)da(t)

1 F F I
= In + Jn + Kn.

L'inégalité (10.11) entraine [Inl < ”P" tandis que (10.9) et (10.12) donnent
IJnl <e. Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine K +0. Enfin
|P(O)] yC@,N) -¢ = lnl-e. Enlaissant tendre n vers 1'infini, (10.13) devient
donc
(10.14) Tpll-e <lipll+ e .
On peut faire tendre ¢ vers O dans (10.14) pour avoir

Iell = lipll + lloll- < TIpl

qui implique ¢ = O ce qu'il fallait prouver.

Rappelons que i:®/Z +R/Z est1'injection canonique et que h:Z G =
11 Zp est 1'homomorphisme dual. Soit toujours U la fermeture de h(A) dans G.
pe
Appelons X, un point quelconque de G et soit U' =U + Xy Enfin A' estl'en-

semble de tous les j€Z tels que h(j)eU’.
LEMME 5. Ona C(I, A')sC(, A).

Gréice a l'injection i la mesure p peut 8tre considérée comme portée par

©/Z oupar R/Z. Les relations (10.3) s'écrivent alors
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(10.15) 1 =J\ <x,ty dp(t)  pour tout xeh(h) ;
<{x,t) est la valeur prise par le caractere x de G sur teQ/Z et cette valeur
est exp2miAt si x =h(A).

Le second membre de (10.15) est une fonction continue sur G ; elle vaut donc 1
pour tout x de U. Posons dp'(t) = <3<?) dp(t); ona [ipll = llp=c®, N
tandis que 1= ‘L(x‘,t)dp‘(t) pour tout X' =x+Xx € U'. Si x'=h(N), on
retrouve bien les relations (10.3) pour 1'ensemble A'. Le lemme 5 est démontré.

Le lemme 5 entraine dh(N)‘< dh(./\.). Mais nous savons que

(10.16) BTN < g (M) < a (N

Or le théoréeme ergodique de Birkhoff nous apprend que pour presque tout xoe G,
1'ensemble MA' a une densité qui est précisément la mesure de Haar de U, soit
dp(.ft). On a donc, pour presque tout X,

(10.17) dp(A) AT\ ¢ 4 (M) ¢ d (M) € dp(A) .

Ce qui implique 1'égalité de dp(A) et de dh(,l\.).

11. APPLICATIONS DU THEOREME 6.

THEOREME 7. Soient n»1 unentier, S un cdne ouvert de Rn, a un é1é-
ment quelconque de IRn, P un polyndme dans 2Z [x1 s seny xn] et A 1'image par
P de 2" n(s + ::i). Alors la densité harmonique de A est indépendante de a, de
S, et est donnée par la régle suivante. Pour tout nombre premier p »2, soit Up
1'image de P : (Zp)n - Zp ; soit wp la mesure de Haar de Up (celle de Zp étant
1). Alors la densité harmonique de A est I_[ w (le produit est étendu a tous les

p»2 P

nombres premiers).
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En revanche la densité au sens usuel de A dépendde S comme le montre
1'exemple suivant. Soit A 1'ensemble de toutes les sommes m4 +mn ou 1¢ngm-1;
S estici défini par O<y<x et AT(A\) =0. Maissi S est tout ZZ, A devient
Z et dh(A) - 1. Pour démontrer le théoréme 7, montrons d'abord que (9.8) et (9.9)
sont satisfaites. Si P est de degré 0, c'est-a-dire une constante, A est réduit
& un point et tout est évident et sans intérét. Nous supposerons donc que le degré de P
est »1. Puisque S estun cbne ouvert, pour tout xe€ S+a, on peut trouver un
élément ge 2" tel que, pour tout t»O0, x+gteS+a etque P(x + gt) soit un
polyndme en t de degré »1. Posons alors 7\k =P(x + gmk) ; la vérification de (9.8)
est immédiate car A = P(§) et celle de (9.9) résulte d'un théoréme classique d'H. Weyl
(2] ch. 1v, th. VI, p. 71).

Soit, avec les notations du § 10, A'= P(2" et ./\.1 1'ensemble de tous les
je€Z telsque h(j)€U. En d'autres termes J\1 est 1'ensemble des j€Z tels que,
pour tout m »1, j soit congru modulo m A au moins un point de A. Par le corol-
laire du théoréme 6, dh(]\) = dh(A1) et si nous montrons que A'C f\.1 , la premiére
partie du théoréme 7 sera prouvée. Mais pour tout Xxé€ z" on peut former un vecteur

ge z"

et trouver un to >0 tel que, pour tout t» to X+gt€ S+a (S estun cbne
ouvert). Donc pour k assez grand A, = P(x + gmk)e]\ et A= P(x) (mod m)
ce qu'il fallait montrer.
Puisque Z (ou h(Z)) est dense dans le produit G des Zp, p>»2,
U= T_T U et p(U) = ]—Ta) . Le théoréme 7 est ainsi complétement démontré.
p>2 P p>»2 p

12. UN THEOREME SUR LES NOMBRES DE PISOT. Soit 6 un nombre
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réel et Ae 1'ensemble de toutes les sommes finies €y ek ou & = 0 ou 1.

%0
Nous nous proposons de calculer, pour toute valeur de 0, la densité harmonique de

AB‘ Pour cela il est nécessaire de rappeler la définition des nombres de Pisot.

DEFINITION 4. Soit x> 1 un nombre réel. On dit que x estun nombre de
Pisot si x est un entier algébrique et si tous les conjugués de x différents de x,

sont des nombres réels ou complexes de module strictement inférieur a 1.

Par exemple, tout entier naturel x 2 est un nombre de Pisot. Si © (ou -6)

est un nombre de Pisot, nous désignerons par X le corps Q®) etpar n le degré

de X sur @. Soient 0y, ..., 0 les n isomorphismes de X, dans C
ordonnés de fagon que
(12.1) cr1(9)=6
(12.2) Tps voes O soient réels
(12.3) si n=r+2s et s»i, Gr+j et O_r'+j+s soient conjugués (sur C€) pour
1¢jgs.

Soit D le déterminant Det(o‘j(ek))1 <j¢n,0€kgn-1 et |D| son module.

Enfin soit UgC IRP_1 x € la partie compacte définie comme 1'ensemble de toutes
2 Kk
les sommes infinies (; ekO‘j(e ))2 <jeres associées a toutes les suites e, de 0
oude 1.
La mesure de Lebesgue de IRI‘_1 xC° estnotée mes. et est normalisée par la
condition que la mesure de 1'ensemble défini par 0« X 1 (2¢jsr) et Izjl g1
(r+1 ¢ jgr+s) est nS.

Avec ces notations, on peut énoncer le
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THEOREME 8. Soit © un nombre réel et JLe 1'ensemble de toutes les sommes
finies ekek ou e, = 0 ou 1.
k>0
(12.4) Si =0, A estréduita {0, 1} et sa densité harmonique est 0.
(12.5) si 6=1, A=IN dont la densité harmonique est 1.
(12.6) si e=-1, A =7 dont la densité harmonique est 1.
(12.7) Si -1<6<1, la densité harmonique de ./\9 est +oo.
(12.8) Si 6> 1 n'est pas un nombre de Pisot, la densité harmonique de J\,e est +o.
(12.9) Si 1<6¢2 etsi 6 estunnombrede Pisot, la densité harmonique de J\.e
est finie, non nulle et vaut 2° mes(Ue)/ \DI|.
(12.10) En particulier si 6 =2, Ae =M dont la densité harmonique est 1.
(12.11) Si 6> 2 est un nombre de Pisot, la densité harmonique de J\e est 0.
(12.12) Si ©6<-1 etsi -8 n'estpas unnombre de Pisot, la densité harmonique de
Ae est +o.
(12.13) Si -2<6<=-1 etsi -6 estunnombre de Pisot la densité harmonique de /\e
est finie, non nulle et vaut 25 mes(UG) /IDJ].
(12.14) si ©=-2, N=2Z dont la densité harmonique est 1.

(12.15) Si 6<-2 etsi -8 estunnombre de Pisot, la densité harmonique de f\.e

est O.

Les seules parties du théoréme 8 qui n'avaient pas été démontrées dans DO] sont
(12.9) et (12.13). La preuve ci-dessous utilisera certains résultats de [10| et occupera

les §13et 14,
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13. LES MODELES ASSEZ REGULIERS. La preuve du théoréme 8 est tres
semblable a celle du théoreme 6 et un modele assez régulier sera un ensemble de nom-
bres réels dont les propriétés sont semblables a celles des ensembles d'entiers A
intervenant au théoreme 6.

Bien que les groupes R" suffisent a la preuve de (12.9) et (12.13) nous donne-
rons les définitions et les preuves dans le cadre un peu plus général nécessaire a
1'étude du probleme de la synthése spectrale (§ 16).

Soit G un groupe commutatif localement compact. Soit IR X G le groupe produit,
i:RXxG+R et j:RxG -G les deux projections. Supposons qu'il existe un sous
groupe DCR xG ayant les trois propriétés suivantes
(13.1) D est un sous-groupe discret d& RXxG
(13.2) (R xG)/D est compact
(13.3) i restreintea D estinjective et d'image dense dans R

(13.4) j restreinte a D est injective et d'image dense dans G.

DEFINITION 5. Avec les notations ci-dessus, D est appelé un échangeur entre
*
R et G. Pourtout de€D, nousécrirons x=t et t= x* si t=i(d) et

*

x = j(d). L'application définit un isomorphisme entre i(D) et j(D).

Pour toute partie F de i(D), F* sera 1'image de F par cet isomorphisme.
Pour toute mesure atomique p portée par i(D), |,L* sera la mesure portée par
j(D) et donnant 4 chaque x = j(d) la masse que donne p a t=i(d).

Soit T le groupe dual de G : pour tout Y €T ettout x€G, <x , Xy est

la valeur prise en x par le caractere x Soit ACIR xT' le sous-groupe des cou-
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ples (s, "), SER, X’e[‘ tels que pour tout d=(t, x) €D, onait exp 2rits =

< r , X). Alors A jouit dans R X' des mémes propriétés que D possede dans
R XG ; O estunéchangeur entre R et ['. Soient p:Rx[ »R et q:Rx rsr
les projections canoniques et H le sous-groupe p(d) de R. Si s= p(d) et

y= q(8), § €A, nous écrirons [ = s*¥ ou s=y* de sorte que pour tout tei(D)
et tout se€H, ona

(13.5) ¢s™®, t") = exp 2nist.

DEFINITION 6. Avec les notations ci-dessus, soit U une partie relativement
compacte de G. Le modele A de nombres réels définipar G, D et U est

1'ensemble de tous les t=i(d) telsque deD etque j(d)<€U.

Soient W une mesure de Haar sur G et ¥ une mesure de Haar sur
(R xG)/D ; nous normalisons ¥ par la condition que sa masse totale est 1. Les

mesures p et v sont reliées par la formule habituelle

(13.6) J £(t,x)dt ® dp. =J fdv;
R xG (RxG)/D

f:RxG »C estune fonction continue a support compact et f est lafonction D-
périodique définie sur R xG (et donc automatiquement sur (R xG)/D) par

'tv(t,x) = £(t - i(d) , x=j(d)). Ainsi p est normalisée.
deD .

DEFINITION 7. Une partie compacte U de G est dite intégrable au sens de
Riemann si la frontiere de U est de mesure nulle pour p.
Un modele régulier est un modele défini par un compact U de G intégrable au

sens de Riemann.
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PROPOSITION 10. Soit A un modele régulier. Tout intervalle [t , t+T] ,
teR, T>0 contient Tp(U) +o(T) pointsde A (T ++m0); le o estuniforme en
t. La densité harmonique d'un modele régulier, sa densité au sens ordinaire et la

mesure W(U) de U coincident.

Ainsi les modeles réguliers généralisent les ensembles de la forme F + mZ
i‘ntroduits dans la proposition 8. Plus précisément si 1'on prend pour G le produit
ropologique restreint de tous les corps p-adiques Qp associés a tous les nombres
premiers p»2 etpour D lecorps @ plongé canoniquemeﬁt dans son anneau des
adeles (R xG), il est facile de voir que F +mZ devient un modele régulier.

Cependant si la longueur de 1'intervalle 1 vaut exactement la densité du modele
régulier A, les normes slgp |P| et S}JDIPI cessent, en général, d'&tre équivalen-
tes sur S A S elles le redeviennent des que la longueur de I dépasse la densité de
A ([io] et [11]).

Enfin la proposition 10 est prouvée dans [10].

Soit maintenant . un modeéle quelconque. La premiére idée qui vient pour cal-
culer la densité harmonique de A est d'écrire
(13.7) dh(A) g inf d, (M)

ol le infimum est étendu a tous les modeles réguliers M contenant A.

Nous allons tirer une conséquence importante de 1'inégalité (13.7).

PROPOSITION 11. Soit A un modéle défini par (G, D, U). Soit K la fer-
meturede U dans G et soit p la mesure de Haar de G normalisée par (13.6).

Alors

(13.8) dy, (M) ¢ p(K).
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Pour montrer (13.8), il suffit, pour tout ¢ >0, de construire un modele régulier
M contenant A et dont la densité ne dépasse pas W(K) + €. Pour cela nous utilise-

rons le lemme suivant.

LEMME 1. Soit G un groupe commutatif localement compact et K cG une par-
tie compacte. La mesure de K est la borne inférieure des mesures des compacts L.,

intégrables au sens de Riemann et contenant K.

Si M est le modele régulier défini par L, on aura donc bien Dens M = p(L)
¢ k(K) + ¢ pour un choix approprié de L. Il reste a prouver le lemme 1. Le lemme

suivant est la premiere étape de la démonstration.

LEMME 2. Soit G un groupe abélien localement compact. On peut alors trouver
un systeéme fondamental de voisinages compacts de 0 qui soient intégrables au sens de

Riemann.

Le théoréme de structure montre que G contient un sous-groupe ouvert H de
la forme Nx an, n»0 ou N estun groupe compact. On peut prendre pour voisi-
nages de 0 dans Nx R"  des produits VxW ou V estunvoisinage de O dans
N et W dans R". Il suffit donc de prouver le résultat pour N ; il est assez clair
pour RrR".

Tout groupe commutatif compact peut étre obtenu comme limite projective de pro-
duits F x Tm, m»0 ou T™ estletore m-dimensionnelet F un groupe fini.

Un systeme fondamental de voisinages de 0 dans N sera alors formé des images
réciproques de systemes fondamentaux de voisinages de 0 dans les divers F x ",

Or dans chacun de ces facteurs on peut choisir ces voisinages de 0 intégrables au sens
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de Riemann. Il en sera de méme pour N et le lemme 2 est prouvé.

Revenant au lemme 1, soit e » 0 arbitraire et ADK une partie ouverte de G
telle que  (A) ¢ p(K) + €. Soit V un voisinage compact de 0, intégrable au sens
de Riemann et tel que K + VCA. On peut recouvrir le compact K & 1'aide d'un
nombre fini xj +V, xj €K, 1<j¢n, detranslatésde V. Laréunion L des
X:i +V, 1g¢j¢n, estintégrable au sens de Riemann, contient K, est contenue dans
A et vérifie donc p(L) ¢ K(K) + €. Le lemme 1 est démontré.

Nous pouvons maintenant généraliser le théoréme 6. Ce théoréme exprimait que si
M\ est un ensemble d'entiers "assez régulier", la densité harmonique de A est la
borne inférieure des densités des ensembles périodiques d'entiers contenant A .

Le théoreme 9 ci-dessous signifie que la densité harmonique d'un modéle "assez

régulier" est la bor: : inférieure des densités des modeéles réguliers contenant A..

DEFINITION 8 (les modeles assez réguliers). Soit, avec les notations de la défi-
nition 6, M un modgle défini par un triplet (G, D, U) etsoit H le sous-groupe
p(d) de R. Nous dirons que le modél'e N est assez régulier si les conditions sui-
vantes sont remplies
(13.9) H est un sous-groupe dénombrable de R ;

(13.10) 1'ensemble A* de tous les j(d) telsque d€D et i(d)eA est dense
dans U ;
pour tout A=i(d)eA et tout voisinage V de M =3j(d)€G, on peut trou-
ver une suite P’k’ k 31, de mesures de probabilité portées par A et telle
que

(13.11) pour tout k »1, ].l; soit portée par V
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(13.12) pour tout nombre réel s n'appartenant pasa H, pk(s) +0 (k- +o).

(|Lk est la transformée de Fourier de la mesure pk).

Cette définition présente une ambiguité. Si un ensemble A de nombres réels
est donné et si nous venons de vérifier que A est un modele défini par un triplet
(G, D, U) ilsepeutque A soitun modele assez régulier sans que les propriétés
(13.9) a (13.12) soient satjsfaites. Cela tient a ce que ce méme modéle A peut &tre
défini a 1'aide d'un autre triplet (G', D', U') pour lesquels (13.9) a (13.12) sont
vraies. Pour &tre plus précis, il faudrait dire qu'un modele assez régulier est un ensem-
ble A pour lequel il existe un triplet (G , D, U) telque N soit un modele défini
par (G, D, U) etaque (13.9) a (13.12) aient lieu. !
Donnons un exemple tres simple de cette ambiguité. Soit A 1'ensemble des
carrés parfaits. Soit G le produit topologique restreint de tous les corps p-adiques
Qp’ p»2. Alors A =R xG estl'anneau des adelesde @. Lecorps @ peut
8tre considéré comme un sous-anneau discret de A de la facon suivante : un rationnel
re@®@ estenvoyéenl'élédment d de A dontla composante i(d) sur R est r
vu comme un nombre réel, les composantes de ' j(d) dans chaque Qp étant r comme
diément de @ . Soit U =J\*={3(d) ;deD et i(e A} Alors A estunmoddle
assez régulier. Voici maintenant une fagon de définir A comme un modéle dans que
M\ soit un modeéle assez régulier. Soit G = QZ, DCR xG le sous-anneau des
d=(t,t) ot t=m29, mez, qeZ. Alors U - \" est dense dans 1'ensemble K
des carrés de 22 . Dans cecas A est défini comme un modele sans que (13.9) a

(13.12) soient vraies. Sinon la densité harmonique de A\, donnée par la mesure de

K dans G (théoreme 9) serait égale & 1/6. Or cette densité harmonique est nulle
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(théoréme 7 ou théoreme 9).

THEOREME 9. La densité harmonique d'un modele assez régulier A est la
borne inférieure des densités des modeles réguliers contenant A. En d'autres termes
si le modele assez régulier A est défini par le triplet (G, D, U) tel que (13.9) a
(13.12) aient lieu, la densité harmonique de A est la mesure p(K) de la fermeture

K de U dans G, lorsque lamesure de Haar p de G est normalisée par (13.6).

Avant de démontrer le théoréme 9, donnons en deux exemples

En premier lieu, montrons que si R XxG est1'anneau des adeles A de Q,
le théoreme 9 fournit le théoreéme 6, En effet le groupe dual de A est A lui-méme.
Soit E:A -+ T un caractére continu, non trivial, égala 1 sur @ =D. Alors la
dualité entre A et lui-méme peut &tre définie par (x,y) = E(xy), x€A, yeA.
L'orthogonal de D=0 estalors A =@ regardé comme plongé dans A. Donc
H=p(d) =QCR.

Soit d'autre part N le produit de tous les Zp, p»2. Un systéme fondamental
de voisinages de 0 dans G estformédes mN, my1. Si A€A et A€ A,
dire que )f; e)’ +mN revient a écrire >\1 = A (mod m). Reprenant les notations
du théoreme 6, la mesure By donnera la masse k_1 aux points )\1 ) e ’)‘k'
L'hypothése (9.9) du théoréme 6 entraine que |A1k(s) 20 si séQ.

Un second exemple d'application du théoréme 9 est la preuve des assertions (12.9)

et (12.13) du théoréme 8.

1 s S

Soit, avec les notations du § 12, G le groupe R 'x¢C ; RxG =-R' x €

et DcR xC° est le sous-groupe fermé de tous les d = (0‘1 ), ..., °_r+s(t)) tels
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n-1

que teZ +...+ 28 L'orthogonal A de D est le sous-groupe des suites

, Z_ ) dans R" x €°  telles que, pour tout kO

8=(y1, sees Ypor Zpgqr oo g

K Ky oof K , K.
(13.13) g 61(6 4.+ y o (07) + R(,LZPHJHI(B ) +eetz o (O )]GZ.

‘ror T+S S
. 1. b= . . .
Posons, pour tout 1¢j<s, ypﬂ. =3 2y yr'+j-&-s =5 Ar‘ﬂ. ; (13.13) devient
n k
(13.14) > y].qi(e YE€Z pour tout k0.

Soit Tr latraceet « .,@, une base duale de (1,0, ..., Bn_1) dans

e
20 si jAKel et ’I‘r'(a:j(-)J_1):‘l sio1¢]

S

X = Q(6) définie par Tr‘(u)J.G n.
Les congruences (13.14) pour k yn sont des conséquences des congruences
(13.14) écrites pour Og kgn-1 car © estun entier algébrique. Ces n premiéres
congruences impliquent que 1'on puisse trouver n entiers rationnels Aqs 05 9y
tels que Yy = qI @y Fooat qnmn et que Yos eees yn soient conjugués de y1 . Le

sous-groupe H est donc Zw1 toeot Zu,‘n.

Il reste a définir U et a construire les mesures B kot

Soit U 1'ensemble des points (0 Ur‘+s()‘)) pour lesquels
A= gkek, € = 0 ou 1. Les inégalités | o’J.(G)] <1 vérifides pour 2¢jgn
k>0

entrainent que U est relativement compact.

e .
Soient enfin £ » 0 un entier, A = Z a].eJ, € = 0 ou 1, un élément arbi-
5 .

traire de A et V un voisinage compact de 0 dans G :iRr‘"1 x C°. Pour tout

entier m £ ettout Kk %1, ,‘J.k est la mesure donnant la masse 2"k a chacun des

" m+k .
2% points A +3 _ e, “=0 ou 1.
m+1
*
La mesure , charge les points  x = (xu)2 <uen de G définis par X, =

m+k .
O’U(A) + E s O'U(G]), 2<u¢n. Si m estassez grand, les indgalités | O'U(G)] <1,
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*
2 ¢ugn, montrent que “k est, pour tout k »1, porté par N+ V.

~ m+k . 00 .
On a alors !}Ak(s)| = | ] |cosn®’s|. Si le produit infini ]—Hcosn9]5| n'est
m+1 [¢)

pas nul, nécessairement se@(®) et Tr(es)eZz des que ivig ([12], p. 27,
prop. 4). Mais un nombre de Pisot de 1'intervalle ]1,2[ est une unité (6 vérifie
une relation de la forme Z: ieJ =0 comme on s'en rend compte en comptant les

3>0 t .
points de A tombant dans un intervalle [O,TJ). Ainsi Tr(e]s) €Z pour j assez
grand équivaut a la méme condition pour tout j »0; s appartienta H et le théore-
me 8 est prouvé.

Nous montrerons au g 19 que pour tout nombre de Pisot 6, 1'ensemble f\e

correspondant est un modele assez régulier ; il ne suffira plus alors de prendre

14. LA DEMONSTRATION DU THEOREME 9 est tres semblable a celle du
théoreme 6.

a) Une formule préliminaire. Nous dirons qu'une fonction P R->C est H-
presque périodique si ¢ est une fonction presque-périodique dont le spectre est
contenu dans H. Pour une telle fonction ¢, nous pouvons définir une fonction
presque périodique q)*: G+ C de lafacon suivante. Si §el et si (PS t) =
exp(2nip(d)t), nous poserons cf\g(x) =<ql®,x), x€G, de sorte que, pour tout
tei(D) onait @(t) = (p*(t*). Si ¢ estune combinaison linéaire finie (P(t) =
> as ¢g » nous posons (P*= Eas (ps*. Puisque i(D) est dense dans R tandis

que j(D) est dense dans G, on a alors
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(14.1) sup lpl = sup o®]= sup |9 (t")|=sup [¢].
R tei(D) t*ej(D) G
L'application 9 - CP* est donc isométrique et se prolonge sans ambiguité en
une isométrie entre 1'espace des fonctions (L IR » € qui sont H-presque-périodiques
et 1'espace des fonctions ‘P* : G+ C quisont q(8)-presque périodiques. On a, pour
toute mesure atomique ., portée par i(D), et toute fonction P :R-C quiest
H-presque-périodique
(14.2) J ¢ dp = J ¢'ap”
R G

et en particulier fp(t) = (p*(t*) pour tout tei(D).

b) Compacts associés. Un lemme préliminaire. Nous dirons qu'une partie compac-
te E de IR estassociéea N s'il existe une constante C >0 telle que, pour
toute somme trigonométrique P€S A\ (c'est-a-dire dont les fréquences appartiennent
a A), onait

(14.3) sup [P| ¢ Csup |P(s)].
R s€E

LEMME 1. Soient A un modele assez régulier et E un compact associé a
A. On peut alors trouver une mesure atomique Py portée par ENH, de norme au

plus C (C est défini par (14.3)) et telle que, pour tout Ae .,

(14.4) J exp 2niAs dp(s): 1.
E

Soit, en effet, a=sup|P(0) lorsque P €S) etque sup |P|€1. Par
E
hypothése 0<agC<+w. Le théoreme de Hahn-Banach montre qu'il existe une mesure

de Radon complexe p portée par E, telleque [p|=a etque
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n

(14.5) P(0) = J P(s)dp(s)
E
pour tout P € SJL .

Par définition de a, on peut, pour tout ¢ ) 0, trouver Q€ SA tel que

(14.6) sup [Q] = 1
E
tandis que
(14.7) QO)ya-e=|nf-=.

Ecrivons Q comme une somme finie
(14.8) Q(s) =3 b(Aexp2rirs ;
A€B

B est une partie finie de A et nous poserons

(14.9) b=) b, ]

B

Soit maintenant p = p+0o ladécomposition de i en une partie atomique p por-
tée par H et une partie ¢ étrangérea H (p est atomique parce que H est
dénombrable). Soit FCHNS une partie finie de H assez grande pour que la somme
des masses de |p| aux points de HNF ne dépasse pas e/b (H~F désigne le
complémentaire de F dans H).
Formons un voisinage W de 0 dans G assez petit pour que Fs;:(p“) <'J~,x> -1

¢e/b. Pourtout \e B, considérons le voisinage V)\ =W+ )\* de eU. Puis-
que A est assez régulier, on peut trouver une suite 'lk,)\ , k21, de mesures de
probabilités portées par A et telles que

(14.10) pour tout k »1 et tout AEB, u;’)\ soit portée par V, et

(14.11) ;Lk,)\(s)-’o (k 5+ si s n'appartient pasa H.

A 1'aide des By » ¢ hous modifions Q en Qk ; Q. a, engros, les mémes
’

k
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propriétés que Q et, enoutre, si s #H, Qk(s) 50 (k> +0). Plus précisément
on pose, avec les notations de (14.8),
(14.12) Qk(s) = ;e:‘é b)\j‘hexp 2 rits d”k,x ) .

11 est clair que Qk est, pour tout k »1, une fonction presque-périodique dont
le spectre est contenu dans A (nous écrirons Q, € S A) et que Qk(s) 20 (ko +o)
si s n'appartient pasa H.

Puisque d"lk A est une mesure de probabilité, on a pour tout k1,
’

(14.13) Q(0) =7 by =Q(0) et
A€B
(14.14) |Qk(s)| 30 lbkl =b pour tout s€R.
A€B

Si seH, ona

(14.15) Q. (s) =Q.(s") = b J S oxydpt | (%) =
K K % A v: YAy 2

> b, (s* )\*\J s*,x0der L (N +x).
AeB A T dw ’ 16

Mais se€F et xeW entrainent |¢<s*,x) - 1|<e/b et la mesure de probabilité

dp,l: N (3 +x) est portée par W ; on a donc
’

(14.16) H.W<S* , x)dp;,)‘()\*+ x) - 1|ge/b.

En combinant les inégalités (14.16) dans (14.15), on obtient

(14.17) |, (s) - Qls) ¢ & pourtout k1 ettout sEF.
L'inégalité (14.7) peut encore &tre écrite

(14.18) Q03 fipll-e

et, puisque Q € S./L pour tout k »1,

(14.19) Q (0) = Q, (s)dp(s) = Q (s)dp(s) + | Q,(s)dof(s) =
k gk . P _—
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Joad9ape | oo | o)
F H\F JE

que 1'on abregera en

(14.20) Qk(o) =A +B, +C.

Gréce a (14.6) et (14.17), [ Q,(s)| ¢ 1+e pour tout k1 ettout seF ; donc
|A ls(+e)lpl. La détinition de  F et (14.14) impliquent | B, | < e. Enfin les
sommes trigonométriques Qk sont uniformément bornées sur E et tendent vers 0
hors de H ; H est de mesure nulle pour o et le théoreme de convergence dominée
de Lebesgue peut &tre appliqué a Cy- Onobtient C, +0 (k » +00).

Pour tout ¢ » O, on peut laisser k tendre vers 1'infini dans (14.18) pour
avoir
(14.21) (+e) lpll+e ylpll-e=lipl+loli-e.

On peut maintenant faire tendre e vers O dans (14.21) pour en déduire

HPH Y "P i +]lo]l et o =0 ce qu'il fallait prouver.
c) Changement de modeles ; un second lemme.

LEMME 2. Soit A un modele assez régulier défini par (G, D, U). Soit
K 1lafermeture de U dans G, X, un point quelconque de G et K'=K+x_.

o

Soit enfin A' le modéle défini par (G, D, K'). Alors tout compact E associé

4 N estaussiassociéa M.

Puisque S N est invariant par translation, il suffit de montrer que si E est
une partie compacte de IR et C une constante finie, la propriété
(14.22) |P(0)] ¢ Csup |P(s)| pourtout PeS

seE A
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implique, pour cette méme constante C,

(14.23) |P(O) ¢C sup |P(s)| pourtout PesS,,.
seE A

Tout ceci découle du lemme 1. Soit p la mesure atomique portée par S nH
et définie par le lemme 1. Soit Mc q(8) 1'ensemble des X’e [' tels qu'il existe
seE vdrifiant (F ,s)€A. Soit <t lamesure atomique portée par M et donnant
4 chaque s €M la masse que p donnaita se€E. Posons <p(x) = JM <r,x> dt(p'
Pour tout xeA , (14.4) devient tp(x) = 1. La fonction continue ? est encore
égalea 1 sur lafermeture K de J\.* dans G (.l\* est dense dans U lui-
méme dense dans K).

Appelons maintenant d<t' (x) la mesure atomique ¢ Y X dt(a‘). Pour tout

x'=x0+xeK‘, on a
(14.24) q)'(X')=J x> det(p) = 1.
M
Par ailleurs [|z'] = |T]l € C (lemme 1). Nous retransportons la mesure

atomique dt', portée par M en une mesure atomique d P' portée par E
(' est définie a 1'aide de p' comme <t a 1'aide de P)' Si (A',x') €D,
(14.24) devient
(14.25) JE exp 2miA's dp‘(s): 1 (A'eA)
ce qui entraine, par simple combinaison linéaire, P(0) = JE P(s)d p'(s) pour tout
PeS . L'inégalité llp'll = lle'll < donne (14.23).

d) Fin de la preuve du théoréme 9, Soit maintenant E =[0,T] un intervalle.

Le lemme 2 implique alors 1'inégalité dh(J\') < dh(A) que nous réécrirons, grace a

(7.6) et a la proposition 7,
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(14.26) AT (A < dp (M) ¢ & (M) ¢ mes K.

Si nous pouvons trouver un X €& G tel que AY(A') =mes K, les inégalités
(14.26) deviennent 1'égalité dh(,l\.) = mes K.

Le fait que, pour presque tout X, € G, ladensitéde MN' existe et soit égale
3 lamesure de K est une conséquence du théoréme ergodique que nous énoncerons

sous la forme suivante

LEMME 3. Soit % un groupe commutatif compactet h: R » g un homomor-
phisme injectif et d'image dense.Soit J€ L1(9) et pour tout we%, soit J, :
%»C définie par  J (x) = J(x - w). Alors pour presque tout u,\e%, la moyenne

de J,oh existe et vaut j J(x) dx.

Supposons maintenant que % soit le groupe (R xG)/D. Appelons h la
composée des applications canoniques R =R x{0}+RxG »RxG)/D et a lacom-
posée des applications correspondantes G ={0}xG +RxG » (Rx G)/D. Alors h
(resp. &) est injective et d'image dense dans g«

Soit N le compact «(K) et, pour tout e>0, soit N E,C%/ la somme directe
N + h([0,€]) ; en d'autres termes, Ng est1'image de [0,e] xKCRxG par 1'ap-
plication canonique de R xG sur 3 Soit X, un élément arbitraire de G,

@, = cx(xo) et Né = Ne, + & il est a remarquer que @, n'est pas un élément
arbitraire de %

Si J' est la fonction caractéristique de N é, J'" oh est la fonction carac-
téristique de la réunion des intervalles [ A, ;\‘+e] ou A'€N. Or K étant

donné, il y a une valeur de g > 0 assez petite pour que, quel que soit x,€ G, les
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intervalles [\ , A +e] soient deux a deux disjoints quand ) parcourt A'.
La vérification trés simple de ce fait est laissée au lecteur (voir aussi [15], ch. I).
Dans toute la suite nous choisissons € assez petit pour qu'il en soit ainsi. Alors la
moyenne de J' oh, sielle existe, est ¢ Dens A

Montrons maintenant que pour presque tout xoe G, lamoyennede J'oh
existe et vaut la mesure de Ns .

Soit en effet J la fonction caractéristique de Na et, avec les notations du
lemme 3, soit () 1'ensemble des we 3 tels que la moyenne de J w oh existe et
soit la mesure de Ne . Si wen et toE R, -+ h(to)e 0 ; en effet changer w
en o+ h(to) revient a faire la translation de to sur la fonction Jw oh corres-
pondante et cela n'a pas d'influence sur la moyenne.

D'autre part le groupe compact % est localement la somme directe de h(R)
etde «(G). L'ensemble () est de mesure pleine dans % et est stable modulo
h(R). Le théoréme de Fubini montre que, pour presque tout x € G, a(xo) + h(R)
est contenu dans & ce qu'il fallait prouver.

On a ainsi, pour presque tout xoe G, ¢ Dens A =mes N e = gmes K soit

Dens ' = mes K. La preuve du théoréme 9 est ainsi terminde.

15. UN CONTRE-EXEMPLE. Pour mieux comprendre le role des hypothéses
des théorémes 1 et 4 nous allons construire un modele (plus précisément un ensemble
d'entiers) dont la densité harmonique n'est pas donnée par la conclusion du théoréme 9.

La mise au point de ce contre-exemple a été faite en collaboration avec Y. Katznelson
(Jérusalem, mai 1972).
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THEOREME 10. Pour tout e >0, il existe un ensemble A d'entiers qui est
dense dans le compactifié de Bohr de Z et dont la densité harmonique ne dépasse

pas e .

Alors tout modele régulier M contenant A a une densité 1. La densité
harmonique de A n'est pas la borne inférieure des densités des modeles réguliers
contenant A.

Soit (nk)k ,0 une suite d'entiers naturels définis par n,=0 et n . =

knk +1. Soient A 1'ensemble de toutes les sommes finies Z e Mer & = 0 ou
k>0
1 et, pour tout entier m >0, Am 1'ensemble de toutes les sommes finies

ol €, =0 ou 1. On ales deux propriétés suivantes.

n k

€
k>m K

k
LEMME 1. I existe une constante (absolue) C telle que la densité harmonique

de fLm ne dépasse pas C(m !)_1. (Th. II, p. 244 et lemme 3 p. 246 de [12]).

LEMME 2. Pour tout entier m »0, J\.m est dense dans le compactifié de Bohr

de Z.

La preuve du lemme 2 est trés élémentaire. Nous allons cependant élargir le
probléme en vue des applications au probleme de la synthése spectrale données au
§ 16.

Soit G un groupe abélien localement compact et (xk)k 50 une suite d'éléments
de G ; soit S 1'ensemble de toutes les sommes finies g &1 X ou &= 0 ou

1. Appelons [ le groupe dual de G et pour tout xer, soit x(x) 1la valeur

prise en x€G par le caractere y de T.
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PROPOSITION 12. Avec les notations ci-dessus, supposons que 1'ensemble S

soit relativement compact dans G. Appelons Fo le sous-groupe de I' défini par

00

(15.1) ; 11 - Xl <+ o
et soit GOC G 1'orthogonal de I‘O. Appelons & : G -»G/GO la projection cano-

nique et posons y, = n‘r(xk), k »0. Alors

RO . b .
(15.2) 1la famille (yk)k 50 est sommable dans G/Go ;
(15.3) si LC G/G0 désigne 1'ensemble compact de toutes les sommes convergentes
00
Zek Yoo €, =0 ou 1, lafermeturede S dans G n'estautre que
6]
).

La preuve de la proposition 12 est immédiate. Soit pour tout k 30, Rk 1'ensem-

ble des sommes finies 3 5Xjp €5 O ou 1 et F, 1'ensemble des sommes
Jrk
k-1

eXjp ©;=0 ou l. Alors S=F +R (k»0). Soit ﬁk 1'adhérence de

k
o

Rk dans G ; l'intersection G0 des R k >0, est une partie compacte, non

Kk’

videde G. Ona S = F‘k + Rk qui implique S = Fk + Rk DFk + GO ; donc

SoU (F, +G)=S+G.. Puisque G_ est compact, la fermeture de S +G_  est
ko K° © © o

S+G_; onaainsi 525+G_ etdonc §S=5+G_ car 0€G .
o o o o

La méme démonstration fournit évidemment ﬁk =R, + GO et en prenant 1'inter-

section, GO = GO + Go ; la partie compacte Go’ stable pour 1'addition est un sous-
groupe fermé,

Soit Po 1'annulateur de GO. Un caractere X de l"o vaut 1 surle
groupe compact GO et donc tend uniformément vers 1 sur les compacts ﬁk dont

. . . 1
1'intersection est G,. Posons ;((xk) =exp 2rig,, k»0, - 3€P < Pour

N —
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kyk,, ona | exp 2”i(|§ ckq)k) -1 €1 pour toute suite e, =0 ou 1. Enrai-
7
o

sonnant par récurrence sur E g =Nn, onen déduit que - %\< Z ek?kg (1;
kyk kyk
(o) (o)

(°k=o ou 1) et donc Z|ﬂpk|\<%. Ainsi  xe l"0 entraine (15.1). Réciproque-
kyk

ment (15.1) entraine clairement que x tend uniformément vers 1 sur R (k -+00).

k

Soit 1% un voisinage arbitraire de 0 dans G/Go‘ Alors 11_1(13') est un

voisinage du groupe compact Go et, dées que k est assez grand, Rk est tout

entier contenu dans n—1(0). Il existe donc un k  tel que > e WY € & pour
kyk
o

toute suite (finie) €, de O etde 1. La famille est sommable dans

Kk Wk 50

G/Go.

Ona R(S)=L et §=§+Go. Cela entrdine §=n_1(L).

COROLLAIRE. Soit G un groupe compact. Supposons que pour tout XE r
qui n'est pas le caractére nul, on ait Q |1 - x(xk)l =+m. Alors 1'ensemble de
k!
toutes les sommes finies Z e Xk kT 0 ou 1 estdense dans G. Pour tout

k»0

entier m »1; il en est de méme de 1'ensemble de toutes les sommes finies

D _eyX, €,=0ou 1,
k)mkk k

Revenant au théoréme 10, nous appellerons [ le groupe T =IR/Z muni de
la topologie discrete et G = ; le compactifié de Bohr de Z. Pour montrer que
Am est dense dans G pour tout m »1, il suffit de s'assurer que, pour tout t#0
(mod 1), Y _|1-exp 21ritnk| =400 .

ky0

Nous utiliserons le lemme (presque évident) suivant

LEMME 3. Soient ¢>0 et 'r[>0 deux nombres réels, m » 1 et g1
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deux entiers et n=mq+1. Si t estun nombre réel tel que |exp 2nit- 1|y e et

|exp 2rimt - 1| <7 alors |exp2nint-1|>/a—qq.

En effet | exp 2mint - 1| = |[exp 2migmt exp 2xit - exp 2nigmt + exp 2wigmt - 1| =
|exp 2wit - 1| - [exp 2rigmt - 1| > €- an-
Revenant au lemme 2, on pose ¢ =|exp 2rit - 1|. Pourtout k1, ona

. . € . . € A
|exp 2witn - 1| +|exp 2witn - 1| » 5% 5 en effet |exp 2mitn, - 1< 5% entraine par

. e _¢€ - _ .
le lemme 3, |exp 2"1tnk+1 -1 e-ksp=5. Lasérie 1;):“ exp 21r1tnk] est

donc divergente.

III. LES NOMBRES DE PISOT ET LE PROBLEME DE LA SYNTHESE
SPECTRALE.

16. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL. Soit ¢ un élément de LYR).

~

Le spectre de ? est le support de la distribution P, transformée de Fourier de
P- Soit E un ensemble compact de nombres réels. Appelons BE 1'espace de
Banach de toutes les fonctions P: IR > C continues et bornées, dont le spectre est

contenu dans E. Un sous-espace SE de BE est constitué des sommes trigonomé-

triques finies ¢@(t) = a, exp 2riAt. Le probleme de la synthése spectrale est de
? AeE A

savoir si SE est dense dans BE’ 11 faut naturellement préciser la topologie de

B Si E est dénombrable, S est effectivement dense dans BE pour la

E* E
topologie définie par la norme. Si E n'est pas dénombrable, il n'en est plus ainsi.

Le seul probleme raisonnable est alors de savoir si SE est dense dans BE pour la

. © 1
topologie o(L , L").
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S'il en est ainsi, on peut &tre plus exigeant et essayer de trouver des méthodes
d'approximation. On peut essayer, lorsque c'est possible, de construire une suite
£ , k»1, d'opérateurs continus de BE dans SE tels que, pour tout q)EBE,
o‘gktp + ¢ au sens de la topologie o (1% , L1). Les opérateurs o‘gk possedent alors
les deux propriétés suivantes, en apparence plus précises.
(16.1) 1a suite des normes des xk est bornée (la norme de 1'opérateur ofk :
By »SCBp  correspond a la norme || q)‘|"|0°= sﬂgp |¢| de 1'espace de Banach

By

(16.2) pour tout e BE’ o‘gk<p converge vers ¢, uniformément sur tout compact
de R.
La convergence uniforme sur toute la droite réelle étant exclue, les propriétés
(16.1) et (16.2) s'en rapprochent le plus possible.
Soit ©>2 unnombre réel et E 1'ensemble compact de toutes les sommes
® K . k
> e® ", &, =0 ou 1. Pourtout k»1, soit F, 1'ensemble des 2" sommes
1
K oo k
Zaj 07, h 0 ou 1. Alors E estlaréuniondes 2° compacts disjoints
3
A+ e—kE, AE Fk (k »1) ; toute fonction continue ¢ :R>C dont le spectre est

contenu dans E peut donc étre écrite comme une somme trigonométrique perturbée

(16.3) (p(t) = : a}‘(t)exp 2RiAt
)‘EFk

dont les coefficients a A(t)’ au lieu d'étre des constantes, sont des fonctions conti-
nues bornées dont les fréquences appartiennent a e_kE . Les a N sont donc des

fonctions a "basse-fréquences" vérifiant les inégalités

- 54 -



NOMBRES DE PISOT ET SYNTHESE SPECTRALE

(16.4 2,6 - 2,60l « 7 Ity - 1y swpla|

pour tous t, et t, réels. Ainsi lorsque © est trés grand, les a A(t) sont des
fonctions "trés plates" comparées aux termes a "hautes fréquences" exp 2riAt et,
autour de 0, il devient naturel d'approcher q)(t) par les sommes trigonométriques

pures of;kﬁp = ¢ définies par

(16.5) ) =3 a,(Oexp 2rirt.
)‘GFk

L'argument heuristique ci-dessus n'est pas sans fondement : pour tout 6> 2,
il y a une constante C> 0 telle que 1'inégalité
(16.6) l9(t) - ¢, (0] <C 267 | t|sup | ]

R

soit vérifiée pour toute fonction (PEBE’ tout ky1 ettout t réel.

L'inégalité (16.6) montre que les Py = Jgkq: satisfont la condition (16.2). 11
est alors tentant de poser les deux questions suivantes : (16.6) peut-elle &tre amélio-
rée en
(16.7) lg() - ¢, (1) <ce"‘|t|s§p|qa|
(qui assurera une meilleure approximation locale de ¢ par tpk) ?

Existe-t-il une constante C >0 telle que pour tout k > 1,
(16.8) sﬂl;pl(Pk[sCsﬂgplcpl ?

La réponse est donnée par le théoréme ci-dessous ou, rappelons-le 6 est un

nombre réel >2 et E est1'ensemble compact de toutes les sommes Z €, 0 ou
k>1

8k=0 ou 1.
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THEOREME 11. Avec les notations ci-dessus, pour tout nombre réel 6> 2,
les trois conditions suivantes sont équivalentes

a) il existe une constante positive C telle que, pour toute fonction ¢ GBE .
tout k»1 ettout t réel, (16.7) soit vérifide (BE est 1'espace des fonctions
continues et bornées 9 R » C dont le spectre est contenu dans E),

b) il existe une constante positive C telle que, pour tout e BE’ et pour
tout k »1 (16.8) soit vérifide,

c) 6 estun nombre de Pisot dont nous désignerons par n le degré sur @

€ de -1,0 ou 1

tel que, pour tout entier k »0, toute suite e €

0! B17 trrr Ty
et toute suite q FORRRRRI e d'entiers rationnels
k k+1 n-1 A
(16.9) et €10 +.uit e, O =(1-96 )(qo+q19 +oo.tq 40 ) entraine
€= 81T s T8 =05=qy=...=q, 4 =0.

En d'autres termes, soient, pour tout k >0, Ak 1'ensemble des 2k sommes
k j n-1
Zeje‘] o ;=0 ou 1 et R l'anneau Z+26+...+26" . La condition c)
o

exprime que O est le seul élément de Ak - Ak qui soit divisible, dans 1'anneau

R, par 1-6%T,

Avant de commencer la preuve du théoréme 11 (qui s'étendra des § 17 a 25),

montrons par un exemple que la seconde partie de la condition c) n'est pas superflue.

_m+2+Vm2+4

Pour tout entier m »1, 6= —_—— est un nombre de Pisot, solution

de 6% - (m+2)6 + m = 0 et la condition c) n'est pas satisfaite puisque 1 = (1-6)(m+1-6).

,[ 2
Si 6= m+2+_2___x_n_+4’ les (Pk ne constituent pas une bonne approximation de 9.

I1 est cependant prouvé dans [1 2] que, pour tout nombre de Pisot 6>2, il est
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possible de construire une suite d'opérateurs o‘@k : BE > SE possédant les proprié-
tés (16.1) et (16.2). Il est fort probable que ce dernier résultat est en défaut des que
6 >2 n'est pas un nombre de Pisot. En fait, lorsque © n'est pas un nombre de

Pisot, on ne sait méme pas si SE est ou non dense dans BE pour la topologie

00

@™, LY.
Quand 6 »3 est un entier naturel, la condition c) du théoréme 6 est évidemment

satisfaite et les cpk constituent d'excellentes approximations de P.

17. UN PROBLEME PORTANT SUR UN SEUL OPERATEUR. Soit 6>2

et A 1'ensemble de toutes les sommes finies 3 ekek, e, =0 ou 1.
k>0

Soit X 1'espace vectoriel de toutes les fonctions continues et bornées
f:IR »C qui sont des sommes finies
(17.1) f(t) =3 £, (t) exp 2mint

AEAN

telles que, pour tout A€ A, le spectre de f)\ soit contenu dans E. La norme

de fe€X est [f] =sup|f|. Soitenfin S, 1'espace de toutes les sommes
® R

trigonométriques finies dont les fréquences appartiennent a3 A.

DEFINITION 9. Avec les notations ci-dessus, L:iXo SJ\ est 1'opérateur
linéaire transformant toute somme finie f(t) =) _ t J\(t) exp 2rniAt en
Ael
gty =) _ ¢ A(O)exp 2nirt (le spectre de chaque f)\ est contenu dans E).
Ae
En particulier si ¢ €Bg ét P €Sy, L(¢P) = 9(0)P. Soit, pour tout jez,

tj : L®(R) » L°R) 1'isométrie définie par 'cj\P = ij si (pj(t) = ly(ejt), o<t <+0
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Alors, pour tout k1, o@k = ”c_k odo tk ; les opérateurs é@k sont unifor-
mément bornds si et seulement si & est continu. De méme (16.7) est équivalent a 1la
condition (17.2) ci-dessous

(17.2) [€8)(t) - £(t)] \<C|t||1f||m pour tout feX.

18. LE CAS OU 6 N'EST PAS UN NOMBRE DE PISOT. En premier
lieu, montrons que 1'opérateur & n'est pas continu, En effet, tout d'abord A

n'est pas un ensemble cohérent de fréquences et il y a une suite P k>»1, de

k!
sommes trigonométriques dont les fréquences appartiennent a A et telle que

(18.1) sup!Pk|=1 pour tout k »1 tandis que
R

(18.2) P 20 (k » +00) uniformément sur toute partie compacte de R ([12], p.
110, th. IV).

D'autre part E est alors un ensemble de multiplicité.

I1 y a donc une fonction continue P R -» C, nulle al'infini, telle que cp(O) =1
et dont le spectre est contenu dans E. Alors Pk(pe X pour tout k »1,

I P9 l,+0 (k=+o) tandis que & (P ¢) =P, vérifie 1 Py ll,=1 pour tout
k »1. L'opérateur & n'est donc pas continu.

Montrons que si ©>2 n'est pas un nombre de Pisot, (17.2) est en défaut.
Soient Qk(t) =exprit(1 +0 +...+ ek)cos nt cosnét ... cos nekt et pour tout he€R,
Rk(t) = Qk(t -h). Alors Q, tend uniformément vers 0 sur tout compact ne conte-
nant pas 0. Soit ¢e€ BE une fonction non identiquement nulle mais nulle en 0 et

a 1'infini et formons R p€X. Ona il.f: 0(])] R, ¢ ]]m = |¢(h)|. Puisque £(Rk(9) =0,
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(17.2) entrainerait, pour tout k »1 ettout t réel

(18.3) [e®) R < Clt] ToR |l .

Onremplace t par h dans (18.3) et 1'on fait tendre k vers 1'infini pour obtenir
(18.4) [eM)] < Clh| o)

de sorte que P est identiquement nulle sur un voisinage de 0. Le spectre de la
fonction ) est compact ; ¢ est la restriction a 1'axe réel d'une fonction entiére.

Donc ¢ est identiquement nulle. Il y a une contradiction.

19. LECASOU 6 EST UN NOMBRE DE PISOT : plan de la démonstra-
tion. Tout d'abord, nous allons montrer que si © est un nombre de Pisot, A est
un modele assez régulier. Alors le théoreme 11 devient un cas particulier d'une proprié-
té plus générale, le théoréme 12, dont la démonstration s'étend du § 20 au § 24, Le

passage du théoréme 12 au théoréme 11 est fait au § 25.

PROPOSITION 13. Si 6 est un nombre de Pisot, 1'ensemble A de toutes

les sommes finies g}: lek y ©,=0ou 1 estun modele assez régulier (Définition
Y/
8du §13).

Pour démontrer la proposition 13, quelques rappels sur 1'anneau des adeles d'un
corps de nombre sont nécessaires. Par corps local, nous désignerons un corps commu-
tatif localement compact non discret. Soit X% une extension de degré n du corps
@ des rationnels. Une place p sur X, estun isomorphisme d'image dense de
dans un corps local ; deux tels isomorphismes p et p' dans K et K' étant

considérés comme équivalents si 1'on passe de 1'un a 1'autre par un isomorphisme de
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K sur K'. L'ensemble (dénombrable) des places p sur X, seranoté P. Si
K=R ou C, laplace correspondante sera dite infinie ; au contraire si K est
ultramétrique, la place correspondante est dite finie.

Sur chaque corps local, il y a une valeur absolue canonique et pour tout peP,
nous désignerons par Z)Gp le corps local K correspondant et par | |p la valeur
absolue correspondante.

Revenons a notre nombre de Pisot 6. Soit 6= @(6). Puisque 6 est '"na-
turellement" un nombre réel, il y a une place canonique 1i:X » R définie par
i(6) =8. Soit r le nombre d'isomorphismes distincts de ¥ dans R ; alors n,
ledegréde X sur @ peutétreécrit n=r+2s, 1sr, Ogs, etl'onpeut

ordonner les isomorphismes Tis +ees 0, de X dans C de sorte que

n
(19.1) o, =i
(19.2) (TJ.()C) soit réel si et seulement si 1€ jgr

(19.3) pour 1¢jgs, O, et soient conjugués sur C.

J+r o-j+r‘+s

Ainsi les n isomorphismes O'1 y seey 0, ME définissent que r+s places sur

Soit F 1'ensemble (fini) des places peP telles que [GID <1. Alors F
contient {0‘2, ceey Ur‘+sJ'

Appelons A' =G le produit topologique restreint de tous les ){;p, p#£i;
en d'autres termes A' est 1'anneau des adeles construit en "oubliant" la place i

sur X etl'anneau des adeles A de X, estle produit RXA' =R xG.

Enfin )}, peut étre considéré comme un sous-anneau de R xG gréce a
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1'injection canonique de ¥ dans R x G définie par t» (p(t))pe p (teX).

Soient i:RXG+R et j:RxG3G les deux projections canoniques. Alors
i(3)) est dense dans R (i(00) = ®() qui est bien dense dans IR) ; j(6) est dense
dans A' =G car nous avons "oublié" une place dans la construction de A') ; X%
est discret dans RxG et (RxG)/% est compact ([17], Ch. IV).

Le groupe localement compact dualde A est A lui-méme. Si E estun
caracteére sur A, égala 1 sur le sous-groupe fermé X} mais non identiquement
égala 1 sur A, ladualité entre A et A estdéfinie par <x,y) = E(xy),
xeA, yeA.

Lorsque la dualité entre A et lui-méme est définie ainsi, 1'orthogonal de
est % lui-méme ([17]. Ch. IV, § 2, th. 3).

Enfin le groupe dual de A' est A' lui-méme.

DEFINITION 10. Nous désignerons par 1 1'élément de A' tel que (e,wl)e X%,
En d'autres termes si P' désigne 1'ensemble des places p de P différentes

de j-y ’f( = (D(e))p epP'"

Puisque 6 est un nombre de Pisot, IG]p €1 pourtout peP' et |9|p <1
pour toute place infinie de P'. Il en résulte aussitdt que 1'ensemble UC A' de
toutes les sommes finies F»O ek'tlk R Bk =0 ou 1 estrelativement compact dans
A'. Ainsi A estun modéle, Mais il n'était pas nécessaire d'introduire les places
finies pour le prouver. Nous allons maintenant montrer que A. est un modele assez
régulier. Pour cela il suffira d'utiliser les simples remarques énoncées dans les
lemmes ci-dessous et d'appliquer un résultat plus général, la proposition 10.
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LEMME 1. Soit xe€A'. Supposons que <X, T(k> +1 (k»+09). Alors

N (x,rlk>| < +0o.

k>0

En d'autres termes, soit (x, le) ne tend pas vers 1, soit <x, 1lk> tend
vers 1 tres rapidement.

La preuve du lemme 1 est tres simple. Soit x" 4 a1Xn_1 te..+a € Z[X] le

polyndme minimal de 6. Alors, pour tout kO,

k+n k+n-1 k
(19.4) T +a +...ta =0,
Posons
k . 1 1
(19.5) GN> =exp2riq,  -5¢9, <5 k0.

Les égalités (19.4) deviennent les congruences

(19.6) Sk = Pen * A1 Pusnat Ftroot @pPy =0 (mod 1).
Si “Pk +0 (k »+m), 1'entier rationnel S tend vers 0. Donc Sy = 0 pour
ky ko et les relations de récurrence
(19.7) Pran * 31 Prpnat Feoot AP =0
permettent de trouver n nombres réels ou complexes, )\1 ) ceey )‘n tels que
(19.8) = A0 (ek) +e kA O (Gk) pour tout kyk

: Pi=M% RN > Kor

Les nombres réels o, (Qk) -6 ne tendent pas vers 0 tandis que aj(ek) >0
(k » +0) pour 2g¢jg¢n. Puisque ¢, *0 (k » +o0), )\1 =0. Les relations

(19.5) et (19.8) impliquent % [1- <x,1(k>| < +00,
Y

LEMME 2, Soit 6> 1 un nombre de Pisot et s un nombre réel. Alors

esp 2nis6X 5 1 (k » +0) entraine que s appartient au corps @(8) de 8.
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C'est classique ((12], p. 27, prop. 4).

Nous allons maintenant prouver sans peine que A est un modele assez régulier.
11 est amusant de raisonner dans le cadre général des groupes abéliens localement
compacts et les notations de la proposition 14 seront celles de la définition 8 des modé-

les assez réguliers (§ 13).

PROPOSITION 14. Soit (tk)k>1 une suite de nombres réels telle que
7
(19.9) t € i(D) pour tout k»0
(19.10) si (tk " xk)e D, 1l'ensemble U de toutes les sommes finies g e Xpr
4
€ = 0 ou 1, estrelativement compact dans G
(19.11) pour tout e, groupedualde G, <y, x> 1 (k=+o implique
T X

Y |1 -<y, xk)l < +o; H estdénombrable et pour tout s€R, exp 2mist, » 1
k>0

(k » +0) implique seH,

e, =0 oul

Alors 1'ensemble A€R de toutes les sommes finies et ok

K0

est un modele assez régulier.

Les propriétés (19.9) et (19.10) seraient, a elles seules insuffisantes comme le
montre le contre exemple du § 15.

La proposition 14 et les lemmes 1 et 2 entrainent évidemment la proposition 13.

Pour démontrer la proposition 14, nous allons construire une mesure de probabi-
lit€ v portée par la fermeture K de U dans G. Les "morceaux" de ¥
seront les mesures Hy de la définition 8 des modeles assez réguliers. La mesure

v est définie par le lemme suivant.
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Nl —
[ g
o

LEMME 3. Soient pour tout kO, Uk la mesure donnant la masse

et la masse % a x, et 9k=oo*...* o). Alors (19.11) implique que Qk

tend vers une limite (faible) Y dont le support est exactement K.

Pour prouver le lemme 3, reprenons les notations de la proposition 12 du § 15.

Soit %, la mesure donnant la masse % a 0 etlamasse % a yk€G/GO

k
(k»O0, Y = rl(xk)). Posons p, =% *...* T, . Lasuite (Pk)k »0 tend faible-
ment vers une mesure de probabilité P dont le support est exactement L. En effet,
soit {» 1'espace compact {O B 1}N ; la mesure de probabilité dw sur ( estle

produit des mesures donnant les masses % a 0 et 12 a 1. On désigne par

T:Q» G/GO 1'application continue transformant une suite (ek)k 50 de 0 et de

00
1 en : & Y+ Alors P n'est autre que 1'image par T de la mesure dw.
o

Pour toute fonction continue f: G+ C a support compact, la fonction g :
G » C définie par

(19.12) g(x) = J f(x + E)AE
G
o
est aussi continue, a support compact (G0 est compact) et constante sur les classes

modulo Go' Cette fonction g définit, par passage au quotient, une fonction continue,
encore a support compact, E: G/G o C. On peut alors "relever" dans G la
mesure p, de support LcC G/Go en écrivant
(19.13) ‘J. f(x)dr(x) = J P dp.

G G/Go

L'identité (19.13) s'étend immédiatement a toutes les fonctions continues et bornées

f:G»C. Enparticulier les coefficients de Fourier de r sont donnés par
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) eni) e TTd+1er vy =TT+ der
(19.14) r(p) =p(P) = T TG+3<p 92 = T T+ 3¢5 %)
lorsque Y e Fo et par
(19.15) 1:(-{)=0 si )‘41"0.

Montrons que r est la limite faible des Qk. On a
3 K 1 1
(19.16) 1) = TTG+ 3¢ %),

Si <y, xj) +1 (j++w), alors (19.11) entraine que y € Fo et OK()”) tend vers

r(r). Si, au contraire <x, xj) ne tend pas vers 1, ?k(x‘) tend vers 0. La
mesure r est bien la limite faible des ‘?k (k » +00). Enfin (19.13) montre que le
support de r est 1'image réciproque par w du support L de p- Le support

de r estdonc K etlelemme 3 est prouvé.

Pour montrer que A est assez régulier, nous désignerons par V un voisina-
ge compact arbitraire d'un point quelconque du support K de la mesure dv. On peut
alors trouver une fonction continue a: G » [:O , +0o [, nulle hors de V et telle que
jG a(x) dv(x) = 1. Soit (’Lk)k»o la suite des mesures discrétes, portées par A
et définies par

oo

(19.17) Jf dy, = k-1 Y " ale x_ ...+ ekxk) f(eotO oot aktk)

ot f:A+C estune fonction arbitraire et o ) signifie que 1'on somme sur les

k+1

2 suites (Ej)Osj(k de O oude 1.
Avec les notations du lemme 3, de((x) = a(x)dvk(x). D'apres le lemme 3,
dp;(x) tend étroitement vers a(x)dv(x) et donc || }Lkﬂ = | p; | = J a(x)dvk(x) > 1
G

(k » +0). Il sera possible de normaliser les mesures positives Pk’ sans changer
leurs autres propriétés, pour obtenir des mesures de probabilité.

Il reste & montrer que L = J exp 2mist dpk(t) +>0 (k> +0) pourtout s
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n'appartenant pas a H. Soit X i(D) » T 1'homomorphisme défini par

X(t%) = exp 2mist si (t ,t)eD. On peut alors écrire
o= [ atae - | xwamane.

Pour tout e> 0, on peut former une somme trigonométrique finie P :G » C
dont les fréquences appartiennent a q(4) et qui, sur le compact K approche a

amoins de €/2 ; ceci tient simplement & ce que q(A) est dense dans I'. Ecrivons

*
P(x) = Z c(a)a ,x)
a€A
oll A estune partie finie de H etol, pour chaque « €A, («,a*)en. Soient

Jk = ‘J.G x(X)P(X) dok(x) et Jk(a) = J‘G x(x) @*’ X) d?k(x) (a GA).

Alors |Ik -y c(a)Jk(ot)I §e/2 pourtout k1. Posons c = P [c(a) ; si
ae A aeA

nous montrons que chaque Jk(a) tend vers O lorsque k tend vers 1l'infini, nous

saurons qu'il existe un k_ tel que k L entraine | Jk(a )l €e/(2c). 11 en résul-

tera que |Jk| $e/2 et | Ikl <= pourtout kyk_.

Soit Pk (k»0) 1la mesure discréte portée par A et définie par (19.17)

*
lorsqu'on y remplace la fonction a par 1. Puisque Pk = Qk’ on peut récrire
ko101
J (a) = exp 2ri(s+t d P, (t) = | | (5 + 5 exp 2ri(s+a)t.).
k R k ° 272 j

Si s n'appartient pas a H, il en estde méme de chaque s +a (a€A); 1la
condition (19.11) montre que exp 2ri(s +a )tk ne tend pas vers 1 et que Jk(a)
tend vers 0O lorsque k tend vers 1'infini.

Les propositions 13 et 14 sont démontrées.

I1 devient alors intéressant de préciser le compact K. Soit R 1'anneau
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Z+26+...+ 28" , F 1'ensemble fini des places peP telles que |e|p <1,

P" 1'ensemble des places finies telles que | G|p =1. Toute place peP est soit
i, estsoitdans F oudans P"., Appelons A" le produit topologique restreint

de tous les D{:p, peP", et N leproduit [T i

Soient P et o les
peF

P’
isomorphismes de ) dans N et A" définis par p(t) = (p(t))p ep €t o(t) =
(D(t))p ep"

Nous désignerons par § 1'élément p(6) del'anneau N, par LcN 1'en-

2 Kk

semble compact de toutes les sommes ; e &y £, =0 ou 1 et, enfin, par G
1'anneau compact qui est fermeture de o (R) dans A".

Rappelons que pour tout tei(d)=0Q(8), nous désignerons par t*  1'é1ément
de NxA"=G telque (t,t")eX canoniquement plongé dans 1'anneau des adtles

A=RxG de X.

Avec ces notations on a

PROPOSITION 15. Soit ©>1 un nombre de Pisot et U€Nx A" 1'ensemble
de toutes les sommes finies ) ek(e* )k ou e = 0 ou 1. Lafermeture K de
k>0
U dans NxA" =G estle produit L X Go.
Soit «w 1'élément o (B) € A". La preuve de la proposition 15 débute par le

lemme

LEMME 4. On a wGo = Go'

Soient, en effet, O 1'anneau des entiersde % et () la fermeture de
0(®) dans A". Soit m»1 unentiertel que m&CcR. Onadonc mo(0)co(R)

cG, et, en passant ala fermeture, m{ cG,. L'élémentde w de & estune
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unité et la multiplication par « est un automorphisme de (). Ona O6RCR et
donc a)GOC Go‘ Mais les sous-groupes Go et wGo doivent avoir le méme indice
fini dans £ . Il en résulte que Go =G ~
Nous allons utiliser la proposition 12 pour obtenir la proposition 15. Le dual de
NXxA" est NxA" lui-méme. Nous devons déterminer d'abord le groupe [‘oc Nx A"
de tous les caractéres | = (y> ", yeN, "eA", telsque <( V> (6*)k> =
LY, qk> <M wk) +1 (k++0). Ensuite nous devons vérifier que la fermeture
G0 de 0(R) dans A" est1'orthogonal de [ ). Alors nous saurons que K est
stable modulo Go’ Mais il est clair que KcCL x G0 et que la projection de K sur
N est L. Ainsi K=LX GD et la proposition 15 sera prouvée.
Revenons a la détermination du groupe T, Puisque ck 0 (k=++w),
* k Kk . . I
<Y ®)y et « T" , W) tendent simultanément vers 1 et y est arbitraire
dans un élément (y , y") € T, 5 [T, estunproduit N x rg. si y=(,y"e r,
I"('Q') est un sous-groupe fini d¢ T de sorte que )‘"(wk) +1 (k++0) implique
(K A ] 0
¥ (%) =1 pour ky£. Celaentraine que f"=1 sur 0(6'R)= @ 0 (R);
)’" vaut aussi 1 sur la fermeture de ce sous-groupe ; cette fermeture est Go
d'apres le lemme 4. Ainsi Go est 1'orthogonal de Po'

Nous allons donner au théoreme 11 sa forme la plus générale. Mais quelques nota-

tions nouvelles nous seront nécessaires.

20. LE THEOREME 11 DANS LE CADRE DES MODELES ASSEZ REGU-

LIERS. Soit B(R) 1'algébre de Banach des transformées de Fourier b des mesu-

- 68 -



NOMBRES DE PISOT ET SYNTHESE SPECTRALE

res de Radon complexes de masse totale finie. Le produit dans B(R) est le produit
ordinaire des fonctions continues bornées et
(20.1) Il ;.,H = |[[p || = masse totale de L.

Pour toute partie fermée F de R, soit I 1'idéal de B(R) composé de
tous les éléments ¢ eB(R) nuls sur F etsoit B(F) 1'algébre quotient B(iR)/IF
munie de la norme quotient ; B(F) peut aussi étre interprétée comme 1'algebre des
restrictions & F des éléments de B(R).

Rappelons les notations du théoréme 11. Soit E€R un ensemble compact et
ACcR un ensemble de nombres réels. Supposons que les translatés A+ E, Ae A

soient deux a deux disjoints. Soit X 1'espace vectoriel de toutes les sommes finies

(20.2) £(t) = 3 £,(t) exp 2miat
AL
telles que, pour chaque Ae A, le spectre de f£ A soit contenu dans E. Soit

b:XsS )\ 1'opérateur défini par
(20.3) (Bt = 37, (O)exp 2miAt .
Al
Lanormede feX est sup|f| =|f] .
R ®

Nous supposerons que, pour toute fonction continue ¢ : A+E>C et toute
constante positive C les deux propriétés suivantes sont équivalentes
(20.4) ¢eB(L +E) etlanormede ¢ dans B(A +E) ne dépasse pas C

<C| ].L]‘m pour toute mesure complexe p dont le support est une

(20.5) l Jcp dp

partie finie de A.
Nous dirons alors que AL +E a la propriété de Bochner (§ 24).

Avec ces notations, on peut énoncer le résultat suivant.
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THEOREME 12. Soit A un modele assez régulier défini par (G, D, U) et
soit K lafermeture de U dans G. Supposons que A+E ait la propriété
de Bochner. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes
(20.6) 1'opérateur &b est continu
(20.7) il existe une constante C >0 telle que, pour tout fe€X ettout teR,
[0 -] <clel el

(20.8) deux points distincts de E xK ne sont Jjamais congrus modulo D.

L'intérét du théoreme 12 est de ramener une propriété d'analyse fonctionnelle

a une propriété géométrique (nous verrons au § 25 comment s'assurer de (20.8)).

21. LA PREUVE DE L'IMPLICATION (20.7) 3(20.8). Nous allons, plus
précisément démontrer que si 8 (E) est le diamétrede E etquesi 0< |so| <1/8(E),
la continuité de la forme linéaire f » (.?gf)(so) définie sur X entraine (20.8).

Supposons donc f » (:;8f)(su) continue sur X. Une premiére conséquence est

le lemme suivant.

LEMME 1. Soit E: A+E+T définie par E(A +1t) =exp 2rids , Ael,

teE. Alors g€ B(A +E).

Soit en effet  une mesure complexe dont le support est une partie finie de

A+E. Posons p(-t)=f(t)=Y" t (Dexp 2riAt.

el
Alors J Edp = Zf)‘(o)exp 2RiA s, = (;ﬁf)(so). L'hypothese entralne que
R €A
‘ J gdplgC I a-“ o €t la propriété de Bochner implique le lemme 1.
R

Soit a>0 lanormede & dans B(AL +E). Pourtout > 0, on peut
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trouver une mesure de Radon complexe p sur la droite réelle, une partie finie A
de AXE etune somme trigonométrique Q :IR » C telles que
(21.1) ;.: E sur A+E
(21.2) ||pll <€a(l +¢)
(21.3) Qs) = b(A,r)exp 2ri(A +1)s
A, T)EA

(21.4) }1Q|]m§ 1

> a(l -¢).

(21.5) ‘Jd(s)du(s)
Les propriétés (21.1) et (21.2) résultent de la définition de la norme dans 1'al-
gébre quotient B(A + E) tandis que la propriété de Bochner rend possible le choix
de Q; QO(s) estle nombre conjugué de Q(s).
Remarquons que

(21.6) J Q(s)du(s) =()\,Zr;eA B(A,r)exp 2niA So

et posons b = [b(x,1)].
N, T)EA

Comme au § 10, nous décomposons i en la somme p+o d'une mesure
atomique p portée par H et d'une mesure o étrangérea H. Soit FcH
une partie finie assez grande pour que J dl f>| §e/b etsoit WCG un voisi-

HNF
nage de 0 assez petit pour que  sup |<'[, x) -1 «e/b et sup ](so,x) -1
F xW xeW

< e/b.

Puisque A est un modele assez régulier, on peut, pour tout (A,r)e€A, trou-
ver une suite Py A de mesures de probabilité telles que

’

(21.7) M, , soit, pour tout k1, portée par A
’

(21.8) P-k,)‘ donne la masse pk,t(t) a tel
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*
9) p.T( N soit pour tout k »1, portéepar A + W
’

10) (s)»0 (k»>+m) si s¢H.

Fic,
Définissons la suite Qk , k>»1, de sommes trigonométriques par
11) Qls)=3" b(A , rexp 2rirs(}_, p, , (t)exp 2rits).
k (Ar)eA feR KA
Les fréquences de Qk appartiennenta A+ E et 1'on a donc
12) f k6 =I5 B0 by, (Dexp 2its).
R A\,r)eA tel

Nous allons montrer que cette suite Qk possede les quatre propriétés suivan-

.13) pourtout k1 ettout seF, |Qk(s)-Q(s)|\<e

14) pour tout k1 ettout s réel [Qk(s),|<b

15) Qk(s)-»o si s¢gH (k++m)

16) ”R 8, (s)dp(s) - JR 3| <o lpll.

Pour vérifier (21.13) écrivons

.17) |Qk(s) -Qs)« 3 | b(A,r)| | exp 2rirs - J'exp 2rits dp, )‘(t)| .
A, I)EA ’

Si seH, exp2ni)‘s=<s*,)\*> et j eportitsdpLk (t) =
R »

J s*, x)dp.l: A(x) =gs*, A*) J <s*,x)dp; )‘(x+)\*). Pour tout seF, cette
G ’ w ’

derniere intégrale ne difféere de 1 que d'au plus e/b ce qui acheve de prouver

(21

.13). Les propriétés (21.14) et (21.15) sont immédiates et la preuve de (21.16) est

identique a celle de (21.13).

On peut alors écrire

ya(l -¢) y[l(1 - 2¢)

”G(S)du(s)
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gréce aux choix de p etde Q. L'inégalité (21.16) entraine

(21.18) YIpll(r - 3e).

Jﬁk(S)du(S)
Cependant
CRDIN [WEWER JF 8, (5)dp(s) + JH\F 3, (5)dp()

+ J Qk(s)dc(s) =A +B +C.

Sur F, IQk -Q| ¢ & entrdine Ilec 1+¢; onadonc IAk[‘< (+e)llpll.
Par ailleurs | Bkl ¢ e <ellll comme le montrent (21.14) et 1a définition de F.
Enfin le théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre que Ck +0 (k++o),
Ainsi, a la limite
(21.20) (1=-3e)nlls (+ellpll + ellpll
qui implique, si € >0 est assez petit
(21.21) Tl ¢ +6e)flpll et Mol 6 llplis 6e(1 +e)a.

On ne peut passer a la limite dans (21.21) car g, p et o dépendentde ¢ > 0.

Nous avons cependant montré que pour tout 1> 0, on peut trouver une fonction
H-presque périodique f = l[; telle que
(21.22) sup[f-gu-r(.

M+E
11 en résulte facilement que deux points distincts de E xK ne sont jamais congrus
modulo D.

Soit, en effet, D' le groupe des couples (t, -t*) ou tei(D) ; il est
équivalent de dire que deux points distincts de E x K ne sont jamais congrus modulo
D oumodulo D'. C'est cette derniére assertion que nous allons prouver.

Définissons une fonction continue et D'-périodique g:RXG + € par
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(21.23) glt, x) = J <s ,xyexp 2rits dp(s).
H

11 est clair que g(t , \*) = p(A +t) pourtout Aei(D) et teR et 1'inégalité
(21.22) peut donc &tre récrite

* *
(21.24) |glt,n) - <s; s Mg 1 (teE, ae ).

*
Puisque M\ est dense dans K, la continuité de g et (21.24) impliquent

(21.25) sup | glt, x) - <s*, x)| ¢7.
ExK ° > T(

Supposons que (t1 ,x1) - (t2,x2)6 D' et que tjeE, x;€ K si j=1,2. L'inéga-
lité (21.25) et la périodicité de g entrainent

(21.26) I<s5 x> - <y s x| € 27.

*

Cette fois on peut faire tendre >0 vers 0 pour obtenir <s* X.> =<s X5},
11 o’ 1> < [

Si u= t; -t,, u appartienta i(D) et u* = X, = X; ce qui conduit a <sz , u®y

. AN . 1 . .
= exp 27tsou =1. Soit d(E) le diametre de E ; si O <|so[ < STE)’ il est impos-

sible d'avoir sue Z sans avoir S = O. Donc u=u* =0, t =t

2

Ce qu'il fallait démontrer.

22, LA PREUVE DE L'IMPLICATION (20.8) =(20.6). si (20.8) est vérifide,
montrons 1'existence d'une constante C >0 et d'un compact E' dont 1'intérieur
contient E tels que les deux propriétés suivantes soient satisfaites

(22.1)  les différents translatés A+ E' , A€ AL, de E' sont deux i deux dis-
joints
(22.2) pour tout s e H, ilya une mesure de Radon complexe p dont la norme
o

~

ne dépasse pas C et telle que p (A +t)=exp2ni)\so pour Ae A, teE'.

S'il en est ainsi, pour tout fe€X, la relation (Lf)(so) =j f(-s)dp(s) et
R
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(22.2) entrainent (20.6).

Pour construire p, nous ferons encore de 1'analyse harmonique dans R xG.
Soit Y le compact E x (-K). Deux points distincts de Y ne sont jamais congrus
modulo D ; en d'autres termes, O estle seul point commun 4 Y-Y eta D.
Puisque D est discret, il existe un voisinage W de O dans R XG tel que
Y + W partage encore cette propriété. Soit «:RxG >R une fonction "tres régu-
lidre", c'est-a-dire dans A@®RxG) ([10], §7), égaled 1 surunvoisinage de Y
ethd O horsde Y +W. Pour tout (sO , S:))GA, posons f(t,x) = (s:,x) alt,x).
La fonction p, nulle hors de Y + W a pour transformée de Fourier {3\ (s, )~) =
;(s ) —-SZ).

Enfin 1'on pose

(22.3) h(t, %) =Y plt-ild), x-i(a)].

deD
Alors h, restreintea Y +W coihcide avec f. C'est-a-dire que h(t,x) = <sz,x>
au voisinage de Y. D'autre part, h estune fonction D-périodique dont la série

de Fourier est

(22.4) h(t,x) =), c(s)exp 2nits¢s*, x>
s€H

avec c(s)=af(s , sZ—s*) de sorte que, gréce a la décroissance rapide de «,
S lc(s)|C ot C ne dépendpas de s .

o
seH

La restriction g delafonction h a Rx [O} se présente donc comme la

transformée de Fourier d'une mesure atomique, H, portée par H, dont la norme

ne dépasse pas C. Soit E' un ensemble compact, dont 1'intérieur contient E et

telque a«=1 sur E'x(-K). Montrons que
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(22.5) g(A +1)=exp —2ni}\so, AeAN, reg'
ce qui achévera de prouver (22.1).
b *
Ona (A+r, 0)-(r,-A)€eD desorte que h(A+r, 0) = h(r , =A) =

* *, .
(so y =AY = exp—21r1)‘so.

23. LA PREUVE DE L'APPLICATION (20.6) 3(20.7). Elle est trés simple.
En premier lieu la continuité de 1'opérateur # entraine que pour tout feX,
(23.1) sup | :f)‘(x)exp 2riry| g Cll £ Hm :

R2 A€A
on le vérifie en remarquant que X est invariant par translation. Fixons y = to et
posons g(t) = ; f )\(t)exp 2rti)\to. La formule des accroissements finis donne
\E
(23.2) | et) - )<t | sup|g'(t)] .
R
Mais g'(t)=} f')‘(t)exp 2mikt et le spectre de la fonction g est contenu
AeA

dans le compact Ec[-0,0], £x»o0. L'inégalité de Bernstein implique || g I]oo <

el <celt - L'inégalité (23.2) fournit alors (20.7).

24, LA PROPRIETE DE BOCHNER. Rappelons en la définition

DEFINITION 11. Soit SCIR un ensemble fermé de nombres réels et B(S)
1'algebre des restrictions & S des transformées de Fourier-Stieltjes des mesures de
Radon complexes bornées. Alors nous dirons que B(S) ala propriété de Bochner si,
pour toute fonction continue ¢ : S »C et toute constante positive C, les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes

(24.1) ¢ eB(S) et sanorme n'y dépasse pas C
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sclipl o POur toute mesure complexe p dont la support est une

(24.2) H ¢ dp
partie finie de S.
Nous allons donner une condition suffisante (théoréme 13) pour qu'il en soit ainsi.
Cette condition s'appliquera a 1'ensemble A + E défini au § 17 lorsque 6 estun
nombre de Pisot. Les théoremes 12 et 13 permettront au § 25 de terminer la preuve du

théoreme 11.

THEOREME 13. Soit ZcIR un sous-groupe dense dans IR, £ le groupe
compact dual de Z lorsque ce dernier est muni de la topologie discréte et h:IR »
1'injection continue d'image dense duale de 1'injection canonique de Z dans R.

Supposons qu'un ensemble fermé S de nombres réels ait la propriété suivante :
pour tout teS ettout € > 0, on peuttrouver une suite o k »1, de mesures
de probabilité discrétes portées par Z etpar Sn[t-e , t+e] et telles que, pour
tout wef n'appartenantpasa h(R), ;Lk(w) 20 (k»+0),

Alors S a la propriété de Bochner.

Nous suivons Y. Katznelson (communication orale) pour la preuve de ce résultat.

Les transformées de Fourier ,:. des mesures p dont les supports sont les
parties finies de Z peuvent &tre définies de deux fagons différentes. En premier lieu
ZCIR et ;1 est une somme trigonométrique P :R +C. En second lieu Z est
regardé comme un groupe discret et alors ;1. devient une somme trigonométrique
Q:+»C. Lelienentre P et Q est donné par

(24.3) Q(h(s)) = P(s) pour tout seR.
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On a donc
(24.4) sup| Q(w)| =sup|P| = Hanoo
Q R
et 1'on désignera par Y 1'espace vectoriel des sommes trigonométriques Q sur
Q, normées par (24.4) et associées a des mesures L portées par SNZ,

Nous avons seulement a prouver que (24.2) implique (24.1) car 1'implication
inverse est évidente. Soit donc ¢ : R » C vérifiant (24.2) et soit O<a= sup |J ¢ dp.l
lorsque p est une mesure dont le support est une partie finie de SnZ et telle que
Ml 1.

C'est-a-dire que, pour tout € > 0, on peut trouver une mesure
(24.5) av(t) =) b b(t-s)

SES

portée par une partie finie de SNnZ telle que H Y Hm £ 1 etque

(24.6) Hq, av

Soit b=} |bS|. L'hypothése du théoréme 13 permet, pour tout « > 0, de
SE€S

ya-¢.

remplacer chaque masse ponctuelle §(t-s) figurant dans (24.5) par une mesure de
probabilité dp.k s portée par [s—a y s+o::l NS etpar Z. Posons, pour tout k»x1,
’

(24.7) dv, (t) = b_du, _(t) ;
k e s k,s

9k est portée par Z et :?k(tc) 50 (k=»+0) pourtout w n'appartenant pas a
h®R).

Puisque 1la fonction (] est continue, il est possible de trouver a > 0 assez
petit pour que (24.6) devienne, pour tout k1,
J ¢ dvy

Nous allons maintenant définir une mesure de Radon complexe d p sur 0.

(24.8) ya-2 .
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Soit £ : Y »C Ilaforme lindaire définie par
(24.9) t(w) =J ¢ dp

R
pour toute mesure @ dont le support est une partie finie de SnZ. La norme de ]
est a et le théoréme de Hahn-Banach permet de prolonger £ en une forme linéaire
de m&me norme définie sur C({). Il existe donc une mesure p denorme a telle
que
(24.10) J ¢ dp = J pdp .

IR 0
Le sous-groupe B =h(R) de ( estla réunion des compacts B, = h([~m,m]);

B estunboréliende (), et1l'on peut décomposer p enlasomme o+t d'une
mesure portée par B et d'une mesure étrangére @ B. On peut récrire (24.10)

sous la forme
(24.11) ¢ dp = J pdo + J o hdz.
R B B

Choisissons m assez grand pour que la masse de ¢ sur le complémentaire

de Bm ne dépasse pas ¢/b et alors choisissons « assez petit pour que les
transformées de Fourier de Vv et \?k différent, sur Bm, d'au plus e. Avec
cette valeur d¢ m, onapourtout k»1,
(24.12) Jvkdp=j ?kdc+JC dec+JC9kdt=ak+pk+x‘k.

o) Bm Bm B

~ N

Sur B, [¥ -9 |<e implique |9k|<1+e et Iak[‘<(1 +e)lloll. Par

M
ailleurs || ?k <l 9}(“ &b implique | Pkl <€ gréce au choix de B,. Enfinle
théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre que ]‘k +0 (k++o. Alors

(24.8) et (24.12) deviennent a -2 < (1 +¢)|| ol +¢ ; laissant e tendre vers O,

ilvient a=|lo|+ ||t]| ¢[lo] e¢ z=0. Lamesure o estl'image, par h,
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d'une mesure de Radon A portée par IR. La relation (24.10) devient
J 9 dp =J pdX  pour toute mesure p portée par SNZ. Puisque SNZ est
R R
dense dans S, onabien ¢ =X etlanormede ¢, dans B(S), ne dépasse pas
Iall=locll =agC. Le théoreme est prouvé,
Application. Soit 6> 2 un nombre de Pisot, A 1'ensemble de toutes les

sommes finies Z ekek, & = 0 ou 1 et E 1'ensemble compact de toutes les
k»0
o]

sommes infinies > e ke_k, e=0ou 1. Alors S-= A+ E possede la proprié-
1

té de Bochner.

n-1

Soient P(X)=X"+ a X" 4.+ € 2[X] 1e polyndme minimal de 6, R

n-1 et, pour tout k»1, R, -07*R. Alors R est

1
1'anneau Z + 706 +...+ 28 K "

une suite croissante de sous-groupes de IR dont la réunion est désignée par Z.
Tout élément te Z peut étre écrit, d'une infinité de facons, comme une somme finie

-k N .
t= kz)o mke ou m & Z et m = 0 si k estassez grand.
4

Il est facile de montrer que le groupe dual £ de Z est le sous-groupe de
™ composé de toutes les suites « = (q)k)k 5o telles que

CPkelR/Z et Cpk+a1q>k+1 Foaot anq;kmso (mod 1) pour tout k»O0.

Soient teA+E, €¢>0, s=) ekek (ek=0 ou 1) une somme finie
k»-m

telleque |t-s|ge/2 et py»1, q»1 deux entiers tels que pym et que

00
> o Kge /2. Appelons Po.q la mesure donnant la masse 2”9 2 chacune des
p+1 ’

p+q —k
sommes Eske » &,=0ou 1,
p+1

On vérifie sans peine que lim W _ (0)=0 pourtout we quin'est dans
gtoo P

hR), ([12], p. 231).
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25. LA PREUVE DU THEOREME 11 (suite et fin). Nous avons montré au
§ 19 quesi ©>2 estunnombrede Pisot, A estun modele assez régulier. Nous
venons de voir que, dans les mémes conditions, S = A +E posseéde la propriété de
Bochner. Le théoréme 12 peut étre utilisé. Il nous suffit donc de vérifier 1'équivalence

des deux propriétés.
(25.1) deux points distincts de E x K sont congrus modulo D et

(25.2) ilyaunentier j»0, j+1 entiers e ...,ej valant -1, O et 1 et

0’

n (n estledegréde 6 sur @) entiers rationnels A +-+2 4 non

n-1
tous nuls tels que

j j+1 n-1
ey * 616 Feuot eJ.GJ = (1- Y )(qo+q19 +...+qn_19 )

Montrons d'abord que (25.1) implique (25.2). Nous utiliserons essentiellement
la proposition 16 ci-dessous dont voici les notations. Soient X une extension de
Q dedegré fini n, O 1'anneau des entiers algébriquesde ¥, P 1'ensemble
des places p sur X, I 1l'ensemble des places infinies, J 1'ensemble des pla-
ces finies et pour tout peP, Dbp le complété correspondant de % et Gp la
fermeture de p(®) dans bfsp. Soient O = [ &, A, leproduit semi-direct

peJ J

]_JI")(,D, O] 1'anneau des (p(t))pﬂ, te®, et p: X~ A 1'injection canonique
pe
définie par p(t) = (p(t))peJ, teX . On définit de méme AI et o: -»AI.

Unordre R de O estun sous-anneau de O contenant une base de X%
sur @. End'autres termes, unordre R de & estunsous-anneau R de ©

tel que le groupe quotient /R soit fini.

PROPOSITION 16. Pour tout ordre R de &, soit R 3 la fermeture de
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p(R) dans ¥;. Alors R= p-1(RJ) et la correspondance R » R, est une

J

bijection de 1'ensemble des ordres R de & sur l'ensemble des sous-anneaux com-

pacts et ouverts de © 3
Pour démontrer la proposition 16, nous désignerons par A = AI x A J 1'anneau

des adelesde X% etpar g :A - T uncaractere non trivial égald 1 sur %

(considéré comme plongé dans A). Alors E = EI &) ol & Ap+T et SJ B Aj -»T

sont deux caractéres. Les sous-groupes m& 'y constituent un systéme fondamental de

voisinages de O dans A g il existe donc un entier m tel que E g = 1 sur m® 3

Puisque EI E = 1 sur ), gI =1 sur le sous-groupe discret me’I de

AI =R'x 5. Soient Ay ..., Q des nombres réels ou complexes tels que pour

r+s

tout Xe AI’

+oeta x_ ),

El(é) = exp 2r(1(a1x1 +ootaXx + 2(R.e(ar‘_'_1xr+1 . rrs¥ris

Re désignant la partie réelle.

Nous définirons aj pour r+s+l¢j¢r+2s=n par aj = 53'-5- Puisque
iI =1 sur m®], ona n1: 3 a'J.(t) €Q pourtout ted. On peut donc trouver
un a€X tel que a; = crj(a) pour 1¢jg¢n. Si a était nul, EI serait

identiquement égal & 1. Donc & J serait égal a 1 sur la projectionde X, sur

A mais cette projection est dense dans A Donc & 3 serait identiquement 1

J J*
et il en serait de méme de E, cas que nous avons écarté.

Onadonc a#0 etpourtout ted, El[a(t)] =exp 2ni Tr(at), Tr désignant
la trace.

Nous sommes en mesure de prouver que R = p-1(R J). Soit toe & tel que
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toy.‘ R etsoit y : &+ T un caractére tel que % (to) #1 tandis que x=1 sur
R. Soit m un entier tel que mOcR. On peut, gréce a 1'isomorphisme entre
O et G’I transporter x en Xpt O‘I -+ T. Prolongeons Xp enun caractere,

encore noté )(I : AI -+ T. Alors il existe une suite (b1 y seey br+s) de nombres

réels ou complexes telle que

+...+Db

)(I(z) = exp 2ni [b1x1 +oobbox o+ 2(Re(br‘+1xr‘+1 p+sxr+s)] .

Comme ci-dessus nous montrons 1'existence d'un be ) tel que bj = ch.(b) pour
1¢j¢r+s. Il enrésulte que pour tout t€®, x(t) =exp 2rni Tr(bt). Posons
c=b/aeX. Alorspour te®, x(t)= £ [alct)] = EJ [-p(ct)]. Désignons par
X jiAg+T la caractére continu défini par  x J(y) =& 3 [-p(c)y]. Alors pour tout

teo, x()= XJ(P(t))~ Donc x ;=1 sur p(R) et aussi sur la fermeture RJ

de p(R) dans ©;. Puisque x(t)#1, X [p(t)] estaussi différentde 1 et

p(to) n'appartient pas a R;. Donc R = p—1(RJ).

Nous utiliserons maintenant les notations du § 19.
Si deux points distincts de E XK sont congrus modulo D il existeun de€D,
d#0 telque A =i(d€E -E tandis que j(d)€K - K. Le compact K -KCA'

est 1'ensemble produit (L - L)x G, o L'=L-LC [T 2%_ est1'ensemble des
pEF

sommes :ekc,k, e, ==1, 0 ou 1.
k»0

La proposition 16 appliquée a R=2Z +Z6 + ... + Z@n_1 montre que A €R,

Plus précisément, pour tout entier k »1, on peutécrire 0# A = eot E 19 +a
Kk k N .

<o+ 5O +6°A ol J(Ak)eK-K et eJ.=—'l, 0 ou 1 pour Ogj¢k. On

vérifie immédiatement que )\ke E - E et que tous les conjugués de )‘k €R sont
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uniformément bornés. Donc Ak appartient a un ensemble fini A CR. Pour tout

_ N _ . .
k>0, ona )‘k =g 1+ kaﬂ ou J(Ak+1) €K-K. Comme la suite (e k)k»O n'est
peut &tre pas unique, nous conviendrons, pour tout k »0, d'appeler M1 le plus
grand des trois nombres x=-1,0 ou 1 tel que Ak =x+6t ol j(t)eK-K. En
partant de xo = A, cette fois la suite des "lk, k »0, est parfaitement définie.

De plus la donnée de A, détermine parfaitement A

K A 1=T()\k) ol

k+1 7 ket
T : A »A est bien définie. Il s'en suit que la suite des Ak est périodique a partir
d'un certain rang.

Pour aucune valeur de Kk, )\k n'est nul. Sinon A appartiendrait a la fois
2 AN-A etd E-E dontl'intersection, pour ©>2 estréduitea 0. La pério-
dicité de la suite des Ak’ k »0, montre que, pour un certain j»O0, on peut

trouver des entiers o o a(j prisdans -1, 0 ou 1 tels que

P — J .+1X .
K ao+a1G+...+otJ.e +eJ K

On a bien une relation (25.2).

Réciproquement, supposons que 1'on ait une relation A = a+ 0(19 Fooot oth] +

GJ+1)\ oi 0# AeR etolules «, sontprisdans -1, 0 ou 1. Par itération
k ’

kJ+k+1A. En laissant tendre k vers +o,

on obtient A = Xy Feeot ctjeJ +...+0
on en déduit aussitdt que j(A) € K-K et en extrayant A du second membre, on montre

de méme que A€E-E.
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POSTFACE

Ce petit livre a été écrit il y a quarante quatre ans. Que peut-on en dire
aujourd’hui ? Le probléme de 1a synthése spectrale qui semblait si important il
yaundemi-siéclene 1’est plus aujourd’hui. Le dernier chapitre de ce livren’a
donc pas laissé de trace. Lesrésultats dupremier chapitre ont été complétéspar
Alain Haraux dans [2] et par Vilmos Komornik dans [14], [15]. Une application a
un probléme posé par J.-L.Lions en théorie du contréle est donnée dans [9].
Le second chapitre a ouvert plusieurs voies de recherche. Tout d’abord, un
an aprés la parution de ce livre, Roger Penrose, en utilisant seulement deux
losanges, construisait un splendide pavage du plan, invariant par rotation
de 27/5. Ensuite, en 1981, Nicolaas Govert de Bruijn démontrait que les sommets
du pavage de Penrose forment un « ensemble modéle » au sens de la définition 6,
page 35, de ce livre. Enfin, en 1982, le chimiste Dan Shechtman réussissait a
créerdes alliagesmétalliquesdont 1’image de diffractionprésente la symétrie
d’ordre cing des pavages de Penrose. Ces nouvelles structures cristallines ont
recu le nom de « quasi-cristaux ». D. Shechtman obtint le prix Nobel de chimie
en 2011 pour cette découverte. Mes « ensembles modéles » sont donc : (i) les
sommets des pavages de Penrose et (ii) existent dans la nature. En outre les
nombres de Pisot ou de Salem gouvernent 1’auto-similarité des quasi-cristaux,
comme il est prouvé dans [8]. M. Duneau, D. Gratias, A.Katz et R. V. Moody ont
explicité tous ces liens entre chimie et mathématiques. On pourra se reporter a

(11, [31, [51, [6]1, [7], [13] et [14].

Mais les problémes concernant les estimations locales des fonctions
presque-périodiques ont, eux aussi, trouvé une seconde vie grace aux travaux
de A.Olevskii et A.Ulanovskii. Le second chapitre de ce livre est consacré
a la question suivante. Etant donné un ensemble discret A C R", existe-t-il
un ensemble compact K C R"™ « associé » a A? Cela signifie qu’il existe une
constante C telle que 1’on ait

(1) [[flloc < C sup |f(x)]
zeK
pour toute fonction presque-périodique (au sens de Bohr)
(2) flz)= Z c(\) exp(2m i\ - x)
AEA

dont les fréquences appartiennent a A; on écrira alors f € C, et, f étant
continue, on a ||f|lec = sup,egn |f()]. Si (1) a lieu, A est uniformément discret,
mais cette condition est loin d’étre suffisante.

En dimension 1, en supposant que K est un intervalle et que A est un « modéle
assez régulier », le théoréme 9 du chapitre II permet de calculer la borne
inférieure des longueurs des intervalles associés a A. Voir également [6].

Le méme probléme se pose pour la norme L2. On veut alors savoir si

®) (Zlep) ™ <o [ 1rwPar)”
AEA
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est vérifiée pour toute fonction f(z) = >\ c(A)exp(27il - x). Cela entraine
que A est uniformément discret. Le membre de gauche de (3) est alors une norme
équivalente a

(4) sup <~/K+y |f(x)}2dx)l/2.

On peut enfin remplacer 2 par p et chercher les couples (A, K) tels que, pour
toute f € Cp,onait

(5) s (/KW Fras)"” < / fa)ra) .

Les propriétés précédentes ne peuvent avoir lieu que si la mesure de K est
« suffisamment grande ». Que se passe-t-il si K est « petit » ? Etant donné un
ensemble discret A C R" et un ensemble compact K C R", le premier probléme est
de savoir si toute fonction continue sur K est larestrictiona K d’une fonction
f € Cp.On peut aussi poser laméme question en norme L? en demandant s’il existe
une constante C telle que toute fonction f € L?(K)soit larestrictiona K d’une
d’une fonctionpresque-périodique généralisée f(z) = Y )., ¢(A) exp(27iA-2) dont
les fréquences appartiennent a A et telleque 1l’onait

c 2 () 2d .
S 1] sc/Km )2

AeA

A.Olevskii et A.Ulanovskii ont profondément renouvelé 1’étude de ces
problémes en introduisant la notion de « universal sampling set » et de
« universal interpolation set » [12].

DEFINITION 1. — Soit p € [1,00] et d > 0. L’ensemble discret A C R" est un
« universal interpolation set » pour la norme L” si A a une densité uniforme d
et si pour tout ensemble compact K, intégrable au sens de Riemann, et de mesure
de Lebesgue supérieure a d, il existe une constante C telle que (5) ait lieu pour
toute f € Cy.

Un réseau A ne peut avoir cette propriété. Un quasi-cristal simple est un
ensemble universel d’interpolation quelque soit 1’exposant p € [1,00]. Ceci est
prouvé dans [5] pour p = oo et dans [10] pour le cas général. Un quasi-cristal
simple est un ensemble modéle (Définition 6, page 35) pour lequel G = R et U
est un intervalle. Mais un quasi-cristal général n’est pas nécessairement un
« universal interpolation set ».

DEFINITION 2. — Soit p € [1,00). L’ensemble discret A C R" est un ensemble
d’échantillonnage universel pour la norme L? si A a une densité uniforme d et si
pour tout ensemble compact K de mesure de Lebesgue inférieure ad il existe une
constante C telle que toute fonction f € LP(K) soit la restriction a K d’une
fonction g presque-périodique généralisée, dont les fréquences appartiennent
a A, etvérifiant

0 s ([ prepas) " <o [ (reras)”
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Un réseau A ne peut avoir cette propriété. Un quasi-cristal simple est un
ensemble universel d’échantillonnage. Ceci est prouvé dans [4] pour p = 2 et
dans [9] pour le cas général.

Cette direction de recherche a des applications intéressantes a la théorie de
1’échantillonnage irrégulier en traitement du signal.
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Les fonctions presque périodiques ont été définies et étudiées
par le mathématicien danois Harald Bohr. La motivation de Bohr
était la théorie des nombres et 1’étude des séries de Dirichlet.
Un polynéme trigonométrique en une variable réelle x est une

somme finie
N

S(z) = Z ¢k, exp(2miA,T)

ou les fréquences )\, sont des nombres réels arbitraires et ou les
coefficients ¢, sont des nombres réels ou complexes. Une fonction
presque périodique au sens de Bohr est la limite uniforme sur R
d’une suite S,, de polynémes trigonométriques. Cette définition
améne a calculer sup,cg |[S(z)| = ||S]loc ce qui est souvent difficile.
Définissons T'(¢) > 0 comme la borne inférieure de 1’ensemble des
|z| tels que [S(z)| > (1 —¢)||S|l- Estimer T'(¢) quand ¢ — 0 dépend
des propriétés arithmétiques de 1’ensemble des fréquences ). Ce
petit livre est consacré a ces questions qui sont illustrées sur
trois exemples.




