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EQUIVALENCE MONOIDALE DE GROUPES QUANTIQUES
ET K-THEORIE BIVARIANTE

PAR SAAD BAAJ & JONATHAN CRESPO

REsuMmE. — Dans cet article, nous généralisons au cas localement compact et régulier,
deux résultats fondamentaux [10] [27] portant sur les actions des groupes quantiques
compacts. Soient G1 et G2 deux groupes quantiques localement compacts monoidale-
ment équivalents [6, 7] au sens de De Commer, et réguliers. Par un procédé d’induction
que nous introduisons, nous établissons une équivalence des catégories AG1 et AG2 for-
mées par les actions des groupes G1 et G2 dans les C*-algébres. Comme application de
ce résultat, nous déduisons I’équivalence des catégories KKC1 et KKG2. La preuve
s’appuie sur une version de la dualité de Takesaki-Takai pour les actions continues
dans les C*-algébres d’un groupoide mesuré quantique de base finie.

ABsTRACT (Monoidal Equivalence of Quantic Groups and Bivariant K-Theory). —
In this article, we generalize to the case of regular locally compact quantum groups, two
important results concerning actions of compact quantum groups (see [10] and [27]).
Let G1 and G2 be two monoidally equivalent regular locally compact quantum groups
in the sense of De Commer (see [6, 7]). We introduce an induction procedure and we
build an equivalence of the categories AS1 and A®2 consisting of continuous actions
of G1 and G2 on C*-algebras. As an application of this result, we derive a canonical
equivalence of the categories KKG1 and KKG2. We introduce and investigate a
notion of actions on C*-algebras of measured quantum groupoids (see [12]) on a finite
basis. The proof of the equivalence between K KC1 and KK G2 relies on a version of
the Takesaki-Takai duality theorem for continuous actions on C*-algebras of measured
quantum groupoids on a finite basis.
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712 S. BAAJ & J. CRESPO

Introduction

L’équivalence monoidale des groupes quantiques compacts a été développée
par Bichon, De Rijdt et Vaes (cf. [4]). Deux groupes quantiques compacts G
et G4 sont dits monoidalement équivalents si les catégories des représentations
de G et G5 sont équivalentes comme C*-catégories monoidales.

Dans [4], les auteurs ont montré que G; et G5 sont monoidalement équiva-
lents si et seulement §’il existe une C*-algébre unitale B, munie d’une action
continue & gauche de G; et d’une action continue & droite de G5, qui commutent
et sont ergodiques de multiplicité pleine.

Plusieurs résultats importants de la théorie géométrique des groupes quan-
tiques discrets libres (marches aléatoires et frontiéres associées, propriété de
Haagerup, moyennabilité faible, K-moyennabilité, ...), reposent sur ’équiva-
lence monoidale de leurs duaux compacts. Parmi les applications de 1’équiva-
lence monoidale & cette théorie, citons les suivantes :

— dans [23], en exploitant I’équivalence monoidale [4] de A,(F) avec un
SU,(2) convenable (et les résultats de [13], [24]), Vaes et Vander Vennet
ont calculé les frontiéres de Poisson et de Martin pour les duaux des
groupes orthogonaux libres A, (F);

— dans [10], De Rijdt et Vander Vennet ont établi une correspondance bi-
jective entre les actions continues de deux groupes quantiques compacts
monoidalement équivalents. De plus, cette correspondance échangent
les frontiéres de Poisson ou de Martin des duaux discrets de ces deux
groupes. Il en résulte que si on connait la frontiére de Poisson ou de
Martin pour un groupe quantique discret @, on peut déduire celles des
groupes dont les duaux compacts sont monoidalement équivalents a G.
Ce principe a permis aux auteurs de calculer les frontiéres de Poisson
des duaux des groupes quantiques d’automorphismes;

— dans [9], et en utilisant le principe précédent, les auteurs ont établi la pro-
priété CCAP et celle de Haagerup pour le dual de n’importe quel A, (F).
Grace a la compatibilité de ’équivalence monoidale avec certaines opé-
rations, ils ont étendu ces propriétés pour les groupes quantiques discrets
libres ;

— dans [27], Voigt a montré que les catégories KKt et KK de deux
groupes quantiques compacts monoidalement équivalents, sont équiva-
lentes. Ce résultat entraine 'invariance par équivalence monoidale de la
conjecture de Baum-Connes pour les duaux. En établissant cette conjec-
ture pour le dual d’un SU,(2) convenable, Voigt a prouvé cette conjec-
ture pour les duaux des groupes orthogonaux libres A, (F'), ainsi que
la K-moyennabilité de ces groupes. Ce résultat a permis & Vergnioux et
Voigt [26] d’établir cette conjecture pour les duaux des groupes unitaires
libres A, (F).
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EQUIVALENCE MONOIDALE DE GROUPES QUANTIQUES 713

Dans sa thése [7], De Commer a étendu la notion d’équivalence monoidale
au cas localement compact. Deux groupes quantiques localement compacts G
et G2 (au sens de Kustermans et Vaes [17]), sont dits monoidalement équiva-
lents s’il existe une action galoisienne a gauche v de G1, et une action galoisienne
a droite o de G, dans la méme algébre de von Neumann N, qui commutent.
Il a montré que cette notion se décrit par un groupoide mesuré quantique (au
sens [18] et [12]), de base C%, dont G; et G sont des “sous-groupes”. Un tel
groupoide est appelé un groupoide de co-liaison.

Les groupoides mesurés quantiques ont été introduits et étudiés par Lesieur
et Enock (cf. [18], [12]). Un groupoide mesuré quantique au sens de [12], est
un octuplet G = (N, M,«,8,T,T,T',v), ou N et M sont des algébres de von
Neumann (N est la base et M est l’algébre du groupoide; elles correspondent
respectivement & l’espace des unités et a ’espace total d’un groupoide clas-
sique), a et B sont des morphismes normaux et fidéles de N et N° (I'algébre
opposée de N) dans M dont les images commutent, I' est le coproduit, v est
un poids normal semi-fini sur N, et T', T’ sont des poids opératoriels de M
dans N. Ces objets vérifient une liste d’axiomes.

Dans le cas ol la base N est de dimension finie, les axiomes liants les objets
d’un tel octuplet G, ont été simplifiés par De Commer (cf. [6], [7]) et nous
utiliserons cette version dans la suite. Plus précisément, on peut prendre pour
poids v, la trace de Markov (non normalisée) de la C*-algébre N = @le M, .
Le produit tensoriel relatif d’espaces de Hilbert (resp. le produit fibré d’algébres
de von Neumann) est remplacé par le produit tensoriel ordinaire d’espaces
de Hilbert (resp. d’algébres de von Neumann). Le coproduit T' est a valeurs
dans M ® M, mais n’est pas unital.

Dans cet article, nous introduisons la notion d’action continue d’un grou-
poide mesuré quantique G de base une C*-algébre N de dimension finie, dans
une C*-algébre A. Nous étendons la construction du produit croisé et d’action
duale. Dans le cas ou G est régulier, nous étendons la dualité de Takesaki-Takai
[2] & ce cadre.

Si un groupoide de co-liaison G, associé a ’équivalence monoidale de deux
groupes quantiques localement compacts G et G, agit continument dans une
C*-algébre A, alors A est une somme directe A = A; @ A, et par restriction de
l’action de G, les groupes quantiques G, et G2 agissent continument dans A;
et As respectivement. Réciproquement, si G; et Go sont réguliers, nous asso-
cions canoniquement a toute action continue de G; dans une C*-algébre Ay,
une C*-algébre A; munie d’une action continue de G. Comme conséquences
importantes de cette construction, nous établissons :

— une correspondance fonctorielle bijective, entre les actions continues des
groupes quantiques G1 et Ga qui généralise le cas compact [10], ainsi
que le cas des déformations [19] par un 2-cocycle;

— une équivalence de Morita des produits croisés Ay X Gy et Ay X Gy

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



714 S. BAAJ & J. CRESPO

— une description compléte des actions continues d’un groupoide de co-
liaison ;

— I’équivalence des catégories KK et KK©> de Kasparov, généralisant
au cas localement compact et régulier, un résultat [27] de Voigt.

Les preuves des résultats ci-dessus utilisent de fagon cruciale la régularité
des groupes quantiques Gy et G3. Nous montrons que la régularité (au sens de
[11], voir aussi |20, 21]), d’un groupoide de co-liaison G, associé & 1’équivalence
monoidale de deux groupes quantiques localement compacts G et Go, est
équivalente a la régularité des groupes quantiques G et Go. Ce résultat résout
aussi quelques questions posées dans [19] dans le cas des déformations par
un 2-cocycle, qui a été étudié aussi dans [16].

L’organisation de ce travail est la suivante :

— au premier paragraphe, nous rappelons la notion de groupe quantique
[17] localement compact (l.c.), ainsi que la définition d’une action conti-
nue [3] d’un tel objet, dans une C*-algébre;

— au deuxiéme paragraphe, nous montrons que les groupoides quantiques
mesurés [12] vérifient une propriété d’irréductibilité. Ce résultat étend
au cas des groupoides quantiques mesurés, I'irréductibilté de la représen-
tation réguliére [2] d’un groupe quantique l.c. Nous en déduisons 1’équi-
valence entre la régularité d’un groupoide de co-liaison associé & deux
groupes quantiques monoidalement équivalents G et Gao, et celle des
deux groupes;

— au troisiéme paragraphe, nous introduisons la notion d’action continue
d’un groupoide quantique de base de dimension finie, dans une C*-
algébre. Nous montrons que le produit croisé admet une action continue
du groupoide dual et nous généralisons, dans le cas régulier, la dualité
[2] de Takesaki-Takai pour le double produit croisé. Nous décrivons aussi
le double produit croisé par ’action d’un groupoide de co-liaison ;

— au quatriéme paragraphe, nous établissons I’équivalence des actions conti-
nues de deux groupes quantiques l.c. G; et G2 monoidalement équiva-
lents et réguliers;

— au cinquiéme paragraphe, nous construisons une équivalence des caté-
gories KK et KK associées a deux groupes quantiques G et G
monoidalement équivalents et réguliers;

— en appendice, nous avons regroupé quelques résultats utilisés dans I’ar-
ticle.

Le premier auteur remercie G. Skandalis pour d’utiles discussions sur divers
points de cet article.
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1. Rappels et notations

1.1. Notations préliminaires. — Nous introduisons quelques notations et
conventions utilisées dans I’article.

— Pour tout sous-ensemble X d’un espace de Banach F, on note [X] le
sous-espace vectoriel fermé de E engendré par X.

— Tous les produits tensoriels de C*-algébres sont supposés munis de la
norme spatiale (produits tensoriels « min ).

— Si A est une C*-algébre, on note M (A) la C*-algébre des multiplicateurs
de A.

— Soient H, K deux espaces de Hilbert, on note ¥ gk, ou plus simplement
Y., la volte, c’est-a-dire I'opérateur unitaire H @ K - K® H : £ @ n +—
n®E.

Dans cet article, nous utiliserons la notion de C*-module hilbertien sur une
C*-algebre, ainsi que leurs produits tensoriels (interne et externe). Les défini-
tions et conventions utilisées sont celles de [14]. En particulier, soient £ et F
deux C*-modules hilbertiens sur une C*-algébre A.

— On note L(&, F) l'espace de Banach formé par les opérateurs T : £ — F
qui ont un adjoint et £(€) la C*-algebre L(&,E).

- 8i¢ € Fetn € &, on note b¢, opérateur { — £(n,()a et on pose
KEF)=10cn6€F,nellet K(E)=K(E,E) lasous-C*-algebre des
opérateurs compacts engendrée par les opérateurs 6¢ , dans £(£). On
rappelle [14] qu’on a L(E) = M(K(E)).

1.2. Poids sur une algebre de von Neumann [5]. — Soit ¢ un poids normal semi-
fini et fidele (nsff) sur une algébre de von Neumann M. On note N, H,, Ay,
Jo, Ay, (07) les objets canoniques de la théorie de Tomita-Takesaki, associés
au poids ¢. Rappelons simplement qu’on a :

- N, :={z € M| p(z*x) < 0o} et 'espace de Hilbert H,, est le complété

de N, pour le produit scalaire (z,y) := ¢(z*y), pour z,y € N, ;
- A, : N, — H, est l'injection de M, dans son complété;
- 7y : M — L(H,) est la représentation définie par m,(a)Ayz := A, (az).

Le triplet (H,, 7y, A,) est par définition la représentation GNS du poids ¢.

1.3. Groupes quantiques localement compacts [17, 2]
DEFINITION 1.1 ([17]). — Un groupe quantique localement compact (l.c.) est
un couple G = (M, 9) tel que :

a) M est une algébre de von Neumann et 6 : M — M ® M est un
+x-morphisme unital, injectif, normal et coassociatif, i.e. (§ ® idps)d =
(idp ® 6)0 5

b) Il existe des poids nsff ¢ et ¢ sur M vérifiant :
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716 S. BAAJ & J. CRESPO

— @ est invariant a gauche, i.e. p((w ® idp)d(z)) = w(1)p(z) pour
tout z € M} et tout w € M,

— % est invariant a droite, i.e. ¥ ((idy ® w)d(z)) = w(1)(x) pour
tout z € zmg et tout w € M.

Pour un groupe quantique l.c. (M, d), un poids nsff sur M invariant a gauche
(resp. invariant & droite) est unique [17] & une constante strictement positive
pres.

Soit G = (M, ) un groupe quantique l.c. Fixons un poids nsff sur M inva-
riant & gauche (une mesure de Haar & gauche) ¢. La représentation GNS de ¢
est notée (L2(G), m, A). La représentation réguliére gauche du groupe quantique
G est I'unitaire multiplicatif [2] W € B(L?*(G) ® L*(G)) défini par

W*( Az @ Ay) = (AQA)(6(y)(z®1)), z,ye€MN,.

En identifiant L>°(G) := M a son image par 7, on obtient :
— M est Padhérence forte de 1'algébre {(id ® w)(W) |w € B(L3(G))+};
- d(xz) = W*(1 ®@ )W pour tout x € M.
L’algébre de Hopf-von Neumann (M, §) admet [17] une antipode unitaire

Ryr: M — M et on peut prendre ¢ := ¢ o Rj; pour mesure de Haar a droite.
Le cocycle de Connes [5, 22] de ¢ relativement & ¢ est de la forme :

(DY : Do)y = I/itz/Zdit, teR; v>0, dgM.

Posons MY = {z € M / zd'/? borné et xzd/?2 € M,}. La représentation
GNS [22] de 9 est donnée par (L?(G),id, Ay), ot Ay est la fermeture pour les
topologies ultraforte/normique de I’application ‘ﬁi — H : z — Azd'/2. Avec
ce choix de représentation GNS pour %, on a Jy = Vi,

La représentation réguliére droite de G est D'unitaire multiplicatif
V € B(L*(G) ® L*(G)) défini par

V(Aypz ® Ayy) = (Ay ® Ay)(6(2)(1 @ Y)), 2,y €Ny,

Le groupe quantique G dual de G est défini par l'algébre de Hopf-von Neu-

~

mann (L*°(G), §), ot L°(G) est la fermeture forte de lalgébre {(ide@w)(V) |w €

B(L%(G)),} et le coproduit 8 : L=(G) — L=(G)® L>(G) est défini par d(z) =
V*(1® z)V pour tout z € L®(G).

Le groupe quantique G admet des mesures de Haar [17], dont on peut prendre
L?(G) pour espace de Hilbert des représentations GNS, on note dans la suite

J lopérateur de Tomita de la mesure de Haar a gauche de G.

1.3.1. C*-algebres de Hopf associées & un groupe quantique. — Au groupe
quantique G, on associe [2, 17| deux C*-algébres de Hopf (S, §) et (S, §) définies
par :

TOME 145 — 2017 — N° 4
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— S (resp. §) est la fermeture normique de l’algébre
{(weid)(V)|we B(L*(G)):}  (resp. {(i[d®@w)(V)|w € B(L*(G)).});

~6:8S > MS®S) iz Vo)V, §:8 > MS®S8) :z—
V1l ex)V.
Posons U = JJ = v*/4JJ. Les C*-algébres S et S admettent les représen-
tations :
-L:S— B(IL*G)) : 2+~ Lx) =2, R:S — B(IL*G)) : 2z —
UL(z)U*
- p:S—=B(L*G):z—plx) =2, IX:S— B(L*Q)):z+— Up(x)U*.
On déduit de ([17], Proposition 2.15) qu’on a

W=3U)V({U*®1)Z et [Wi, Vaz]=0.

_ La représentation réguliére droite de G est l'unitaire multiplicatif
V=X1eU)V0eU"X.

NoTATIONS 1.2. — K C B(L?*(G)) désigne la C*-algébre des opérateurs
compacts.

- C(V) (resp. C(W)) est la fermeture normique de U’algébre [2]

{(1d9w) (SV) |w € BIA(G)).} (resp. {(idow)(SW) |w € B(L*(G)).})

DEFINITION 1.3 ([2, 3]). — Le groupe quantique G est dit régulier (resp. semi-
régulier) si K = C(V) (resp. K C C(V)).

Notons que G est régulier (resp. semi-régulier) si et seulement si K = C(W)
(resp. K C C(W)) (cf. [3])-

1.3.2. Actions continues de groupes quantiques l.c. Produits croisés. — Conser-
vons les notations précédentes. Soit A une C*-algébre. Une coaction de (5, §)
dans A est un *-morphisme 4 : A — M(A ® S) non dégénéré vérifiant
(0a®idg)ds = (ida ® ) 4.

DEFINITION 1.4. — Une action fortement (resp. faiblement) continue de G
dans A est une coaction d4 de (S,d) dans A vérifiant

Ba(A)14®S)]=A®S (resp. A= [(ids ® w)o4(A) |w € B(L(G)).)).

Une G-algébre est un couple (A,54), ot A est une C*-algébre et 4 : A —
M(A® S) est une action fortement continue de G dans A.

Si G est régulier, toute action de G faiblement continue est fortement conti-
nue (cf. [3]). Dans ce cas, nous dirons que d4 est une action continue de G
dans A.
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DEFINITION 1.5. — Soit 64 : A — M(A® S) (resp. 64 : A — M(A® S))
une action fortement continue de G (resp. G) dans une C*-algebre A. Notons
7, (resp. Ty) la représentation de A dans le C*module A ® L?*(G)) définie
par 7y, := (ida ® L)04 (resp. 7y := (ida ® A)da).

On appelle produit croisé (réduit) de A par G (resp. G) la sous-C*-algébre
notée AxG (resp. AxG) de L(A®L2(G)) engendrée par les produits 71, (a)(14®
p(x)),aeAetxeg(resp. A(a)(1a® L(z)),a € Aet z € 5).

Le produit croisé A x G (resp. A X @), admet une action fortement continue
de G (resp. G). Dans le cas ou G est régulier, la dualité de Takesaki-Takai
s’étend a ce cadre, cf. [2].

NOTATION 1.6. — On note A la catégorie dont les objets sont les G-algébres et
les morphismes sont les x-morphismes f : A — M(B) non dégénérés et G-équi-
variants, i.e. (f ® id)da = dp o f.

1.3.3. Bimodules hilbertiens équivariants. — Dans ce qui suit, nous rappelons
briévement la bidualité pour les produits croisés de bimodules hilbertiens équi-
variants, cf. [1, 2].

Etant donné un groupe quantique l.c. régulier G, soient (A,84) et (B,dp)
deux G-algébres et (€,d¢) un A — B bimodule hilbertien G-équivariant, i.e. £
est un A— B bimodule hilbertien et la C*-algébre de liaison K(€ @ B) est munie
d’une action continue

compatible avec les coactions 4 et dp au sens suivant :

— le *-morphisme évident B — (€ @ B) est supposé G-équivariant ;
— l'action & gauche A — L(€) est supposée G-équivariante.

On note d¢ la restriction de dxegp) & € (cf. [1]).

On déduit alors de ([2], paragraphe 7)

1) Le Ax G x G — B x G x G bimodule hilbertien G- -équivariant € x G X G
s’identifie au A ® K(L?(G)) — B® K(L?(G)) bimodule hilbertien G-équivariant
& ® K(LA(@Q)).

2) Les G-algebres A ® K(L*(G)) et B ® K(L?(G)) sont munies de P'action
biduale de G. L’action de G dans le B ® K(L?*(G))-module hilbertien £ ®
K(L?*(@)) est donnée par la coaction dggi(r2(c)) définie par :

Seair2(c) (&) = Vas(ide ® 0) (8 ®idic(r2(a)))(6)Vas, € € E@ K(L*(G)),
ot o : S®K(LA(G)) — K(LA(G)) @S : 2@y s y @z ot V € M(K(L2(G))®S)

est la représentation réguliére droite du groupe quantique G.
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2. Compléments sur les groupoides mesurés quantiques

Dans ce paragraphe, nous établissons un résultat d’irréductbilité valable
pour les groupoides mesurés quantiques. Dans le cas ou la base du groupoide
est de dimension finie, ce résultat joue un réle crucial pour établir la dualité
de Takesaki-Takai. Dans le cas d’un groupoide de co-liaison [6, 7] il permet
de relier la régularité de ce groupoide & celle des deux groupes quantiques l.c.
monoidalement équivalents sous-jacents & ce groupoide.

Nous commencons par rappeler les définitions et résultats portant sur les
groupoides mesurés quantiques dont on a besoin. On se référe principalement
a [12]. Les notions de produits tensoriels relatifs d’espaces de Hilbert et de
produits fibrés d’algébres de von Neumann sont rappelés dans I'appendice.

2.1. Irréductibilité. — Un groupoide mesuré quantique (m.q.) de base N, est
un octuplet G = (N, M,a,3,T,T,T',v), ou :

— M et N sont des algébres de von Neumann, aa: N - M et §: N° - M
sont des morphismes normaux et fidéles (N° désigne l'algébre de von
Neumann opposée) ;

— le coproduit I' : M — M g+, M est un morphisme normal et fidéle
(M g*q M est un produit fibré d’algébres de von Neumann, cf. 5.2);

~T:M" — a(N)"=t et T : MT — B(N°)T ¢ sont des poids opérato-
riels normaux et fidéles;

— v est un poids nsff sur V.

Ces objets sont assujettis aux conditions suivantes :

les images des morphismes « et § commutent ;

T est coassociatif, i.e. (I" g#q 1d)I" = (id g#o I')T;

pour tout n € N,ona'(a(n)) = a(n) g8 1 et T'(B(n°)) = 1384 B(n°);
les poids nsff ¢ et 9 sur M définis respectivement par ¢ = voa toT
et ) =vo B oT vérifient

T = (idg*a )l et T = (¢ pxqid)[;

e s

5. les groupes modulaires des poids ¢ et ¢ commutent.

Soit (H,n,A) la représentation GNS du poids ¢, notons (a;), A et J res-
pectivement le groupe modulaire, ’opérateur modulaire et I’opérateur de To-
mita associés au poids . Dans ce qui suit, on identifie M et son image par w
dans B(H).

D’aprés [12], on a :

- Rg : M — M un *-antiautomorphisme vérifiant R2 = id;; et coinvolu-
tif ;

— on peut supposer que T/ = RgT Rg, et donc aussi ¢ = p o Rg ;

— pour tout t € R,ona (D¢ : Dp); = )\itQ/zd”, ou A, d sont des opérateurs
autoadjoints positifs affiliés & M, 'opérateur \ étant central.
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— la représentation GNS du poids 9 est donnée par (H,id, Ay), oit Ay est
la fermeture pour les topologies ultraforte/normique de 'opérateur non
borné :

{z € M| zd"/? borné et zd'/2 € N,} — H : x — Azd'/?;

— l'opérateur de Tomita Jy associé au poids 1 est donné par Jy = NI4T

— le groupoide mesuré dual G = (N, JT/[\,a,B,f,T\, f’,u) est définie de la
fagon suivante :

~ M est lalgébre de von Neumann engendrée par les opérateurs (w *
id)(Wg), ot w € B(H). (Wg est l'unitaire pseudo-multiplicatif [25] as-
socié au groupoide G).

- ,73’\ N° — M est le #- morphisme fidéle et normal défini par 3(1@0) =
Ja(n) J, pour tout n € N.

-T: M- M, F*a M:z— I‘( ) = 0,5Wg(xs®a 1)Wgojz, (ot 0,5
et o3, désignent les voltes).

— On a un unique poids nsff @ sur M avec comme représentation GNS
(H,id, A3), ot A5 est la fermeture de 'opérateur (w*id)(Wg) — a,(w),
oll w appartient & un sous-espace dense de

o ={w e B(H).|3k >0, Vz €Ny, |w(z*)|? < kp(z*z)},
le vecteur a,(w) € H étant défini par

w(z*) = (Az,a,(w)), pour tout z € N,,.

T est alors r unlque poids operatorlel nsff de M sur a(N) vérifiant @ =
voa~loT. Soit T = RATR ; ou Ry : M — M est la coinvolution
unitaire définie par Rg(z) = J:L'*J, pour x € M. L’opérateur de Tomita
du poids @ est noté J.
Dans la suite, nous utiliserons pour dual du groupoide G, le groupoide Ge =
(Ne, M, B,a,Tc, Te, T, °) car il est mieux adapté pour les actions a droite
du groupmde g. Notons qu’on a :

- T(z) = W)e)" (1 5®a )W ). pour tout = € M’

- T\C—CAOfOCll oﬁC’A'M—J/\/[\’ T Jr* f

- T =Rg 0T Rgc ,

— le poids commutant @’ = VOAO B to T° déduit du poids @, est invariant
a gauche pour le coproduit I'°.

NOTATIONS 2.1. — Notons Wg l'unitaire pseudo-multiplicatif associé [12] & un
groupoide m.q. G. Posons avec les notations de [12] :

~

Vi=Wg, Vi=Wg=Wg. Vi=Wg), U:i=JJ
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LEMME 2.2. — Nowus avons :

a) U* = A\=i/47 ;

b) V= 05,(U s®a YV(U* 0@ 1)0pa ;

c) V = 0’5&(1 sQa U)v(1 a®ps U*)O’Ea ;
o 0gq : Hg®o H — H ®g H, ainsi que 954’ OFa et oga désignent les voltes,
et les représentations a et ﬁ sont données par & ;== AdU o« et B :=AdU o S.

Démonstration. — Le a) résulte de [12] 3.11 (iv). Rappelons que A est central
dans M et M.
Le b) (resp. le ¢)) résulte de [12] 3.12 (v) (resp. 3.12 (vi)). O

LEMME 2.3. — Soient G = (N, M, «, 3,0, T,T',v) un groupoide m.q. et G =
(N,M,a,3,T,T,RoT o R,v) le groupozde dual [12] de G.
a) Pour tout x € M', on a :

V(zp®a1) = (za®3 1)V, V(1a®sz) = (1300 z)V.
b) Pour tout x € M, ona:
V(@a®sl) = (258, 1)V, V(1;8zz) = (1a837)V.
c) Pour toutx € M, on a :
V(za@s )V =V (1a052)V, V(z;@al) = (xa®s1)V.
d) Pour tout x € M, ona:
V*(15®a7)V = V(250 DV, V(158a7) = (1a852)V.

Démonstration. — Les opérateurs apparaissant dans I’énoncé ont un sens
grace aux relations [12] :
(2.1)

MNM=a(N), MnM =B(N°, M nM=pBN°, MM =a(N).

La preuve repose uniquement sur les résultats 3.8, 3.11 et 3.12 de [12]. Par
exemple, la premiére relation du a) résulte du fait que M est adhérence faible
de lalgebre {(id * w)(V) | w € B(H ) }, cf. 3.8. La deuxiéme relation résulte
alors de la premiére et de la formule V = 050U 8®a NV(U™ a®p1)0ga-

La premiére relation du c¢) (resp. du d)) est exactement la premiére (resp.
derniére) relation de 3.12 (v) (resp. 3.12 (vi)). O

COROLLAIRE 2.4. — Nous avons :
1) V*(UzU* @4 1)V = (U o®p1)oga V(2 a®p 1)V 00s(U* 5®p1), x € M ;
2) V(1a®gUyU*)V* = (1504 U)aagv*( 8Q®a y)Vaga( sQaU*), y € M ;
3) ]7(1 7®a UyU*)f}* = (15030U)0 AV*( a®gs y)VUa (1 a®§U*), yeM ;
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4) Vi2Vas = VasVia, ViaVas = VasVia.

Démonstration. — Le 1) (resp. le 2)) est une conséquence de la premére rela-

tion du c) (resp. du d). Le 3) s’obtient a partir du 2) en remplagant le groupoide

G par le groupoide (G)°. La premiére (resp. la deuxiéme) égalité du 4) est équi-

valente & la premiére relation du b) (resp. deuxiéme du c). O
Nous avons :

PROPOSITION 2.5. — (1 3®a U)JQEIAJVTJ € B(N°) g*a a(N).

Démonstration. — Posons T' = (1 3®a U )0a517V17 et remarquons que T €
B(H 3®5 H) est un unitaire. Utilisant la définition [12] du produit fibré
B(N ) g*a @(NV), il revient au méme de montrer que pour tout z € E(NO)’
et tout y € A(N)', on a [T,z 5®5 y] = 0.

Montrons qu’on a [T,z 3®5 1] = 0 pour tout z € B(N°).

—-Sizxe M,ona

2.3 ¢) a =
T(z 3®a H'="Q1 ®a U)UQBVV(z a®p 1)V

= (158a U)o,5VV(za®s 1)V VY
=7 (1585 U)o, 3V (1a@52)VVV

= (1585 U)o, 5(1a®52)VVV = (z 305 1)T.
—-Size€ ]\//.7’, on a

T(z 50 1) = (1 305 U)o, zVVV(z 505 1)V'V
2.34d) (1 E@a U)aaE]A}VV*(l 8Ra ZL‘)Vi}
= (1583 U)0,5(1®;52)VVV = (z 505 1)T.

On a donc montré que pour tout x € B(NO)’, on a [T,z 3®z 1] = 0. De fagon
similaire, montrons que pour tout y € a@(N)’, on a [T, 1 7®a y] =0.
-Siye ]/\4\ on a

2.3 b)

T(1;0ay) = (158:0)0,5VV(1a®sy)V = (1585U)0,5VV(15@sy)V VY

22 (1504 U)o, 5V(1 580 V)oasV* (1 580 UyU*Wosa(l 505 U)WV

222 (U 505 U)(1 5®a U yU)Voga(l 50 US)VY

20 3®29)(150a U)(U s®a 1)Voga(l 505 U)VV

"2 (1508 9)(1 588 V)0, 505, (U 580 )Vosa(l 585 UTVY
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= (15%ay)T-
-Siye M,ona

T(1;®s ) 502 U)o, 5VV(1 585 U)oga V" (1a@3 Uyl Vo 5(1505 UV

2.2 c) a 3 e
="( 7®a U)UQEV(l 8Ra U)oap(la®s UyU )VUaB(l a®§U 0%
=(1 7®a U)o, AV(UyU* 3Ra U)UaﬁVUaﬂ( a®pz Uy

=" (1323 U)(15®a U*yU)aaﬂV( L U)oagVaAﬁ(l a®z Uy

:(1§®ay)( 5@04 )UQEV( ﬁ®a )0‘@5])0‘&3( a®aU )V

2.2 ¢) ~ o~
2 (1586 9)(1 53 U)o, 5VVY
=150z )T O
2.2. Cas ou la base est de dimension finie. — Si la base d’un groupoide m.q. est

de dimension finie, De Commer [6, 7] a donné une définition équivalente plus
simple d’un tel groupoide. En se basant sur cette définition que nous rappelons,
nous améliorons le résultat d’irréductibilté 2.5 et nous généralisons aussi a
ce cadre, quelques résultats utiles du cas des groupes quantiques localement
compacts.

Fixons dans ce qui suit, N = @le M, une C*-algébre de dimension finie,
munie de la trace de Markov non normalisée € = @Ll n;Tr M, -

Le résultat suivant sera utilisé plusieurs fois :

LEMME 2.6. — Soient A et B deur C*-algébres et soient @ : N — M(A)
et f: N° — M(B) deuz x-morphismes non dégénérés. Alors il existe un unique
projecteurp € M(B®A) tel que pour tout systéme d’unités matricielles (s.u.m.)

O] .
(€;7)ij=1,.,n1,1=1,...k de N, on ait

ij
b= Z Zﬂ 1) @ ().

i,j=1

Dans toute la suite, le projecteur p sera noté qg -

Démonstration. — On peut supposer que B (resp. A) est une C*-algébre non
dégénérée de B(K) (resp. B(H))), avec K, H des espaces de Hilbert.

Notons £ le C*-module sur N canoniquement associé (5.9) au morphisme
B : N° — B(K). Soit v la co-isométrie définie par :

V:KQH - EQRH: £®@N— £®q .
On vérifie que p = v*v convient (cf. [6]). O
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La définition équivalente d’un groupoide mesuré quantique de base N, don-
née par De Commer [6, 7], est alors la suivante :

DEFINITION 2.7. — Un groupoide mesuré quantique (m.q.) de base N, est un
octuplet
g = (N7 M? a? /87 5’ T7Tl’€)7
ou :
— M est une algébre de von Neumann, o : N — M et 8 : N° — M sont
des morphismes normaux et fidéles;
— le coproduit 6 : M — M ® M est un morphisme normal et fidéle;
~T: Mt — a(N)"*t et T : MT — B(N°)T*** sont des poids opérato-
riels normaux, semi-finis et fidéles.
Ces objets sont assujettis aux conditions suivantes :
1) Les images des morphismes « et 8 commutent ;
2) 6(1) = gg,« €t 0 est coassociatif, i.e. (6§ ® idpr)d = (idy ® 0)6;
3) Pour tout n € N, on a §(a(n)) =§(1)(a(n) ®1) et 6(8(n°)) =46(1)(1®
B(n°));
4) Les poids nsff ¢ et ¢ sur M définis respectivement par ¢ = eoa~loT
et 1) = eo B! o T/ vérifient

T=(dy®e)d et T =(p®idp)d ;

5) PourtoutteR,onaa?oﬂ:ﬂetatroa:a.

NOTATIONS 2.8. — a) V désigne l’image par linjection canonique
W2, B(H 3®p H,H 50, H) — B(H ® H)
de lunitaire pseudo-multiplicatif [12] V := Wgs = W((j)c.

b) W désigne l’image par l'injection canonique
de lunitaire pseudo-multiplicatif [12] V= We.
c) V désigne 'image par injection canonique

Lgﬁ : B(H 305 H,H 3®3 H) — B(H ® H)

de Uunitaire pseudo-multiplicatif [12] V= Wigeye-
Dans ce qui suit, nous récapitulons les principales propriétes vérifiées par W,V
et V' qui seront utilisées dans la suite. La preuve de ces résultats découle des

propriétés [12] des unitaires pseudo-multiplicatifs dont ils sont les images (cf.
[12, 7]).

PROPOSITION 2.9. — Les opérateurs V,VV,‘N/ sont des isométries partielles
pentagonales agissant dans H @ H et vérifient :
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a) W=SUo)VU*®1)E, V=S1U)VARU"E, awe U:=
fJ;

b) Vi=(J@HVUI®J), W=J)WJIeJ);

c) le support initial et le support final de chacune des isométries partielles
pentagonales W, V, V sont donnés par les formules :

VV=VV*=qsp, WW=VV'=gsa, WW'=¢q.5 VV=qg;,

PROPOSITION 2.10. — a) WisVas = VasWia, VigVas = VagVis.
b) Pour toutn € N, on a :

[V,a(n) 1] = [V, B(n°) © 1] = [V,1 @ &(n)] = [V,1® B(r°)] =0,
@n) @1V, V(B(n°) ®1) = (1® B(n°))V

1] =
(1®a( ) =
W,B(n°) @1] = [W,a(n) ® 1] = [W, 1@ B(n°)] = [W,1® a(n)] =
wie ﬂ( ) =B )W, W(a(n) ©1) = (1 ® a(n))W;
V,a(n)@1] = [V,8(n°) ©1] = [V,1® a(n)] = [V,1® B(n°)] =
V(@) = (Bn°) @ )V, V(@n) @ 1) = (1@ an)v.

c) Le coproduit de l’algébre de von Neumann M vérifie :
0(z)=V(@1lg)V =W*"(1g @z)W, ze M.
d) Le coproduit de l’algébre de von Neumann ]/\/[\’, qu’on note g, vérifie :
S(z)=V*(1g®2)V=V(@ely)V, zecl.

NoTATION 2.11. — Contrairement a [12], on adopte pour l'algébre de von
Neumann M, le coproduit défini par :

oa(z) =W(@®1lg)W*, ze€M.
Dans toute la suite, on note G le groupoide dual (N° M , 08, @, 6 T T , €) avec T

le poids opératoriel défini par @' = eo B! OT T = Ry, oToRo 7 et Ry
M — Mz~ Jz*J.

2.3. C*-algebres de Hopf faibles associées a un groupoide mesuré quantique [6,
7]. — Nous rappelons (avec des notations et des conventions différentes), les
définitions des C*-algébres de Hopf faibles associées par De Commer [6, 7] &
un groupoide m.q. G de base N de dimension finie, ainsi que les principaux
résultats de [6, 7].

Avec les notations du paragraphe 2.2, posons :

S=[w®id) (V) |we B(H).], S=[idow)(V)|we B(H),.
Nous avons :
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~ S et S sont des sous-C*-algébres non dégénérées de B(H), faiblement
denses dans M et M " respectivement ;
— On munit S et S des représentations fidéles et non dégénérées :
- L:S—BH):z—z, R:S— B(H):zw UzU*,
-p:S—>BH):xz—z, AN:S—BH):z— UzU*
On rappelle que les x-automorphismes Ad U et Ad U* coincident sur M et M
et on a (cf. [6, 7]) :
(22) VeM®BS®S), WeMBaS), VeMRS) eS3);

- [S,R(8)] = [$,A(8)] = 0.
— Les *x-morphismes
0:S > M(S®S):xc—V(Qly)V*et 5:5— M(S®8):z— V*(1lg@z)V

-~

se prolongent de facon unique a M (S) et M (S) respectivement en des
*-morphismes 0 : M(S) - M(S®S) et 6 : M(S) — M(S®S), stricte-
ment continus et vérifiant
5(15) = 43,a; g(1§) = qa,8;
— § et 0 sont coassociatifs et vérifient
23 [6(5)(1s ® S)] = [6(S)(S ®1s)] = 6(15)(S ® 5),
' [5(8)(15® 8)] = B(5)(S ® 15)] = 6(15)(S ® 3).
— Les #-morphismes o : N — M (S) et 8 : N° — M(S) vérifient
6(a(n)) = 6(1s)(a(n) ® 15), 6(B(n°)) =6(1s)(1s ® B(n°)), ne€N.
— Les s-morphismes 3 : N° — M(S) et & : N — M(S) vérifient
5(8(n%) = 6(15)(B(n°) ® 1s), d(@(n) = 6(1g)(1s ® @(n)), n € N.

NOTATIONS 2.12. — On désigne par SS lespace vectoriel fermé engendré par
les produits xy, ou x € S ety € S.

On a donc S8 = [(w1 ® id ® wy)(ViaVas) | wi,ws € B(H),].

Posons aussi C(V) = [(id ® w)(XV) | w € B(H).]. Il est facile de voir
que C(V') est une algébre, la preuve est identique & celle de ([2] 3.2).

On note (e(l))l:17__.7k, les projecteurs centraur minimauz de la C*-algébre

k
N=,_, M,,.
Le principal résultat de ce paragraphe est :
THEOREME 2.13. — 1[I existe des scalaires \; € C tels que |\| = 1, pour 1 <
I < k, uniques vérifiant
k
1 USWVV =" N(B(e?) @ a(eV))qs 4.
1=1
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Pour la preuve du théoréme, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 2.14. — Soient o : N — B(H), 8 : N° — B(H) deuz *-morphismes
unitals.

2) 4p,0(B(N°) © a(N))gp,0 = EB; 1C-(Be) ® ale"))gs,a-

b) da,s(@(N) @ B(N®))ga,s = B, C - (a(e®) ® B(eD°))ga,s-

Démonstration. — Montrons le a), la preuve du b) est similaire.
Soient z,y € N, on a :

35.0(8(z°) ® a(y))gs.0 = Y — e(yze®)(B(e*) ® (")) gp.0-

=1

5,\,\ —_

0 )

Par bilinéarité, il suffit de vérifier cette relation pour z = € et y =eps

o CEva 1 S o o
45.0(B(e})”) ® alel)))s.0 = 8 5385 —5 D (B(ep, e ") ® aleyy)
l a,b=1
k

Z

1=

(eele)(B(e°) @ a(e))gsa-

O

Démonstration du théoréme. — PosonsT := (1®U)Z17V1~/. OnaT € B(H®
H) est une isométrie partielle vérifiant (2.9 c)) :

T € 455(B(N°) ©&(N))ag 5 TT=V'V =055

11 existe alors (2.14) des scalaires \; € C vérifiant

T = ZAz ey @a(e"))g; 4

)

Par injectivité de @ et 3, (B(e°) ® a(e(l)))qg & 7 0 pour tout /. On en déduit
que

T = Zm M) @ a(e®))qz 5 = 4.4
d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 2.15. — S5 est une C*-algébre et on a SS = UC(V)U

Le corollaire se déduit directement des trois lemmes suivants que nous allons
établir.

LEMME 2.16. — Posons B = [§(z)(1g ®y) | z € S, y € §]. Nous avons :

a) B est stable par involution ;
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b) Il eziste une forme positive normale w € B(H)T, vérifiant S§ = (w ®
id)(WBW*) ;

~

c) SS est stable par involution.

Démonstration. — Par (2.9 ¢)), on a [V*V, S ® 1| = 0. Soit w € B(H).,
posons y = (id ® w)(V'). Pour tout tout z € S, on a
(g @y)i(z) = (1g © ([d@w)(V))é(z) = (id ® id ® w)(V236(2)12)
= (id ® id ® w)(Va3Vp5V230(2)12) = (1d ® id ® w)(V236(2)12V355V23)
= (id®id ® w)((id ® 6)(6(=))V23) = (id @ id ® w)((6 ®id)(6(x))Vas).
Posons w = w’'s avec w’ € B(H). et s € S. On déduit :
1z ®@y)i(z) = (id ®id ® w')((gp,a ® 5)(¢ @ id)(d(z))V23)
= ([d®id ® w')(((0 ® id)((1s ® 5)d(2))Va3).
Comme [(1s®5)§(S)] C S®S5, on a (Id®id®w’)((§®id)((1s®s)d(x))Vas) € B,
ce qui prouve le a). R

Ona WW* = q, 5 (2.9 ¢)), donc [WW*,15 ® SS] = 0. On en déduit en
utilisant (2.10 c)) :

(g @ SOWW* = WW*(1g ® SS)WW* = WBW*.

Soit (egé))i,j:17,,,,nl,l=1,m,k un s.u.m. pour la C*-algébre N = @le M,,. 1l
est clair qu’il existe une forme w € B(H); vérifiant w(a(egé))) = &/ny, pour

tout 1 <1< ketl<i,j<n. Onadonc (w®id)(q, 5) = 1g. Il en résulte

que SS = (w®id)((1g ® SOWW*) = (v ® id)(WBW*), d’ott le b).
Le c) est une conséquence du a) et du b). O

LEMME 2.17. — On a SS = [(id® w)(WV) | w € B(H).).

Démonstration. — Soient s = (id @ w)(W) et = € S. En utilisant (2.9 c)), on
a:
st=(1dw)(W((x®1)=(i[dew)(WVV*(zr®1)).
En posant w = s'w’ avec s’ € S, on en déduit que
sz € [(i[d®w)(WV)2' | w' € B(H),, 2’ €8]

Pour w € B(H),,z € S, on a (id@w)(WV)z = (id@w)(WVV*V(z®1)). En
posant w = z'w’ avec 2’ € S, on obtient avec (2.10 d)) que (id ® w)(WVV*V(z ® 1))
€ [([dew')(WVS(2')) | o' € §, w' € B(H),]. Mais pour w’ € B(H),,z' € S, 0n
a (id®w)(WV(2)) = ([dew ) (WVV*(1ez')V)) = ([dow'z')(WV), dot les
inclusions $S C [(id @ w)(WV)z | w € B(H),,z € 5] C [(([d®@w)(WV) | w €
B(H).). X

Montrons maintenant I'inclusion [(id ® w)(WV) | w € B(H).] C SS.
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Soit w € B(H),. Posons w = #'w'z avec w’' € B(H), et z,2/ € 5. On a
([dw)(WV) = ([d® 20" YW1 ®z)V) = ([d® /W) (WVV*(1ex)V)
= ([d®W)WVi(z)(1®') € [(i[d®w)(WV)z | w e B(H).

.

z €8]
Finalement, pour w € B(H),, x € §, posons w = sw’ avec s € S. On a
([d@w)WV)z = (i[d®u)(WV(z®s)) € S5. 0
LEMME 2.18. — S8 = U*(id @ w)(V*E) |w € B(H).JU = U*C(V)U =
uc(v)u*.
En particulier, C(V) = [(ld ® w)(ZV) | w € B(H)4| est une C*-algebre.

Démonstration. — En utilisant (2.9) ¢), 2.13, on a

™M=

WV =WVV*V =WVVV* =51 @ U (O M(B(e"?) @ a(e™))qz ,)V*

~

1

k
=2(1u @ U)Q_ M(Be) @ a(e®))v)

=1
k
=3(1r ® U M(Be) @ 14) V)
=1

k
=(1n @Y NB(e")S(lg @ UV
1=1

k
=g ® Y MBeV) (U @ U VS @ 1g).
=1
Comme Zle )\lﬁ(e(l)o)U* est un unitaire, on déduit de (2.17) que

SS =[(ldew)(WV) |we B(H), =U"[(ld®w)(V*E) | we B(H).]U.
Mais SS étant une C*-algébre, on a aussi S5 = usc(Vyu =uc(v)u*. O

~ ~

REMARQUE 2.19. — Grace aux deux relations V* = (JQ J)V(J®J) et W* =
(J® J)W(J ® J), on peut procéder comme dans [3] pour prouver que
C(V) := [(idew)(SV) | w € B(H),] et C(W):=[(id®w)(SW) | w € B(H),]
sont des C*-algeébres et vérifient

SAS) =C(V) et R(S)S=C(W).
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2.4. Groupoide mesuré associé a une équivalence monoidale. — Il s’agit d’un
groupoide m.q. de base N = C?, introduit par De Commer [6, 7]. Avant de don-
ner sa définition, nous rappelons les définitions et les résultats fondamentaux
de [6] portant sur I’équivalence monoidale des groupes quantiques localement
compacts, que nous utiliserons.

Soit G un groupe quantique l.c.

DEFINITION 2.20. — Une action galoisienne & droite du groupe G dans une
algébre de von Neumann N, est une coaction ay : N — N ® L (G) ergodique,
intégrable et telle que le produit croisé N x G soit un facteur de type I.

Le couple (N, an) est appelé objet galoisien a droite du groupe G.

De facon similaire, on définit aussi les actions galoisiennes et les objets ga-
loisiens & gauche pour G.

Fixons un objet galoisien & droite (N,apn) du groupe G. Dans sa thése
[6, 7], De Commer construit un groupe quantique l.c. H, muni d’une action
galoisienne & gauche vy : N — L°(H) ® N qui commute avec ay.

De fagon canonique, il associe aussi 4 1’objet galoisien a droite (N, ay) de G,
un objet galoisien & droite (O, ap) pour le groupe H, et une action galoisienne
a gauche vo : O — L*(G) ® O pour le groupe G, qui commute avec ap.

Finalement, De Commer a construit [6, 7] un groupoide mesuré quantique
Guc=(C?,M,a,3,6, T, T ,¢), 00 M := L*°(H)®N®O®L>(G), dont l'axio-
matique traduit toutes les propriétés des coactions ou coproduits des quatre
algebres L*°(H), N, O et L*(G), ainsi que celles des poids invariants ou de
Haar sous-jacents. Plus précisément, le coproduit 6 : M — M ® M est formé
par les coactions ou coproduits des quatre algébres composant M. Les poids
opératoriels T' et T” sont déduits des poids invariants par les coactions ou de
Haar. De plus, les *-morphismes « et 3 sont & valeurs dans le centre de M et
leurs images engendrent une copie de ’algébre C*.

Réciproquement, il est facile de voir qu'un groupoide G = (C2, M, o, 3, T, T,
T',¢), ou les applications source et but vérifient les hypothéses précédentes, est
de fagon unique, de la forme G = Gy ¢ avec H et G des groupes quantiques l.c.
uniques & isomorphisme prés.

Dans ce qui suit, on se fixe un groupoide mesuré G = (C%, M, «, 3,9, T, T', €),
ol les *-morphismes « et 3 sont & valeurs dans le centre de M avec des images
qui engendrent une copie de I’algébre C*.

LEMME 2.21. — On aa:Betﬂza.

Démonstration. — On a ([12] 3.6) B(n) = Ja(n)*J = a(n) car a(n) est
central dans M. R R

De méme, on a ([12] 3.8) JB(n)*J = f(n) = Ja(n)*J, dou f =AdUoa =a.
O
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Avec les notations introduites dans le paragraphe 2.2, on se propose de pré-
ciser les représentations réguliéres V et W de G, ainsi que les deux groupes
quantiques l.c. que détermine G.

D’abord, on identifie M & son image dans B(H) par la représentation GNS
du poids ¢ =e€oa"toT. Posons ) =eco 31 oT".

NOTATIONS 2.22. — Soit (e1,€2) la base canonique de l’espace vectoriel C2.
Pour tout i,j = 1,2, posons :

pij = a(e)B(ej), My :=piiM, Hyj=pi;H, ©ij:=@lm,;, Yij:=vYIm, -
On a facilement :

a(e;) = pi + piz B(gj) = p1j + p2; M= @ M;;
ij=1,2
6(pij) = Z DPik ®pkj H = @ HZJ
k=1,2 ij=1,2

Le poids ¢;; est nsff sur 1'algébre de von Neumann M;; et sa représentation
GNS s’obtient par restriction a M;; C M, de la représentation GNS de ¢. En
particulier, espace de Hilbert L?(M;;, ¢;;) s’identifie & H;;.

En utilisant (2.10 b)), on obtient :

PRrROPOSITION 2.23. — Pour tout i,j,k,l =1,2, on a :
(pi; ® 1a)V (it ® 111) = 63 (pi @ pj1)V (pir ® pj1),
(1a ® pij)W(lg & prt) = 6. (pir ® pij )W (Pir ® prj)-

NOTATIONS 2.24. — Vi == (pi; ® pj))V(pa ® pj1), Wi, := (pik @ pij)W (pir ®

Prs)s Vi = (pri © 0ji)V (pri ® pj).-
Les opérateurs unitaires
V), :Hy ® Hj — H;; ® Hy, W), : Hy, ® Hyj — Hy ® Hy;
et ‘N/kji t Hy; @ Hjp, — Hyp; @ Hy;
vérifient les relations suivantes :

PROPOSITION 2.25. — Soient i,7,k,1,1',s = 1,2.
a) Relations pentagonales :
(V2 (Vi)1s(Vi)as = (Vih)2s(Viiz,
(W 12(W))13(W)p)2s = (Wi )2s(Wi )12,
(V12 (V)13 (Vi)as = (V)23 (V1o
b) Relations de commutation :

1 J _ k 4 s 17 _1ri s
Vis,2sWir 12 = Wi 12Vijos, Vij12Vijes = Vi2s Vi 12
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c) Pour tout w € B(H)4, on a :
(id ® pjwpi) (V) = pi((d @ w)(V)pa,  (pirwpir ® id)(W3,) = pij(w ® id)(W)py;.

Les relations pentagonales a) et les relations de commutation b) résultent
de celles vérifiées par V et W (2.10 a)). La preuve de c) s’obtient par calcul
direct en utilisant (2.10 b)).

Rappelons que le coproduit § (resp. 6A) de la C*-algébre S (resp. §) est donné
par :
() =V(Ee)V* ' =W*"1x)W, zecS

(2.4) ~ ~ ~ ~
(resp. 6(z) =V*1@z)V =V(xx1)V*, zeb9).

NOTATIONS 2.26. — a) Posons S;; = p;;S. On identifie les C*-algébres
M(S;;) (resp. M(S;;®@Sk)) et pi; M(S) C B(H) (resp. (pij @ pri) M (S®
S)C B(H®H)).
b) Pour tout x € S;;, posons 6 () = (pir ® pr;)d(z) € M(Sik @ Skj).

ProposITION 2.27 ([6, 7]). — Soient 4,5, k,l = 1,2.
a) ((ﬁk ®idskj) © 55] = (idsil ® 5{3) ° 55]
b) Pour tout x € Sy, on a 55(x) = W) (m, ® =)Wy, = Vi(z
La,,) (Vi)™

Le résultat suivant joue un réle central dans la suite :

PROPOSITION 2.28. — Les projecteurs (e1), B(e2) de la C*-algebre M(S) ve-
rifient :

Y 0+ 0e) =151 BBle) = 0ley @ (e, 3 =12

b) [SB(e;)S] =5, j=1,2.

Démonstration. — Le a) est évident. Rappelons que dans [6, 7], De Commer
a montré que l'espace vectoriel engendré par M a(sl)M est faiblement dense
dans M. Il en résulte que le b) est donné par le résultat plus général qui suit. O

PROPOSITION 2.29. — Soit n € N un projecteur. Supposons que l’espace vec-
toriel engendré par Ma( )M soit faiblement dense dans M. Alors lespace
vectoriel engendré par Sa( )S est normiquement dense dans S.

Démonstration. — Montrons d’abord que [(1®)\(§))V(1®)\(§))V*] = (p(§)®
A(5))4p,0-

D'apres [7], on a [(p(5) ® 1)3(o(5))] = (¢(S) @ p(5))ga,5-
Mais pour tout = € S, on a (2.4 2)) V(1 @A)V = (1eU)ZV (1
p(z))VEQ @ U*). 1l en résulte que [(1 ® A(S))V(1 @ A(S)V*] = (p(S) ®

X(5))gs,a-
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Pour tout z, 2’ € 5, on a (1®A(z))V (1@ z')) = (1A (2))V(1eA(2'))gas =
1A2) V(A QA ))V*V. R R R R
On en deduit que [(18 A(S)V(A & AS))] = (o(5) ® A8))gs.aV = (0(S) &
A(S))V, donc
[(id @ w)(1 @ AS)V(1 ® A(S)) |w e B(H).] = S.
Gréace a cette égalité et ’hypothése, on a
[(1d ® we.)(1® A@)V (1 8 Aa)a(n)) | o,2" € §|¢,n € H] = 5.
Mais par le calcul précédent, on a pour z,z’ € S
(1 X2)V(1 @ Xz )a(n))
= (1@ A2))VA @A)V V(1@ a(n) € (S®AS)V( @ a(n)).
Mais on a par (2.10 b)) (a(n) ® 1)V = V(1 ® a(n)), donc :
[(id ® we,,) (1 ® A(@))V (1 ® Ma)a(n)) | 7,2’ € S|¢, n e H] C [Sa(n)8]. O
NoTATIONS 2.30. — Pour tout i,j,k =1,2, x € S et y € /\(§), POSONS :
a) 5 = B(e;)zB(e;) € S, #ixjx) = pijapir ; yij = ale)yale;) € M(S),
%Z‘(yjk) = PjiYPris
b) E;‘k = [%z(m]k) |ZE S S] - B(Hik,Hij),

Bl = UBLU* = [# (A1) |z € S| € B(Hyi, Hji).

PROPOSITION 2.31. — Pour w € B(H),, posons z = (id ® w)(V). Pour
tout i, 5,k,l = 1,2, nous avons :
a) Ti(zj) = (id @ puwpu)(V)), (M) = pawpar ® id)(W),) ;
b) (Fi ® 7)) d(zij) = (V)" (Lm,, ® Fi(wig))ViE = Vi Fa(aiy) @ 1, ) (V)"
T € S
) [Ej Hal = Hij; ‘ .
d) (Eﬁ)* = Efja [E;k o Byl = E}z-

Démonstration. — Le a) s’obtient par un calcul direct.

Le coproduit § : § — M (S ® S) vérifie §(z) = V*(1® 2)V = V(z ® 1)V*,
d’ou le b).

Le c) résulte du fait que chaque opérateur Vji est un unitaire.

L’égalité (E;l)* = Elij et 'inclusion [EJ’,C oEi]CE! 71 sont immeédiates.

Pour tout w,w’ € B(H)., considérons la forme normale ® € B(H), définie
par :

(25) @ :z— (Pjrwpjr  prw'pr)(V(z @ 1)V*)

= (pjrwpjr ® Pklw/pkl)(vkjl (pjizpji ® 1)(ij1)*)~
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On a ® = p;;®p;; et comme ijl : Hy ® Hy — Hj, ® Hy; est unitaire, il
est clair que ’espace vectoriel engendré par ces formes normales @, est dense
dans B(Hj)x.

On en déduit que EY, = [(id ® ®)(V)|® comme dans2.5].

Avec w,w' € B(H). et ® comme dans 2.5, posons z = (id@w)(V), y = (id®
w) (V) et z = (id ® )(V). la relation (ijk)u(vlgl)l?) = (ijl)23(vjzl)12(vlgl)§37
nous donne immeédiatement 7;(x;5)7;(yr) = 7i(2j), d’out Pinclusion E;-l C
[E;,c o E},l. 0
COROLLAIRE 2.32. — Pour tout i = 1,2, on a des représentations fidéles et
non dégénérées
définies par :
7i(z) = <Pz’137pil pilxpm) . z€ §; %1(:[/) _ <p1ﬂp1i P11$P21> . ye )\(g)

Pi2ZPpi1 Pi2ZPi2 D2iTP1i P2iTP2;

Démonstration. — 11 résulte de (2.31 c¢)) que la représentation 7; est non
dégénérée. Soit z € S tel que 7;(z) = 0. On a donc a(e;)z = 0. Comme
1—oa(g) € M , ce projecteur est limite faible de sommes finies d’éléments de
la forme ya(e;)y’ avec y,y’ € ]\//.7, donc z = 0.

La preuve pour la représentation 7 est similaire. O

COROLLAIRE 2.33. — Pour tout i,j,k,1 = 1,2, E}, ® Sj; (resp. Sir, ® Eil 2/
est un C*module sur E}, ® Sj (resp. Six ® Eljl)\) De plus, on a

Vjil € ‘C(Elik ® Sji, E;’k ® Sj) et Wz]k € L(Sik ® Eiz,m Sik ® Egl,)\)'

Démonstration. — Ce sont des conséquences de V' € M(§®S) etWeM(S®
A(S)). O
PROPOSITION 2.34. — a) Gi = (M;;, 8%, pii,ii), est un groupe quantique

localement compact.
b) (Mij,ﬁfj) est une action galoisienne a droite pour le groupe quantique
Gj et V}; est l'implémentation canonique (22| de cette action.

c) (Mij,(ﬂ:j) est une action galoisienne & gauche pour le groupe quantique

Gi et WJ

% : )

d) Les deuz actions 8j; et 0;; sur M;;, commutent.

¢) W2, =SG*S, ot G est lopérateur de Galois introduit [6] par De Com-
mer.

est l'implémentation canonique [22] de cette action.

La preuve de ces résultats se déduit de ’axiomatique du groupoide sous-
jacent, de la définition et des propriétés des représentations réguliéres V et W.
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Donnons par exemple la preuve que la représentation normale o : M;; x G; —
B(H;;) définie [22]| par 'implémentation canonique, est fidéle.
Pour tout z € M;;, on a éfj(x) = (Wf])*(lgw Rx)W;, = V(z@1m,,)(V};)*.
La relation 2.25 b) W}, 1,V 03 = Vi 53 W), |
et y € (Mj;)',ona :

Terminons ce paragraphe par la notation-définition suivante :

o entraine que pour tout x € M;;

NOTATION-DEFINITION 2.35. — Un groupoide mesuré quantique de la forme
G=(C% M,a,B,5,T,T'¢€), o les x-morphismes o et 3 sont @ valeurs dans le
centre de M avec des images qui engendrent une copie de ’algébre C*, sera noté
GG.1.Gys 00 Gy i= (M4, 8%, pii, i) et sera appelé un groupoide de co-liaison.

DEFINITION 2.36. — Deux groupes quantiques localement compacts H et G
sont dits monoidalement équivalents s’il existe un groupoide mesuré quantique
de co-liaison Gg, @, tel que H (resp. G) soit isomorphe & Gy (resp. Gs).

2.5. Régularité. — Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de grou-
poide mesuré quantique semi-régulier. Dans le cas d’un groupoide de co-liaison
Ga, ¢, nous montrons que la semi-régularité (resp. régularité) des deux groupes
quantiques G; et G5 est équivalente a la semi-régularité (resp. régularité)
de Ga, G, -

La notion de groupoide régulier a été introduite dans le cas compact par [11]
et généralisée au cadre des C*-unitaires pseudo-multiplicatifs par [20, 21].

Notons que De Commer a donné un exemple [8] de groupoide de co-liaison
Ga, 6., 00 Gy est régulier et G2 semi-régulier (et non régulier).

Dans ce qui suit, on se fixe un groupoide G = (N, M, o, 3,6, T,T", €) de base
N =@, My, (ct. 2.7).

Dans 'appendice, nous avons donné la définition des opérateurs R?,L? €
B(H,, H) associés a tout £ € H. Notons que l’espace vectoriel normiquement
fermé [RZ(RY)* | §,m € H] (resp. [L?(LE])* | &, € HJ), est une sous-C*-
algébre de C(H), dont adhérence faible est a(N)’ (resp. S(N°)").

DEFINITION 2.37. — Le groupoide G est dit semi-régulier (resp. régulier) si on
a [LE(L7)" | &€ H] € C(V) (resp. [L{(Ly)™ | €1 € H] =C(V)).

Nous avons la caractérisation suivante de la semi-régularité (resp. régula-
rité) :
PROPOSITION 2.38. — Il y a équivalence entre les conditions suivantes :

a) Le groupoide G est semi-régulier (resp. régulier).

b) [LE(LE)* | & me H] C SS (resp. [LE(LE)* | &n e H] = SS).
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c) Le groupoide dual G est semi-réqulier (resp. régulier).

d) [Rg(Ry)" | &n € H] CC(W) (resp. [Rg(RY)" | §,n € H]=C(W)).
Démonstration. — L’équivalence des conditions a) et b) résulte (2.15) des
égalités :

S§=UC(V)U*, UIL(LY)" | &n € HIU" = [L{(Ly)" | &n € H].

Les C*-algebres “S” et «gn correspondant au groupoide QA , sont respective-
ment S et R(S) = USU*. Par ’équivalence des conditions a) et b) appliquée

au groupoide G , la semi-régularité (resp. régularité) de G est équivalente & :

~

[R¢(Ry)" | &€ HI CR(S)S  (vesp. [RE(R})" | &, € H] = R(S)S).

Par ailleurs, on a JSSJ = R(S)S = C(W) et J[L?(Lg)* | &n € H|J =
[Rg(R)* | §&,n € H], d’ott 'équivalence des quatre conditions. O

Pour étudier la (semi-)régularité d’un groupoide de co-liaison Gg, ¢, associé
a deux groupes quantiques l.c. monoidalement équivalents, nous avons besoin
du lemme qui va suivre, dont les notations sont les suivantes :

Soient H, K et L des espaces de Hilbert, X : KQH - LH etY : HRK —
H ® L des opérateurs bornés. Posons :

C(X) == [(d®w)(Eren X) | w € B(H, L).],
CY):=[[d®w)(ZgerY) |we B(K,H).].

LEMME 2.39. — Soient E,E’ des espaces de Hilbert non nuls. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) K(H,L) CcC(Y) (resp. K(K,H) CC(X));
b) K(HR® E,E'®L)C [(K(H,E')®1.)Y(1g ® K(E, K))]
(resp. K(KQE'\E® H) C [(K(L,E)® 1) X(1x @ K(E', H))]).

Démonstration. — On a par un calcul direct :
(1 ® 96’,§)ZH®L Y(1lg® Hn,e) =({d® wgm)(zH@L Y)®0e e,
EcH,ncK,ecE,e cFE.
Il en résulte :
(1L @ K(H,EN e Y(1lg ® K(E,K))] =[C(Y)OK(E,E')J]C BHQ E,L® E').
L’équivalence des conditions a) et b) est alors une conséquence de :
EL@E’ (1L ® ,C(H, EI) EH@L = IC(H, E/) ®1g.

L’équivalence des conditions (resp.) s’obtient en appliquant 1’équivalence des
conditions a) et b) a

Y/ = EK@HX*EH®L; K’ = L, L, =K
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caron a C(Y') = C(X)*. O
On va appliquer le lemme précédent aux opérateurs unitaires
V;ij Hi; ®@Hyy — Hiypy ® Hyy et WZ; tHi; ® Hyjp, — Hij @ Hyg,.

COROLLAIRE 2.40. — Soient i,j,k,r = 1,2.

a) Il y a équivalence entre les conditions suivantes :

(1) IC(HZ‘]‘,HT]') C C(Wj) (resp. K:(Hi]', Hrj) = C(Vrzj))

(i) K(Hij ® Hip,Hrj © Hyj) C [(K(Hir, Hej) ® 1m,,)V5(1H,®
K(Hir, Hyj))] (resp. K(Hij ® Hip, Hrj @ Hypj) = [(K(Hip, Hyj) ®
1H1])V7‘Zj(1HzJ ® K(HiryHTj))])'

b) Il y a équivalence entre les conditions suivantes :

(ii) IC(H” ® ij,Hik ® Hik) C [(IC(H”,HZ]Q) ® 1H1:k)W£‘(1Hij®
K(H;x))] (resp. K(H;j ® Hji, Hix ® Hix) = [(K(Hij, Hix) @ 1m,,)
Wk(h,, ® K(Hji))l).

Démonstration. — Pour le a), appliquer 2.39 avec X := Wj,
Hij) L:= Hir et aussi B := Hi'ra E = H»,-j.

Pour le b), appliquer 2.39 avec Y := Wi’}, H:=H;;, K :=Hj,, L:= Hy, et
aussi B/ := Hyi,, E := Hj. |

H:=H,,; K :=

Par un calcul direct, on obtient :
LEMME 2.41. — Pour tout w € B(H). et tout i, j,k,r = 1,2, nous avons :
pir(id ® W) (EW)pi; = pir (id ® pirwpis) (Sijei Wi )pij,
pik[Rg(Ry)" | §,n € Hlpij = K(Hij, Hir,) ;
pri (id ® W) (EV)pij = prj (id ® prjwpir) (Sirgrs Vi )pij
Prj[LE(LE)" | & € Hlpyy = K(Hyj, Hoj).
(On note L;jzix = YH,0Hy et Yirgrj 1= EH”@H”,).

COROLLAIRE 2.42. — [l y a équivalence entre les conditions suivantes :

a) G est semi-régulier (resp. régulier).
b) Pour touti, j,r, on a K(Hyj, Hr;) C C(V) (resp. K(Hij, Hyj) = C(V,Y)).

c) Pour tout i,5,k, on a K(Hyj, Hi) C C(WE) (resp. K(Hyj, Hix) = C(W)).

v)

Démonstration. — Appliquer 2.38 et le lemme précédent. ([l

LEMME 2.43. — Soient i,j,r,s =1,2.
a) C(WJ)HZ = HT]'.
b) C(Vy;)* =C(Vi5), [C(VH)C(Vi5)] =C(V5).
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Démonstration. — 1l résulte de 1'égalité S8 = Uc(V)U*, qu'on a :
C(V) = [R(S)rEL,]  avec R(S)r;:=R(S)pr; et EI \ =pA(S)pij.
On déduit alors de 2.15 qu’on a :
[L(S);: L) = [ELL(S);,]  avec L(S)jii=Spj et B =p;iSp;.
En appliquant AdU a 1'égalité précédente, on obtient [R(S)ingr,)\] =
(B, AR(S)rs].
De (2.31 c) et d)), il résulte alors :
- C(V}))Hij = [R(S),; El, \JHij = H,j, car R(S),; est une sous-C*-algébre
non degeneree de B(H,;).
- C(Wj)* = [R(S)T‘JEZ% A]* [Ezr AR( ) ] = R(S) ir, A] C( ) ;
- C(Vi)C(Vis) = [R(S)rs EL \[R(S)isEL, \] = [R(S).s B2, \R(S)i; B, \] =
= c(vy

[R(S); R(S)rs B, \ B, ] = [R(S)r5E], 3] = C(V}5). 0
PROPOSITION 2.44. — Pour i,j = 1,2, il y a équivalence entre les conditions
suivantes :

a) K(Hj;) CC(V)) (resp. K(H;;) = C<Vj>)- |

b) K(Hjj, Hy )CC(VZJJ) (resp. K(Hjj, Hyj) = C(szg))

c) Le groupe quantique G; est semi- regulzer (resp. régulier).
Démonstration. — ’implication a) = b) résulte 2.43 de C(VJ) i =Hij et
de C(V}) = [C(VI)C(V). | |

l’implication b) - a) résulte 2.43 de C(‘/;;)*HZJ = C(‘/]Z)HIJ = jj et
de C(V}) = [C(VE)C(Vi)]
Le c) résulte de I’équivalence des conditions a) et b). O

Le résultat principale de ce paragraphe est le suivant :

THEOREME 2.45. — Soit Gg, ¢, un groupoide de co-liaison associé & deux
groupes quantiques l.c. G1 et Go monoidalement équivalents. Alors il y a équi-
valence entre les conditions sutvantes :

a) G1 et Gy sont semi-réguliers (resp. réguliers).

b) Le groupoide Ga, ¢, est semi-régulier (resp. régulier).

Démonstration. — D'implication b) = a) résulte de 2.42. _
Réciproquement, supposons que pour j € {1,2}, on a K(Hj;) C C(VJJJ)
(resp. K(Hj;) = C(VJ )) et montrons (2.42 b)) que pour tout 4,7 = 1,2, on a
K(Hij, Hr; ) - C(Wj) (resp. K(Hij, Hyj) = C(V)). _
Il résulte de 2.43 que pour tout i,j,7 = 1,2, on a C(V;!;)H;; = H,;. On en
déduit : ' ,
C(V))Hj; = Hyj, C(Vij)Hj; = Hij.
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Tout opérateur compact k € K(H;;, Hy;) est alors de la forme :
k=tk't"; teC(V)), K € K(Hj;),t €C(VY).
Mais, par 2.43, on a [C(WJ)C(VJJJ)C(KJJ)*] = [C(WJ)C(VJJJ)C(V;’])] = C(Wj),
d’ou 'implication a) = b). O

COROLLAIRE 2.46. — Soit Gg, g, un groupoide de co-liaison associé & deux
groupes quantiques l.c. G1 et Gy monoidalement équivalents. Alors G1 et Go
sont semi-réguliers (resp. réguliers) si et seulement si pour tout i,j,k = 1,2,
on a

K(Hij ® Hjg, Hyp, ® Hy) C [(K(Hij, Hir) ® 1a,) WS (La,, ® K(Hji))]
(resp. K(Hi; ® Hjg, Hy, ® Hyp) = [(K(Hij, Hir) ® 1a,,) W (La,, ® K(Hji)))).

Démonstration. — C’est une conséquence de 2.40 , 2.42 et 2.45. (|
REMARQUES 2.47. — Soient G; et G5 deux groupes quantiques monoidalement
équivalents.

a) Nous verrons que I'inclusion
K(Hz1 ® Ha1, Hoy @ Hit) C [(Lay, © K(H11))(Way)* (K(Hz21) © 1, )]

joue un role crucial pour établir, dans le cas régulier, I’équivalence des
actions continues de G; et Gs.

b) Le c) de 2.44, montre que 'égalité K(Hao, Hi2) = C(V%) n’entraine pas
en général que G est régulier, ce qui permet de répondre négativement
a une question de [19].

3. Action continue d’un groupoide quantique sur une base de dimension finie

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion d’action continue dans une
C*-algébre, d’un groupoide m.q. de base une C*-algébre de dimension finie.
Nous définissons le produit croisé correspondant, qu’on munit d’une action
continue du groupoide dual.

Dans le cas d’un groupoide de co-liaison, nous montrons qu’une action conti-
nue d’un tel groupoide, nous donne une action continue de chacun des groupes
quantiques l.c. sous-jacents. Généralisant le cas de l’action triviale [6], nous
montrons que les produits croisés correspondants a ces actions de groupes quan-
tiques, sont Morita équivalents.

Enfin, nous généralisons la bidualité de Takesaki-Takai pour les actions conti-
nues d’un groupoide m.q. régulier. Nous terminons ce paragraphe par une des-
cription utile pour la suite, du double produit croisé par une action d’un grou-
poide de co-liaison.
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NOTATION 3.1. — On se fixe un groupoide mesuré G = (N, M, «, 3,0, T, T, ¢€)
de base N = @le M, munie de la trace € = @le n'Try,, et on reprend les
notations de 2.2.

3.1. Action continue. Produit croisé

DEFINITION 3.2. — Soit A une C*-algébre. Une action continue du groupoide
m.q. G dans A est un couple (84,84), ot B4 : N° — M(A) est un x-morphisme
non dégénéré et 64 : A — M(A® S) est un *-morphisme injectif vérifiant :

8) 34(14) = Gpa0 = Sy Liyr Balef)) @ alel]))  (cf. 5.15);

b) (5A ®ids) 004 = (idA ®5) 0d4;

c) pour tout n € N, on a d4 0 f4(n°) = ga,.a(la ® B(n°));

d) [04(A)(14® 9)] = gs,,a(A®S).
Une C*-algébre A munie d’une action continue (84,04) du groupoide G est
appelée une G-algébre.

REMARQUE 3.3. — La condition a) est équivalente & ¢g, o (A®S) = [04(4)(A®
S)]. Elle entraine que les *-homomorphismes §4 ® idg et id4 ® §, se prolongent
de fagon unique & M(A ® S), en des *-homomorphismes strictement continus
et vérifiant respectivement (04 ®ids)(14) = ¢g.a,12 €t (1da®6)(14) = ¢g,a,23-
On a alors :

- (04®idg)0a(1a) = (1da®0)04(14) = GB4.0,12 98,0,23 = 4B,0,23 4Ba, 12}

— 04084(n°) = (14 ®B(n°))gpa,a = (14 ® B(n°))0a(1a), n€N;

- [(1a®5)04(A)] = (A® S)gpa,a = (A® S)da(1a).

EXEMPLES 3.4. — a) L’action triviale du groupoide G. Il s’agit de ’action
de G dans la C*-algébre A := N° définie par les *-morphismes :

Bne : N® = N°:n°—n° Ono:N°— M(N°QS):2°— ¢ayo,a(lne ® 6(z°)

).
b) L’action du groupoide G dans lui-méme. On prend A := S,84 =
et 64 := 6 le coproduit de S.

DEFINITION 3.5. — Soient (A, 34,04) et (B, p,dp) deux G-algébres. On dit
qu’un *-morphisme non dégénéré f: A — M(B) est G-équivariant si on a :

(f®ids)da =dpo f; foBa=Pps.

NOTATION 3.6. — On note AY la catégorie dont les objets sont les G-al-
gébres, et les morphismes sont les *-morphismes f : A — M (B) non dégénérés
et G-équivariants, i.e. fo 34 = g et (f ®id)ds =dpo f.

Fixons dans ce qui suit une action continue (54, d4) du groupoide G dans une
C*-algebre A. Comme conséquence de la condition (3.2 a)), on a facilement :
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LEMME-NOTATION 3.7. — La représentation de A dans le C*-module A @ H
définie par wy, := (idg ® L) 04 se prolonge de fagon unique en une représenta-
tion wr, : M(A) — L(A® H) fidéle, continue pour les topologies stricte/-forte
et vérifiant w1, (14) = g, - De plus, on a
Tr(m) = mL(M)4ga,a = qgaemr(m), m e M(A).
Introduisons le C*-module

(3.1) AL =qpaa(A®H).

Par restriction de 7, on obtient une représentation unitale, fidéle et continue
pour les topologies stricte/*-forte, notée

(3.2) m:M(A) — L(EarL) :m— mr(m)le,, -

Pour tout T € M(S) , on a 1a®T,q8,,0] =0 (2.10 a)). On en déduit une
représentation unitale continue pour les topologies stricte/*-forte :

(3.3) 0: M) = L(©EaL): T (T):=(1a®T)le,, -

DEFINITION 3.8. — On appelle produit croisé de la C*-algébre A par 'action
(Ba,64) du groupoide mesuré G, la sous-C*-algébre notée A x G de L(€4,1)
engendrée par les produits 7(a)f(z), ot a € Aet x € S.

LEMME 3.9. — Le produit crois€ A x G est l’adhérence de l’espace vectoriel
fermé engendré par les produits w(a)0(x), ot a € A etx € S.

Démonstration. — Soient w € B(H), et a € A. Posons z = (id®w)(V'). Nous
avons :

(14 ® z)7p(a)

dg®idyg ® w)(V237rL( )1 )

idg ®idyg ® w)(V23V23V237TL( )12)

idg ®idy @ w)(Vasmr(a)12Va3Ves)  (2.9¢))
[
[

(
(
(
(

ida ®idg @ w)[(ida ® L ® L)(ida ® 6)(da(a))]
= (lda ® idg @ w)[(mr ® L)(64(a))]-

En posant w = w’'s avec w’ € B(H), et s € S, on obtient que (14 ® )7 (a) est
limite normique de sommes finies ), 77(a;)(1a®x;) aveca; € Aetz; € S. O

Le résultat précédent montre clairement que m (resp. @\) définit un *-mor-
phisme 7 : M(A) — M(A x G) (resp. g : M(§) — M(A % G)) unital et
strictement continu.

Notons aussi qu’on a une unique représentation fidéle, continue pour les
topologies stricte/-forte :

(3.4) Jaxg : M(AxG) — LIA®H), jaxg(laxg) = qs,a)
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vérifiant :
(Jaxg om)(m) = (ida ® L)da(m), m € M(A);

(jaxng ©O)(T) = 4sa,a(la®T), T € M(S).

On définit de méme le produit croisé d’une C*-algeébre par une action conti-
nue du groupoide mesuré dual G (cf. 2.11).

(3.5)

DEFINITION 3.10. — Soit B une C*-algébre. Une action continue du groupoide
mesuré dual G dans B est un couple (ap,65), ott ap : N — M(B) est un
x-morphisme non dégénéré et 6 : B — M(B® §) est un *-morphisme injectif
vérifiant :

8) 05(18) = Gap,s = Sy o Sri_y an(el)) ® Bel)?)  (cf. 5.15);

b) (65 ®idg) 0dp = (idp ®8) 0 Ip;

c) Pour tout n € N, on a dgoag(n) =qu, sl ® &(n));

4) [65(B)(15 ® 8)] = Gun,s(B ® 5).
Une C*-algébre B munie d’une action continue (ap,dp) du groupoide G est
appelée une Q\—algébre.

La condition a) entraine que les *-morphismes dp ® idg et idp ® 5 se pro-

longent de fagon unique & M(B® §), en des *-morphismes strictement continus
vérifiant :

-~

(0p®idg)(1B) = qap,p,12, (idB ®9)(1B) = qa,8,23-
Pour définir le produit croisé B x & , on introduit le C*-module

(36) 8B7>\ =q ’*(B ® H)

agp,B
Exactement comme dans le cas d’une action du groupoide G, on a :
— un s-morphisme 7 : M(B) — L(Ep ) unital, injectif et continu pour les
topologies stricte/*-forte vérifiant 7(m) = (idp ® A\)dp(m)le, , ;
— un *-morphisme 6 : M(S) — L(Ep ) unital et continu pour les topologies
stricte/+-forte vérifiant 6(T") = (idp ® T')[¢y -
Comme dans le cas d’une action de G, on a :

PROPOSITION-DEFINITION 3.11. — L’adhérence du sous-espace wvectoriel
de L(Ep,») engendré par les produits T(b)0(x), b€ B et x € S, est une sous-

C*-algébre, qu’on appelle produit croisé de B par l’action de a et qu’on note
Bxg.

3.2. Action duale

3.2.1. Cas d’une action continue du groupoide G. — Soit (84,04) une action
continue du groupoide G dans une C*-algébre A.
Posons B=AxGetEg:=Ea.
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Remarquons (2.10 b)) qu’on a (g3, 12, Vas] = 0 dans L(AQH®H). Soit X €
L(E4 ® H) l'isométrie partielle définie par

X = %3[5A®H .

On a (2.9¢)):
(37  X'X =q5,pleiem XX*=qapsleion= (0®idg)(da,s).

Soient dp : B — L(E4 ® H) et ap : N — L(£4), les applications linéaires
définies par :

0p(b) = X(b®1y)X™*, beB; ap(n)=~0@an)=_01s®a))le,, neEN.
On a:

PROPOSITION 3.12. — Le couple (ap,dp) définit une action continue du grou-
poide mesuré G dans la C*-algebre B = A % G.

Démonstration. — 1l est clair que ap : N — M(B) est un *-morphisme et
quon & XX* = quy = 09idg)(aas). _

Pour voir que dp est & valeurs dans M (B®.S), considérons M (B®S) comme
une sous-C*-algébre de L(E4 ® H). Pour tout a € A et tout x € S, on a (2.2
et 2.10 d)) :

~

X (m(a)®@1g)X* = (1(a)®15)(00idg)(ga ), X (B(x)®1g)X* = (B2idg)d(x).

Comme X*X = g5, o5leaom, on a (2.10 b)) pour tout a € 4, z € Setbe
M(B) :

~ -~

(3.8) [X*X,b21x] =0 et X(m(a)f(z)@1x)X* = (r(a)®15)(0®idg)d ().

I en résulte que 65 : B — M(B ® S) est un x-morphisme et on a dg(15) =
qog,B-

Montrons qu’il est injectif. Soit b € B tel que dg(b) = 0.

Onaalors X*X (b®1p)X* = (b@1y)X* X X* = (b®1y)X™* = 0. Il en résulte
que pour tout w € B(H)., on a b(id®w)(X*) = 0. Comme [(id®@w)(X*)|w €
B(H).]=(14a®R(S))le,, onab=0.

Montrons la continuité de dg.

Pourac€ Aetz,2' €S, ona:

3p(m(a)0())(15 ® ') = (n(a) ® 15)(0 ® idg)(5(z) (15 ® 7)),
donc [65(B)(1p ® §)] C 65(15)(B® S).
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Pour montrer linclusion 65(15)(B ® S) C [65(B)(15 ® )], remarquons
qu’on a :

Br)®z)| acA; z,2' €8]
0 ®ids )(qag(x®x))|a€A;m,m’E§]

65(15)(B® 8) = 65(1p)(r(a) ® 15)
= [05(1p)(r(a) ® 15)

[05(15)(n(a) ® 15) (0 @ idg) O(w)(1g ®u') [a € A5 u, u' € §]

= [0p(r(a)f(w)(lp @) a€ A, u,u €8 =[5(B)(15 ® ).

(
(

(23) (5

Montrons la coassociativité de §5. Pour tout ¢ € M(B® S), on a :
(05 ®idg)(c) = Xic13X5, et (idp ®8)(c) = VageraVas.

La coassociativité de d g résulte de la relation pentagonale vérifiée par V et des
relations (cf. 2.10 b)) :

X12X13 = "723X121’72§ et [X12, ‘72*3%3] =0 dans £((€A ® H ® H)

Finalement, pour tO/}lt n € N, on a 2.10 lA)) : R
dp(ap(n)) = X(6(a(n)) ® 1g) X" = (§ ®idg)d(a(n)) = 65(15)(1p ® &(n)).

|
DEFINITION 3.13. — On appelle action duale du groupoide G dans le produit
croisé B = A x G, Paction définie par le couple (ap,dp).
3.2.2. Cas d’une action continue du groupoide dual G. — Soit (ap,dp) une

action continue du groupoide G dans une C*-algebre B.

Posons C = Bx G et £ 1= &g, (cf. 3.6). Remarquons (2.10 b)) qu’on a
9, 512> Ves] = 0 dans L(B®H®H). Soit Y € L(Ep ® H) I'isométrie partielle
définie par

Y :=Vaslepon -

Ona (29¢)):

(3.9) Y'Y =qaposleson, YY" =qpalepon= (0 ®ids)(gs,q)-

Soient 6¢ : C — L(Ep ® H) et fc : N° — L(Ep), les applications linéaires
définies par :

0c(c) =Y (c®1g)Y*, ceC;
Bc(n®) =0(8(n°) = (1 @ B(n°))les, m € N.
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Comme dans le cas d’une action continue du groupoide G, on établit les for-
mules :

(3.10)
Y(RB) © 10)Y" = (R() ® 15)(0 ®ids)(g5.0),
Y(O(s)@1g)Y* = (0®ids)d(s), beB,seS;
[Y*Y,c® 1x] = 0,
Y(@D)0(s)@1g)Y* = (7(b) ® 15)(0 ®ids)d(s), ce M(C),be B,se€ S;
Y12Y13 = Vas3Yi2 Vi
et [Yi2,Vo5V23] =0 dans L(Ep @ HQ® H).

Il en résulte qu’on a :

PROPOSITION 3.14. — Le couple (B¢, d¢c) définit une action continue du grou-

poide mesuré G dans la C*-algebre C = B x G qu’on appelle laction duale de
Paction (ap,0B).

3.2.3. Action continue d’un groupoide de co-liaison. — Soient G et G2 deux
groupes quantiques l.c. monoidalement équivalents. Dans ce qui suit, on se fixe
un groupoide de co-liaison G := Gg, ¢, = (C?, M, a, 3,6, T, T’ €), dont les coins
sont identifiés aux groupes quantiques G; et Gs.

Pour étudier les actions continues de ce groupoide, nous reprenons pour G,
les notations introduites au paragraphe 2.4 et nous identifions les C*-algébres
M (S;;) (resp. M(S;; ® Ski)) et pi; M(S) C B(H) (resp. (psj @ pri)M(S®S) C
B(H ® H)).

Soit A une C*-algébre. Nous allons commencer par donner une description
équivalente d’une action continue (84,d4) du groupoide G, en termes d’actions
continues des groupes quantiques G; et Gs.

On rappelle que B4 : C> — M(A) est un *-morphisme unital et 4 : A —
M(A ® S) un *-morphisme injectif vérifiant les conditions 3.2.

Remarquons d’abord que le *-morphisme 34 : C2 — M(A) est & valeurs
dans le centre de M (A). En effet, pour tout n € C2, x € A, on a :

(3.11)
54(Ba(n)z) =04(14)(1a ® B(n))da(z) = 0a(x)d4(14)(1a ® B(n)) = da(xBa(n)).

Par injectivité de 4, on déduit [B4(n), z] = 0.

NoTAaTIONS 3.15. — Posons :

a) q; = Pale;), Aj = q; A. Il est clair que Ay et Ay sont des idéaus bilatéres
fermés de la C*-algébre A et on a A=A, ® Ay ;

b) pour j,k = 1,2, notons W;? t M(Ag ® Sk;) = M(A®S) le prolongement
strictement continu de l’injection canonique Ay, ® Sk; — A® S vérifiant
T (1a,08:,) = Gk © Prj-

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



746 S. BAAJ & J. CRESPO

Par définition 2.6 du projecteur gg, «, on a :

(3.12) 9Ba0 = @1 ® a(er) + g2 @ afer).

On déduit alors de (3.2 ¢)) que pour j = 1,2, 0on a :

(3.13) Salgy) = Y @ ®prj-
k=1,2

Par un calcul direct, on obtient facilement :
LEMME 3.16. — Pour touta € A et j,k=1,2, on a
(qx ® 15)d4(gja) = (14 ® aler))da(gia) = (g ® prj)da(a).

PRrROPOSITION 3.17. — Pour j, k = 1,2, il existe un unique *x-morphisme injec-
tif et non dégénéré
5fzj : Aj — M(Ak ® Skj)
vérifiant 75 0 04 () = (g ® 15)0a(w) = (14 ® aler))da(z) = (ar ® pr;j)da(2)
pour tout © € Aj.
De plus, on a :

a) pour tout a € A, on a da(a) =3y ; 7r§C o éff‘j (agj) ;

b) pour tout j,k,1=1,2, on a (6f4k ® idskj)éff;j = (idg, ® 6{3—)554]_ ;

c) [623_ (A;)(1a, ® Skj)] = Ak ® Sk, en particulier on a :

M(85,(4;)) C M(Ax ® Skj),  Ap = [(ida, ® w)d4, (A7) |w € B(Hyz)] ;

d) (5f4i : A, — M(A; ® Si;) est une action continue du groupe quantique G;
dans la C*-algébre A;.

Démonstration. — On a Im (ﬂf) = (qx ® prj)M(A ® S). Par ailleurs, pour
tout z € A;, on a

5a(z) =0a(gsz) =Y _(ar ® prj)da(®),
P

d’ou 'existence des *-morphismes 52,-7 qui vérifient :

Wf ° 5,]Zj (z) = (g ® prj)oa(z), =€ Aj.
Le a) résulte de l’égalité A = A; & A,. Par ailleurs, pour j,k,l = 1,2, nous
avons :

(mk®ids,,) (0}, ®ids,,; )(T) = (@@pr®pr;) (04®ids)(m} (1)), T € M(Ar®Sk;);

(nk ®ids,,)(ida, ®55)(T) = (@ ® p @ pi;)(ida ®3)(xh(T)), T € M(A® Syy).
Le b) résulte alors de ces deux relations et de la coassociativité de § 4. Notons
que le b) entraine l'injectivité des *-morphismes (51’2],.

Le c) se déduit de la condition de continuité (3.2 d)) de la coaction d4. Le
d) est une conséquence de b) et de c). O
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COROLLAIRE 3.18. — Soient j, k = 1,2 avec j # k.
a) Pour tout © € 85 (4;), on a (ida, ® 6],)(z) € M(5% (4;) ® Sj;).
b) (SIIf‘j(Aj) — M(Jff‘j(Aj) ® Sjj) & — (ida, ® 5%3)(:5) est une action
continue du groupe quantiqgue G; dans la C*-algébre (Sff‘j (4;).

c) Aj — 551]_ (A) (Sff‘j (x) est un *-isomorphisme G;-équivariant.

Démonstration. — Les assertions du corollaire sont des conséquences de (3.17
b), c¢) et d)) faciles & établir. O

REMARQUES 3.19. — a) Dans le cas 3.4 de action triviale, les C*-algébres
A; s’identifient & C et le d) de 3.17, correspond & Paction triviale de G4
et GQ.

b) Dans le cas 3.4 de l’action du groupoide G dans lui-méme. On a

A1 =511 ® S21, Az = S12® Sz, 5,’21. = &1; @ 83;.

c) Dans le cas ou les groupes quantiques G; et Gy sont réguliers, nous
verrons (4.11) que la G,-algébre 551]» (A;) peut étre obtenue directement
a partir de la Gy-algébre Ay, dont elle est en fait une déformation.

De cette description concréte d’une action continue (A, 84,04) du groupoide
G en fonction des #*-morphismes 61121,, on déduit une définition pratique des
s-morphismes G-équivariants.
LEMME 3.20. — Soient (A, B4,04) et (B,Bp,0p) deux G-algébres. Pour k =
1,2, posons qx := Ba(ex) et soit v, : M(By) — M(B) le prolongement stricte-
ment continu de l’inclusion By C B.
a) Si f: A — M(B) est un *-morphisme (3.5) G-équivariant, alors pour
tout j = 1,2, il existe un unique x-morphisme non dégénéré f; : A; —
M (B;) vérifiant :
(314) (fk‘®1dskj)051,g] :(ng ija k,j=1,2.
De plus, pour tout a € A, nous avons f(a) =3_; ;o fj(aqg;).
b) Réciproquement, si pour j = 1,2, nous avons un x-morphisme non dégé-
néré f; : A; — M(B;) vérifiant 3.14, alors le x-morphisme non dégénéré

f:A—>M(B):aHf(a):ZLjij(aqj)

est G-équivariant.

Démonstration. — De la seconde condition de la G-équivariance de f, il ré-

sulte que f(Ba(e;)) = Ba(g;), donc f(A;) C Bp(e;)M(B) = 1;(M(B;)) pour
tout j = 1,2, d’ot l'existence des *-morphismes non dégénérés f; : A; —
M(B;).
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Le a) se déduit aisément de la premiére condition de la G-équivariance de f.
Le b) est facile a vérifier. O

COROLLAIRE 3.21. — Les deux correspondances :
A9 — A% (A, Ba,ba) = (Ai,04,), i=1,2,

sont fonctorielles.

Démonstration. — 1l est clair que si f : (A,B4,04) — (B,05,0p) est un
x-morphisme G-équivariant, alors f; : (Ai,éi,i) — (B, 5iBi) est G;-équivariant.
U

Pour montrer que les deux correspondances A9 — A% : (A,B4,04) —
(A, 6%,) sont biunivoques dans le cas ou G et G sont réguliers, nous aurons
besoin d’une réciproque de 3.17 :

LEMME 3.22. — Soient Ay et As deur C*-algébres munies de *-morphismes
injectifs
8%, 1 Aj = M(Ap ® Sky), J,k=1,2,
vérifiant les conditions (3.17 b) et c)).
Posons A := A1 ® As et avec les notations de 3.15, définissons les x-mor-
phismes :

At A->MA®S):a=(a1,a2) — da(a ZW’“&A (aj),

B = M) ) = (3 1)

Alors (8a,04) est une action continue du groupoide G dans la C*-algébre
A=A A,

Equivalence de Morita des produits croisés des C*-algebres Ay x G et Ay X Gs.
— Soit (A,B4,04) une action continue du groupoide G := Gg, g,. Avec les
notations de 3.17, nous allons montré que les produits croisés A; XxG et As X Gq
sont Morita équivalents.

Commencons par expliciter le produit croisé (cf. 3.8) A x G.

On a

Ea=€ar=(1Qae1)+q@®a(e))(AQH) =Es1 D Eaz,
avec 41 1= Ap @ alex)H = A ® Hp1® A ® Hyo, k=1,2.
Posons B = AxG C L(E4). Onrappellequona B = [r(a)f(z) |a€ A, z €
S], ou :
m: M(A) — M(B):m+— (ida ® L)da(m)[e,,;
§:M(S) > M(B): T (140 7T)le,
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Il est clair que l'application a +— m(a)le, , définit une représentation fidele
ki A— L(E4) de la C*-algebre A et on a pour tout a € A :

_ ((ida, ® Ly1)d4, (ag1) 0
mr(a) = ( 0 A (ida, ® Li2)6k, (an))

De méme, pour k£ = 1,2, on a une representatlon fidele Hk S - L(Eak):
i (1a ®p(x))le,, dela C*-algebre S et pour tout z € S, on a :

() = <1Ak ® F(z11) 1a, ® %k(xm)) i o= B(ei)xB(e;),
F ]‘Ak ® %k(xm) 1Ak ® %k($22) 7Tk(mz]) = PkiTPkj-

Notons 7g la représentation du produit crois¢ B = A x G définie par 1’in-
clusion B C L(E4).

Par restriction de la représentation mp au sous C*-module £4 j, on obtient
pour tout k = 1,2, une représentation g : B — L(€4,). Pour tout a € A

et z € S, posons b = w(a)@\(x). On a:

751 (b) = Tk (a) B (z)

_ <(idA,c ® L)% (aq1)(1a, ® Te(711)) (ida, ® Li1)d% (ag1)(1a, ® 7Afk(3712)))
~ \(ida, ® Li2)d%_ (ag2)(1a, ® Ti(w21)) (ida, ® Li2)d%, (ag2)(1a, ® Ti(z22)))

Pour tout i, 7,k = 1,2, posons
(3.15) &L :=[mi(ag;)bi(zn) | a € A, z € 8] C L(A; ® Hix, A; ® Hyy).
Remarquons que pour tout i = 1,2, on a &; = A; X5, G
THEOREME 3.23. — Pour tout ¢,5,k,l=1,2, on a :
(A ®@Hy) =A@ Hyj, [, 0EL] =Eh  (EL)* =&l

En particulier, on a :
[5;% o (‘%Zk)*] = g;’jﬂ [(5;k)* o (gjlk:)] = Eip-
Pour la preuve de ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.24. — Pour tout i, j, k = 1,2, notons L;k l’injection canonique définie
par la composition :

L(A; ® Hi,, A; @ Hij) — L(Eai) — L(Ea).

Pour tout a € A et tout x € §, on a:

Lék(é\i(xjk)ﬂi(a%)) = (q ®pij)/\($)7r(a)(q¢ ® Pik)s
Vi (mi(ag;)0i(z51)) = (4 ® pij)m(a)0(2) (g @ pir)-
Un calcul direct permet d’établir ce lemme.
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Démonstration du théoréme. —  Montrons linclusion (€5,)* C &};.

Soient a € A et z € 5. On a (W,(aqj) i(x51))* = é\i(a:fj)m(a*qj). Posons

0(z*)m(a*) = limZW(as)a(xs), avec a, € A et z, € 5.

finie
Il résulte de 3.24 qu’on a
0 (xf)mi(a”q;) = lim Y mi(asq)0i(;,5),
finie
d’ou inclusion (£7,)* C &}; et finalement 'égalité.

L’inclusion [8’ ° Skl] C Ell résulte de Pégalité (£f;)* = Sj’:k.

Soient a € A et x € S, montrons que ﬂl(aq])ﬂ (ZL’jl) € [Ex 0 &Ll

Posons a = 10y avec a; € A. D’apreés (2.31) d)), on peut supposer que
0; (xj = b; (y]k)ﬁ (Zkz) avec y,z € S. R

On a alors W,(aqj) i(xj1) = Wz(alqj)m(aqu)H»(yjk)GA(zkl)

Comme Wz(aqu)Hl(yjk) € 8jk = (Sk]) on a m;(ag;)bi(z;) € [E} 1k © &Ll

L’égalité [Ei (A4; ® Hy)] = A; ® Hy; résulte de (3.17 ¢)) et de l'égalité

[El zl] == zg O

COROLLAIRE 3.25. — Pour tout i,j = 1,2, £, est une C*-algebre et &}, est
une équivalence de Morita entre les C*-algebres E; = A; X5, , G; et 51

Démonstration. — On déduit immédiatement du théoréme que é’;j est une
C*-algeébre qui agit de fagon non dégénérée dans le A;-module hilbertien A4; ®
H;; et on peut considérer M(S]‘]) comme une sous-C*-algébre de L(A4;® H;;) =
M(A; ® K(Hyy)).

Il est clair que é'fj, muni de P'action & droite de 5;]- et du produit scalaire

(&,m) := &*n est un C*-module plein et on a &; = A; x5, , G ~ K(E;). O
PROPOSITION 3.26. — On a un x-isomorphisme p;; : 5]’:]- — 5jj vérifiant pour
tout x € S}j :
(5341 ®idc(m,;))(z) = (Wjji,23)*/1‘91( )13W 4,23
De plus, pour tout a € A et z € S, on a uji(m(aqj)@\i(xjj)) = Wj(aqj)é\j(xjj).
Pour établir cette proposition, on va d’abord prouver le lemme suivant :

LEMME 3.27. — Soient 4,5,k =1,2.
a) (Wijk,m)* ‘/}ij,ZSA: ‘/j,;‘,23 (Wijk,12)*‘
b) Pour tout € S, on a (Wj,)*(1m,, ® Filzy))W3, = Liy, ® r(z)5)-
c) Pour touta € A, on a (6, ® idsij)(éf;j (agj)) = (WJJZ 23) 0%, (ag;)13W}; 3.
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Démonstration. — Le a) résulte de (2.25 b)). Pour w € B(H), posons = =
(id®w)(V).On a:

Ti(2j;) = (ld ® pj;wp;;)(V}), Tr(zs;) = (id ® pjwpj;) (V).

Le b) est donc une conséquence du a). Le c) résulte de (2.27 b)) et (3.17 b)).
]

Démonstration de la proposition. — Soient a € A et =z € S. Posons u =
mi(ag;)0i(z;;) € E;;. Nous avons :

(0%, ®idic(ar,))(u) = (ida, ® 6%)(m;(ag;))(1a; ® 1g,, ® Fi(xs5))
= (W}; 23) ' 13(ag;)13W}; 25 (1a, ® 1a;, ® i)
= (Wjji,Qs)*(ﬂj(aqj)gj(xjj))wngiQS'
On en déduit I'existence de l'isomorphisme p;; : S;j — S;j et la relation
nji(mi(aq))0(255)) = m5(a0))0;(ws5) 5 a€A, zel. O
On a donc obtenu le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.28. — Les C*-algébres A X Gy et Ay X5z G4y sont Morita
1 2

équivalentes.
Pour tout z € S;j, posons
(3.16) b1 (@) 1= V(@ © 11, ) (V)"
Alors dg:i est la restriction de la coaction duale du systéme dynamique (A, 54,94)
77

a la C*-algebre S;j. Elle définit une action continue du groupe quantique é;
dans la C*-algebre &7

PROPOSITION 3.29. — L’isomorphisme pj; : (S}j,ég;;j) — (Sjj-j,égj_-j) est
G j-équivariant.
Démonstration. — Posons u = Wi(aqj)@(xjj). En utilisant (2.25 b)) et (2.31

b)), on obtient :
V3 23(mi(0g;)8:(25) @ 1, )V 23)" = (mi(agy) @ 1a,,) (6 @idg, )d(xj)-
En réutilisant (2.25 b)) et (2.31 b)), on déduit :
‘73%,23(%’1'(“) ® 1Hjj)(‘7]:2,23)* = ‘7]%,23(%' (GQJ)gj(xjj) ® 1Hjj)(‘?7:§,23)*
= (mj(agq;) @ 1a,,)(0; @ idg )o(w;)
= (15 ®idg, )((mi(aq;) ® 1s,,) (0 @ idg )d(;5))

= (Mji ®id§“)68}j (u) O
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REMARQUES 3.30. — a) Le corollaire 3.28 a été établi (avec des notations
et des conventions différentes) dans [6] dans le cas de laction triviale du
groupoide G dans la C*-algébre A := N° = C2.

Pour cette action, notons que : les C*-algébres A; et A, s’identifient
a C; pour 7,k = 1,2, les *-morphismes 551]- :C — M(C®Skj) = M(Sk;)
vérifient Jfflj(l) = pi;; pour tout 4,5,k =1,2, on a E;k = E;k, avec les
notations 2.30 et 3.15. R

Le produit crois¢ B = A x G est canoniquement isomorphe & S. Plus
précisément, nous avons que 75 : (B,ap,dp) — (§, a, ;5\) est un isomor-
phisme de G\—algébres.

b) Dans le cas 3.4 de laction du groupoide G dans lui-méme, on obtient

que les C*-algebres

(S11 %51, G1) @ (S21 X513, G1) et (S12 M52, G2) ® (S22 %53, G2)

sont Morita équivalentes.

3.3. Bidualité. — Soit (84,04) une action continue du groupoide mesuré G
dans une C*-algébre A. Posons B = A x G muni de 'action duale (ap,d5) du
groupoide G et C = B x G muni de I’action (bi)duale (B¢, dc).

Dans une premiére partie, nous montrons que la C*-algébre C s’identifie ca-
noniquement & une sous-C*-algébre D C L(A® H). Nous notons alors (8p,dp)
I’action continue de G dans D, obtenue par transport de structure.

Dans le cas d’un groupoide mesuré G régulier, nous montrons I’égalité D =
gga.a(A ® K(H))gp,,a- Nous décrivons aussi explicitement I’action continue
(Bp,0p) du groupoide mesuré G dans D, a l’aide de l'action initiale (84,d4)
et de la représentation réguliére droite du groupoide G.

Nous examinons ensuite le cas d’une action continue d’un groupoide de co-
liaison.

3.3.1. Cas général. — Commencons par définir D et établir un *-isomorphisme
C=AxGxG—D.
LEMME-NOTATIONS 3.31. — a) Posons

D :=[(ida ® R)54(a) (14 ® A(z)L(s))|a€ A,z €5, s€ S| C L(A® H).

Alors D est une sous-C*-algébre de L(A® H).
b) Il existe un unique *-morphisme g : M(A) — L(A ® H) injectif et
continu pour les topologies stricte/x-forte vérifiant :

mr(m) = (ida ® R)da(m), me M(A); 7r(la)=qs,.a

c) Pour tout d € D, on a qg, ad = d = dgg, 5. De plus, D(A® H) =
4paa(A®H).
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d) Il existe un unique x-morphisme jp : M(D) — L(A® H) fidéle, continu
pour les topologies stricte/x-forte, prolongeant idp et vérifiant jp(1p) =
4ga.a-

Dans la suite, on pose Eor :=qp, a(A® H).

Démonstration. — Pour prouver le a), on peut procéder comme dans 3.9. On
peut aussi le déduire de la proposition 3.32 qui va suivre.

Le b) est une conséquence de la définition (3.2 a)).

Leb) et (2.10) b)) entrainent que pour tout d € D, on a g, ad = d = dgg, a,
donc D(A® H) C q,,a(A® H). Pour prouver ’égalité, il suffit de remarquer
que la C*-algebre (2.19 A(§)S agit de facon non dégénérée dans H, et d’utiliser
la continuité de l'action (cf. 3.2 d)).

Le d) est une conséquence du c). O

Avec les notations de 3.8 et 3.11, on a :

PROPOSITION 3.32. — Il existe un unique x-isomorphisme ¢ : C — D véri-
fiant :

$(®(m(a)0(x))0(s)) = 7r(a)(1a ® M(z)L(s)), a€ A, z€§, s€S.
Posons
op = (¢®idg)odcop™! et Bp:=d¢ofe.
Alors (Bp,dp) est une action continue du groupoide G et pour tout a € A,
x €S ets€eS, nous avons :

(jp ®ids)dp(mr(a)(la ® A(z)L(s))) = (Tr(a) ® 15)(1a ® [(AM(z) ® 15)(L ®ids)d(s)]) ;
ip(Bp(n°)) = qp,,a(la ® B(n°)), neN.

Démonstration. — Le produit croisé B = A x G agit de facon fidéle et non
dégénérée (3.9) dans le A-module hilbertien £4 = g3, o (A ® H). Dans la suite,
on considére M (B) comme une sous-C*-algébre de la C*-algébre L(E4).
Le produit croisé C = B x G agit de fagon fidéle et non dégénérée (3.11)
dans le B-module hilbertien &5 = ¢, 5(B ® H) et on a M(C) C L(Ep).
Introduisons le *-morphisme injectif, continu pour les topologies stricte/+-forte :

$o: M(C)— L(Eg®BEA): T—T®p1lg,.
Par restriction au sous-C*-A-module £g ® g £4, 'unitaire
(BRH)®pEa—EA@H: (b®n)®@pE{—b®n
définit un unitaire u : Eg X 4 — anﬁ(EA ® H). Soit
¢1:C — L(q,, 5(Ea® H)) : c— ugo(c)u”.
Posons C; = ¢1(C), B¢, = é10 B¢, 6c, = (¢1 ®ids) 0 ¢ o ¢7 .
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Pour touta € A, z € Setse S, on vérifie facilement qu’on a :

~

¢1(7(m(a)8())8(s))
= (n(a) ® 1) (0 ® N)d(x) (1e, ® L(s))q, , 5 € L(q,, 5(Ea ® H)).
En utilisant (2.10 b)), on obtient [gg,.a,12,(1x ® U)V(1g ® U*)a3] = 0

dans L(AQ® H® H). Posons Z := (1g @ U)V(1g @ U*)asle om € L(Ea @ H).
A T’aide de (2.9 c)) et de (2.10 b)), on a :

7°Z2=4,,5= 00N as), 22" =@®R)(gs.0).
Considérons alors le x-morphisme injectif :
$z7:01 — LIEA®H): ' — ZZ*.
Alors ¢z s’étend de fagon unique en un *-morphisme injectif, continu pour les
topologies stricte/*-forte ¢z : M(C1) — L(EaQ H) vérifiant ¢ (1¢,) = ZZ2* =
(0® R)(gs.0)-

Posons Cy := (152(01), ECQ = ¢z o B¢, et o, = (¢Z ® idg) 0d¢c, © ¢21
Pour touta € A,z € Set s€ S, on a (cf. 2.10 b), ¢) et d)) :

@®Ni(x) = Z*(le, ® A(2))Z,
(r@R)oda(a) =Z(r(a)®1yg)Z*, [Z,1¢, ® L(s)] =0.

Il en résulte que ¢z o ¢1 (F(m(a)8(2))0(s)) = (T®@ R) 08 4(a) (le, ® A(z)) (lg, ®
L(s)).

En tenant compte du sous-espace initial et du sous-espace final de Z, on
obtient :

Cy=[(r®R)ods(a)(le, ® \x)) (g, ®L(s)) | ac A,z €8,s€ 5| CLEs® H).

Soit jo, : M(C2) — L(E4 ® H) I'unique *-morphisme continu pour les topolo-
gies stricte/-forte, prolongeant id¢, et vérifiant jo,(1c,) = 0 ® R)(g8,0)-

Pour tout a € A,z € S et s € S, posons ¢ = (1 ® R) 0 64(a) (lg, ®
A(@)) (e, ® L(s)).

On a dans L(E4 ® H® S), cf. (3.10) :

— (Jo, ®ids)dc, (c) = (T ®@ R) 0 da(a) ® 1) (e, ® A(z) @ 15) (1, @ (L ®
ids)d(s)) ; R

—Jo,0B0,(n°) = 227 (g, ®B(n°)) = (0@ R)gp,0(le, @B(n°)) € LIEA®H),
pour tout n € N.

Finalement, introduisons 1'unitaire

V:AQH®,E4 —EAQH : (a®n) ®r & — m(a)l @n.
Pour tout T'€ B(H), m € M(A® S), on a facilement :

— U*(lgA(X)T)U:(lA@T) R 15A;
- v (m@R)(m)v = (ida ® R)(m) Q@ 1g,.
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Il en résulte que pour tout a € A, x € Setse S, on a
v* (M@ R)odala) (1, ® A(z)L(s))v=mgr(a)(1la ® A(x)L(s)) @ lg,.

Pour tout ¢ € Cy, posons v*cv = ¢a2(c) ®x 1lg,. On obtient un x-isomorphisme
¢2 : CQ — D.

Pour tout a € A,z € S et s € S, posons ¢ = (m® R)odala)(lg, ®
A(z)) (1, ® L(s)). On a alors :

$2(c) = mr(a) (14 ® A(z)L(s)),
(Up ®ids)(¢2 ®ids)éc, (c)) = (Tr(a) ® 1s) (14 ® [(AM(z) ® 15)(L ®ids)d(s)]),
Jpo¢20Pc,(n°) =qp,sa(la®p(n®)), neN.
Le *-isomorphisme ¢ := ¢ 0 ¢z o ¢1 convient. O

Dans ce qui suit, nous allons décrire l'action continue (8p,dp) & laide de
Paction initiale (84, d4) et de la représentation réguliére droite du groupoide G.

NoTATIONS 3.33. — a) Etant donnée la représentation réguliere droite
(2.2) V de G, on note V lunique isométrie partielle de L(H®S) vérifiant
(idg @ L)(V)=V.
b) La C*-algébre K(H) est notée K.
c) Onnotedy: AQK — M(AQK ®S) le x-morphisme injectif vérifiant :

(317) 50(&@]{?):(5A((1)13(1A®k®].s), (J,EA, kek.
d) Pour tout x € M(A® K) et tout n € N, posons :
(3.18) Saek (@) == Va3do(2)V3s;  Basx(n®) :==qp,a(la ® B(n°)).

Alors g (resp. dp ® idg) se prolonge de fagon unique en un *-morphisme
MARK) > M(ARK®S) (resp. M(ARK®S) > M(A®K®S®S)),

strictement continu et injectif vérifiant

(3.19) do(lagk) = 484,013 (resp. (6o ®ids)(lagkes) = 4B.,a,13)-

De méme, on a un *-morphisme strictement continu et injectif :
(3.20)
idagr®0 : M(AQK®S) — M(AQK®S®S), (idagk®d)(lagkes) = 43,q,34-

LEMME 3.34. — Pour tout z € M(A®K), on a
B4 ,,13(00 ® 1ds)do () = (do ® ids)do(z)
= (idagk ® 6)d0(7) = ¢p,0,34(1dapKx ® 6)do(x).
Démonstration. — Pour tout a € A, on a :

((50 ® ids)(&A(a)lg) = [((5,4 ® ids)(SA(a)]134 = [(ldA ® 5)(5A(a)]1347
(idagk ® 6)(6a(a)1s) = [(ida ® 6)0a(a)]134-
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Pour tout £ € KC, on a :

(0o ®ids)(1a ®k®1g) = qp,,a,13(1a ® k ® 15gs),
(idagk ® 0)(1a ®k ® 15) = gp,a,34(1a ® k ® 15gs). O

Notons que Sagk : N° — M(A®K) est un *-morphisme car [a(N), B(N°)] = 0.

LEMME 3.35. — On a dagk(lagk) = 484,5,12 43,a,23- Pour toutn € N, on a :
(3.21) dask(Bagk(n®)) = dask(lagk)(lagk ® B(n°)).
Démonstration. — En utilisant (2.10 b)) et (2.9 ¢)), on a

(3.22) dagk(lagk) = Vazbo(lagi)Vaz = V23484,a,13Vas3
' = q84,5,12V23V53 = 48,,a,1248,0,23
et a aide de (3.2 ¢)), on déduit
(3.23) 00(48.4,a) = 4Ba,a,13 98,8,23 = 4B A,a,13 Va3 Va3.
Pour n € N, on a
daex(Bagik(n®)) = Va3do(gs,a)(la ® B(n°) ® 15)V3s
= V2308,4,0,13V53V23(14 ® B(n°) ® 15) V53
= q8,,5,1248,0,23V23(14 ® B(n°) ® 15)Vs3
= 48.4,5,1248,0,23(lagk ® B(n°))
= dask(lagk)(lagk ® B(n?)). O
Nous avons :
LEMME 3.36. — Pour tout x € M(A® K), on a (dagk @ ids) o dagk(zr) =
(idA & 5) o 5A®K2(37)-
Démonstration. — Pour tout z € M(A® K), on a
(dagk ®@ids)(dagk(z)) = Va3(do ® ids)(daek(x)) Va3
= Va3V2448 4 ,0,13(00 ® ids)00(%)q8,4 ,0,13Vas Va3
= Va3Vou(idagk ® 0)do(x)Vsy V33
= (idagk ® 6)(Va3do(w)Vs33)
= (idA@]C X 6)(5A®)C("17). D
Dans ce qui suit, on identifie M(A® K) (resp. M(AQK ® S)) a L(A® H)
(resp. LLA® H® S)).
PROPOSITION 3.37. — Soienta € A, T € M(A), = € Setses.
a) ([dagu®L)do(Tr(a)) = 46,,0,13(1aQU 1y )Xa3Vas (7L (a) @1 ) Vo503
(1aQU* ®1H)484,a,13-
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b) daex(mr(a)) = 484,5,1248,a,23(TR(a) ® 13),
daex(Tr(T)) = q84,8,1248,0,23(TR(T) ® 13).

¢) dagk(la ® A(z)L(s))
= 484,8,1248,0,23(14 @ A(z) ® 15)(14 ® [(L ® idg)d(s)])
=qp,,a12(1a ®Az) ® 15)(14 ® [(L ®ids)d(s)]).

d) dagk(mr(a)(la ® A(x)L(s)))
= qp4,a,12TR(a)12(14 @ A(7) ® 15)(14 ® [(L ®@1ids)d(s)])
= (mr(a) ® 15)(14 ® [(AM(z) ® 15)(L ®ids)d(s)]).

Démonstration. — Reprenons (3.7 , 3.31 b)) les représentations wg, 7 :
M(A) — L(A® H).

On a [V*V,S ® 1g] = 0 (cf. 2.9 ¢) et 2.10 b)). On en déduit que pour
tout a € A, on a :

(324) (idA@H & L)(S()(?TL((Z)) = EQg‘ég(?‘l’L(&) (%9 1H)‘/2*3223.

On en déduit :

(3.25) (idagm ® L)do(mr(a))
=08,,0,13(la@U @ 11)E03Vas(mL(a) @ 1) Vo5523(la @ U™ ® 111)¢s,4 0,13,

d’otu le a). Il s’ensuit qu’on a aussi

(idA®H ® L)(SA@K(T"R(G'))
= gp,a12V23(14 ® U ® 1) a3 Vas(mr(a) ® 1) Vss

3.26 % *
(3.26) Yo3(la @ U™ @ 11)Vo345,4,a,12

= qg,,a,12V23Vos3mr (a)13Vo3 V348, ,a,12-

Posons avec les notations de 2.13, T5 - := Zle Al (B(e(l)) ® a(e®)).
11 résulte alors de (2.13 , 2.9 ¢) et 2.10 b)) que

(idagy ® L)dagr(mr(a))

= g81,312W3T23(1a ® Ly ® U)T5 5 p57r(a)1s
Tg,a,zg(lA ® 1y @ U)XasWasqs, .a12
= qpa,a,12TR(0)12W33Y23(1a ® 1y @ U")T5 5 95

Tg,a,zg(lA ® 1y ® U)Xa3sWasqp, a,12

= 48,,5,1248,0,23TR(0)12,

ce qui établit la premiére relation du b). Par continuité stricte, on déduit aussi
la seconde relation.
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Pour la preuve du c), on a (cf. 2.10 b) et c))
daek(la ® A(z)L(s)) = Vazdo(la ® A(z)L(s))Va3
= V2308,4,0,13(14 @ AM(z)L(s) ® 15)V33
= pa,a12(1a @ A(2) ® 15)(14 @ [(L @ 1ds)(s)]).-
En remarquant (2.9 ¢)) qu’on a
(idagnr ® L)do(mr(a)) = (idagn ® L)do(mr(a))qa,p6,23
= (idagn ® L)do(wr(a))Vi3Vas,
on déduit le d) du b) et du ¢). O

COROLLAIRE 3.38. — L’action biduale (Bp,dp) (cf. 8.32) du groupoide m.q.

-~

G dans le double produit croisé A X G x G ~ D est donnée par :
(jp ®ids)dp(d) = dagk(d) = Vazdo(d)Vs3,d € D ;
ipBp(n°) = Bagr(n®) = g, ,a(la ® B(n°)), n € N.

Démonstration. — Pour d = mp(a)(14@A(z)L(s)) aveca € A,z € Sets € S,
il suffit d’appliquer 3.32. La seconde relation découle de 3.32 et de la définition
de Bagk. O
REMARQUE 3.39. — Par continuité stricte, on a aussi

(jp ®1ds)0p(T) = daex(ip(T)) = Va3do(ip(T))Va3, T € M(D).
THEOREME 3.40. — Soit (84,04) une action continue du groupoide mesuré

régulier G dans une C*-algébre A. Alors le double produit croisé (A x G) X Q,
muni de (ﬂ(Axg)mgA’ 6(A><19)><19A)’ est canoniquement isomorphe a la C*-algébre
D =gz, s(A® K)qs, & munie de laction continue (Bp,dp) de G définie par :
(Jp ®1ds)dp(d) = dagx(d) = Va3do(d)Vis, d € D ;
ip(Bp(n®)) = Bask(n®) = gs,.a(la ® B(n°)), n € N.

Démonstration. Tenant compte de (3.32) et 3.38, il nous reste a4 montrer
légalité D = g5, (A ® K)qs, a-

Il résulte facilement de la continuité (3.2) d)) de V'action (5a,d4) et de
linclusion A(S)S C K (cf. 2.19 et 2.38 que

D Cqs,,5(A®K)gp,,a-

Pour démontrer 'autre inclusion, on va montrer que do(gs,,a(A®K)qg, a)) C
0o(D).

Nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.41. — Soient « : N — B(H), f: N° — B(K) des représentations
unitales.
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a) Pour tout {,n € H, nous avons qa g(R¢(R}))* ® 1x) = (Rg(R}))" ®
1 )Go,p = Go,5(0e,n @ 1K )Ga-
b) Pourtout&,n € K, nous avons qa’g(1H®L§(L§)*) = (1H®L?(L?})*)qa,g
= Go8(Ler ® 0¢,n)qa8-
Pour la preuve, voir ’appendice (cf. 5.12).
Fin de la démonstration du théoreme. — L’équation (3.23) nous donne
00(98,4.,5) = 484,0,1345,,23 €t, par continuité de Paction, on a
464,a(A®K)g5,,a C lapa,amr(a)(la®k)gs,a |a €A, ke K]
On remarque que mg(a) = gs, amr(a) = Tr(a)gs, 5. Poura € Aet k € K,
on a
So(mr(a)gs,,a(1a ® k)g.,5) = 00(TR(0))4p, 0130a,,23(14a ® k @ 15)qa,8,2398.4,0,13-
En appliquant 3.41 & & et 3, on obtient
4a,s(K ®15)qa,5 = qa,s([RE(RD)* | &, € H| @ 15) = qas(UC(W)U* ® 15).

Il en résulte que

do(mr(a)gp,,a(la ®k)gp, a)
€ [00(7r(a))gp.,0,1305,5.23(14 @ A(z)L(s) ® 15) |z € §, 5 € 5.
Finalement, on a
00(7r(0))q84,a,1395,8,23(1a ® Mz)L(s) ® 15) = do(mr(a)(1a ® A(x)L(s)) € do(D).
a

3.3.2. Structure du double produit croisé A x Gg, ¢, X Q\GI,GQ. — Dans cette
section, nous développons les conséquences du théoréme 3.40 dans le cas d’une
action continue 3.17 (A4, $4,04), d’un groupoide de co-liaison 2.35 G := Gg, .G,,
associés a deux groupes quantiques l.c. G; et Gs.

Pour décrire la G-algébre double produit croisé (D, 8p,dp), nous conservons

les notations de la section précédente et nous utilisons les notations 3.15 et 3.17
pour la G-algébre (A, 54,04). Avec ces notations, on vérifie facilement qu’on a

(3.27) ip(Boles) = 45 ® Ble;) € LAB H), j=1,2.
Par 3.17 appliquée a la G-algébre D, nous avons

D=Dy®D,y, ou Dj;:= ,BD(EJ')DZ((b‘@ﬂ(&j))DCE(A@H), j=12.
La coaction dp : D — M (D ® S) est déterminée (3.17 a)) par les *-morphismes
(5&, :Dj — M(Dy ® Skj), j, k = 1,2, définis par

w5 0 6p.(x) = (Bp(ex) ® pry)dp(x), € Dj,

ot 7r§€ : M(Dy ® Sk;) = M(D®S) est le prolongement strictement continu de
I'inclusion Dy ® Sk; C D ® S vérifiant w;?(lpk®5kj) = Bp(ex) ® pi;j-
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NoTATIONS 3.42. — Soient j, k,l =1,2.
a) Uji : Hjp, — Hy; est la restriction de l'unitaire U au sous-espace Hjy.
On note Rji : Sj, — B(Hg;) la représentation définie par R;i(zx) =
Ujk L(z)U}.
b) ¢j : M(D;) — M(D) est le prolongement strictement continu de l'inclu-
sion Dj C D wvérifiant 1;(1p,) = Bp(e;)-
¢) Ear=qp,,a(AQH) = (1®B(e1)+q2®0(e2))(ARH) = E4 r1DEAR,2
avec
(3.28)  Eark = Ar®B(ex)H = (Ax ® Hix) © (Ax ® Hax), k=1,2.

d) qikj =gk @ik @ prj € L(A® H® H).

LEMME 3.43. — Soienta € A, x € §, s € S. Posons :

d:=mr(a)(1a ® A(z)L(s)) = d1 +do; d; = (q; ® B(e;))d, j=1,2.
Nous avons :

a) dj = > p_10duj, o dwj = mr(aq)(la ® piyA()priL(s)prj) =

mr(aq)(1a @ T (M@ ) L(s)prs) ;
b) (qx ® B(er) ® prj)(ip ® L)dp(d;) =

D Gk Ves(gk ® pij ® pij)Bas(m ® R)da(aq)
LI=1,2

Yo3(1a @ piiA(@)pr; L(s) ® 1) (ak ® prj ® prj)(Vas) quk;-
Démonstration. — Par définition de la représentation (2.30 b)) 77, on a
pijA(@)prj = 7 (A(zy)). En utilisant (2.1), on obtient :
dj = (g; ® B(e;))mr(a)(1a ® A(z)L(s))
= (g ® B(g;))mr(a)(1a ® B(e;)A(@)B(e;)L(s))

= (g ® Ble;))mr(a)(1a ® piyA(@)pr; L(s))pr;-
L

(3.29)

Par 3.16, on a (g; ® A(e;))mr(a)(1a ® pij) = mr(aq)(1a ® py;), d’ott le a).
Par 3.38, nous avons

(3.30) (Jp ® L)dp(dw ;) = Vas(ida ® L)do(du,;)V53-
Par le (3.37 a)), nous avons

(idagm ® L)do(mr(a))
= (84,0,13(1a QU ® 1) E23Va3(1(a) ® 11)V55823(1a @ U™ ® 11)q8,4,0,13
= (8,4,0,13223(TL ® R)04(a)X2398,,a,13-
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On en déduit :
(ida ® L)do(dur j) = (ida ® L)do(mr(aq1))qp4,0,13(1a ® pijA(x)pr;L(s) @ 1)
= (8,4,0,13223 (T, ® R)64(aq;)
Y2348.4,0,13(1a ® piA(x)prr;L(s) ® 1g).
En utilisant (2.10) b)), la relation (3.30 devient :

(jp ® L)ép(dw ;)
= qp4,a,12V23%03 (7L ® R)0a(aq)X23(1a @ pijA(@)prr; L(s) ® 11) Vo345, ,a,12-
Mais on a @ = 3 et les projecteurs g, p;; sont centraux dans M(A) et M(S)
respectivement. En tenant compte des relations de commutation (2.10 b)) et
de la notation (3.42 d)), on obtient :
(gr @ B(er) ® prj)Vas(la @ pi; ® 1m) = (qr ® a(e1)B(er) ® prj)Vas(la ® pij @ 1x)
= Qi Vo3 (qx ® pij @ Prj)
et aussi (qr ® prj ® Prj)Va3454,a,12 = (qk @ Prrj ® Prj)Vasqukj, dottle b). O
Avec les notations (3.42 c)), introduisons les représentations 7p; et 7p, ® Ly;
définies par :
(3.31) mp; 1 Dj = L(Ear;) tu— 7D, (u) = ule, n 3
' 7er®Lk]‘ :Dk®Skj _>£(5A,R,k®ij)-

Les représentations mp, et mp, ® Lg; sont fidéles et non dégénérées. Les
prolongements strictement continus aux C*-algébres des multiplicateurs, sont
donnés par :

mp; : M(Dj) = L(Earj) : T = Jp(t5(T)lea ;s
M(D;) — M(D), ;(1p,)=PBp(e;);
Tp, @ Lij : M(Dk ® Skj) = L(Ea,rE ® Hyj) :
T~ (ﬂ—Dk ® ij)( ) = (JD ® L)'R—;C(T) rSA,R,k®ij .
PROPOSITION 3.44. — Soienta € A, x € §, s € S. Posons

d=mg(a)(1a® X(z)L(s)) =d1 +do, avec d;j =(g; ® B(g;))d, j=1,2.
Nous avons avec les notations (2.30) b) et 3.42 :
a) dans L(Ear,j) = @) o1 9 L(A; ® Hyj, A; ® Hij), on a

wp,(d;) = > (ida, ® Rj) (%, (aq))(1a, @ 7 (A ))L(s)pr;) ;
1,I'=1,2
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b) dans L(Ea,rk ® Hij) = D) 11—y o L(Ar @ Hyi, ® Hij, Ay @ Hip ® Hyj),
on a :

(7D, ® Lkg)5D Z Vij23523(ida, ® Li; © Rj1)
LI'=1,2

(65, ®ids,, )&%, (aq))(1a, ® 1h,, ® 7 (Maw ) L(8)pr;) D23 (Vi 05)*-

Démonstration. — La définition des *x-morphismes 3.17 62 entraine avec les
notations 3.42 :

mp, (dw ;)
= (ida, ® Rj1) (%), (aq))(La, ® 7 (\(zw)) L(s)pr;) € L(A; ® Hyj, A; @ Hy),
d’ou le a).

Pour tout T' € M(Dj ® Si;), on a (7p, ® Lik;)(T) = (jp ® L)ﬂf(T)[gAyR’k(ngj.

Par définition 3.17 des *-morphismes 5%], et (3.27) de Bp, on a

(jp ® L)7} 65 (dw ;) = (ip ® L)(Bp(ek) © prj)dp(dur ;)
= (ar © B(ex) ® pr;)(Jp © L)dp(dur 5)-
Le b) de 3.43 nous donne

(JIp® L)wfé’f)j (du ;) = Qe Vas(qr @ pij ® prj)X23(mr @ R)da(aqr)
Y23(14 @ priA()pr; L(s) ® 11)(qr ® prj @ prj)(Vas) quk;-

Comme qix; = qx @ik, D pr; et en tenant compte des notations 2.24, on déduit :

(’I‘(‘D,C ®ij)5D ZV]W 23223(1(1‘,4,C ®ij ®R]l)
NG

(8%, @ ids, )%, (aa)](La, ® La, ® 7 (Azu) L(s)prs) Sas (Vi 25)" O

Dans ce qui suit, nous allons montrer que chaque Gj-algébre (Dj,éj;_)j) est
une algébre de liaison.

LEMME 3.45. — Soient ,j =1,2.
a) Il existe un unique projecteur e; ; € M(D;) vérifiant
ip(vj(er;)) = a5 ® pij- .
b) Onaerj+es; =1p,, [Dje;D;]=Dj, 6p (e;) =er;®Ls,;.
c) Pourk=1,2, ona (%j (e15) = e1r ® g,
d) mp,(er;) = eia,, ot epa;, € L(EaR,;) est le projecteur sur le sous-
module A; ® Hy;.
Démonstration. — On a jp(M(D)) = {T € L(A® H)|TD c D, DT C
D,Tjp(1p) = jp(1p)T = T}. On déduit alors de la définition de D et
de jp(1p) (cf. 3.31 a) et d)) que T := ¢; @ pi; € jp(M(D)).

TOME 145 — 2017 — N° 4



EQUIVALENCE MONOIDALE DE GROUPES QUANTIQUES 763

Comme Tjp(Bp(e;)) = T(q;®B(e;)) =T, ona q;®@pi; € jp(Bp(e;)M(D)).
L’existence et I'unicité de e; ; € M (D;) résulte alors de 1’égalité ;(M(D;)) =
Bp(e;)M (D), dot le a).

Le *-morphisme jp o¢; étant fidéle et prolongeant l'inclusion D; C D, il est
clair qu’on a ey ; + e ; = 1p,. L'égalité [Dje; ;D;] = D; se déduit de (3.43)
a)) et de [E}, \Ej, ] = Ef,. , (cf. 2.31.

L’égalité (5’5 (e1,5) = e1,r ® 1g,, est équivalente a :

J

(3.32) (jp ® L)7}8h, (e15) = qr ® pik @ prj-
On a:
. 3.42 b)) , .
(i ® L)kslh (ers) 2 (jp ® L) (6 (15(e1,5)) (B (ex) © pry))

3.39 3.27 . . *
@99 L 320 s (id © LYo (i (15 (e15))) Vs (g @ Blex) ® pis)
(3.45 2))

= Vas(id ® L)do(q; ® p1,j)Vas(ar ® B(er) ® prj)

(3.13) *
= Z V2306.4,0,13(qs @ Pij ® psj)Vas(qr @ Blek) @ prj)
s=1,2
3.12 .
2 Vs (e ® p1y © piy) Vi 0k © Blex) ® piy)

2.8 . .
@2 2) VV*(1g ® B(g;))VV*]23(qk ® Dk ® Pij)
= 48,0,23(qk @ Dik ® Prj) = qk ® Dik @ Phj-

Pour la preuve du d), on a mp, (e; ;) = jD(l,j(elJ))[gAyRyj: (45 @ pij)lean,=
€l,A;- O

NOTATIONS 3.46. — Pour j,1,1' = 1,2, posons :
Dy j := e jDjer j,  Dij = Du.

COROLLAIRE 3.47. — Sotent j,k,1,I' =1,2.

a) Par restriction de la structure de Gj-algébre de Dj, Dy ; est un
D, ; — Dy ; bimodule hilbertien G-équivariant (cf. [1]).
b) Dans le cas j # k, nous avons :

(i) Le x-morphisme D; — 6&_ (Dj) : z 5%3_ (z) est un x-isomor-
phisme d’algébres de liaison ;

(ii) 5ij (Du ;) est un 6%]_ (Dy ;) — 51’5], (Dy ;) bimodule hilbertien et
par restriction de lisomorphisme du (i), le Dy ; — Dy ; bimodule
hilbertien G;-équivariant Dy ; est canoniquement isomorphe au
5ij (Di5) —5551_ (Dy,3) bimodule hilbertien 6’1“7]_ (Dw ;) au dessus des

x-isomorphismes D; ; — 51’5], (Dy,;) et Dy j — 6&_ (D).
Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immeédiate de 3.45. [
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Nous verrons dans le cas ou les groupes quantiques sont réguliers que le
bimodule hilbertien Gj-équivariant 5ij (Dyy ;) s’obtient directement & l’aide
du bimodule Dy ;, par un procédé d’induction.

Cas ot Gy et Gy sont réguliers. — Dans ce ce cas on a 3.40 D = gg, a(A ®
K)gs,a C LIA® H). Comme gg, 5(AQ H) =Ear = Ea,r1 D Ea,R2, ON €N
déduit que
mp, : Dj = K(€arj), ot Earj=(A4;®Hi;)®(4; ® Hy;), j=1,2,
est un *-isomorphisme d’algébres de liaison.
Dans ce qui suit, on identifie les C*-algébres IC(€4 R ;) et A; @ K(H1; @ Ho;j)
et on introduit les notations suivantes :
NoTATIONS 3.48. — Soient j,k,1,I' =1,2.
a) By := mp, (D) = Ay @ K(Hix ® Hor), By = Ap @ K(Hyw, Hir,),
By g =By = A @ K(Hyg).
b) égj = (7p, ®idg,,) o ‘ﬁ)j o WB: :Bj — M(Br @ Sk;).
c) 6,’%1_’0 : B — M(A, ® K(H1; @ Haj) @ Si;) est le x-morphisme injectif
défini par :

85, 0(a®T) =04 (a)13(14, ®T ®1s,,); a€A;, TeK(Hy® Hyy).
d) (52”%70 By — L(Ak ® K(Hyj) ® Skjy, A © K(Hyj, Hij) ® Skj) est
Uapplication linéaire définie par :

_0(a®T) = (5’/3],((1)13(1,4,6 ®T®15kj); aEAj, TE’C(H[/j7Hlj).

95
g
e) (Sl]%”/yj : B”/yj — L(Bl/,k®skijll’,k®Skj) T — Vklj,236§3”/’j,O(T)(ka;g?,)*‘

f) (5@[)]_ = 52”37_ : Bl’j — [:(Bl,k ® Skj).

PROPOSITION 3.49. — Soient j,k,1,I' =1,2.

a) By ; est une C*-algébre et By j, muni des actions évidentes de By ;
et By j, est un By ; — By ; bimodule hilbertien.

b) mp, (e Djer ;) = Aj @ K(Huj, Hij) = Bu ;.

¢) Pour tout j,k,1,I' =1,2, on a :

88, (6) = Vijos(ida, ® 0) (0%, @ idiccm,,,, 7)) (€) Vijas)*s € € B,
ou o : Skj X ]C(Hl/j,Hlj) — K:(Hl/]',Hlj) ® Skj a®@T —T®a.

Démonstration. — Le a) est évident et b) résulte 3.40 de Dégalité
D = q3,a(A®K)gs,,a = D1 ® Dy et de (3.45 d)). On peut aussi déduire
directement le b) en utilisant la régularité 2.42 du groupoide G, la continuité
3.17 de la coaction 4 et (3.45 d)).

Pour établir le c), Il suffit de vérifier 'égalité cherchée pour les £ € By ; de
la forme § = 7p,(du,;), ot dw,; = mr(aq)(1a ® piyA(z)pr; L(s)pr;) (3.43 a)).
Dans ce cas le c) est exactement (3.44 b)). O
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COROLLAIRE 3.50. — Soient j,1,1' = 1,2.

a) 6%1,1 = 6%”,1 A @ K(Hyj) — L(A; @ K(Hy;) ® Sj;) est une action
continue du groupe quantique G; dans la C*-algébre B ;.

b) Dans le cas | = j, la coaction 5%“, coincide avec la coaction biduale du
double produit croisé A; xG; % é:, apres identification (cf. [2]) avec A;®
K(Hjj). '

c) Supposons | #£1'. Alors (B”/vj’éi?”/,j) définit une équivalence de Morita
Gj-équivariante des Gj-algebres A; @ K(Hy;) et A; @ K(Hy ;).

Démonstration. — 11 découle de (3.47 a), 3.49 b)) que le x-isomorphisme
mp, : Dj — A; ® K(Hy; ® Haj) réalise par restriction au Dj; — Dy ; bimo-
dule hilbertien G'j-équivariant Dy ;, un isomorphisme de bimodule hilbertien
G j-équivariant de Dy ; sur (By ;, 633”, j). O

NOTATIONS 3.51. — Pour tout j,1,I' = 1,2, nous notons yy ; := (B, Bu ;,
By .;), Uégquivalence de Morita G;-équivariante (3.50 c)) des G;-algébres By ;
et Bl/ définie par le bimodule B”/ ;

Pour le produit interne de bimodules G;-équivariants, voir [1].

PROPOSITION 3.52. — Pour tout j,1,1',1" = 1,2, nous avons :
(3.33) Y g = Nwj OBy ; Y-
Démonstration. — On vérifie facilement que ’application

m: B, ®g, , By — Burj: £®p,  m—&on

est un isomorphisme de B; ; — By~ ; bimodules hilbertiens.
Posons & := Byj et £ := By j et soient §; € &, 1 =1,2.
Avec les notations de ([1] (2.10)), on vérifie sans peine qu’on a

(m ®ids,; ) (A&, €2)) = 5{3”,,J (m(&1 ®8, , &2))- 0
Pour j,k =1,2, j # k, posons
Sﬂ,vk = 62”’,3‘ (Bu ;) C LBy i ® Skj, Bur .k @ Skj).
Les relations :
35, ,(a)05,, () =05, (af), €€Bw;, a€Bjy;
08, ()05, (a) =05, (fa), €€Buw,;, a€bBy;
(B, (€05, () = o, (€)0%, (1) =85, (€ om), &neBuy,

permettent de munir Sll, , d’une structure de 6}; ; (Bi,;)— 62“ (Br ;) bimodule
) ) »J
hilbertien.
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En fait, Sﬂ, « correspond au bimodule hilbertien (Sj’gj (Dw ;) par l'identifica-
tion apparue dans (3.48 a)). On se propose de donner une formule directe de
la coaction de 5'[][% qu’on obtient & partir de celle de By j, par transport de
structure (i.e. I'isomorphisme de bimodules 6 , ).

»J

Rappelons (2.27) b)) que la coaction 5%3. : Spj — M(Sk; ® Sj; est donnée
par :
5,;(x) = Vi@ ®1s,)(V}5)*, =€ Sk
LEMME 3.53. — Soient j, k,1,l' =1,2.
a) L’inclusion 6’“ (Bl/’j) C M(By i ® Skj) définit un x-morphisme injectif
et non degenere et on a

M (55, (B ;) € M(By i ® Si)-
b) On a les deuz inclusions canoniques :
L(85, (Br.3),08,, ,(Buw;)) C LB © Skj, Bk ® Skj),
L(65, ,(Br ;) ® Sj;, 05, (B ) ® Sj5) € LBk ® Skj @ Sjj Bk ® Sij ® Sj).
Démonstration. — On a (3.17) c)) [5’57_ (D;)(1p, ® Sk;] = Dk ® Sk;. On en
déduit alors (3.45 ¢)) que [6%1_ (Duw ;)(1p, ® Sk;)] = Dy ) @ Skj = [6’59_ (Du )
(1p,, , ® Skj)]. En composant avec mp, ® idg,;, on obtient
(68, , (Bur.5) (L5, ® Sk;)] = Bk ® Sk
On en déduit le a) et une inclusion canonique
£(5§l,yj (Bl’,j)’ ‘5113”,J (Bll’,j)) - E(Bl’,k ® Skjy Bk @ Skj),
qui permet d’établir le b) par produit tensoriel avec la C*-algébre S;;. |
Linclusion &, ;== 8§ , (Bu ;) C L(5§, (Br,;),8%,, (Bu;)) et (3.53 b)),
nous donnent une injection
5”/ — LBy ® Sk; ® 855, Bur ks ® Sk @ Sj5) : T Tha,
qui permet finalement de définir une application linéaire
5ljl',k Sll’ — L(By i ® Skj ® Sjj, Burk @ Sk; @ Sj5) : T = V] 23T12(Vg 23)"
PROPOSITION 3.54. — Soient j,k = 1,2 tels que j # k.
a) L’application linéaire 5”, . st a valeurs dans E(&,’;l,’j (Br ) ®8Sjj, Elp 1 ®
Sji)- , o
b) Le morphisme (Bll@j,&%”/’j) = (Elp g Oy ) 2 € 5§lll’j (&) est un iso-
morphisme de bimodules G j-équivariants au dessus des x-isomorphismes

koo : k ; koo ; k )
08, - Bij — 05, ,(Bi;) et 0B, , B — g, (Br 5)-
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Démonstration. — En appliquant le corollaire (3.18 ¢)) a l’action continue
(biduale) (Bp,dp) de G dans la C*-algébre D, on obtient un *-isomorphisme
G j-équivariant :
(D;,63,) — 8, (Dy) s 2+ 8 (@),
La C*-algébre 5§j(D]~) étant munie (3.18 b)) de la coaction idp, ® 5@., on
déduit de (3.45 ¢), d)) et (3.47 b), i)) que

(7D, ® idgkj)égj :Dj — M(Ar ® K(Hix ® Hop) @ Skj)
est un *-morphisme injectif d’algébres de liaison et on a :
(7D, ®ids,,)0p, (evjder ;) = 05, (mp,(erder;)), d € Dj.
En utilisant (3.17 b)), on a aussi :

(idp,,, ® 61,005, (erjder ;) = (65, ®ids,,)6%, (erjder;), d € D;.

J

Par composition avec (7p, ® ids,, ® ids;,), on obtient

(idg,, , ® 5@)5@”,# (7, (er5der ;) = (05, ® ids,.j)tsfs”,d (7D, (er,jder 5))-

Soit @ : By ; — 8ljl,’k cx - O(x) = 62”/,j (z). Nous avons montré que
5k (6) = (@ @ids,, )05, (271(), E€él,

ce qui entraine que ® : By ; — &}, . est un isomorphisme de bimodules
Gj-équivariants au dessus des C*-isomorphismes

v, :B; — 5;%%]_ (Bij):x— 5%’3_ (), Yy :Bp,;— 5?33/,]- (B j):xz+— 5;“3[% (z).
O

REMARQUE 3.55. — Nous verrons dans le paragraphe suivant une construction

du bimodule hilbertien &}, , = ‘51]%”, (By,;) a partir du bimodule By j dont il
? 3J

est une déformation.

4. Induction d’actions

Dans ce paragraphe on se fixe un groupoide de co-liaison G := G, ¢, associé
a deux groupes quantiques l.c. G et G2 monoidalement équivalents et réguliers.
Nous conservons les notations des paragraphes (2.3) et 2.4) pour tous les objets
associés a G.

Nous avons démontré 3.17 qu’a toute action continue (84,04) du groupoide
m.q. G dans une C*-algébre A = A; @ A,, on associe une action continue
(4, (Zli) du groupe quantique G;. Dans le cas ou le groupoide G est régulier,
nous allons montrer que la correspondance (A, B4,04) — (A1,6},) est biuni-
voque. Plus précisément, a toute action continue (A1,04,) du groupe quantique
régulier G, on associe canoniquement une action continue (As,d4,) du groupe
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quantique Gg. Nous munirons alors la C*-algébre A := A; & Ay d’une ac-
tion continue du groupoide G, ce qui permet de construire la correspondance
réciproque de la correspondance (4, 54,04) — (A1, 6‘141).

Notons que la correspondance bijective (A1,04,) — (A2,d4,) et son applica-
tion a la K K-théorie équivariante de Kasparov (cf. [1, 15]), généralisent au cas
des groupes quantiques l.c. réguliers, deux résultats du cas compact, dus res-
pectivement a [10] et [27]. Pour les actions dans une algébre de von Neumann,
la correspondance (A1, d4,) — (A2,94,) a été établie dans [7].

4.1. Equivalence des actions continues de G et G3. — Le résultat le plus im-
portant de ce paragraphe est le suivant :

PROPOSITION 4.1. — Soit 4, : A1 — M(A; ® S11) une action continue du
groupe quantique régulier G1. Posons :

4, =04y, 05 = (ida, ® 6%) 084, : A1 — M(A; ® S12 ® Sa1),
Indg? A; = [(i[d®id ® w)6$(a) | a € A1, w € B(Ha1).] C M(A; ® Sia).
Alors Indgi’ Ay est une sous-C*-algebre de M(A; ® S12).
Démonstration. — 1l est clair que Indgf A1 est stable par involution.

Le *-morphisme (id ® 62;) 084, : A1 — M(A; ® S12 ® S21) est non dégénéré
et Sz1 étant une sous-C*-algébre non dégénérée de B(Hz1), on a :

[([d®id ®w)s) (a) | a € A1, w € B(Hz).] C M(4; ® S2).
Posons A := vect {(id ® id ® w)éffl)(a) | a € A1, w € B(Ha21)+}, il reste a
montrer que AA C Indgf Ay
Soient = (ida,@s,, ® wg,n)éfl)(a) , ' = (dags, ® wgf’n/)éfl)(a') avec
5777,5'777' € H213 on a
w2’ = (ida,@5,, ® We.y @ we )0, (a)1230% ) (0)124.
Comme Hy; # {0} et Hy # {0}, on peut supposer que n = k(n1), ou k €
K(Hz21), m € Hay et & =1(&1), oul € K(Hy1,Ha), & € Hyz. Il en résulte que
zz' = (ida, g5, ® W,y ® w&im/)fs,(fl)(a)ms(k & l*)345£x21)(a')124-

Comme k ® I* € K(H2; ® Ho1,Hyy ® Hyyp), par (2.47 a)), on peut supposer
qu’on a

Eol* = (g, @ KYW3) (K" ® 1n,,), avec k' € K(Hy), k" € K(Ha).

Finalement, on peut supposer que zz’ est limite normique d’éléments de la
forme :

Y= (ida,@s, ®w O W)(0F) (0)123(Wi 34)* 05 (@) 124 W 54),
avec w € B(Hz1)«, w' € B(H11)« €t a,a’ € A;.
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On a (2.27 b)) :
. (2 . 2
(Wi1,34) 0% (@)124W31 4 = [(ida, 5,2 © 31)0%, (a')]1254
= [(ldAl ®S12 @ 6%1)(1dA1 ® 6%1)61‘11 (a,)]1234‘
En utilisant (2.27 a)), on obtient
. o2 . . .
(W211,34) 5,(41)(‘1/)124W211,34 = [(ida, ® 5%1 ®ids,,)(ida, ® 5}1)5A1 (a’)]1234
= [(ldA1 Y 5%1 ® idsu )(5141 ® idSll )6141 (a/)]1234'
Posons w’ = w”s avec w” € B(Hi1)« et s € S11. Par continuité de la coaction
d4,, on voit que y est limite normique d’éléments de la forme
z = (idA1®S12 Qw® w')(&fl) (a’)123[(idA1 ® 5%1 ® id511)(5A1 (a’l) ® 1511)]1234)
= (ida, 05, ®w © ) (6%, (aa)129),
avec w € B(Ha1)«, w' € B(H11)« €t a,a’ € Ay, d’ot le résultat. |
REMARQUES 4.2. — a) En fait nous avons montré que pour tout T €
M(A;) et tout a € Ay, on a
(4.1) (ida,@s, ®w WSS (T)1230%) (a)124 € ndS2 Ay, w, W' € B(Ha)..

b) La proposition 4.1 reste vraie pour une action fortement continue d’un
groupe quantique l.c. semi-régulier.
c) L’idée de la preuve de 4.1, est la méme que celle de ([3], Proposition 5.8).

PROPOSITION 4.3. — Posons Ay := Indgf A1. Nous avons :

a) [Aa(la, ®S12)] = [(1a4, ® S12)As] = A1 ® S12. En particulier, Uinclusion
As C M(A; ® S12) définit un x-morphisme injectif et non dégénéré et
on a M(AQ) C M(A1 ® 512) 5

b) posons §a, := (ida, ® 625)[a,. Alors, le x-morphisme 64, est a valeurs
dans M (A ® Saz) et 04, : Ao — M (A2 ® Saz) est une action continue
du groupe quantique Go ;

c) la correspondance AG+ — A% : (A1,64,) — (Az,04,) est fonctorielle.

Démonstration. — Soit z = (ida,@s,, ® w)51(421) (a);a € A1, w € B(Ha1)s.
Posons w = s'w’, s’ € So1 et soit s € S12. On a
2(1a, ®5) = (ida, ®ids,, )65 (a) (14, ® 5@ 5)).

Mais il résulte facilement de (2.3) qu’on a [6%;(S11)(S12 ® 1s,,)] = S12 ® Sa1.
Comme s ® s’ € Si2 ® Sa1, on déduit que (14, ® s) est limite normique
d’éléments de la forme :

Y= (idA1®S12 ® w)[(idAl ® 5%1)(61‘11 (a’l)(lx‘h ® 8/))](1/11 ® 5”)7
a e Al, s e 511, s" e Sia.
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Par continuité de la coaction d4,, on a alors y € A;®S512, donc [A3(14,®S512)] C
A1 X 512 et aussi [(1A1 ® Slg)AQ] C A1 ® 512.

Pour montrer l'inclusion A; ® S12 C [A2(14, ® S12)], remarquons qu’on a
(2.3) :

[671(S11)(15,, ® S21)] = S12 ® San
512 = [(ld ® w)éfl(Sll) | w e B(Hgl)*] R
A1 ® 511 =[64,(A1)(14, ® S11)],
ce qui donne facilement linclusion A; ® S12 C [A2(14, ® S12)], d’ou le a).
Soit z = (ida, @8, ® w)éfl)(a), ot a € Ay, w € B(Haz1)«. Montrons que
(ida, ® 615)(z) € M (A2 ® Saz) C M(A1 ® S12 ® Sa2).
En utilisant (2.27 a) et b)), on déduit :
(idA1 ® 6%2)(1") = (idA1®S12®522 ® w)(idA1 ® 6%2 ® id521)(idA1 Y 6%1)5141 (a’)
= (idA1®312®S22 ® w)(idA1®Sl2 ® 5%1)(idA1 ® 5%1)&41 (a‘)
. . (2
= (ida, 0812050 @ @)(Waz,34) 0, (€)124 Wi 54)-
Comme Wi, € M (S22 @K (Hz1)), on a donc (ida, ®%,)(z) € M(A;®512®S592).
Posons w = w'u avec u € K(Hay) et soit s € Sap. En utilisant de nouveau
que Wi, € M(Sy2 ® K(Ha1)), on voit que (14, ® 5)(ida, ® 6%,)(z) est limite
normique d’éléments y de la forme :
y = (1da,@812052 ©w) (05 (@)124[(5 ® Loy, )W (Lssy @ 0)]sa),

avec w € B(Haz1)x, $ € Sa2, v € K(Ha1).
La régularité de G (cf. [2], A4) entraine que

(42)  [(s® 1, )Was(ls,, ®v) | s € Saz, v € K(Ha1)] = Sz2 ® K(Ha1),
d’ot l'inclusion (14, ® S22)d4,(A2) C Az ® Sz2. Comme le morphisme d4, est
involutif, on a également d4,(A2)(1a, ® S22) C Az ® Saa.

Montrons la continuité de §4,, i.e. Ay ® Sa2 = [(14, ® S22)04,(A2)].

Soit a € A1,w’ € B(Ha1)« €t s € Saa. Posons w' = vwu avec u,v € K(Hay).
On a:

[(ida, @5, @W)(85) (a)] @ s

= (idA1®S12®S22 ® w)((1A1®512 ®lg, ® u)51(421) (a)124(1A1®S12 ®s® U))

En utilisant de nouveau que Wi, € M (S22 ® K(Ha1)) et 'égalité (4.2), on voit

alors facilement que [(id4, 85, ®w’)(6f421) (a))]®s est limite normique d’éléments
y de la forme :

. * (2
y = (ida, 98105, ® @) (1a,65, ® 5 ©U)(Way54) 05 (0)124 W 54)
avec s’ € Sag, u' € K(Ha1) et w € B(Hay)x.
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En utilisant (2.27 a) et b)), on obtient que [(id4,gs,, ® w)(&fl) (a)]®s €
[(14, ® S22)d4,(A2)], Aot la continuité de d4,.

On vérifie facilement grace a (2.27) a)), qu'on a (d4, ® idg,,04, = (ida, ®
825)04,, d’ott le b).

Soient (A1,04,,G1) et (By,0p,,G1) deux systémes dynamiques. Posons Ay =
Indg? Ay et By = Indg? By.

Soit f1 : (A1,04,) — (B1,dp,) un *-morphisme Gp-équivariant. Notons
f1 ®idg,, le prolongement unital et strictement continu du *-morphisme non
dégénéré A1 ® 512 — M(Bl ® Slg) N g (fl ® idslz)(l‘).

Pour tout a € A; et w € B(Ha1)+, on a (4.1) :

(fl ® idS12)(idA1®512 ® w) (idAl ® 6%1) © 6141 (a)
= (idp, s, ®w)(idp, ® 01,)dp, (f1(a)) € M(Bz).
Pour tout z € Ay, posons fa(z) := (f1 ®idg,,)(z). Il est immédiat que f5 :
As — M(Bs2) est un *-morphisme non dégénéré. Montrons que f; est Go-équi-
variant. Soient a € A; et w € B(Ha1)«. Posons z := (ida,gs,, @ w)(ida, ®
82,) 064, (a). Nous avons en utilisant (2.27 a)) :
(f2 Y idSzz)(;Az (JZ) = (fl ® id312®322)(idA1 ® 6%2 ® w)(idAl ® 5%1)6141 (CL)
= (fl ® id512®322)(id141®512®522 ® w)(idfh [(52 ® id521)5%1])5141 (a))
= (fl ® id512®322)(idA1®512®522 ® w)(idAl [(ldslz ® 6 )6%1])5141 (a)
= (idBl®512®522 ®w)(id31 [(1(1512 ® 521)5 ])53 ( ( ))
= (id31®512®522 ® w)(idBl [(6%2 ® ldszl)(s%l])éBl( ( )) = 632 (f2( ))

Si on part d’une action continue d4, : Ay — M(As ® Sa2) du groupe quan-
tique G, posons :

0%, =04y, 04 = ([d®8%,) 064, : Ay — M(A2 ® Sa1 ® S1a).

Avec une preuve similaire, nous avons :

PROPOSITION 4.4. — Soit Ay := IndG1 Ay = [(id4, ® ids,, ® w)éf%( )| ae€
A2 , W E B(ng) ]

a) A; est une sous-C*-algébre de M(As ® Sa1).

b) [A1(1a, ®S521)] = [(1a, ® S21)A1] = Ay ® Sa1. En particulier, inclusion
A; C M(As ® Sa1) définit un x-morphisme injectif et non dégénéré et
on a M(Al) C M(A2 X Sgl).

c) Posons 64, = (ida, ® 031)[a,. Alors, le x-morphisme 64, est & valeurs
dans M(A; ® S11) et §a, : Ay — M(A; ® S11) est une action continue
du groupe quantique G1.

d) La correspondance A2 — A1 : (Ag,84,) — (A1,04,) est fonctorielle.
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Dans les deux propositions suivantes, étudions les composées de correspon-
dances

AS — A% 5 A et A% — AG — AC2

PROPOSITION 4.5. — Soit 4, : A1 — M(A; ® S11) une action continue du
groupe quantique G1 dans la C*-algébre Ai. Posons Ay = Indg’f Ay, 64, =

(ida, ® 0%,)[4, et C =IndG! Ay C M(A2®Sa1) munie de ¢ = (ida, ® 6%)lc-
Awvec ces notations, on a :

a) Pour w € B(H12)x et w' € B(Ha1)x, 0n a

(idA1®S12®5'21 ® w)(idA1®5'12 ® 652)(idA1 ® 5%2)(1(1—41@512 ® w/)51(421)
= éffl)(idAl Qw® w')éfl).
b) C C M(As ® Sa1) C M(A1 ® S12® Sa1) et C = 65 (A1).
c) Le x-morphisme
™1t (A1, 8a,) = (C.00) s @ 65)(a) = (ida, ® 611)0a, ()

est un isomorphisme G1-équivariant.
d) Le x-morphisme 5?41 A > M(A2® S21) ta— 55421)(0,) est injectif, non
dégénéré et on a [63 (A1)(1a, ® S21)] = A2 ® So1.

Démonstration. — Pour w € B(Hiz)s et w' € B(Haz1)«, on a en utilisant
(2.27 a)) :
(id4, 95,95 ©w)(ida,@s,, ® 03)(ida, ® 03)(ida,0s,, ®w)0s)

= (ida, 051,05, ©w ® W) (ida,es, ® 0% ®ids,,)(ida, ® 6% ® ids,, )85
(ida, © [(ids,, ® 03, @ ids,, ) (6 @ ids;, )85,
(ida, ® 6% ® ids,,08,,)(ida, ® 61y ®ids,, )05
= (ida, 951,08, ®w ©W)(ida, ® 0} ®ids,,es,,)(ida, ® (12 ® ids,,)071])d4,
= (ida,©85:,085, ©w @ w')(ida, ® 67 ® ids, @8, )(ida, © [(ids,, © 671)01;])04,
= (id A, 051,05, @ w @ w')(ida, ® 6% ® 62,)(04, ® ids,, )04,
= c?ffl)(idA1 QW w’)éfl),

= (idA1®312®521 Qw® wl)
= (idA1®512®521 Qw® wl)

d’ou le a).
Par définition, la C*-algébre C est le sous-espace vectoriel fermé engendré
par les éléments de la forme :

(idA1®512®321 ® w)(idA1®S12 ® 6%2)(idA1 ® 5%2)(1(1-41@512 ® w')éffl) (a)7
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ol a € Al, w € B(ng)* et W' € B(Hgl)*. Donc C C M(Al ® S12 ® 521), et
pour montrer le b), il suffit, en utilisant le a), d’établir :

Ar = [(ida, ®w @ W)0F)(a) | @ € Ar,w € B(Hia)s, o' € B(Han)ul.
Pour a € Ay, w € B(H12). et w’ € B(Ha1)+, on a en utilisant (2.27 b)) :
(ida, ®w®w)S) (@) = (ida, ®w W) (Wi 25)* 8, (@)13Wi 5) = (ida, @
Wih(w ® W) (Wi5)*) (04, (a)13)-
Comme W1, : His ® Hy; — Hyz ® Hyp est un unitaire, on a
[(ida, ®w ®w’)5§121)(a) | a € Al,w € B(H12)s,w' € B(Ha).]
= [(ida, ®w)da,(a) , a € Aj,w € B(H11)+]
=: A;.
Il en résulte que

C =69 ([(ida, ®w ® )%, (A1) | w € B(Hiz).,w' € B(Hz)s]) = 65 (Ay).

On a donc que 7 : (41,84,) — (C,d¢) : a— (51(421)(0,) est un *-isomorphisme.
Pour montrer que cet isomorphisme est Gi-équivariant, il suffit d’établir
pour tout a € A, l’égalité

00(85)(a)) = (6% ®ids,, )04, ()
dans M(A; ® S12 ® S21 ® S11). On a en utilisant (2.27 a)) :
00(85)(a) = (ida,@s,, ® 04 (ida, ® 6%,)04, (a)
= (ids, ® 02, ® idg,, )(ida, ® 611)04, (a)
= (ida, ® 8, ®ids,,) (04, ® ids,,)d4,(a) = (0F) ®ids,, )b, (a).
Le d) se déduit du b) et de (4.4 b)). O

En permutant les roles de G; et GG, on a avec une preuve similaire, en
partant d’une action continue du groupe Gs :

PROPOSITION 4.6. — Soit 4, : A2 — M (A2 ® Sa2) une action continue du
groupe quantique Go dans la C*-algébre Ay. Posons A; := Indg; Ag, 04, =
(ida, ® 63)14, et D = IndZ? A1 C M(A1®S12) munie de 5p = (ida, ® 63,)[p.

a) D C M(A; ® S12) C M(A2 ® S21 ® S12) et D = 64 (As).
b) Le x-morphisme

ot (A2,04,) — (D,8p) : a — 84 (a) = (ida, ® 83,)64,(a)
est un isomorphisme Ga-équivariant.
c) Le x-morphisme 6}, : Ay — M(A; ® S12) : a — 51(412) (a) est injectif, non
dégénéré et on a [51142 (A2)(14, ® S12)] = A1 ® S12.

On a donc établi :
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THEOREME 4.7. — Les correspondances
(A1,04,) = (A2 == Indg? A1, 0., == (ida, ® 03,)[4,),
(A2,04,) = (A1 == Indg! As, 04, = (ida, ® 631)[4,)
sont réciproques l'une de ’autre.

En utilisant le procédé d’induction développé précédemment, nous allons
construire une correspondance fonctorielle A9t — A9 réciproque de la corres-
pondance 3.21 :

A9 — A% 1 (A, Ba,0a) — (Ar,8Y4,).

Commencons par définir une correspondance A%* — A9 : (By,dp,) —
(B, BB,0B).

Soit dp, : By — M(B; ® S11) une action continue du groupe quantique Gj.

On a associé a (B1,dp, ), une action continue (Bsg, dp,) du groupe quantique
G4, avec By = Indgf By et 05, = (idp, ® 6%,)|B,, et nous avons les quatre
*-morphismes

6%]- :quM(Bk®Skj)a jak=1)27
suivants :

- 6}131 = 5317 6]232 = 632 5
~ 6%, : By — M(B;y ® S21) est donné par (4.5 d)) :

b 83, (b) = 635 (b) := (idp, ® 671)5, (b) € M(B2 ® S);
— 0p, : Bo = M(B1 ® S12) est déterminé (4.6 c)) et la relation (cf. 4.5
) :
(43)  6Y) = (m ®ids,,)8h,, ™1 : B — IndZ! By : b m(b) := 8% (b),
avec 6](312) = (idB, ® 839) 0 0%, -

LEMME 4.8. — Soient j, k, 1l =1,2.
a) (6, ® idskj)éfgj = (idg, ® 6{3)6%]_.
b) [0%, (Bk)(1B, ® Six)] = Bi ® Sii.
¢) Bi = [(idp, ® w)(d%, (Bk)) | w € B(Hu)s].

Démonstration. — La preuve du a) s’appuie uniquement sur (2.27 a)) et les
définitions des *-morphismes 553,6. Plus précisément :
—sij=1,seul le cas k =2 et [ =1 n’est pas immédiat. On I’établit par
composition avec 6%1 ®ids;,®85: 3
—sij = 2. Dans le cas k = [ = 1, on établit la formule par composi-
tion avec 0% ® ids,,@5,,- Si k = 2 et | = 1, on établit la formule par
composition avec (5?31 ® ids,,®5,,- Les autres cas sont immédiats.
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Pour montrer le b) rappelons que By = Indgf B;. Posons C' = Indg; B
et D= Indgf C.Ona:
- [C(le ®Sgl)] = BQ ®521 (44 b)) et C = (5%1 (Bl), donc [5%1 (Bl)(132 X
S21)] = B2 ® Sa15
~ [D(1c ® $12)] = C ® Si2 (4.3 2)) et D = 64 (By).
Par composition avec le *-isomorphisme 77 ! ®idg,, et en remarquant qu’on
a (17! ®ids,,)0%) = 8k, on déduit Iégalité (6} (Bs)(1p, ® Si2)] = Bi ® Sia.
Les deux autres relations restantes découlent de la continuité (4.3 b)) des
coactions dp, et dp,. Le ¢) est une conséquence du b). |

En appliquant 3.22, on a donc montré :

PROPOSITION 4.9. — Soit dp, : B1 — M(B; ® S11) une action continue du
groupe quantique G1. Posons By = Indgf B et B := By ® By. Définissons les
deux *-morphismes :

6p:B—> M(B®S):b=(by,by) — d5(b Zw’faB (b;);
Bp:C*— M(B): (A\p) v~ (3 2),

oumh : M(By®Sy;) = M(B®S) désigne le prolongement strictement continu
de l'injection canonique By ® Sp; — B® S.
Nous avons :

a) (Bg,dp) est une action continue du groupoide G ;
b) la correspondance A®T — AY : (By,6p,) — (B, B,05) est fonctorielle.

Démonstration. — Le a) découle de 3.22, le b) de 3.20 ; notons que les isomor-
phismes 71 et mo ((4.5 ¢)) et (4.6 b)) respectivement), vérifient une propriété
de naturalité vis-a-vis des morphismes de A% et A2, a

THEOREME 4.10. — La correspondance AGT — A9 est la correspondance réci-
proque de la correspondance A9 — A%t : (A, B4,64) — (A1, 5}41).

11 est clair que la composée de corrrespondances AT — A9 — AC1 est la
correspondance identique. Pour montrer qu’il en est de méme pour la composée
A9 — AG — A9 nous avons besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 4.11. — Soit (84,04) une action continue du groupoide G dans
une C*-algébre A. Avec les notations de 3.15 et 3.17, posons As := Indgf (Aq, 51141)
et Ay = Indg! (As,6%,). Alors on a :

a) Pour tout x € Ag, on a 6y (z) € A,. De plus, 7y : (A2,6%,) —

Ag, 5 Lz 0 est un x-isomorphisme Go-équivariant.
Ay
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b) Pour tout x € Ay, on a 05 (z) € A;. De plus, 7 : (A1,64,) —

(A, o)z 6%, (x) est un x-isomorphisme G1-équivariant.

Démonstration. — Pour la preuve du a), on a (3.17 c)), A2 = [(ida, ®
w)é63,(a) | a € Ay, w € B(Har).].
Soit a € Ay et w € B(Hz1)+, On a

61142 ((ldAz ® w)61241 (a’)) = (idA1 ®S12 ® Ld) (6A112 ® idS21 )61241 ((L)
= (ida, 0., ®w)(ida, ® 6,)0%, (a) € Az

On en déduit que 7y : Ay — :4; 1T 5}42 (z) est un *-isomorphisme. Pour
tout x € A,, on a

85, (T2(2)) = 64, (04,(2)) = (ida, ® 615) (04, (2))
= (04, ®ids,, ) (83, (2)) = (T2 ® ids,,) (83, (2)),
d’ou I’équivariance de isomorphisme. La preuve du b) est similaire. |

Démonstration du théoréme. — Partons d’une action continue (84,04) du
groupoide G. Avec les notations de 3.15 et 3.17, on a A = A; @ A, avec A; :=
Ba(e;)A et les *-morphismes 6§j : Aj — M (A ® Skj) vérifiant les conditions
(3.17 b) et ¢)).

Posons (B1,0p,) := (A1,8},) et By := Indgf(Al,(S}‘h), et soit (8p,0B)
Paction continue du groupoide G dans la C*-algébre B := B; @ B, associée
4.9 & (B1,6p,). Reprenons le -isomorphisme G-équivariant 7y : (Az,6%,) —
(B2,6%,) donné par le a) de 4.11.

Pour tout @ = a1 +as € A , posons f(a) = (a1, m2(az)).

Il est clair que f : A — B est un *-isomorphisme vérifiant f o 84 = (p.
Notons f; : A; — B, le *-isomorphisme obtenu par restriction de f & A;.

Avec les notations de 4.8, il est clair que la relation (f ® idg) 0da = dp o f
est équivalente aux relations

(fr ®ids,, )65, =65, 0 f5, G, k=1,2.

Pour j,k =1, il n’y a rien & démontrer. Pour j = 1 et k = 2, dans M (4; ®
S12 ® 521), on a

6%, = 6% = (ida, ® 63)0%, = (84, ®ids,,)8%,
= (7~T2 ® id521)51241 = (f2 ® idSzl)(sEh‘

Pour j, k = 2, la relation (fi ® idg,ﬂ.)&’jlj = 5%1, o f; est exactement la Go-équi-
variance de I'isomorphisme (4.11 a)) 7.

Pour j =2 et k =1, il faut montrer que 6}42 = 6}32 o 9. En composant avec
l'isomorphisme m; ® idg,, introduit dans (4.3), il revient au méme de montrer

(m ®ids,,) 0 64, = (idp, ® 03,) 0 6%, o 7s.
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Dans M(BQ ® 521 ® Slg) C M(A1 ® 5’12 ® 521 ® 512), on a par définition de Ty
(71-1 ® idSlz) o 61142 = ([(ldAl ® 5%1)6.111] ® idSlz) ° 61142

Par équivariance de 72 (et aussi sa définition), on a dans M (Bs ® S21 ® S12) C
M(A; ® S12 ® S21 @ S12) :

(ide ® 5%2) © 5]232 © 7T2 lde ® 522)(71-2 Y 1d522)5A2
T2 ® 1d521®s12)(1dA2 ® 622)51242

(
= (7
(T2 ® ids,,@5,,) (0%, @ ids,,)d4,
(
(

[( ® idSzl)éil] ® id512)5}42
[(ldAl ® 5 )6}41] ® idSlZ) © 51142 O

4.2. Induction et équivalence de Morita. — Nous allons montrer que les équi-
valences de catégories
A9 5 AG AGT 5 AG: et A9 5 ACe
échangent les équivalences de Morita.

DEFINITION 4.12. — On appelle G-algébre de liaison, une C*-algébre J, munie
d’une action continue (3;,4d;) du groupoide G et de deux projecteurs non nuls
e1, e2 € M(J) vérifiant les conditions :

a) eg+e=1y5 [JeJ]=J, i=12.
b) ds(e) =¢p,,a(e: ®1s), i=1,2.
Reprenons les notations de (3.15) :
4 =Bs(), Ji=qd, =12 &5 :Jj— M(U®Sk), jk=12
Rappelons (3.11) que 8 prend ses valeurs dans le centre de M(J). D’ou
lgj,ei] = 0, pour tout 4,5 = 1,2. Pour j = 1,2, notons ¢; : M(J;) — M(J) le
prolongement strictement continu de I'inclusion J; C J vérifiant ¢;(15,) = g;.
Pour ¢,j = 1,2, notons e; j, Punique projecteur de M (J;) vérifiant ¢;(e; ;) =
€iq;-
Avec ces notations nous avons facilement :
LEMME 4.13. — Soient i,j,k = 1,2.
a) 61J+62j:1J, [J‘@L‘?'Jj]::]j.
b) 4% (e”) = eik ® Lsy,-

11 en résulte que la G-algébre (J;, Jf‘,j), munie de (eq,;, ez ;) est une équiva-
lence de Morita Gj;-équivariante et I'image par le foncteur
A9 — A% (J,8,87) — (J;,67)

d’une équivalence de Morita est aussi une équivalence de Morita.
Réciproquement, soit (J1,d,,€;1) une Gi-algébre de liaison.
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Notons (J,d;, 35) la G-algébre associée 4.9 par le foncteur A% — A9,

Rappelons que J = J; @ Jo avec Jp 1= Indgf(Jl, d,) munie de la coaction
63, := (idy, ® 635),,. La C*-algebre M (.J;) est identifi¢e & une sous-C*-algebre
de M(J; ® S12) et le coproduit §; : J — M(J ® S) est donné pour tout a =
(a1,a9) par la formule :

87(a) =Y wh(85 (a;)); 05 ;= M(J® Skj), 4 k=12
k,j

Pour ¢ = 1,2, posons e; 2 :=¢e;1 ® lg,, € Proj(M(J1 ® Si2)).
Avec ces notations, nous avons :

PROPOSITION 4.14. — Le quintuplet (J2,532,61,2,62,2) est une Go-algébre de
liaison. De plus, pour tout i,j,k = 1,2, nous avons

65,- (ei,j) =€k ® lskj'

Démonstration. — Montrons que e; 2 € M (Jz2). Soient a € J; et w € B(Hay)s.
Nous avons

ei2(idy@s,, ®w)(ids, ® 671)ds, (a) = (idyes,, ® w)(ids, ® 671)ds, (ei1a).
Il en résulte que e;2 € Proj(M(Jz)) et on a :
e12+ex=1p; 07 (eij) =e€ia®ls,, 4,j=1,2

Pour montrer I’égalité [Jae; 2J2] = Jo, il suffit de montrer 4.1 que pour tout w €
B(Hgl)* et pour tout al,bl S Jl, on a (idJ2 ®w)631 (alembl) € [J2€i72J2:|. On
a

(ids, ® w)63, (ares,1b1) = (ids, ® w)[67, (a1)(es2 ® 1s,,)87, (b1)]-

Par (4.5) d)), on a [05 (J1)(1s, ® S21] = Jo ® Sz1. 1l en résulte que (id;, ®
w)d?,l (a1€;,1b1) est limite normique de sommes finies d’éléments de la forme

zei2(idy, ® w')6%, (b1), avec z € Jo, w’' € B(Hai)x.

Pour voir que 5},2(61"2) =e;1 ® lg,,, il suffit de composer cette égalité avec
le *-isomorphisme 7 ® idg,,, o 71 est le x-isomorphisme (4.3). O

Pour ¢ = 1,2, posons e; := (e;1,€;2) € M(J). Les définitions des *-mor-
phismes 4.9, (8p,0p) et ce qui précéde, entrainent immédiatement qu’on a :

COROLLAIRE 4.15. — Le quintuplet (J, 8,67, e1,€2) est une G-algébre de liai-
son. L’image par le foncteur AT — A9 d’une G1-algébre de liaison est aussi
une G-algébre de liaison.
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4.3. Induction de C*-modules. — Pour étendre le procédé d’induction aux C*-
modules équivariants [1], nous avons besoin du lemme suivant :

LEMME 4.16. — Soient (B1,0p,) et (J1,0y,) deur Gi-algébres et f1 : By —
M(J1) un x-morphisme vérifiant :
a) Pour une unité approchée (uy) de By, on suppose que fi1(uy) — e; €
M (J1) pour la topologie stricte;
b) (fl (Y id511)531 = 5J1 © fl'
Alors nous avons :
(i) e1 est un projecteur de M(J1), qui ne dépend pas de l'unité approchée
(uy) de By. En outre, on a d;,(e1) = e1 ® 1g,, ;
(ii) Pour tout T € M(By ® S12), on a (f1 ® idg,,)(T) = (e1 ® 15,,)(f1 ®
idsl2)(T)(61 ® 1512)'

Remarquons que la condition b) a un sens grace a la condition a), f; ® idg,,
étant le prolongement strictement continu & M(B; ® S11) du *-morphisme
fl ®id311 : Bl ®Sll — M(J1 ®511), vérifiant (.fl ®id511)(131®511) = e ® 1511 .

Démonstration. — Pour voir que e; est un projecteur de M (J;) qui ne dépend
pas de I'unité approchée, et que pour toute unité approchée (u') de By, on a
f1(u}) — ey pour la topologie stricte dans M (J1), cf. 5.14.

Ona (fl ®id511 )531 (131) =e® 15’11 et (fl ®id511 )531 (’U’)\) = 5J1 (fl ('U')\)) -
40, (e1) pour la topologie stricte de M (J; ® S11), donc 04, (e1) = e1 ®1g,,, d’ou
le a).

Le s-morphisme M(B; ® S12) — M(J; ® S12) : T — (e1 ® 15,,)(f1 ®
ids,,)(T")(e1 ®1g,,) est strictement continu et coincide avec f; ®idg,, sur B; ®
512, d’ou le b) U

Avec les hypothéses et les notations de 4.16, posons :
By := Indgf (Bl, 5]31) C M(Bl ® 512),
Jo = Indgf(Jl,éJl) CM(J1®512), €9 1= 81®1512.
PROPOSITION 4.17. — Awec les notations précédentes, nous avons :
a) eg € M(Jg) et (fl ® id512)(32) C 62M(J2>62.
b) Posons fo :=Indg?f1 : By — M(J2) : z — (f1 ®ids,,)(z). Alors fy est
un x-morphisme vérifiant :
(i) pour toute unité approchée (vy) de Ba, on a fa(vy) — e pour la
topologie stricte de M(Js) ;
(11) (f2 ® idS22)5B2 = 5J2 ofa;
(iii) soit Fy € ey M (J1)ey vérifiant pour tout b € By :
[F1, f1(b)] € exJier , fi1(b)(F1 — FY) € exJrer
fl(b)(Ff — 1) € e Jier , 6J1(F1) =F® 1511.
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Alors Fy := F} ® 1g,, € eaM(J3)ea et pour tout b € By on a :
[F2, f2(b)] € eaJaez , fa(b)(Fo — F5) € eadzes
fz(b)(}‘_‘z2 — 1) € egJaen s 6JZ(F2) =FFhR 1522.

Démonstration. — Soit w € B(Ha1)« un état normal. Pour tout z; € J; et
tout w’ € B(Hai)+, on a

(1 ® 15,,)(id 1, 05,5 ® )05 (1) = (id 05, ®w ® W8S (€1)12305 (21)124,
avec 5321) = (idy, ® 62,)8,,. Comme e; € M(J;), on a (4.1) :

(ids@s, ®w® w')5521)(61)1235§21)(I1)124 € Jo,
donc e; :=e; ® 1g,, € M(J3).
Montrons que (f; ® idgs,,)(B2) C M(Jz). Pour tout by € By, z1 € J; et
tout w, w’ € B(Hz1)+, on a
(/1 ®ids,,)(idB, w51, © )35, (1)) (dnes,, © W) (@1)
= (dj, 5, ®W® W’)5521)(f1(bl))1235321)($1)124,
avec 6](;1) = (idp, ® 62;)0p, - On a f1(b1) € M(Jy) et par (4.1), on déduit

(ids, s, ®W® WI)5§21)(f1(b1))1235(JQl)(301)124 € Jo,

donc (f1 ®ids,,)(B2) C M(Js). Tenant compte de (4.16 b)), on a prouvé le a).
Pour la preuve du (i) il suffit de montrer que e Jo = [f2(bs)z2 | by € Ba, xo €
Jz]. L’inclusion

[7‘(‘2(1)2)562 | by € BQ,SEQ € JQ] C eqds
résulte du a). Pour montrer I’égalité, montrons d’abord que
€2J2 = [(idJ1®S12 ®w)5521) (fl(bl)a:1) | b1 € Bl, xr1 € Jl, w € B(Hgl)*]
On a d’abord pour tout by € By, z1 € J; et w € B(Hay)« :
(i, 851, ® W) (f1(b1)a1) = (id @8, ® w)8T (fi(erbr)ar)
= 62(idj1®512 ® w)5§21)(f1(b1)m1) € eads.

Soit (u)) une unité approchée de By, 1 € J; et w € B(Hz1)«. On a
(idJl®512®w)5521)(f1 (ux)z1) — eg(idJ1®slz®w)5(J2l) (z1) € eaJa (normiquement).
Il reste & montrer que pour tout b; € By, z1 € J; et tout w € B(Ha1)«, 01 a

(id s, ®w)S (fi(br)z1) € [fa(b2)as | by € B, s € Jo).
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En effet, on sait (4.5) d) que [05 (J1)(15,05,, ® S21] = J2® Sa1. Posons alors
w = sw' avec s € Sy1. On a alors

(ids, @51, ® )85 (fi(br)21)
= (id 5. ® )85 (f1(5:1))05 (@1) (11,081, ® 8)) € [fo(Bz2) ],

d’out le (i). Le (ii) résulte de la définition (4.3 b)) des coactions ép, et d7,.

Le (iii) se déduit facilement des égalités fo(B2) = [(idj, 05, ® w)(ids, ®
011)0s, (fi(z))|z € Bi,w € B(Ha)] et exaer = [(ids,@s,, ® w)(idy, ® 01y)
5]1 (61y61)|y € Ji,we B(Hgl)*]. O

Soit & un Bji-module hilbertien Gi-équivariant. On munit la G;-algébre
J1 := K(&1 @ By) de la coaction compatible avec celle de By et &; et des deux

projecteurs :
o 1 — 1g, 0 0ot = 00
1,1 - 0 0 ) 2,1 - 0 1B1 .

On rappelle que (J1,04,,€;,1) est une équivalence de Morita G;-équivariante.
Par définition de la coaction dj,, le *-morphisme canonique tp, : By — Ji
vérifie les hypothéses de 4.16.

Posons Jy = Indgf (J1,04,). D’aprés 4.14, on a une équivalence de Morita
Go-équivariante (J2,07,,€12) avec e := €1 ® 1lg,, € M(J2), 1 =1,2. En par-
ticulier e 2J2€2 2, munie de la restriction de la coaction §7,, est une Go-algébre.

Nous avons :

PROPOSITION 4.18. — Posons By = Ind&?(By,dp,). Alors Ind&?up, : By —
ez 2J2€2 o est un *-isomorphisme G2-équivariant.

Démonstration. — Comme tp, prend ses valeurs dans Jj, le *-morphisme
injectif Indgf LB, est & valeurs dans

ezndzers = [(ids, 08, ® w)(ids, ® 671)07, (1, (b)) |b € By, w € B(Ha1).].

Il en résulte que Indgf B, est un x-isomorphisme. La G3-équivariance résulte
facilement de (4.17 (ii)). O

Dans la suite, nous identifions les Gg-algébres By = IndgfegvlJlng et

a
e2,2J2€22 = e 2(IndZ Jy)ea o

DEFINITION 4.19. — On appelle module induit du Bj;-module hilbertien
G1-équivariant &;, le Bs-module hilbertien Gs-équivariant Indgf& =
e12J2€22 = 61,2(Indgf Ji)eas.
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4.4. Induction et bidualité. — Soit (A;,04,) une Gi-algébre. Posons
(Ag,04,) == Indgf (A1,94,). Dans ce paragrahe, nous montrons que la Gs-al-
gébre Indgj (A1 X Gy % C/l\l) est Go-Morita équivalente a la Go-algébre Ay X G X
é\g. Ce résultat est obtenu par application du théoréme 3.40 au double produit
croisé Ax G x G, ot (A,B4,84) est Vimage de (A1,84,) par la correspondance
4.9 A% — A9,

Nous examinerons ensuite le cas ou A; = J; est une G- algebre de liaison.

Fixons une G;-algébre (Ay,84,). Posons (Az,d4,) := IndS ¢ (A1,64,). Rap-
pelons que A := A; & A, est munie de action (54,d4) définie dans 4.9.

Identifions alors les G-algébres A x G x G et (D, Bp,dp) comme dans 3.40
et reprenons intégralement les notations du paragraphe 3.3.2 et en particulier
les notations 3.48.

RAPPELS 4.20. — Soient j,1,I' = 1,2 avec | # I'. Par identification des bimo-
dules hilbertiens équivariants Dy ; = e; ;Djey ; et By j == A; @ K(Hyj, Hyj),
nous savons 3.49 que :

a) le A; @ K(Hy;) — A; ® K(Hyj) bimodule hilbertien G;-équivariant A; ®
K(Hyj, Hij) est une équivalence de Morita Gj-équivariante des Gj-al-
gebres A; @ K(Hj;) et A; @ K(Hy;) ;

b) la coaction de A; @ K(H,;) coincide avec la coaction biduale du double
pmduit croisé A; x G X é;, apres identification [2] avec A; @ K(Hj; ) ;

c) Ell, : 63”/ ,(Bu/ '), muni de la coaction

ll’ PR V 23512(V] 23)"
est un 8 ,(Bja) — )3 . (Bjr) bimodule hilbertien G ;-équivariant.
THEOREME 4.21. — Soient j,k,1,I' =1,2, j # k.
G.
a) &y 53”, (Bu,;) = Ind g, Bu i
En particulier, 6&’]_ (Bi;) = IndgiBl,k.

b) La coaction &), , du bimodule &), , coincide avec la coaction induite par
celle de By 1,

c) Le morphisme By ; — IndG By g€ 65”, (&) est un isomorphisme
de bimodules Gj-équivariants au dessus des *- zsomorphzsmes

G; G;
52’], : Bl)j — Ind@iBl,k et 5&/1]_ : Bl/,j — IndgiBl’,k
Démonstration. — Par restriction de I'isomorphisme 4.11 Gj-équivariant
~ G k
7;: Dy — Indg; Dy : = 6p, (@),
on obtient des isomorphismes
Dy ; — Indg) Dy i, LI =1,2,
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de bimodules hilbertiens G ;j-équivariants au dessus des isomorphismes G ;-équi-
variants o .
Dy; —Indg’ Dy, Dyj—Indl Dy, 11'=1,2.

En effet, on a 6&(6“) =epr ® 1, (cf. 3.45 ¢)). Il en résulte qu’on a :
8h, (D 3) = (erk ® 1s,,)(Ind G Di)(ew s © 1s,,) = Ind ! Dy g,
5’51 (D1,j) = IndgiDz,k-
Par identification des G,-algebres D; et B; := A; @ K(Hy; ® Ha;), on déduit
le a).
'Il est clair que la coaction 6{1% € %@723512(1/34’;723)* du IndgiBl,k—module

&l 1. est la coaction induite du By g-module By k.
Le c) résulte de a) , b) et (3.54 b)). O

COROLLAIRE 4.22. — Pour j,k,l,I' = 1,2 avec j # k, nous avons :

a) Les Gj-algebres A; @ K(Hy;) et Indgi A ® K(Hy) sont canoniquement
isomorphes. En particulier, la Gj-algébre A;QKC(H; ;) est canoniquement
isomorphe & la G;-algébre Indgi A @ K(Hjp).

b) Les A; @ K(Hy;) — A; ® K(Hy ;) bimodules hilbertiens G, -équivariants
IndgiAk ® K(Hyg, Hii) et A; @ K(Hypj, Hyj) sont canoniquement iso-
morphes.

¢) La Gs-algébre A x Go X C/r‘\g est Go-Morita équivalente o la Go-algébre
Indg?A; x Gy x Gi.

Démonstration. — Les énoncés a) et b) découlent de 1’énoncé (plus général)
(4.21 ¢)).

En prenant j =1 =2 et !’ = 1 dans (3.50 c)), on obtient une Gy-équivalence
de Morita des Ga-algébres Ay ® K(Haz) et Ay @ K(His).

En prenant j = 2,1 = k = 1 dans le a), on déduit que les G -algébres
As @ K(Hy2) et Indngl ® K(H11) sont canoniquement isomorphes. O

Cas d’une algébre de liaison. — Soit (J, 5}1,6%, e?) une Gi-algebre de liaison.
Posons (Jz,éi) = Indgf(Jl, 5},1), qu’on munit de sa structure de Go-algébre
de liaison définie 4.14 par les projecteurs :

e3:=e;®1g,, e3:=e2®lg,.
Soit J = (J1 & Ja,8,05) la G-algébre de liaison 4.15 correspondant a J;

et Jy, définie par les deux projecteurs de M (J) :

el = (ei,e%), e’ = (ef,e%).

Pour expliciter la structure de G-algébre de liaison du double produit croisé
J X G x G correspondant auz projecteurs el, e?, nous reprenons les notations du

paragraphe 3.3.2, en remplacant dans toutes ces notations A par J.
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Comme dans 3.40, on identifie J x G x G & la C*-algébre D C £(J @ H).

LEMME 4.23. — Pour i = 1,2, il eziste un unique projecteur e, € M(D)
vérifiant

in(ep) = qp,a(e' ® 1x) € L(J @ H) (@=p).
Ona:eh+et =1p; [De,D|=D, i=1,2; ép(ely) =0p(lp)(eh®1s).
Démonstration. — Rappelons qu’on a
D = [(id;®R)6;(a)(1;®\x)L(s)) | a € J,z € 5,5 € S| = D1®D, C L(JQH).
Il est clair que gg, a(e’ ® 1g) € jp(M(D)), ou :
ip(M(D)) ={T € L(A® H)|TD Cc D, DT C D, Tjp(lp) = jp(1p)T =T}
io(1p) = 4s,.a-

On en déduit ’existence des projecteurs eiD, i = 1, 2. Les assertions restantes
du lemme se déduisent de la structure de G-algébre de liaison de (J, 37,07, e!,e?).
a

Il apparait clairement que la G-algébre D a en fait deux structures d’al-
gébres de liaison compatibles : celle définie par les projecteurs ef, et celle qui
correspond aux projecteurs 3.45 ¢; ; de Dy et D :

LEMME 4.24. — Pour tout s, j,1 = 1,2, notons ej ; € M(Dj), lunique projec-
teur vérifiant

vi(ef ;) = eptjlers), ou ¢ M(Dy) — M(D), vj(1p,) = Bp(e;)-
Pour s,j,k,l = 1,2, on a &% (els,j) = e} ® lg,; (pour la définition des

i
projecteurs e ;, cf. 3.45).

Démonstration. — La définition 4.23 des projecteurs e}, entraine clairement
qu’on a

leD,ti(er)] =0, epejlen;)Bple;) = epejlen;), 4,1=1,2,
d’ou Dexistence et I'unicité des projecteurs ej ;.

Notons maintenant par 7 : M(Dy ® Sk;) — M(D ® S) le *-morphisme

canonique correspondant & 'inclusion Dy ® Si; C D® S. L’égalité & établir est
équivalente a :

(jp ®ids)m;6p (ef ;) = (jp ® ids)m (€] ), © 1s,,)-
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Nous avons

(jp®ids)ry8h, (ef ;) = (ip ®ids)(6p(1;(ef ;) (B (ex) ® Pry))

)

= (jp ®1ids)(dp(epti(er;))(Bp(ex) @ prj))

“2Y (jp ®ids)(6p(1p) (€ ® 18)3n (15 (e1,)) (Bo(ek) ® Pij))

= (jp ®ids)(0p(1p)(Bp(er) ® prj)(ep ® 1s)dp(tj(er;))(Bp(ek) @ Prj))

= (jp ®ids)((Bp(ex) © pr;)(€p ® 1)) (5p, (e1,5))
422 98,,a12(17 @ B(er) @ prj)(e® ® 1a ® 15)(gr @ pir ® Pij)-
Par ailleurs, nous avons
(jp®ids)mh(ef ), ® 1s,,) = (jp ® ids)((wk(ef ) ® 15)(Bp(ex) ® prj))
= (jp ®ids)((eper(enr) ® 1s)(Bp(ex) ® prj))

(3.45 a))
=" 48,512 ® 1y ®15)(qr @ pir ® 15)4s,.a,12(17 ® B(er) @ Prj)

=4qp,,a,12(17 ® B(er) ® prj)(e® ® 1y ® 15)(qk ® it ® Prj)- O
NOTATIONS 4.25. — Pour j,1,1',s,s' = 1,2, posons :
Dy ; :=e;;Djel j,  Di;:= Dj’;.

On déduit de 4.24 que par restriction de la structure de G-algébre de D,
on obtient que Dlsﬁ:j est un Dj; — Dls,/) ; bimodule hilbertien G-équivariant.

PROPOSITION 4.26. — Soient j, k = 1,2, j # k. Par restriction de l’isomor-
phisme 4.11 G j-équivariant

~ o G . k
7;: Dj — Indg; Dy : = 6p, (@),
on obtient des isomorphismes :
ss’ Gj yss’ ’ ’
Dll/,j — IndeD”/Jc, l,l 38,8 = 1,2,

de bimodules hilbertiens G ;-équivariants au dessus des isomorphismes G ;-équi-
variants :

G ’ G; ’
Dj; — Indg Diy, Dj; — Indg Dp g, LU,s, s =1,2.

Démonstration. — 1l résulte 4.24 des égalités 5ij (ef;) =€l x®1g,,;, quon a:

S s’ S Gj s’ Gj S s’
(5%]_ (elJDjel/’j) = (el’k. ® 1Skj)(IndeDk)(el/7k ® 1Skj) = Indeelykael,’k,
S G S
5p,(Di;) = Ind{! Df . O

Nous allons appliquer 4.26 & ’algébre de liaison correspondant & un module
hilbertien équivariant, cf. 1.3.3.
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Soient (A1,04,) et (B1,dp,) deux G1-algébres et (&1, dg, ) un A; — By bimo-
dule hilbertien G1-équivariant. Posons :

Ay =TndZ?(A1,64,), Bz =Ind3*(B1,0p,), & =IndZ(&,de,).

Prenons pour Ji, la G1-algébre

g (IC(&) 51>
! & B)’

qu’on munit de la coaction 7, qui définit la structure de B;-module G1-équi-
variant de &7, cf. 1.3.3. Alors,

Jo = Indgfeh = (IC(E/-%) 222>
2

est une Gy-algébre de liaison.

Considérons alors la G-algébre de liaison J := J; & Jo définie par J; et Js,
cf. 4.15. Identifions les G-algébres J x G x G et (D, Bp,dp) comme dans 3.40
et reprenons intégralement les notations du paragraphe 3.3.2 et en particulier
les notations 3.48.

Pour j = 1,2 et par l'identification D; = J; ® K(H1; @ Haj), observons que
pour [,I' =1,2,0n a:

1) En prenant s = 1, la G;-algébre Dll’j g’identifie & la G-algébre K(&;) ®
KC(Hy;), dont la coaction est donnée par la formule :

T lej,23(id16(sj) ® U)(‘S{c(gj) ® idIC(HU))(w)(lej,zz)*7 z € K(&;) ® K(Hyy).

2) En prenant s = 2, la G;-algébre D12,j s’identifie & la Gj-algébre B; ®

K(H;;), dont la coaction est donnée par la formule :

z— lej,23(idBJ ® ‘7)(513].) ® idlC(Hu))(x)(lej,Qs)*a T € B; @ K(Hyy).

3) En prenant s =1 et s’ =2, le Dll,j — Dlz,’j bimodule hilbertien G;-équi-
variant D} ; s'identifie au K(€;) ® K(Hy;) — B; ® K(Hy;) bimodule hilbertien
Gj-équivariant £; ® K(Hy j, Hj), dont la coaction est donnée par la formule :

£ V) ps(ide, ® U)(C%. ® id;C(Hl,j,Hl,-))(§)(lejl-,23)*a § € & ® K(Hyy, Hij).

(Tous les o sont des voltes évidentes.)
Nous avons :

THEOREME 4.27. — Soit & un A; — B1 bimodule hilbertien G1-équivariant
dont laction & gauche Ay — L(&;) est supposée non dégénérée. Posons :

Ay =IndZ?A;, By =Ind%’B;, & =IndZ?é:.
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Pour j,k,1,I' =1,2 avec j # k, le morphisme
Gj
5lkl’,j . (c/‘j ® ’C(Hllj, Hlj) — IndeSk ® ’C(Hl/k,Hlk) .
£ Vklj,23(idgk ® 0)(535]- ® idlC(H,/j,sz))(ﬁ)(vkj,zs)*
est un isomorphisme de bimodules hilbertiens Gj-équivariants au dessus des
x-isomorphismes :
Aj ® K(Hlj) — IndgiAk ® }C(Hlk) :
T = Vklj,23(idAk ® U)((sflj ® idIC(HZj)(fL’)(Vklj,zs)*y
Bj & ’C(Hl/j) — Indgin ® ’C(Hl/k) :
T Vklj,23(id3k ® U)(‘s%j ® idK(Hl/j)(x)(Vklj,zg)*~
Démonstration. — 1l résulte de 4.26 que les assertions qu’on obtient, en rem-
plagant dans celles du théoréme, la Gj-algébre A; par la Gj-algébre K(&;), sont
établies.

L’équivariance de action & gauche A; — L(&;) (cf. 1.3.3), définit une ac-
tion 4.3 non dégenérée Ga-équivariante Ay — L(&:). Il en résulte qu’on a un
s-morphisme G-équivariant A = A; & Ay — M(J).

Comme dans le cas d’une action continue d’un groupe quantique l.c. dans une
C*-algebre, on déduit un *-morphisme G-équivariant AXGxG — M(JXGxG).

Pour j = 1,2, posons A; = A;  K(H1; ® H2;). En identifiant 3.3.2 les
G-algébres Ax G x G et A; @ As, on obtient pour tout j = 1,2, un *-morphisme
(4.4) fi Ay = M(B;), Bj:=J; @ K(Hy; & Hy),
et pour tout j,k, on a
(4.5) (fr ® idskj) ° 5.];1] = 521 o fj.

Par restriction de f;, on obtient pour {,!’ = 1,2, un *-morphisme non dégénéré
et Gj-équivariant :
Aj ® K:(Hlj) — L(gj ® ’C(Hl/j, Hlj)).

L’équivariance de l'isomorphisme 55,’3- 1 & ® K(Hyj, Hyj) — Indgié’k ®

K(Hyk, Hyii) résulte alors de 4.26 et de (4.5). O

Pour définir une équivalence des catégories KK et K K2, nous avons
besoin d’expliciter quelques notations supplémentaires et d’établir un lemme
utile.

NOTATIONS 4.28. — a) Pour tout j,k,l,I' =1,2 avec j # k, on a :

K(&;) ® K(Hy;) &; ®’C(Hlj)> _

By ;= J; ® K(Hij) = < & ® K(Hyj)* B; ® K(Hyj)
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b) Le B, ; — By ; bimodule hilbertien By ; est de la forme :

B . — (K(&)®K(Hyj, Hy) & © K(Hyj, Hiy)
W, 5]' ® ’C(Hl’ijlj)* Bj ® ’C(Hl’j,Hlj) ’

c) Par restriction de (5’“],, on a les isomorphismes G;-équivariants (4.11),
3.48 :
8k, K(&) ® K(Hyjz, Hyy) — Indg K(E) © K(Hyg, Hy) -
T = Vklj,QS(id ® 0')(51]%(5]-) ® id)(:v)(V,Cl;723)*,
8k, 5+ & ® K(Hyj, Hyy) — Indg & ® K(Hyy, Hy,) -
§ = Vij2s(id ® 0) (8, ©1d)(€)(Vi20)",
8k 5+ By ® K(Hyj, Hyy) — Indg’ By, @ K(Hyy, Hix) -
&= Vij03(id © 0) (6%, ® id)(x)(vkl;',%)*‘
LEMME 4.29. — Pour tout j, k,l = 1,2 et tout T € M(K(&)), nous avons
8t 5 (idice;) ® Rin)6te ey (T) = (id(e,) ® Rut)0f ) (T) ® 1,
Démonstration. — 1l s’agit d’un cas particulier de (3.37 b)) appliquée a l'ac-

tion du groupoide G dans la C*-algebre J. O

4.5. Application a la K K-théorie équivariante. — Soient G; et G2 deux
groupes quantiques l.c., monoidalement équivalents et réguliers. Fixons (A1,d4,)
et (B1,0p,) deux G;-algébres et posons :

(A2,04,) = Ind@? (A1,04,), (Ba,0s,)=Indg* (B1,d8,).
A tout A; — By bimodule de Kasparov (&1, F1) nous associons un Ay — By

bimodule de Kasparov (€2, F»), ce qui nous permet de définir un isomorphisme
de groupes abéliens

Jas.a, : KK (A1, B1) » KK (A, By) :
z =&, F1)] = Jay,6.(2) = (&2, F2)]
dont 'isomorphisme réciproque Jg, a, : KK%(Ay, By) — KK1%1(A;By) est

obtenu de la méme maniére en permutant les roles de G et Gs.

Rappels sur la K K -théorie équivariante de Kasparov et notations. — 1) Soit G
un groupe quantique l.c. régulier. A tout couple de G-algébres A et B, on associe
[1] un groupe abélien noté KK (A, B), dont les générateurs sont les classes
de A — B bimodules de Kasparov (£, F') ou € est un A — B bimodule hilbertien
G-équivariant et F' € L(€) vérifie :
[F,z] € K(E), x(F—-F*)eK(&), z(F?-1)ecK(E), z€A ;
(0 (F)-F®1ls) e K(E)®S, 2€A®S,
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ot on a posé S = Cy(G).

2) Si A, D, B sont des G-algébres, on a un produit (produit interne de Kas-
parov) :

KK%A,D)x KK¢(D,B) - KK%(A,B) : (z,y) — £ Qp y.

3) Soit A une G-algébre, identifions [2] les G-algebres A x G x G et A ®
K(L?(G)). On note B4 (resp. a4), la classe du bimodule de Kasparov (4 ®
L%(G),0) (resp. (A® L?(G))*,0)). Ona B4 € KK (AQK(L?*(G)),A) et as €
KKC% (A, A® K(L*(Q))).

4) Soient A et B deux G-algébres, on rappelle [1] que pour tout « = [(£, F)] €
KK%(A,B), on a

Ba®ar®pap=[(E®K(L*G)),(id® R)de(F))]
€ KK9(A® K(L*(G)), B® K(L*(Q)))

et que I'application K K% (A, B) - KK (A® K(L*(G)), B K(L*(Q))) : z
B4 ®4 x ®p ap est un isomorphisme de groupes abéliens (cf. [1]).

5) Pour tout = = [(£, F)] € KKY(A, B), quitte a remplacer = par 14 ®4 ,
on peut supposer que l'action & gauche A — L(€) est non dégénéreée.

Notons [1] que lopérateur (idi(gy ® R)dx(e)(F') est fize pour la coaction
biduale de K(£) ® K(L*(Q)).

Fixons un groupoide de co-liaison G := Gg, ¢, et deux G;-algébres (A1, d4,)
et (Bl, 531).

Pour tout A; — By bimodule de Kasparov (£, F}), ot on suppose que Paction
a gauche A; — L(&;) est non dégénérée, posons 4.27 :

(A2,04,) = Indg? (A1,64,), (B2,0p,) =Indg (B1,65,),
(€2,0e,) = IndG? (€1, 3¢, ).
Avec les notations de 4.27, nous avons :

ProrosiTIiON 4.30. — (82 ® ’C(le), (id;c(g2) ® R21)6)2C(81)(F1)) est un As ®
K(Hi2) — Ba ® K(H12) bimodule de Kasparov Ga-équivariant.

Démonstration. — L’opérateur (idi(g,) ® Ri11)dx(e,)(F1) étant fixe pour la
coaction biduale de Gy dans K(&1) ® K(H11), posons F' = (idk(g,) ® Ri1)
Oxc(e)(F1) ® 1sy, € L(&1 ® K(Hi1) ® Si2).

11 est clair que le A; ® K(H11) — By ® K(H11) bimodule de Kasparov (£; ®
K(H11), (idk(g,) ® Ri1)dk(e,)(F1)) satisfait les conditions de 4.17 b) (iii). On
en déduit que (Indgf E1®K(Hyp), F') est un Indgf A @ K(Hyp) — Indgf B ®
K(H11) bimodule de Kasparov Ga-équivariant.

En utilisant 4.27 et 4.29, on obtient que (£ ® K(Hi2), (idk(e,) ® Ra1)
6,%(51)(F1)) est l'antécédent de (Indgf &1 ® K(H11), F') par isomorphisme
Go-équivariant 67, ,. O
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NotaTiONS 4.31. — Pour j,1,l' = 1,2, notons vy j & (resp vur j,a), 'équiva-
lence de Morita G j-équivariante 3.51 vy ; relative & la G-algébre A = A1 @ Ao
(resp. B = By @ By). Nous notons aussi Yy j g (resp. Y ja), Uélément du
groupe de Kasparov correspondant & cette équivalence de Morita.

PROPOSITION 4.32. — Conservons les hypothéses et les notations de 4.30.
Il existe un opérateur Fy € L(E) vérifiant :

a) (&, Fy) est un Ay — By bimodule de Kasparov Gs-équivariant ;
b) Ba, ®a, [(E2, F2)]®B, B, = V21,2,6 ® a0k (Hyo) [(E2 @ K(Ha2), (idk(e,) ®
Ro1) 8% e,y (F1))] ® Book (H1s) V12,2,d-

De plus, si Fy, F3 € L(E;) vérifient les conditions a) et b) précédentes, alors on
a:

(&2, F2)] = [(&2, F3)] € KK* (A2, By).
Démonstration. — Nous avons :
Y21,2,6 = [(A2 ® K(Hi2, H22),0)], 712,2,a = [(B2 ® K(Haz, H12),0)].
Il est facile de vérifier qu’on a :
Az ® K(Hi2, Haz) @ 4,0k (Hs) €2 @ K(Hi2) = £ @ K(H12, Ha),

& ® K(Hi2, Haz) ®@B,ek(His) B2 ® K(Haz, Hi2) = £ @ K(Haz).

Soit (E2 @ K(Haz),T2) un As @ K(Hs2) — Bo ® K(Haz) bimodule de Kasparov
Go-équivariant vérifiant

21,2, @[(E2 QK (Hi2), (idK:(sz)®R21)5;2c(gl)(F1))]®’Y12,2,d = [(E2@K(Haz), T2)].
L’isomorphisme [1] de groupes abéliens
KK (A3, By) —» KK (A @ K(Ha2), By ® K(Haz)) : @ — B4, ®4, T®p, OB,

permet d’obtenir un opérateur Fy € L(&;) vérifiant a) et b). L’unicité de 1’élé-
ment du groupe de Kasparov [(£2, F»)] corrrespondant est claire. |

COROLLAIRE 4.33. — Pour tout x = [(&1,F))] € KK% (A, B;), notons
Ja,.6, () € KK%(Ay, By), l'unique élément du groupe KKS2(Ay, By), vé-
rifiant :
Ba, ®a, Ja,.6,(7) @B, B,
= 721,2,8 @A,k (Hyz) [(E2 @ K(Hiz), (id(e,) ® Ra1)0g e, (F1))]
® By @K (Hiz) V12,2,d-
Alors Jg, ¢, : KK%1(Ay, B1) — KK (Ay, By) est un morphisme de groupes

abéliens.
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Démonstration. — Pour tout A; — By bimodule de Kasparov (&1, F1), avec
une action & gauche non dégénérée, il est clair que [(£2 ® K(Hi2), (idx(e,) ®
R21)5,2C(£1)( 1))] € KK (Ay ® K(His), Bo ® K(Hj2)) ne dépend que de la
classe de (&1, Fy) dans KK%1 (A, By).

L’induction de G'; & G étant compatible avec les sommes directes, Ja, .,
est un morphisme de groupes abéliens. O

Montrons maintenant qu’on a aussi un morphisme de groupes abéliens :
Jc .G, : KKC2(Ay, By) — KK (A, By).

Pour tout A — By bimodule de Kasparov Ga-équivariant (€s, F5), posons :

Ay == Indg! Ay, By :=Indg! Bo,

Jy := K(E @ By), Jy == Ind§} Jo = K(&, @ By).
Définissons d’abord un morphisme de groupes abéliens

le’GQ : KKG2 (Ag, Bg) — KKGI (A~1 ® ’C(Hgl) El ® ’C(Hgl))

Notons que ’action de G dans Zl ®K(Hsz1) (resp. Bl ®IC(H21)) s’obtient par
restriction de I’action de G dans le double produit croisé (A1 BA) NG X G (resp.
(31 EBBQ) X G X g) qui permet aussi d’obtenir un isomorphisme G1-équivariant
de A1 ® K(Haz1) sur IndGl(Az ® K(Ha2)) (resp. B1 ® K(Ha1) sur Indg; (B2 ®

K(Haz2))) (cf. 4.9 o il faut permuter les roles de Gy et Gy et aussi 4.22).
En permutant les roles de G et G2~et en utilisant une version de 4.27 et

4.29, pour la G-algébre de liaison J := J; & Jo, on établit :

PROPOSITION 4.34. — Pour tout Ao — Bgy bimodule de Kasparov Ga-équivariant
(&2, F»), ot on suppose que l’action & gauche Ay — L(Es) est non dégénérée,
(81 ® IC(HQl), (idK:(gl) &® R12)5,1C(€2)(F2)) est un A1 ® ’C(HQl) -Bi® ’C(Hgl)
bimodule de Kasparov G1-équivariant.

Conservons les notations précédentes. Introduisons les G-algébres :

AZ:Al@AQ, ZZ:A{]_@AQ; B::Bl@BQ, E:ZEJ_@BQ.
On déduit de (4.5, ¢)) qu’on a des isomorphismes G-équivariants :
f:A— A: (a1,a2) — (55421)(a1),a2); g:B— B: (b1,b2) — (5](321)(b1),b2).

Notons que f (resp. g) opére par lidentité sur Ay (resp. Ba).
On déduit alors des isomorphismes G-équivariants :

(4.6) fiAxGxG—AxGxG g:BxGxG—BxGxg,

et en utilisant (3.44 a)), on obtient pour tout I = 1,2 des isomorphismes
G1-équivariants :

fii: AL ®@K(Hp) — A} @ K(Hp); g1 B1®@ K(Hp) — By ® K(Hp).
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Comme dans 4.33 et en utilisant 4.34, nous avons :

PROPOSITION 4.35. — Pour tout y = [(&2, Fy)] € KK%(Ay, By), notons
Je,.6,(y) € KK% (A1, By), lunique élément du groupe KK (A, By), vé-
rifiant :

5/—11 ®A1 JG1,G2 (y) ®Bl aBl
= 2,16 ® fo,1 ® [(E1 ® K(Har), (g g,) @ Ru2)df(e,) (F))] © 051 @ Ya1,1,a-

Alors Jg, G, : KK%2(Az, By) — KK (A, B1) est un morphisme de groupes
abéliens.

Démonstration. — 11 est clair que le,Gz : KK (A,,B;) — KK (4, ®
K(Hz21), B1 ® K(Ha1)) :

y=[(&, Fo)] — [(&1 ® K(Ha), (idg g, ® R12)3k(e, (F2))]
est un morphisme de groupes et on a
ﬂAl ®a, JG1,G2 (y) ®B; OB,
=721¢® f21® JG1,65(y) ® 92_% ® 21,14, Y € KK9(A3,B,). O
Finalement, nous avons :

THEOREME 4.36. — Jg,,q; : KKG (A1,B1) — KKG? (Aa, Bs) est un isomor-
phisme de groupes abéliens et on a Ja, g, = (Ja,.c1) -

Démonstration. — Montrons que Jg,,¢, © Jg,,¢1 = 1dg k61 (a,,8,)-

Soit (€1, F1) un A; — By bimodule de Kasparov G;-équivariant (avec l’action
a gauche non dégénérée). Posons z1 := [(&1, F1)], y2 = Ja,.¢,(21) et af =
Ja,,a, (y2)-

On sait 4.32 qu’il existe F» € L(&;), ou & := Indgf &y, tel que yo =
[(&2, F»)].

On a avec les notations de 4.35 :
ﬁAl R4, xll ®B;, OB,
= Y1218 ® f2,1 ® [(E1 ® K(Ha1), (id g, ® R12)511<j(£2)(F2))] ® 92_% ® Y21,1,d-
Pour expliciter Jg, g, (y2), introduisons les notations :
Ji=K(E ®By), Jo=K(E®B,y), Ji=IndElJ,=K(E ®B).

Nous avons alors deux G-algébres J := J; & Js et J = jl ® Jo avec un
isomorphisme G-équivariant 4.5 :

hed = J:(21,22) = (65 (21), 22),
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qui opére par l'identité sur Jo. En appliquant 3.44 & I'isomorphisme G-équiva-
riant o R
h:JxGxG—JxGxg,
qui est compatible avec les G-isomorphismes (4.6) f et g, on obtient :
Mz ® for ® (&1 ® K(Hat), (idg g, ® R12)0k(6,) (F2))] ® 931 ® 721,14
= M2,1,6 ® (€1 ® K(Ha1), (idic(e,) ® Ri2)dkce,) (F2))] © 721,1,4-
On en déduit I'existence d’un opérateur Fy € L(&;) tel que x} = [(&1, FY)].
Pour montrer que z; = zf, il suffit d’établir dans KK (A @ K(Hy1),B1 ®
K(Hll)) :
(&1 ® K(H11), (idi(e,) @ Ri1)dx(e,)(F1))]
= [(&1 ® K(Hu), (idic(e,) ® Ri1)dx e, (F1)))-
On a:
@7 Ba, @4, Y2 ®B, 0B, = V21,2, ® T2 @ Y12,2,d »
' 2y = [(E2 ® K(Hiz), (idk(e,) ® Ra1)bg e, (F1))];
Ba, ®a, T7) OB, @B, = V12,1, @Y1 @ Y21,1.d »
y1 = [(&1 ® K(Ha1), (idic(e,) @ Ri2)dk(e,)(F2))]-
Les deux égalités (4.7) et (4.8) sont équivalentes a :
(4.9)  [(& ® K(Haz), (idk(e,) ® Ra2)0x g,y (F2))] @ Y21,2,4 = 721,2,6 © o,

(4.8)

(4.10) Y1 ® Y21,1,d = V21,1, ® (&1 ® K(H11), (idIC(el) ® R11)5):lc(£1)(F1/))]~
Pour (4.9), on a :

(4.11)  [(& ® K(Haz), (idkc(e,) ® R22)0g g,y (F2))] © Y21,2,4

= [(€2 ® K(Haa, Ha2), (idi(e,) ® Ra2)0 (g, (F2))]-
De méme, pour (4.10), on a :
(4.12) Y1 © Y2110 = (&1 ® K(H11, Ha1), (idie(e,) ® Ri2)dk(e,) (F2))]-

Pour j = 1,2, reprenons (4.4) et (4.5) :

fi+ Ay — L(B;) (A=A, K(Hy; @ Hyj), B,:=J; @ K(Hy; @ Hyy)),
le *-morphisme défini par ’action & gauche de A; dans &;.

Il résulte de (4.9) et (4.11) que (idk(g,) ® R22)512C(52)(F2) est une (idig(g,) ®
R21)6,2C(£1)(F1)—connexion dans le produit de Kasparov 7212, ® x2, i.e. pour
tout a € As ® K(Hi2, Haz), on a :

(4.13)  (id ® Ro2)dkc(k,) (F2)f2(a) — f2(a)(id @ Ra1)dg g,y (F1)
€ K(& ® K(H12),E ® K(Hia, Haz)).
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Posons d := (ld ® R22)5,C(E2)(F2)f2(a) — fg(a)(ld ® R21)6]2(j(51)(F1)' Nous
avons :

—d € M(By) et définit clairement un élément d' € L(E ® K(Hiz),E ®
K(H12, Ha2)).

— (4.13) signifie que d € By et plus exactement d' € K(E ® K(Hi2),E ®
K(H12, Ha2)).

Posons ¢ := ép (d) € M(By ® S12). En utilisant (4.28 c)), 4.29, on obtient :

¢ = ((idi(e,) ® Ri2)dk (s, (F2) © 15,,)(f1 @ ids,, )0, (a)
— (f1 ®ids,,)04, (a)((idk(e,) ® Ri1)dx e,y (F1) @ 1s,,)-

On déduit de (3.17) ¢)) que pour tout a € Ay ® K(Hia, Hao et tout w €
B(Hiz2)«, on a:

(idi(e,) ® Rlz)ék(SQ)(Fz)fﬂidAl ® w)sly, (a)
_ fl(id.A1 ® W)5}42 (a)(id)c(gl) ® Rll)(g}l((gl)(Fl) € B;.
Mais, il découle de (3.17) c)) et (4.26, qu’on a
A ® ’C(Hll,Hgl) = [(id.Al ®w)5}42 (a) | a€ A ® K(le, Hzg), w € B(le)*].
Finalement, nous avons obtenu que pour tout b € A; ® K(H11,Ha1), on a
(4.14)  (idk(e,) ® Ri2)0x (g, (F2) f1(b) — f1(b)(idi(e,) ® Ra1)dxc(e,)(F1)
€ K(&1 @ K(Hiy),& ® K(Hy1, Hay)).

De méme, dans (4.10) et (4.12), on interpréte (idg(e,) ® R12)5}C(52)(F2)
comme une (idi(g,) ® R11)6}C(£1)(F1')—connexion dans le produit de Kaspa-
rov 21,16 @ [(E1 ® K(Hip), (idee,) ® Rll)é}qgl)(Fl’))], i.e. pour tout b €
A1 ® K(Hy1,Hap), on a:

(4.15)  (idk(e,) ® Ri2)0x (g, (F2) f1(b) — f1(b)(idk(e,) ® Ra1)dxc(e,)(FY)
S ’C(51 ® ’C(Hll), 8 ® K(Hlla H21))-
Par la différence (4.14) - (4.15), on obtient que pour tout b € A; ® K(Hi1, Ha1) :
f1()(idic(e,) ® Ru1)dk e,y (F1) — f1(b)(idx(e,) © Ri1)dk(e,)(F1)
€ K(&1 ® K(H11), & ® K(Hii, Hap))-

Comme Hjy; # {0}, on déduit facilement que pour tout b € A; ® K(H11), on
a

F1(0)(idic(e,)@R11) 8k () (F1) = f1(0) (idic(g,) ©Ra1 )bk g,y (F1) € K(E1®K(Hi1)),
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ce qui entraine dans K K% (A; ® K(Hyy), By ® K(Hy)) :

(&1 ® K(H11), (idg(e,) @ 311)51%(51)(171))]
= [(& ® K(H1), (idic(e,) ® Ru1)dx e,y (F))]-

On a donc établi Jg, ¢, ©Ja,,¢; = idgxe (A1,B1)» C€ qui montre que Jg, .q,
est surjective et que Jg, ¢, est injective.
Pour voir directement que Jg, g, est injective, on remarque d’abord que

4.35 définit un morphisme de groupes abéliens : Jg, g, : KK G2(Ay, By) —
KK% (A ® K(Hy), By ® K(Ha1)).
En le composant avec le morphisme (injectif)

Jéth : KKGI (;{1 ® ’C(H21)7§1 ® IC(H21))
— KK (Ind%? (4, ® K(Hs1)), IndS? (By ® K(Ha1)))

et en identifiant Ind%? (A; ® K(Ha1)) et Indg? (By ® K(Ha1)) avec Ay ® K (Has)

et By ® K(Hzz) respectivement, on voit que la composée Jg, ¢, © thGz est
I’isomorphisme [1]

KK%(Ay, By) » KK (Ay @ K(Hys), By ® K(Hag)). O

5. Appendice

5.1. Produit tensoriel relatif d’espaces de Hilbert. — Dans ce paragraphe, on
se fixe une algébre de von Neumann N, munie d’un poids nsff v. On note
(H,,m,, A,) la représentation GNS du poids v, et on désigne par J,,, A, et (of)
respectivement ’opérateur de Tomita, I'opérateur modulaire et le groupe d’au-
tomorphismes modulaires, canoniquement associés au poids v.

NOTATIONS 5.1. — a) On note N° l’algébre de von Neumann opposée de N
qu’on munit du poids v° défini par v°(x°) = v(z) pour x € NT. On
rappelle que la représentation GNS du poids v° est (H,, o, Nyo), 0t :

Ty (2°) = Jym(2)*Jy, x€N; Apoz®:=J,Az", zeMN,.

b) Cn : N° = m,(N) : 2° — J,m,(z)*J, est un x-isomorphisme d’algébres
de von Neumann. Il en résulte que H, est un bimodule sur N pour les
actions définies par :

zly = Wu(x)Juﬂu(y)*Jufy z,y €N, £€H,.
Dans ce qui suit, on se fixe H, K des espaces de Hilbert, o : N — B(H)
et §: N° — B(K) des représentations normales et unitales. Le *x-morphisme

a (resp. ) munit H (resp. K) d’une structure de N-module a gauche (resp. a
droite).
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Pour tout £ € H (resp. £ € K), notons Rg (resp. L?), Popérateur défini par :
Rg : AN, — H: Ayz v a(z)€  (resp. L? t ANy = K 0 Apoz® — B(2°)8).

DEFINITION 5.2 ([12, 7]). — Le vecteur £ € H (resp. £ € K) est dit borné a
droite (resp. a gauche), si 'opérateur R¢ (resp. L? ) se prolonge en un opérateur
borné R¢ : H, — H (resp. L? :H, — K).

On note (o, H) (resp. (K,3),) 'espace vectoriel formé par les vecteurs
bornés a droite (resp. & gauche). Il est facile de voir que pour tout £ € ,(a, H)
(resp. € € (K, 3),), Vopérateur Rg (resp. Lg) est N-linéaire & gauche (resp. a
droite). Il en résulte que pour tout &,n € , (o, H) (resp. £, € (K,3),), on a :

(RE)*Ry € m,(N)', Rg(Ry)" € a(N)

(resp. (L{)*LE € m,(N), L{(LE)* € B(N®)).
NOTATIONS 5.3. — Pour tout £,m € ,(a, H) (resp. §,n € (K, ),), posons :
(€ m)ne = Cy ((RE)TRY) € N°  (resp. (&, m)w ==, '(L{)*L}) € N).

PROPOSITION 5.4 ([12]). — Pour tout &,n € ,(a, H) (resp. &,n € (K, B),), et
tout y € N analytique pour (c}), nous avons :

a’) (57 77>*N° = <777 §>N° (resp. <§vn>7\] = (nvé-)N);
b) (&, my°)ne = (&, m)ne(07)5(y))°  (resp. (€, ny)n = (&, n)N0”, )5(y))-

COROLLAIRE 5.5. — Supposons que N soit de dimension finie et que v soit
une trace. Alors (K, (-,-)n) est un pré-C*-module hilbertien sur N

La définition du produit tensoriel relatif [12, 6] d’espaces de Hilbert K s®, H
résulte du résultat suivant :

LEMME 5.6 ([12, 6]). — Pour tout &1,&2 € (o, H) et tout m1,m2 € (K, B),, on
a

(1, B({€1,&2) v )m2) k = (€1, (M, m2) N)€2) -

DEFINITION 5.7. — Le produit tensoriel relatif d’espaces de Hilbert K g®, H
est le séparé-complété de Pespace préhilbertien (K, 3), ® ,(a, H) pour :

(m ®&1,m2 ® &) == (1, B((&1, &2) ne)n2) k. = (€1, (N1, m2) N )E2) -

REMARQUES 5.8. — a) En remplagant (N,v) par (N°,v°), on obtient la
définition du produit tensoriel relatif H ,®g K.
b) L’espace de Hilbert K 3®, H est aussi le séparé-complété de P’espace
préhilbertien K ©® ,(a, H) pour :

(m ® &, M2 ® &) = (&1, (N1, m2)N)E2) H-
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De plus, pour tout £ € K,n € (o, H) et y € N analytique pour (o} ),
on a

BY°)E p®an = & p®a (o5 (y))n.

PROPOSITION 5.9. — Supposons que N soit de dimension finie et que v soit
une trace. Soit £ le C*-module sur N complété de (K, (-,-)n). Alors K 3@, H
est le produit interne de Kasparov &€ ®, H.

5.2. Produit fibré d’algebres de von Neumann. — Conservons les mémes nota-
tions. Soient z € B(N°)' et y € a(N)'. Il est facile de voir que 'opérateur

(K,B), © (o, H) — K ®q H : §®n*—>x(§)ﬁ®ay(n)

se prolonge en un opérateur borné, noté z g®. y € B(K g®q H).

Soit A C B(H) (resp. B C B(K)) une algébre de von Neumann. Supposons
de plus que la représentation o : N — B(H) (resp. 8 : N° — B(K)) soit &
valeurs dans A (resp. B).

DEFINITION 5.10 ([12]). — Le produit fibré B g%, A des algébres de von Neu-
mann A et B, est le commutant dans B(K gQ®, H) de 'ensemble {z sgQqay ; = €
B',ye A’}

Cas ou N est de dimension finie. — Supposons que N = @le M, soit de
dimension finie et v = EB;CZI Tr (F; -). Pour tout ! € {1,...,k}, notons (F;;) les
valeurs propres de la matrice F; € M,,.

Nous avons :

PROPOSITION 5.11 ([6]). — Supposons que pour tout I € {1,...,k}, on ait
SR =L
Soitv: K ® H — KR H :£®@n— £3Ra1n. Nous avons :
a) L’opérateur v est une co-isométrie.
Posons p = v*v € Proj (B(K®H)). Soient A C a(N)' et B C B(N°)'
des algébres de von Neumann.
b) L’application B gxq A — p(B ® A)p :  — v*zv est un *-isomorphisme
d’algébres de von Neumann.

Démonstration abrégée. — Pour la preuve du a), on établit que pour tout
¢&,ne K,on a

k ny
Emn =33 F PR BE MK el

1=11i,j=1

ou (eg-)) est un s.u.m. qui diagonalise la matrice Fj, i.e. F} = 22:1 Flﬂ-egﬁ).

Pour la preuve du b), on applique le théoréme du commutant d’un produit
tensoriel d’algébres de von Neumann. (|
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Conservons N = @l 1 M, et prenons pour v, la trace de Markov non
normalisée € := ®l=1 ny'Ir yr,, - Dans ce cas le N-module & droite KX muni du
produit scalaire (-,-)n, est un C*-module sur N et K g®, H est le produit de

Kasparov K ® y H. De plus, pour tout s.u.m. (e E )) on a :

p= Z Zﬁ ) @ alel).
=

Lig=1
La représentation GNS (H, A) de la trace € est donnée par :
k —_
H. =P cmeCm, me(x) = &=y @ ® Tem,
=1
k
Acx = 7 (2)&e, xz@xl €N,

avec £ = Eszl NP ® el el et (¢l)1<i<n, une base orthonormée pour

chaque espace de Hilbert (C"‘
O]

€ij
de I’espace de Hilbert C™, alors (1/«/nlﬂe(eg-))fehgi,jgm;1gz<k est une base
orthonormée pour H.. Nous avons :

Remarquons que si (e;;) est le s.u.m. défini par la base orthonormée (el)

PROPOSITION 5.12. — Soient o : N — B(H) et §: N° — B(K) des représen-
tations unitales.

a) Pour tout {,m € H, nous avons qa g(Rg(R))* ® 1k) = Ga,p(0cn ®

1k)ga,p-
b) Pour tout {,m € K, nous avons ¢og(ly ® L?(Lg)*) = ¢op(ly ®
O¢.n)qa,-
Démonstration. — Montrons le a). Soient {,¢’ € H. D’une part, on a
a( pa l l
(€ ®1,00,6(RE (RF)" @ 1n)(¢' @1)) Z Z (BE)C, (Rg) alel))¢)Bel)”)

1,j=1

SR Gl e (RS alel)¢)B(el))

M;r
3

—_
g
—
~
—
=
S X
=
N—
~
o
/\
f\
S
=
e =
\_/
A
o
=
N—
~
S
=2
A
U
o, e~
=
[e]
N

Ll'=1 i,j=1u,v=1

51 0 0 ®
=D (¢ alesNeN(alel) n, ¢)B(el)).

=1 ! i,j=1v=1
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D’autre part, on a aussi

C® an,ﬁ(@s n®1)qap(¢" ®1))

ny nys
- Z > > (GatelDaalel)m, ¢)B(el)°)B(el))
mny
Ll'=1 i,j=1u,v=1
! 1 o
- Z Z 36 ale)e)a(e?)n, ¢)5(el)
=1 i,j=1u=1
~ 1k ¢ 0 0
= Z; 3 G alel)araleln, ¢)BED).
1=1 " ij=1v=1
La preuve du b) s’obtient de fagon similaire. O

On démontre de la méme fagon le résultat suivant :

PROPOSITION 5.13. — Soient a: N — B(H) et 3 : N° — B(K) des représen-
tations unitales.
a) Pour tout {,n € K, nous avons Qg’a(Lg(Lg)* ® 1) = qga(ley ®

11)gp,0-
b) Pour tout §,n € H, nous avons ggo(lx ® RZ(R})") = 4pa(lk ®

O¢,n)q8,a-

PROPOSITION 5.14. — Soient A et B deuzr C*-algébres et f : A — M(B)
un *-morphisme. Supposons que pour une unité approchée (uy) de A, on ait
f(ux) = e € M(B) pour la topologie stricte. Alors nous avons :
a) e € Proj (M (B)) et pour toute unité approchée (vy) de A, on a f(vy) —
e € M(B) pour la topologie stricte.
b) Le *-morphisme f se prolonge de fagon unique en un x-morphisme f :
M(A) — M(B) strictement continu et vérifiant f(14) = e.

Démonstration. — 1l est facile de voir que e est un projecteur et que f définit
un #-morphisme non dégénéré f: A — L(eB). O

NOTATION 5.15. — Soient A et B deux C*-algébres, f : A — M (B) un *-mor-
phisme et e € Proj (M (B)). La notation

f(la)=e

signifie que pour une unité approchée (uy) de A, on a f(uy) — e € M(B)
pour la topologie stricte. On note alors f : M(A) — M(B) le prolongement
strictement continu de f vérifiant f(14) = e.
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