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RÉPARTITION DES FONCTIONS
COMPLÈTEMENT Q-ADDITIVES

LE LONG DES CARRÉS DE POLYNÔMES SUR UN CORPS FINI

par Mireille Car & Christian Mauduit

Résumé. — Soit F un corps fini à q éléments (q impair), Q ∈ F [T ] et f une fonction
complètementQ-additive à valeurs entières. L’objet de ce travail est l’étude des sommes
d’exponentielles

∑
X∈F [T ]
deg X<N

exp(2πiαf(X2)) pour α ∈ R. Nous en déduisons en parti-

culier une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour que, pour tout (a,m) ∈
N × N∗, on ait card{X ∈ A | degX < N , f(X2) ≡ a (modm)} = qN

m
+ O(q(1−h)N ),

avec 0 < h < 1.

Abstract (Repartition of completely Q-additive functions along squares of polyno-
mials over a finite field)

Let F be a finite field with q elements (q odd), Q ∈ F [T ] and f an integer valued
completely Q-additive function. The goal of this work is to study the exponential sums∑

X∈F [T ]
deg X<N

exp(2πiαf(X2)) for α ∈ R. In particular, this study provides a necessary

and sufficient condition on f under which, for any (a,m) ∈ N×N∗, we have card{X ∈
A | degX < N , f(X2) ≡ a (modm)} = qN

m
+O(q(1−h)N ), with 0 < h < 1.
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776 M. CAR & C. MAUDUIT

1. Introduction et notations

Soit F un corps fini à q éléments et de caractéristisque p. On note A l’anneau
F [T ] des polynômes à une variable sur le corps F , M l’ensemble des polynômes
unitaires de F [T ] et I l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires de F [T ].
Si X et Y sont des polynômes non nuls, on note τ(X) le nombre de diviseurs
unitaires de X et (X,Y ) le plus grand commun diviseur unitaire de X et Y .
Dans tout cet article, Q ∈ A est un polynôme de degré d > 0 et on note
CQ = {X ∈ A|degX < degQ} l’ensemble des restes de la division euclidienne
par Q où l’on convient que deg 0 = −∞. Tout polynôme X ∈ A admet une
unique représentation comme somme

(1.1) X =

∞∑
n=0

XnQ
n,

où Xn ∈ CQ pour tout n ∈ N, appelée représentation de X en base Q. La
suite (Xn)n∈N dont tous les termes sont nuls à partir d’un certain rang est la
suite des chiffres de X en base Q. La valeur absolue d’un polynôme X ∈ A est
définie par

(1.2) 〈X〉 =

{
qdegX si X 6= 0,

0 si X = 0

et on note | X | le nombre d’éléments de tout ensemble fini X .

Définition. — Une application f de A dans un groupe additif B est dite
complètement Q-additive si pour tout Y ∈ A et tout R ∈ CQ, on a f(Y Q+R) =

f(Y ) + f(R).

Observons qu’une fonction complètement Q-additive f à valeurs dans un
groupe B est déterminée par les valeurs prises par f sur l’ensemble des chiffres
CQ. En effet, si (1.1) est la représentation de X en base Q, alors f(X) =∑∞
n=0 f(Xn).
Drmota et Gutenbrunner ont étudié dans [7] la distribution des fonctions

Q-additives sur A et montré des résultats analogues à ceux obtenus par Bassily-
Kátai, Kim et Drmota dans le cas des nombres entiers (voir [1], [12] et [5]).
Madritsch et Thuswaldner ont étudié dans [14] le cas plus général des sommes
de Weyl polynomiales associées aux fonctions Q-additives. Lorque B est égal
à l’anneau A = F [T ], la fonction « somme des chiffres en base Q » définie
pour tout X ∈ A écrit sous la forme (1.1) par s(X) =

∑
n≥0Xn, constitue un

exemple typique de fonction Q-additive sur A. Dans [3] nous avons étudié son
comportement sur les puissances k-ièmes des éléments de A. Dans cet article
nous nous intéressons au cas plus difficile à traiter des fonctions Q-additives à
valeurs réelles.
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Un exemple simple de fonctions complètement Q-additives à valeurs entières
est fourni par les fonctions de poids Q-adique w(`)

Q , ` étant un paramètre réel,
définies par

(1.3) w
(`)
Q (X) =

∞∑
n=0

〈Xn〉`

pour tout X ∈ A dont la représentation en base Q est donnée par (1.1). En
particulier, w(0)

Q (X) est le nombre de chiffres de X différents de 0.
Drmota et Gutenbrunner ont montré dans [7] l’existence d’un théorème cen-

tral limite pour les fonctions complètement Q-additives à valeurs réelles sur les
puissances k-ièmes des éléments de A :

Théorème. — Pour toute fonction complètement Q-additive f : A → R et
pour tout nombre entier k > 0, on a pour y nombre réel et n nombre entier
tendant vers +∞,

1

qn
|{X ∈ A|degX < n, f(Xk) ≤ kn

degQ
µf + y

√
nk

degQ
σf}| = Φ(y) + o(1),

avec µf = q− degQ
∑
x∈ CQ f(X), σ2

f = q− degQ
∑
x∈ CQ f(X)2 et Φ(y) =

1√
2π

∫ y
−∞ e−t

2/2dt, la loi de distribution normale.

Dans ce qui suit, on suppose que f une fonction complètement Q-additive à
valeurs entières définie sur A de caractéristique p impaire et on s’intéresse à la
répartition des valeurs prises par f(X2), X décrivant l’anneau A. Lorsque la
caractéristique de A est égale à 2, les carrés de A ont des propriétés particu-
lières qui peuvent conduire à des représentations Q-adiques très atypiques. Par
exemple, si p = 2 et Q = T 2, la fonction complètement Q-additive f définie
sur CQ = {x0 + x1T, (x0, x1) ∈ F2} par

f(x0 + x1T ) =

{
0 si x1 = 0,

1 si x1 6= 0

est nulle sur les carrés de A.
Le but de cet article est de montrer que la méthode introduite par Mauduit

et Rivat dans [17] (voir également [9] et [20] pour des généralisations) peut être
adaptée à A afin d’étudier le comportement de f(X2) lorsque p 6= 2. Notons
que l’étude du comportement de f(Xk) pour k ≥ 3 semble hors d’atteinte par
les techniques connues à ce jour (sauf lorsque k est une puissance de p).

La situation est rendue plus complexe que dans le cas des nombres entiers
par l’existence d’obstructions de nature arithmétique propres à A et qui n’ap-
paraissaient pas dans le cas des nombres entiers. Plus précisément, nous allons
identifier une classe de fonctions complètement Q-additives pour lesquelles,
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