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OBSTRUCTIONS DE BRAUER-MANIN ENTIÈRES
SUR LES ESPACES HOMOGÈNES

À STABILISATEURS FINIS NILPOTENTS

par Cyril Demarche

Résumé. — Soit k un corps de nombres. On construit des espaces homogènes de
SLn,k à stabilisateurs finis nilpotents non commutatifs pour lesquels l’obstruction de
Brauer-Manin est insuffisante pour expliquer le défaut d’approximation forte (resp. le
défaut du principe de Hasse entier).

Abstract (Integral Brauer-Manin obstructions on homogeneous spaces with finite
nilpotent stabilizers). — Let k be a number field. We construct homogeneous spaces
of SLn,k with finite nilpotent non-abelian stabilizers for which the Brauer-Manin ob-
struction does not explain the failure of strong approximation (resp. the failure of the
integral Hasse principle).
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226 C. DEMARCHE

0. Introduction

Si k est un corps de nombres etH est un k-groupe algébrique fini, il serait très
intéressant de connaître pour quels ensembles finis S de places de k l’application
naturelle entre ensembles pointés de cohomologie galoisienne

H1(k,H)→
∏
v∈S

H1(kv, H)

est surjective. Cette question (parfois appelée problème de Grunwald), moti-
vée par exemple par le problème inverse de Galois et par celui de l’existence
de corps de nombres à ramification prescrite, est intimement liée à l’étude de
l’approximation faible sur l’espace homogène SLn,k/H défini par une représen-
tation fidèle H → SLn,k (voir par exemple [10]), et plus précisément à l’étude
de l’obstruction de Brauer-Manin à ladite approximation faible sur cette va-
riété. Ce problème est encore loin d’être résolu (voir par exemple [10], [5] et
[12]), tout comme son analogue concernant le principe de Hasse sur des espaces
homogènes à stabilisateurs géométriques finis. Les deux questions ouvertes prin-
cipales concernant ce problème sont sans doute les suivantes :

• Étant donné un espace homogène X sur k du groupe SLn,k à stabilisa-
teurs géométriques finis, la non-vacuité de l’ensemble de Brauer-Manin
(
∏
vX(kv))

Brnr (voir [15], 5.2) implique-t-elle l’existence d’un point ra-
tionnel sur X ?

• Et si X(k) 6= ∅, l’ensemble des points rationnels X(k) est-il dense (pour
la topologie produit) dans l’ensemble de Brauer-Manin (

∏
vX(kv))

Brnr ?

Dans cette note, on s’intéresse aux versions entières de ces questions, à savoir
le principe de Hasse entier et l’approximation forte sur les espaces homogènes
du groupe SLn,k à stabilisateurs finis sur un corps de nombres k.

On montre que pour de telles variétés algébriques, si les stabilisateurs sont
des p-groupes constants non commutatifs et si le corps de base contient suffi-
samment de racines de l’unité, l’obstruction de Brauer-Manin (même en tenant
compte de la partie dite « transcendante » du groupe de Brauer) ne permet
pas d’expliquer le défaut d’approximation forte (théorème 2.1) ou du principe
de Hasse entier (corollaire 4.1). Autrement dit, concernant l’approximation
forte, pour tout p-groupe fini non commutatif H et tout morphisme injectif de
groupes H → SLn,k, l’espace homogène quotient X := SLn,k/H possède des
points adéliques vérifiant les conditions de Brauer-Manin qui ne peuvent être
approximés pour la topologie adélique par des points rationnels de X (hors
d’un ensemble fini fixé de places de k) ; concernant le principe de Hasse entier,
sous les mêmes hypothèses, il existe un modèle entier X de X, fidèlement plat
séparé de type fini sur un anneau d’entiers de k, tel que X possède des points
entiers localement partout vérifiant les conditions de Brauer-Manin, mais tel
que X n’admette cependant pas de point entier global.
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En particulier, cela montre combien l’arithmétique des espaces homogènes
à stabilisateurs finis diffère de celle des espaces homogènes à stabilisateurs
connexes ou abéliens, où au contraire l’obstruction de Brauer-Manin est la
seule obstruction à l’approximation forte et au principe de Hasse entier (voir
par exemple [3] ou [1]).

Ces réponses négatives à la suffisance des obstructions de Brauer-Manin
entières ne permettent toutefois pas d’apporter une réponse aux questions ana-
logues mentionnées plus haut concernant le principe de Hasse rationnel et l’ap-
proximation faible, qui demeurent donc toujours largement ouvertes.

Remerciements. — Je remercie vivement Jean-Louis Colliot-Thélène, Yonatan
Harpaz et Giancarlo Lucchini Arteche pour leurs précieux commentaires et
leur intérêt pour ce texte. Je remercie tout particulièrement David Harari et
Gregorio Baldi de m’avoir signalé une erreur dans une version précédente de
cet article. Je remercie enfin le rapporteur pour ses suggestions, notamment à
propos de la proposition 1.1.

Quelques notations. — Dans tout ce texte, k est un corps de caractéristique
nulle, k une clôture algébrique fixée de k, Γk désigne le groupe de Galois de l’ex-
tension k/k. Dans toute cette note, la cohomologie utilisée est la cohomologie
étale.

Si k est un corps de nombres, on note Ωk l’ensemble des places de k ; si
v ∈ Ωk, on note kv le complété de k en v et Ov son anneau des entiers (par
convention, Ov := kv si v est une place non archimédienne) ; si S est un en-
semble fini de places de k, on note Ok,S l’anneau des S-entiers de k et AS

k

l’anneau des adèles hors de S.
Si A est un groupe topologique, on note AD := Homcont(A,Q/Z) le groupe

des homomorphismes continus de A vers Q/Z.
Si X est une k-variété, on note Br(X) := H2(X,Gm) le groupe de Brauer

de X. On renvoie à [15] pour la définition de l’accouplement de Brauer-Manin
X(Ak)×Br(X)→ Q/Z et du sous-ensemble X(Ak)Br ⊂ X(Ak), ainsi qu’à la
première section de [3] pour les généralités sur l’approximation forte et l’obs-
truction de Brauer-Manin entière.

1. Groupe de Brauer

Dans cette section, on montre le résultat simple suivant, qui généralise les
résultats classiques sur la partie algébrique du groupe de Brauer dans un cas
particulier. Si k est un corps etH un k-groupe algébrique, on note Extck(H,Gm)
le groupe des extensions centrales de k-groupes algébriques de H par Gm.

Proposition 1.1. — Soit k un corps de caractéristique nulle et G un k-groupe
algébrique semi-simple simplement connexe. Soit H un k-sous-groupe constant
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