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PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES CORPS DE FONCTIONS
SUR DES CORPS LOCAUX SUPERIEURS II

PAR DIEGO IZQUIERDO

REsuME. — Soit K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse X sur un
corps local supérieur k. On définit les groupes de Tate-Shafarevich d’un schéma en
groupes commutatif en considérant les classes de cohomologie qui deviennent triviales
sur chaque complété de K provenant d’un point fermé de X. On applique certains
théorémes de dualité arithmétique & 'approximation faible pour les tores sur K et a
I’étude du principe local-global pour les K-torseurs sous un groupe linéaire connexe.

ABsTrRACT (Local-global principle for function fields over higher-dimensional fields II).
— Let K be the function field of a smooth projective curve X over a higher-dimensional
local field k. We define Tate-Shafarevich groups of a commutative group scheme via
cohomology classes locally trivial at each completion of K coming from a closed point
of X. We apply some arithmetic duality theorems to the weak approximation for tori
over K and to the study of the obstruction to the local-global principle for K-torsors
under a connected linear algebraic group.

Ces derniéres années, nous avons été témoins d’un important regain d’intérét
pour les questions de type principe local-global sur des corps autres que les
corps de nombres ou les corps de fonctions de courbes sur des corps finis. Deux
principales techniques ont été mises au point pour étudier ces problémes : la
méthode du patching développée par Harbater, Hartmann et Krashen et utilisée
par Colliot-Théléne, Parimala et Suresh pour le cas des corps de fonctions
de courbes sur un corps complet de valuation discréte ([18]), et les méthodes
cohomologiques développées par Harari, Scheiderer et Szamuely pour le cas
des corps de fonctions de courbes sur un corps p-adique ([16]). Cette derniére
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méthode a aussi permis & Colliot-Théléne et Harari d’étudier le cas des corps
de fonctions de courbes sur C((¢)) ([9]). Dans [21] les théorémes de dualité
arithmétique qui avaient été obtenus précédemment dans [16] et [9] ont été
généralisés aux corps de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs.
De nouvelles difficultés, liées a la grande dimension cohomologique et a la non
finitude de certains groupes de cohomologie, avaient alors été mises en évidence.
Comme pour [19], le but du présent article est de présenter certains aspects du
principe local-global sur de tels corps.

1. Introduction

1.1. Organisation de Particle et énoncés des théorémes principaux. — Tout
comme [19], ce texte fait suite & larticle [21] (et & sa version plus compléte
qui fait objet du chapitre 1 de [20]) ou sont établis des théorémes de dualité
arithmétique pour les modules finis, les tores, les groupes de type multiplicatif
et méme les complexes & deux termes de tores sur le corps des fonctions d’une
courbe sur un corps local supérieur.

Commencons par rappeler le cadre de article [21]. On se donne un entier
d > 0 et un corps d-local k, c’est-a-dire un corps complet pour une valuation
discréte dont le corps résiduel est (d — 1)-local, les corps 0-locaux étant par
définition les corps finis et C((¢)). On suppose que le corps 1-local correspondant
est de caractéristique 0, le cas ot il est de caractéristique positive posant de
sérieuses difficultés méme pour établir une dualité locale (voir le paragraphe 0.5
de [21]). Soit X une courbe projective lisse sur k. Soient X ") I’ensemble de ses
points fermés, K son corps des fonctions et 7' un K-tore. On note T le module
des caractéres de T', T' le module des cocaractéres de T et T = T'® Z(d), ou
Z(d) est le d-iéme complexe motivique. On note aussi I1I"(T") (resp. III"(T))
est le sous-groupe de H"(K,T) (resp. H"(K,T)) constitué des éléments dont
la restriction & H"(K,,T') (resp. H" (K,, T)) est nulle pour chaque v € X,

Ce texte est constitué de deux parties. Dans la premiére, nous appliquons les
théorémes de dualité arithmétique pour les tores établis dans [21] & ’étude de
Papproximation faible pour les tores (on se reportera a 2.1 pour les définitions) :

THEOREME 1.1 (Théoréme 2.4 et corollaires 2.6 et 2.7). — On garde les no-
tations ci-dessus, et pour chaque groupe topologique abélien A, on note A le
quotient de A par son sous-groupe divisible mazimal et AP le groupe des mor-
phismes continus de A dans Q/Z. Soit S C X une partie finie.

(i) On a une suite exacte :

7~D
0— TE)F" - [[ T(K,) —» WE>T) — wWH(T) — o,
veES
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o T(K)¥™ désigne Uadhérence de T(K) dans [],cqT(K,) et
LI4T2(T) est le sous-groupe de H¥2(K,T) constitué des éléments dont
la restriction o H¥2(K,,T) est nulle pour chaque ve XM\ S.

(ii) On a la suite exacte :

0— TRy - ] T(K,) — (E2D)P — ()P - o,
veX (1)
ot T(K)*® désigne Uadhérence de T(K) dans [[,cxa T(Ky) et
II4T2(T) est le sous-groupe de HYT2(K, T) constitué des éléments dont
la restriction a HT%(K,, T) est nulle pour presque tout v e X,

(iii) Le tore T vérifie approzimation faible si, et seulement si, III4T%(T) =
LIS (T).

(iv) Le tore T wérifie Uapprozimation faible faible si, et seulement si, le
groupe de torsion HIZ+2(T) est de type cofini. En particulier, lorsque
Hld+2(L,Z(d)) = 0 pour une extension finie L de K déployant T, le
tore T vérifie l'approximation faible faible si, et seulement si, IHZ“(T)
est fini.

(v) Le tore T vérifie l'approzimation faible faible dénombrable si, et seule-
ment si, le groupe de torsion TIIT2(T) est dénombrable.

REMARQUE 1.2. —  (a) La preuve de ce théoréme mélange les difficultés qui
avaient été rencontrées dans les articles [16] et [9] : le groupe ITIT2(Z(d))
n’est pas forcément nul, et le groupe ng+2 (T) n’est pas forcément fini
(ni méme de torsion de type cofini).

(b) Des exemples ot I1"2(L,Z(d)) = 0 ont été exhibés dans [19] : par
exemple, pour certaines courbes constantes sur Q,((¢2)) ... ((t4)) ou cer-
taines courbes elliptiques sur C((tg)) ... ((tq))-

Dans la deuxiéme partie, nous utilisons le théoréme de dualité arithmétique
pour les complexes & deux termes de tores de [22] afin d’étudier le principe
local-global pour les K-espaces principaux homogénes sous un groupe linéaire
connexe. Dans le cas ou k = C((t)), nous appliquons les méthodes de Borovoi
([2]) et Sansuc ([28]), ce qui permet notamment de montrer que la seule obs-
truction est I'obstruction de Brauer-Manin, alors que, dans les autres cas, nous
suivons la méthode de Harari et Szamuely ([16]).
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