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COMPOSANTES PRV GÉNÉRALISÉES
ET CHEMINS DE LITTELMANN

par Pierre-Louis Montagard

Résumé. — Nous énonçons une condition suffisante pour qu’un chemin de Littelmann
représente un vecteur de poids extrémal d’une représentation intégrable, irréductible
et de plus haut poids d’une algèbre de Kac-Moody symétrisable. À l’aide de cette
condition, nous présentons, dans un contexte plus général, une preuve alternative de
résultats de Boris Pasquier, Nicolas Ressayre et l’auteur de cet article sur l’existence
de composantes PRV généralisées.

Abstract (PRV generalized components and Littelmann paths). — We give a suf-
ficient condition for a Littelmann path to represent a vector of extremal weight of an
integrable irreducible highest weight representation of a symmetrizable Kac-Moody al-
gebra. Thanks to this condition we present, in a more general context, an alternative
proof of a recent result by Boris Pasquier, Nicolas Ressayre and the author of this
article on the existence of generalized PRV components.

0. Introduction

La conjecture PRV a été énoncée dans les années 60 dans [11] par Partha-
sarathy, Ranga Rao et Varadarajan. Cette conjecture concerne le problème de
décomposition du produit tensoriel de deux représentations irréductibles d’une
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algèbre semi-simple complexe g. Son énoncé est très simple : soient µ et ν deux
poids dominants de g et v, w deux éléments du groupe de Weyl de g ; soient
V (µ) (resp. V (ν)) la représentation irréductible de plus haut poids µ (resp. ν).
Alors si le poids λ = vµ + wν est dominant la représentation irréductible de
plus haut poids λ = vµ+ wν est de multiplicité non nulle dans V (µ)⊗ V (ν).

On connaît aujourd’hui plusieurs preuves de cette conjecture. Citons d’abord,
les preuves (simultanées et indépendantes) à la fin des années 80, de Shrawan
Kumar [2] et [3] et Olivier Mathieu [8]. La géométrie, et notamment la géo-
métrie des espaces de drapeaux du groupe G associé à g intervient de façon
essentielle dans ces deux preuves. Notons que ces deux preuves sont valables
dans le contexte plus général des algèbres de Kac-Moody symétrisables. Plus
tard, au milieu des années 90, Peter Littelmann a donné une preuve combina-
toire et plus élémentaire de la conjecture PRV. Cette preuve est une application
de la théorie des chemins de Littelmann développée dans [5] et [6], théorie qui
généralise la règle de Littlewood-Richardson dans le cadre des algèbres de Kac-
Moody symétrisables.

Récemment dans [9] et [10], avec Nicolas Ressayre et Boris Pasquier, nous
avons démontré plusieurs généralisations de l’énoncé PRV dans le contexte d’un
groupe algébrique réductif G et en utilisant des outils géométriques. Énonçons
l’une de ces généralisations.

Théorème 0.1. — Soit G un groupe algébrique réductif complexe, soient (µ, ν)
un couple de poids dominants et (v, w) un couple d’éléments du groupe de Weyl,
soit β une racine positive (et β∨ la coracine associée) telle que l’une des condi-
tions suivantes soit satisfaite :

1. β est une racine simple ;
2. v−1β est une racine simple ;
3. w−1β est une racine simple.

Soit k un entier vérifiant les inégalités :

0 ≤ k ≤ min{〈vµ, β∨〉, 〈wν, β∨〉},

alors si le poids λ = vµ+ wν − kβ est dominant la représentation irréductible
V (λ) est de multiplicité non nulle dans le produit tensoriel V (µ)⊗ V (ν).

L’ensemble des composantes ainsi obtenues contenant strictement les com-
posantes obtenues par l’énoncé de la conjecture PRV originale, nous les appelle-
rons composantes PRV généralisées. Nous avons représenté dans la figure 0.1, un
exemple, montrant les composantes obtenues par ce procédé. Dans cet exemple
G est égal au groupe Sl3(C), µ = 7$1 + 2$2, ν = $1 + 3$2 où $1, $2 sont les
deux poids fondamentaux de G. Nous avons représenté sur la figure les poids
dominants correspondants aux représentations irréductibles de multiplicité non
nulle du produit tensoriel V (µ)⊗V (ν), les composantes PRV classiques, les com-
posantes PRV généralisées ainsi que les segments de direction β donnés par le
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Composantes du produit tensoriel V (µ)⊗ V (ν)

µ+ ν

Composantes PRV généralisées

Composantes PRV classiques

$1

$2

Figure 0.1.

théorème 0.1 et contenant une composante PRV généralisée (et non classique).
Le réseau représenté est le réseau engendré par les racines (et non le réseau
des poids). En effet, comme dans ce cas le poids µ + ν appartient au réseau
des racines, tous les plus haut poids des composantes qui apparaissent dans le
produit tensoriel V (µ)⊗ V (ν) appartiennent à ce réseau.

Dans cet article, nous allons donner une preuve de l’existence des compo-
santes PRV généralisées pour les algèbres de Kac-Moody, en utilisant la théorie
des chemins de Littelmann. Nous ne retrouvons pas exactement le même énoncé
dans le contexte des algèbres de Kac-Moody symétrisables. En effet, dans le
cas (i) (β est une racine simple) la preuve du théorème n’est valable que si g
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