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Résumé — L’objet de ce cours est de présenter la théorie des formes modulaires et
certains de ses développements récents. Dans un premier chapitre, on développe la
théorie des formes modulaires sur les sous-groupes de congruence Ip(N). Dans un
deuxiéme chapitre, on présente la notion de périodes de formes modulaires sur le
groupe modulaire. On en déduit des résultats concernant les structures rationnelles
des espaces de formes modulaires. Dans une troisieme partie, on étudie les structures
différentielles sur les espaces de formes modulaires. C’est ’occasion de développer les
notions de forme quasimodulaire et forme modulaire presque holomorphe introduites
par Zagier. Enfin, en annexe, on étudie la théorie des formes modulaires avec systémes
multiplicatifs.

Abstract(Periods and modular forms). — The aim of this course is the presentation of
the theory of modular forms and some of its recent developments. In the first chapter,
we develop the theory of modular forms on the congruence subgroups I'o(N). In the
second chapter, we present the notion of periods of modular forms on the modular
group. We deduce some results concerning the rational structures on the spaces of
modular forms. In a third chapter, we study the differential structures on spaces of
modular forms. We introduce, in that occasion, the notions of quasimodular forms
and quasi holomorphic modular forms developped by Zagier. In an appendix, we
study the modular forms with multiplicative systems.

Classification mathématique par sujef000). — 11F03, 11F06, 11F11, 11F25, 11F30, 11F37, 11F67.
Mots clefs — Forme modulaire, période de forme parabolique, période de forme non parabolique, pro-
duit scalaire de Petersson, crochet de Rankin-Cohen, fonction L, isomorphisme d’Eichler-Shimura,
structure rationnelle, structure différentielle, forme quasimodulaire, forme modulaire presque holo-
morphe, valeur spéciale, systeme multiplicatif.

Le second auteur est en partie subventionné par I’ACI jeunes chercheurs « arithmétique des fonctions
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Notations — conventions. — Si x est un nombre réel, |x] est le plus grand entier

inférieur ou égal a . On adopte les conventions suivantes
#X est le cardinal de ’ensemble X,
N={n€Z:n>0}, N'={neZ:n>0},

Sy =>"f@, J[fre=1]rw.

d|N deN* p|N pEP
d|N p|N

avec P ’ensemble des nombres premiers.
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(X) est le groupe engendré par les éléments de X,

10 11 0-1 0-1 10
I = T = = = pr—
(o)) 7=(n) s=(%) v=(G2) v=(2")
5(E) = 1 sila propriété E est vraie
0 sinon.
Si u et v sont des entiers, (u,v) est le plus grand diviseur commun de u et v.

Si n € N*, on note w(n) le nombre de diviseurs premiers de n, comptés sans
multiplicité :

w(n) =#{peP:p|n}

et op(n) le nombre de diviseurs de n :
oo(n) =#{d e N*": d|n}.

Plus généralement, si s € C, on pose

os(n) = Z d°.

deN”
d|n

Pour n € N*, on note
1
v(n)=n 14+-1.
peP
pln

La fonction ¢ est la fonction indicatrice d’Euler, définie pour tout entier naturel n

weIl(-3)
pln

strictement positif par

Si z € C, on note x sa partie réelle et y sa partie imaginaire : z = x + iy. On note
aussi

q = e(z) = exp(2irz).

Pour tout entier d > 0, I’espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a
d est noté C4[X]. Si d > 2, on note aussi Vg = Cy_2[X].
On note By le k° nombre de Bernoulli, défini par

t X
et —1 - ZB"E
n=0
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PARTIE 1
FORMES MODULAIRES

1. Préliminaires sur les sous-groupes de SL(2,7)

1.1. Action homographique et domaine fondamental. — Soit 7 le demi-
plan de Poincaré défini par 7 = {z € C: Smz > 0}. Le groupe SL(2,R) opére
transitivement sur S par I’action homographique

SL(2,R) x H — H

ab az—+b
(cd)’z’—)cz+d‘

(1)

On s’intéresse dans ce texte & 1’action de sous-groupes de SL(2,Q), aussi on restreint
désormais I’étude & SL(2,Q).

On définit un point co (qu’on identifiera géométriquement au point ico) et on
étend 'action (1) restreinte & SL(2,Q) en une action sur # = # U P;(Q) avec
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P1(Q) = QU {0} en posant

Cette action n’est pas fidele puisque —I agit trivialement. Cependant, —I et I sont
les seules matrices a agir trivialement. Autrement dit, I’action induite par

PSL(2,Q) = SL(2.Q)/, y

est fidele.
Si I' est un sous-groupe discret") de SL(2,R), on appelle domaine fondamental
un ensemble qui satisfait a la définition suivante.

Définition 1. — Soit I" un sous-groupe discret de SL(2,R). On dit que F est un do-
maine fondamental de I" si

— ’ensemble F contient au moins un point de chaque orbite de 57 par I'action
de I';

— I’ensemble F est fermé;

— lintérieur de F ne contient qu'un point de chaque orbite de ## par l'action du

quotient F/F N {£I}

Tout sous-groupe discret de SL(2,R) admet un domaine fondamental connexe
[Miy89, §1.6]. On trouve dans [Ser77, chapitre VII, §1] la preuve des deux pro-
positions suivantes :

Proposition 2 — Le groupe SL(2,7) est engendré par les deux matrices

11 0-1
(1) se (0)

Proposition 3 — Un domaine fondamental de SL(2,7) est

|~

1
Fl{zef: - §§Rez<§,|z|>1}.

(U Ayant muni I" d’une norme, par exemple || (¢ ) || = max {|al, b, |c|,|d|}, on dit que I" est discret
si toutes les boules sont finies.
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