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JSJ DECOMPOSITIONS OF GROUPS

Vincent Guirardel, Gilbert Levitt

Abstract. — This is an account of the theory of JSJ decompositions of finitely gen-
erated groups, as developed in the last twenty years or so.

We give a simple general definition of JSJ decompositions (or rather of their Bass-
Serre trees), as maximal universally elliptic trees. In general, there is no preferred JSJ
decomposition, and the right object to consider is the whole set of JSJ decompositions,
which forms a contractible space: the JSJ deformation space (analogous to Outer
Space).

We prove that JSJ decompositions exist for any finitely presented group, without
any assumption on edge groups. When edge groups are slender, we describe flexi-
ble vertices of JSJ decompositions as quadratically hanging extensions of 2-orbifold
groups.

Similar results hold in the presence of acylindricity, in particular for splittings of
torsion-free CSA groups over abelian groups, and splittings of relatively hyperbolic
groups over virtually cyclic or parabolic subgroups. Using trees of cylinders, we obtain
canonical JSJ trees (which are invariant under automorphisms).

We introduce a variant in which the property of being universally elliptic is replaced
by the more restrictive and rigid property of being universally compatible. This yields
a canonical compatibility JSJ tree, not just a deformation space. We show that it exists
for any finitely presented group.

We give many examples, and we work throughout with relative decompositions
(restricting to trees where certain subgroups are elliptic).

Résumé (Décompositions JSJ des groupes). — Ce texte expose la théorie des décompo-
sitions JSJ des groupes de type fini, telle qu’elle s’est développée depuis une vingtaine
d’années.

Nous donnons une définition simple et générale des décompositions JSJ (plus pré-
cisément, de leurs arbres de Bass-Serre) comme arbres universellement elliptiques
maximaux. En général il n’y a pas de décomposition privilégiée, et le bon objet à
considérer est l’ensemble de toutes les décompositions JSJ, qui forment un espace
contractile, l’espace de déformation JSJ (analogue à l’outre-espace).

Nous montrons que tout groupe de présentation finie a des décompositions JSJ,
sans hypothèse sur les groupes d’arêtes. Lorsque les groupes d’arêtes sont sveltes,
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nous décrivons les sommets flexibles des décompositions JSJ : ce sont des extensions
de groupes de 2-orbifolds, attachées de manière quadratique.

Il y a des résultats analogues en présence d’acylindricité, en particulier pour les
scindements abéliens des groupes CSA sans torsion, et les scindements des groupes
relativement hyperboliques sur des sous-groupes cycliques ou paraboliques. En uti-
lisant les arbres des cylindres, nous obtenons des décompositions JSJ canoniques,
invariantes par automorphismes.

Nous introduisons une variante dans laquelle l’ellipticité universelle est remplacée
par la compatibilité universelle, qui est plus restrictive et plus rigide. On obtient ainsi
un arbre de compatibilité JSJ canonique (pas seulement un espace de déformation),
qui existe toujours lorsque le groupe est de présentation finie.

Nous donnons de nombreux exemples, et nous traitons complètement le cas relatif
(on se restreint aux arbres dans lesquels certains sous-groupes donnés sont elliptiques).
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