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UNE MINI INTRODUCTION
A LA GEOMETRIE ANALYTIQUE RIGIDE

par

Qing Liu

Résumé — Ce texte a pour but de donner quelques notions de base de la géométrie
analytique rigide, et d’expliquer les outils nécessaire pour comprendre 'interprétation
analytique rigide de la preuve du théoréeme d’Harbater.

Abstract (A mini introduction to rigid analytic geometry). — This short note aims to
provide some basics on rigid analytic geometry, and to explain the tools we need to
understand the rigid analytic proof of Harbater’s theorem.

1. Introduction

Ce texte a pour but de donner quelques notions de base de la géométrie analytique
rigide et d’entrevoir quelques applications. En particulier, on expliquera les outils et
notions nécessaires pour comprendre l'interprétation analytique rigide de la preuve
du théoréeme d’Harbater ([Har], voir aussi [Li]) :
Tout groupe fini est le groupe de Galois d’un revétement de courbes algé-
briques C — Pk pour tout corps complet non-archimédien K, avec C pro-
jective lisse et géométriqguement connexe sur K.

Voir plus particulierement les corollaires 4.16 et 5.10.

On fixera dans toute la suite un corps K muni d’une valeur absolue non-
archimédienne |.| et qui est complet pour la topologie définie par cette valeur absolue.
Les exemples les plus courants sont Q, le corps de nombres p-adiques, ou le corps
de séries formelles k((T)) & coefficients dans un corps k. L’idée de la géométrie
analytique rigide est d’étudier des variétés algébriques en tirant profit de la valeur
absolue. C’est en quelque sorte I’analogue de la géométrie analytique complexe,
mais avec des aspects beaucoup plus algébriques. Le premier succes de la théorie
est sans doute la théorie d’uniformisation des courbes de Tate. Nous n’aborderons

Classification mathématique par sujef2000). — 14G22, 14H30.
Mots clefs — Fonctions implicites, revétement de la droite projective, GAGA.
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malheureusement pas cet aspect de la théorie par manque de temps. De méme, le
point de vue schémas formels a la Raynaud et la théorie de Berkovich sont passés
sous silence.

Tous les résultats exposés ici sont classiques et bien connus, méme si leurs preuves
sont parfois difficiles a trouver dans la littérature. Dans le paragraphe 2, nous donnons
les premieéres propriétés des algebres affinoides et des parties rationnelles des espaces
affinoides. En suite, la définition générale des espaces analytiques rigides est présentée
au paragraphe 3. Le paragraphe 4 est consacré a 1’étude locale du faisceau structural
Ox. On y démontre notamment le théoréme des fonctions implicites (théoréme 4.3)
et le fait que 'anneau local Ox , est hensélien (proposition 4.8). L’illustration géomé-
trique de cette derniere propriété est donnée par le corollaire 4.11. Enfin, on présente
brievement la preuve du principe GAGA (théoréme 5.7) au dernier paragraphe. La
plupart des énoncés des paragraphes 2 et 3 sont donnés sans démonstration. Nous en-
courageons le lecteur a consulter les ouvrages de base en géométrie analytique rigide
(IBGR], [FV], [Fx)).

J’adresse mes remerciements aux organisateurs du colloque, et au referee pour sa
lecture attentive du manuscrit.

2. Fonctions analytiques rigides

Soit K un corps complet non-archimédien. Toute extension algébrique L deK pos-
sede un unique prolongement de la valeur absolue de K. Soit n > 1. On notera D" (K)
le polydisque (fermé) unité de dimension n. Plus précisément,

D"(EK)={z=(21,...,20) €K | |zs| <1,Vi }.

Cet ensemble est muni naturellement d’une topologie induite par la valeur absolue sur
K. 11 faut noter que du fait que la valeur absolue est non archimédienne, la topologie
est totalement discontinue sur D" (K).

Comment définir les fonctions analytiques sur D" (K) (ou un ouvert quelconque de
D"(K)) ? La premiere idée qui vient & l’esprit est de prendre les fonctions continues et
localement développables en séries entieres. Si cette approche est utile pour d’autres
propos (par exemples pour les équations différentielles p-adiques ou les fonctions L p-
adiques), elle n’est pas adaptée & une étude algébrique. Il y a en effet trop de fonctions
analytiques dans ce sens (toute fonction caractéristique d’un disque contenu dans

D™ (K) est analytique dans ce sens). Une définition plus adaptée a I’étude géométrique
est apparues au début des années soixante dans un texte de J. Tate [Ta].

Définition 2.1 — On appelle algébre de Tate & n variables le sous-ensemble de 1’en-
semble des séries formelles

K(Ty,...,T,) := {f: > aT" € K[Ty,...,T,]] | lim a, :o}.

V—00
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Ce sont les séries formelles qui convergent sur D"(K). Cette K-algebre est munie
d’une norme

[f]] = maxa, |
v

qui fait clairement de K(T1,...,T,) une K-algébre de Banach. Remarquons que 1’on
peut définir de la méme fagon A(T1y,...,T,) pour toute algébre de Banach A.

Théoréme 2.2— Soit n > 1. Notons T"™ = K{Th,...,T,). Les propriétés suivantes
sont vrazes.

(a) L’algébre T™ est noethérienne, factorielle, de dimension de Krull n. Tout idéal de
T™ est fermé.

(b) Pour tout idéal mazimal m de T™, le corps T™/m est fini sur K.

(c) Pour tout idéal I de T™, on a VI = Nyey(nm, ot V(I) est 'ensemble des idéaux
mazimauz de T" contenant I.

Les ingrédients principaux pour la preuve du théoreéme sont le théoréme de prépa-
ration et de division de Weierstrass dans T". Comme cas particulier de ces théoremes,
toute fonction f(7T") € K(T') se décompose de fagon unique sous la forme

(1) =P(M)(A+Ty(T)), P(T)eKI[T], g(T) € K(T).

Ainsi, 'ensemble des zéros de f est fini dans D'(K). Pour tout anneau A, notons
Spm(A) I'ensemble des idéaux maximaux de A et D% = Spm(7™").

Corollaire 2.3 — Si K est algébriquement clos, alors Spm(T™) = D"(K). Pour tout
idéal I de T™, on a Spm(T™/I) = Z(I), ou Z(I) est l'ensemble des zéros communs
des fonctions f € I.

C’est I’équivalent du théoreme des zéros (Nullstellensatz) de Hilbert. Lorsque K
n’est plus nécessairement algébriquement clos, la propriété (¢) du théoreéme 2.2 montre
que 'on peut considérer les points de D% comme des orbites de D"(K) sous l’action
naturelle de Gal(K /K ). En particulier, on peut munir D% de la topologie la plus fine
qui rende la projection 7 : D"(K) — D% continue. Pour tout idéal I de 7™, on a
7 1(V(I)) = Z(I). Cela induit donc une topologie sur V (I). L’inclusion V (I) — D%

est une immersion fermée.

Définition 2.4 — Une algébre affinoide (sur K) est une K-algebre A telle qu’il
existe un homomorphisme surjectif de K-algebres 7" — A. Comme l'idéal
I:=Ker(T™ — A) est fermé, A hérite d’'une norme quotiente pour laquelle elle
est complete. Notons X = Spm(A) qui s’identifie & V(I). La topologie sur X décrite
comme ci-dessus est appelée la topologie canonique de X. On peut montrer qu’elle
est indépendante du choix de la présentation A sous la forme T7/I.

Pour tout z € X, on note k(z) le corps résiduel A/m (ot m est 'idéal maximal de
A correspondant & x). C’est une extension finie de K, et elle est donc munie d’une
unique valeur absolue qui prolonge celle de K. Soit f € A. On note f(x) 'image de
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f dans k(). Ainsi on peut considérer f comme une fonction X — K. Les éléments
de A seront appelés fonctions analytiques sur X. On pose

[fllsp = sup{z € X | |f()]}

C’est la semi-norme spectrale sur A. C’est une norme si et seulement si A est réduite.
On note usuellement

(1) A" ={feAllfls <1}y, A®={feA|lfls <1},

Ainsi K est I'anneau de valuation de K et K% est I'idéal maximal de K°. On voit
que A° est un sous-K%-anneau de A, et A% est un idéal de A°.

La définition de fonctions analytiques peut se transmettre a certains ouverts de
X. Soit (f) = (fo,-- -, fm) une famille ordonnée de fonctions analytiques sur X, sans
zéro commun (ce qui équivaut & A = Zogigm fiA), on pose

R(f) = {x eX | |fz(x)| < |f0<$)|’ 1=0,1,..,m }

Du fait que la valeur absolue sur K est non-archimédienne, R(f) est une partie ouverte
de X, que 'on appelle une partie rationnelle de X. L’homomorphisme canonique de
A dans

B = A<Slv7sm>/<51f0 - fl?"'?Sme - fm)
induit (grace au théoréme 2.2 (c)) une application Spm(B) — X . On peut vérifier que

cette application est injective et que son image est R(f). Donc une partie rationnelle
de X est encore le Spm d’une algebre affinoide.

Exemple 2.5 — Soit » = (r1,...,r,) € K*. Alors
D(0,7) :={x e Dy | |Ts(x)| < |rsl, i=1,...,n},
le disque centré en 0 de rayon r, est une partie rationnelle de D% Il suffit de prendre

fo=1et fi =Ti/r.

Remarque 2.6 — Soient (f) = (fo,.--, fm), (g) = (90, - - -, gr) deux familles de fonc-
tions analytiques sur X, chacune étant sans zéro commun sur X. Posons (h) =
(figj)ij avec hg = fogo. Alors on montre facilement que R(f) N R(g) = R(h) et
que la réunion de deux parties rationnelles disjointes est une partie rationnelle.

Exemple 2.7 — Pour tout a € K et r € K*, on note D(a,r) la partie rationnelle de
DL correspondante & {r,T — a}. Donc D(a,r) = Spm(K (r~Y(T — a))). Vue dans K,
cette partie correspond au disque fermé

D(a,7)={z€ K ||z —a| <7}

Soient a1,...,am € K, 11,...,7m € K* tels que |a;,|ri| < 1, et |a; — a;| > |ri] st
i # j. Alors le « disque troué » (voir la figure 1)

{zeK ||zl <1, ]z—ai|l = |ril,i=1,...,m}
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est une partie rationnelle de D}, puisque c’est l'intersection des parties rationnelles
R({T — a;,r;}). Si K est algébriquement clos, on peut montrer que toute partie ra-
tionnelle de DL est de cette forme.

(=)

FIGURE 1

Remarque 2.8 — 1l est facile de montrer a ’aide de ’exemple 2.5 que ’ensemble des
parties rationnelles de X forment une base d’ouverts pour la topologie canonique.

3. Espaces analytiques rigides

L’idée de la géométrie analytique rigide est de définir les fonctions analytiques que
sur des ouverts particuliers.

Définition 3.1 — Soit X un espace topologique. On appelle topologie de Grothen-
dieck sur X la donnée d’une famille d’ouverts de X (ouverts admissibles) et d’une
famille de recouvrements Cov(U) (recouvrements admissibles) pour tout ouvert U € U
satisfaisant les propriétés suivantes
(1) Les parties X, & sont admissibles. L’intersection de deux ouverts admissibles est
admissible.
(2) Fixons un ouvert admissible U. Alors
(2.1) {U} € Cov(U);
(2.2) Pour tout recouvrement admissible {U;}; de U et pour tout ouvert admis-
sible V', contenu dans U, la famille {V N U;}; est un recouvrement admissible
de V;
(2.3) Soit {U;}; comme ci-dessus. Soit {U;;}; un recouvrement admissible de U;.
Alors {U;;}4,; est un recouvrement admissible de U.

Exemple 3.2 — Soit A une algebre affinoide, soit X = Spm(A) muni de la topologie
canonique. On définit une topologie de Grothendieck sur X en prenant comme ouverts
admissibles les parties rationnelles, et comme recouvrements admissibles les recouvre-
ments dont on peut extraire un sous-recouvrement fini. Notons que 'on peut étre
amené a définir une topologie de Grothendieck avec plus d’ouverts admissibles (voir
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