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DUALITE PLATE POUR LES SURFACES
A COEFFICIENTS DANS UN GROUPE
DE TYPE MULTIPLICATIF

PAR

JEAN-YVES ETESSE (*)

RESUME. — Dans le cas d’une surface propre et lisse sur un corps parfait de
caractéristique p > 0 nous généralisons le théoréeme de dualité plate pour les racines
p"-iémes de I'unité, di a J. S. MILNE, en prenant cette fois pour coefficients un groupe
de type multiplicatif quelconque. L’outil essentiel pour cette dualité est le complexe
de De Rham-Witt & coefficients dans le cristal de Dieudonné du groupe de type
multiplicatif considéré.

ABSTRACT. — In the case of a proper smooth surface over a perfect field of
characteristic p > 0 we generalize the flat duality theorem for p™-th roots of unity, due
to J. S. MILNE, by taking as coefficients any multiplicative type group. To establish
that duality, the essential tool is the De Rham-Witt complex with coefficients in the
Dieudonné crystal of the multiplicative type group considered.
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0.1. — Soit X un schéma propre et lisse sur S = Speck, ou k est un
corps parfait de caractéristique p > 0. Si 'on veut établir un théoréme
de dualité pour la cohomologie plate de X, la catégorie naturelle des
coefficients est la catégorie des schémas en groupes commutatifs, finis
localement libres sur X ; la partie de p-torsion présentant, seule, des
phénomenes spécifiques & la cohomologie plate, on ne considére que des
p-groupes.

La motivation initiale de ce travail réside, lorsque X est une surface,
dans D’extension du théoréme de dualité, établi par MILNE ([24, 5.2]),
pour la cohomologie plate de X a valeurs dans le faisceau p,~ des racines
p™-iemes de 'unité : nous établissons ici une dualité avec pour coefficients
un p-groupe fini localement libre G de type multiplicatif sur X.

Plus précisément, désignons par Spa,s le topos parfait de S, par Xgppr
le topos fppf de X, par 7 le morphisme de topos Xgppr — Sparf €t par F
la catégorie des faisceaux abéliens de Spa,f; le foncteur

L — L =RHoms(L,Qp/Z,)

est une auto-dualité de la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée
D(F) formée de complexes bornés dont la cohomologie est constituée de
groupes quasi-algébriques, au sens de SERRE [27]. Le théoréme de Milne
[24, 5.2] exprime l’existence d’un systéme compatible d’isomorphismes

R, (tpn) = (R (pn)) [—4].

Alors que les groupes p,~» doivent étre considérés comme auto-duaux,
la dualité pour le groupe G est fournie par le foncteur

G — Gt — G*v*,

ol * est la dualité de Cartier et ~ la dualité de Pontryagin des groupes
étales. Avec ces définitions nous établissons :
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THEOREME. — 1l existe un isomorphisme fonctoriel
Rr.(G) ~ (Rm.(G)) [-4].

Plus généralement, si X est de dimension m sur k et si H est un
groupe p-divisible de type multiplicatif sur X, le théoreme de dualité ci-
dessus est conséquence d’un théoréme de dualité liant les faisceaux étales
v (D(H*),1) et v,(D(H®™),m — 1) associés aux cristaux de Dieudonné
D(H*) et D(H®™) (cf. [3], [4]) : ces faisceaux sont définis & partir des
points fixes d’un opérateur de Frobenius et d’un opérateur de Cartier
sur les complexes de De Rham-Witt & coefficients dans D(H*) et D(H*™*)
(cf- [12] et [15]). Ce dernier théoréme permettra en outre, dans un prochain
travail [15 bis], des évaluations p-adiques sur la fonction L associée au
cristal de Dieudonné d’un groupe p-divisible étale sur X.

Je tiens & remercier ici 'ILH.E.S. pour l'hospitalité qu’il m’a offerte
durant le printemps 1983 : une grande partie de ce travail y a été réalisée
dans son ambiance stimulante.

Mes remerciements vont naturellement & Pierre BERTHELOT qui m’a,
entre autres, permis d’éviter maints écueils.

1. Définition de ’accouplement de dualité

0. — Soient X un schéma propre et lisse de dimension m sur S = Speck
(k corps parfait de caractéristique p > 0) et G (resp. H) un p-groupe
fini localement libre (resp. un groupe p-divisible de hauteur h) de type
multiplicatif sur X. Définissons le dual de G par Gt = G*™, ol * est la
dualité de Cartier et ~ la dualité de Pontryagin des groupes étales. Le
p-groupe G* est lui aussi localement libre de type multiplicatif, de méme
que le groupe p"G et le noyau, G(n), de la multiplication par p" sur G;
en particulier pour G = H(n), la famille des H*(n) := (H(n))* est aussi
un groupe p-divisible de type multiplicatif et de hauteur h sur X.

Si W, Q° est le complexe de DE RuAM-WITT de X [21], on considérera
les faisceaux étales suivants sur X [15, I et III 2]

vn(i) = Ker{l _F W0 — Wnni/dvn—lm—l}
= Ker{C’ —1: F(Wp Q) — Wnai},
7 (i) = Ker{l _F W0 — W,,Qi/dw,,ni—l}.
1l est clair que v, (i) C 7y (4).
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1. Enoncé et méthode de la démonstration. — Soient Xeppt le
(gros) topos fppf de X, Xg, le (petit) topos étale de X et a : Xgppr — Xt
le morphisme canonique.

Le but du I est d’établir la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1. — 8% X est de dimension 2 sur S, il existe un
accouplement canonique, fonctoriel en G,

(1.1.1) R'0.(G) x R'a,,(G*) — v, (2),

indépendant de Uentier n choisi tel que p"G = 0, i.e. tel que le diagramme
sutvant commute :

R'0.(G) x Rla,(G?) vn(2)

]

R'0.(G) x R (GY) ——— vp41(2).

(1.1.2)

En particulier, dans le cas d’un groupe p-divisible H, cet accouplement
fait commuter le diagramme

R'a,(H(n)) x R'a.(H'(n)) ———  1,(2)

o T

Rla,(H(n+1)) x Rla, (H'(n +1)) ——— vu11(2),

ot la fléche wverticale de gauche est induite par linclusion H(n) —
H(n + 1) et celle du milieu, par la projection H(n + 1) —» H'(n).

Rappelons quelques notations [15]. Les F-cristaux F = D(H*) et
E = D(G*) sont munis d’isomorphismes & : E°-"5FE; le cas E = D(H*)
équivaut & un F-cristal unité[26, VI, 3.1.2.1]. Nous posons (15, II, 1.1.7]
E, = E(x,w,(x),6), o & désigne les puissances divisées canoniques sur
VW10, et [15, 111, 2.1 et 2.2

Vn(E, Z) = Ker{En ® Wn91 _ti En ® Wani/an——l (El ® Qi-l)}

= Ker{ F"(Byn © Wan) < B, @ W, '},
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