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DIMENSION D’ENSEMBLES PLANS DEFINIS PAR
DES PROPRIETES DES DEVELOPPEMENTS
DES COORDONNEES

PAR

Fatar BEN NASR (*)

RESUME. — Soit 71 et 72 deux nombres entiers > 2. Pour chaque point (z,y)
du plan, on développe z suivant la base 71 et y suivant la base r2. On considére les
ensembles des points (z,y) dont les fréquences d’apparition des couples consécutifs de
“chiffres” sont données. On donne un encadrement de leur dimension.

ABSTRACT. — Let 71 and 72 be two integers > 2. Ford each point (z,y) of the
plane, we expand z in base r1 and y in base r2. We consider the sets of points (z, y) for
which frequencys of consecutive pairs of “digits” are given. We given lower and upper
bounds of their dimension.

1. Introduction

Considérons une famille £ de parties du carré [0, 1] x [0, 1] telle que tout
point z de ce carré appartienne & des éléments de &£, non vides et dont le
diametre soit arbitrairement petit (nous prenons comme distance de deux
points le maximum des valeurs absolues des différences des coordonnées).
Si E est une partie du carré [0,1] x [0, 1], notons diam E son diameétre.
Si, de plus, d et € sont deux nombres strictement positifs, posons

Hy.(E,€) = inf{Z(diam R;)*:EC|JR;, Rj €& et diamR, < e};

J
Hy(E,€) = lim H, (E,€) et dimg E =inf{d; Hq(E,€) =0}

Lorsque £ est constituée de tous les carrés, on obtient la dimension de
Hausdorff que nous noterons dim. Dans [9] on donne des conditions sur £
assurant ’identité dimg = dim. Cependant plusieurs situations amenent
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56 F. BEN NASR

a considérer des familles ne donnant pas lieu & cette identité; c’est le
cas de [2, 6, 10]. Nous nous plagons ici dans de telles situations. En effet
nous étudions la dimension de Hausdorff de certaines parties du carré
[0,1] %[0, 1] dont les recouvrements naturels se font au moyen de rectangles
qui s’aplatissent & mesure que leur diametre tend vers zéro. Il se pose donc
le probléme de passer d’un recouvrement économique par des rectangles &
un recouvrement économique par des carrés et vice-versa. Les ensembles
que nous étudions sont définis par des propriétés des développements dans
des bases différentes des coordonnées de leurs points. Dans certains cas
nous savons déterminer la dimension de Hausdorff de ces ensembles, dans
d’autres nous en obtenons seulement un encadrement, généralisant ainsi
des résultats ’EGGLESTON [4] et améliorant [1]. D’autres généralisations
du résultat d’EGGLESTON ont été considérées dans [8]. Cette étude est a
rapprocher de celles des ensembles self-affines ([6] et [7]).

2. Position du probléme et résultats

Si F est un ensemble fini, on note F* ’ensemble des mots construits
avec F' comme alphabet. La longueur d’un élément j de F** est notée |j|,
le mot de longueur nulle est noté w. Muni de la concaténation, F™* est
un monoide : si j et k appartiennent & F*, on note jk le mot obtenu en
mettant les mots j et k bout & bout. On identifie (F' x G)* & une partie
de F* x G*.

Pour tout entier r supérieur ou égal & 2, on pose N, = {0,1,...,r—1}.
A chaque élément j de N on associe l'intervalle

Ir(j):[ E gk F, Z jkr_k+r_”|[.

1<k<ljl 1<k<|s]

Soient 7, et ro deux entiers tels que 2 < 7 < 7. Si j = (51, 52%)
appartient & (N,, X N,,)*, on note R(j) ou R(j!,j?) le rectangle produit
des intervalles I, (1) et I, (52).

Pour tout entier n, on désigne par ¢g(n) la partie entiére

n(Logrs/Logry) : n(Logre/ Logri) < q(n) < n(Logry/Logry) + 1.

Si j appartient & (N,, x N,,)* et k & Nﬂl(ljl)_ljl, on pose Q(j, k) =
I, (j'k) x I.,(j%). C’est ce qu'on appellera dans la suite un “presque
carré”. Il est facile de vérifier que la famille des presque carrés £; permet
le calcul de la dimension de Hausdorff (voir, par exemple (8]).

Pour tout z de R(w) = [0,1[ x [0,1], notons z, (resp. y,) le n-iéme
chiffre du développement de I’abscisse de = (resp. l’ordonnée de z) dans
la base r1 (resp. 73).

ToME 118 — 1990 — ~° 1
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Dans [1] nous avons étudié la dimension de I’ensemble des z tels que
pour chaque a et B I'ensemble {¢ > 1; (z;,¥;) = (o, 3)} ait une densité
donnée. Nous avons obtenu le résultat suivant.

THEOREME 1. — Pour tout  de R(w) désignons par Nag(z,n) le
nombre d’entiers i inférieurs d n tels que (x;,y;) = (a, B) et considérons
l’ensemble

E= {:c, lim Nag(:v n) = Myp pour tout (a,ﬁ)}.

n—oo N

La dimension de Hausdorff de E est

1
Zmag Log magp + (Logrg Logrl) ZS’ Log Sa,

Log 2

ou S, désigne la somme des éléments de la a-iéme ligne de la matrice
des (mqp).

Nous nous intéressons ici aux ensembles définis par la fréquence des
couples de chiffres consécutifs. Pour tout « de R(w), notons Nyg,qo 5 (2, 1)
le nombre d’entiers 7 inférieurs & n tels que lon ait (z;,¥;) = (o, B) et
(Zit1,Yir1) = (¢, 5’). Considérons I’ensemble suivant

A= {x, nle Naﬁ ap (T, 1) = Map,arp
pour tous (a,8) et (a/,ﬁl)}

oit M = (map,o'p) €st une matrice donnée, indexée par (N,, x N,,)? et
vérifiant les deux conditions suivantes :

o les coeflicients mqp,q'3 sont strictement positifs et de somme 1;

o Dégalité 3° 5 Maga’p = Do Ma'p,ap @ lieu quels que soient o

et 3.

Le théoréme suivant, sous une hypothése additionnelle sur la ma-
trice M, donne une formule explicite de la dimension de A.

THEOREME 2.

Posons Pog = Za’ﬁ’ Mag,a'ps Papoarg = Mapag/Pag €t ba =
> Pap. Si pour tout couple (o, a’) la somme > p Paparp, notée Raq,
est indépendante de (8 alors la dimension de Hausdorff de A est

1

D = — P P ' /L P a' B!
LogTs agza:fgr aplap,a'p’ LOG ap,a' B

1
+ (Log T9 log 7-1) Z b Raa' Log Raa'
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58 F. BEN NASR

Cette hypotheése supplémentaire est vérifiée dans le cas ol Mag o' €St
de la forme uapuqy g .

Démonstration. — Considérons ’arbre A formé par les suites finies
d’éléments de N,, x N,.,. Soit AUOG.A sa compactification naturelle. Il existe
une probabilité unique sur d.A, soit fi, telle que la suite des coordonnées
de 0A soit une chaine de Markov, de loi initiale P,z et de matrice de
transition (Pag o/ ). Si 1 désigne 'application naturelle de 0.4 dans [0, 1]2
alors la mesure image de i par 9, notée u, est une probabilité sur la tribu
de Borel de R(w) portée par A. De plus pour tout j

#(R(J)) = le le,jz . . 'Pjn—lsjn

car les cloisons sont de mesures nulles.
Pour tout z de R(w), désignons par R,(z) (resp. @,(z)) le rectan-
gle (resp le “presque carré”) d’ordre n contenant z, c’est-a-dire celui

des {R(j)}je(N,, xN,,)» (resp. {Q(), k) }je(n,, xN.y)m ken,, ¢(n) — n) qui
contient . Compte-tenu de I’hypothése additive

,U/(Qn(flt)) = H R;a::j{z n<i<q(n), zi=o et z,41=a’}

a,a’

on déduit que

Logp(@n(®) = - Log(Ra(a)) +

1 .
+ Z —card{i; n<i<qgn), r;=a et T4 = a'} Log Roo -
'n

Considérons maintenant un élément x de A. On a d’une part

. 1
lim —LOg#(Rn(-T)) = Z PaﬁPaﬂ,a'ﬁ' LOgPaﬁ,a:,@/

n—oo N aﬁ!alﬁl

et d’autre part

1 ) .
lim —card{z; 1<i<n, z;=a et z;41 = a’} = baRoo

n—oo n

d’ou il résulte

Log u(@n(z)) _
AC{x  m, Logdiam @, () D}'
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