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SUR LES SERIES L ASSOCIEES AUX
FORMES MODULAIRES
PAR

Ha Huy KHOALI (*)

RESUME. — Nous démontrons quelques théorémes de type de Weil sur les caracté-
risations des séries L associées aux formes modulaires et donnons une borne supérieure
d’une constante dans la formule de Manin des valeurs propres des opérateurs de Hecke.

ABSTRACT. — We prowe some theorems of the Weil type on characterization of
L-series associated to modular forms and give a supper bound of a constant in the
Manin’s formula of eigenvalues of Hecke operators.

0. Introduction

Dans [11] A. WEIL montre les conditions caractérisant les séries L
associées aux formes modulaires relativement au groupe I'o(N). Une
des hypotheses de Weil est que 1’équation fonctionnelle satisfaite par les
séries L soit valable pour un ensemble infini de caracteres. Dans la suite, de
nombreux articles (voir [1], [2], [3], [4], [5], [9], [12], [13], [14]) considérent
le probleme analogue dans les cas plus généraux, par exemple, les formes
automorphes. Dans ces articles, le nombre des équations fonctionnelles qui
doivent étre satisfaites s’avere également infini.

Dans le présent article nous nous intéressons aux mémes objets comme
dans [11], et démontrons quelques théorémes de type de Weil ot le nombre
des équations fonctionnelles est fini.

Dans la deuxiéme partie nous donnons une borne supérieure pour la
constante de la formule de Manin pour les valeurs propres des opérateurs
de Hecke.

(*) Texte regu le 19 novembre 1989, révisé le 13 mai 1991.
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1. Théorémes de type de Weil pour les
séries L associées aux formes modulaires

Soit ag,a;,asz,... une suite des nombres complexes, a, = O(n~7)
avec o > 0, et soit x un caractere de Dirichlet modulo m. On pose :

flz) = ian eZminz, L(s) = f: anpn”?®,
n=0 n=1

A(s) = (2m)°T(s)L(s), fx(2) =D anx(n)e*™™,
n=1

2m
m

Ly(s) = Z anx(n)n=*, Ay(s) = (

n=1

)_SF(s)Lx(s).

Soient C # 0, A > 0, kK > 0. Rappelons ici les conditions de Hecke-Weil :

a) A(s)+N‘s/2(as—°+]fa°

verticales (HBV) et

) est holomorphe et bornée sur les bandes

A(s) = CN*273\(k — ) ;
b) A, (s) est HBV et
Ay(s) = CxNk/2_sAx(k - )

ou C) est une constante # 0.

D’apres le théoréme de Hecke la condition a), ou N = 1, est équivalente
a ce que la fonction f(z) soit une forme modulaire de poids k relative-
ment au groupe SL(2,Z). A. WEIL montre que les conditions a) et b)
caractérisent les séries L associées aux formes modulaires relativement au
groupe I'o(N). Une des hypotheéses du théoréeme de Weil (voir [11]) est que
la condition b) soit valable pour un ensemble infini des caracteres x. Nous
donnons ici la démonstration de théoréeme de méme type, ou on demande
la condition b) pour un ensemble fini des caracteres x.

THEOREME 1.1. — Soient € un caractére de Dirichlet modulo N
et C = =1. Supposons que la condition a) est satisfaite et que la
condition b) est satisfaite pour les caractéres x de conducteurs m tels
que (m,N) = 1 et m < N%, C, = Ce(m)G(x)/G(x). Alors f(z) est
une forme modulaire de poids k relativement au groupe T'o(N) et au
caractére €.

Démonstration. — En outre pour les conditions a) et b) nous consi-
dérons la condition suivante :
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. 0 -1 a b
— k S H —
c) f=Ci flk(N 0 ), ou pour chaque matrice a = (c d)
dans SL(2,Z) on pose :

flee(2) = (det )*%(cz + d)“kf((clj—__:%).

Supposons maintenant que la fonction f(z) satisfasse les conditions a)
et b) pour tout caractére x modulo m tel que (m,N) = 1 et m < N2.
Comme f(z) satisfait la condition a), elle satisfait aussi la condition c)
(cf. [8, chap. 5]). Montrons que pour toute matrice

vy = (c(]lv Z) € I'h(N)

on a:

Sib:O,alors*y:(ic ?) et

=(we 1)=(x )6 (&)
— Hy ((1) ZC)H;,I,

ot Hy = (1?[ _01).Alors:

fio=ndew (5 )} =otn(y ) Ee
= c—li—kflkH,;l = f.

Supposons maintenant que b # 0. Dans ce cas la démonstration utilise
une série de lemmes.

n —b
—~Nc m
tout caractére x modulo m ou modulo n les conditions a) et b) soient
réalisées avec C) = mx(—N)GX/(i“kG;), Cp - Cp = (-1)F, Gy~ la
somme de Gauss. Alors :

LEMME 1.2. — Soit y = ( ) € I'o(N) et supposons que pour

Cik
f|k7=c—mf'

Démonstration. — Voir [8, chap. V, Lemmes].
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LEMMA 1.3. — Le groupe T'o(N) admet ’ensemble suivant de généra-

teurs
a b
{(CN d)eI‘o(N), |b|§N}.
b

Démonstration. — Prenons une matrice arbitraire (C(le d) € Ly(N).

On peut supposer b > 0. Si b > N, b?> > bN et dans I’ensemble
{ax—y; 0<z,y< b},

il existe az1 —y1, az2—ys tels que (az1—y1) = (ax2—y2) mod bN ; il existe
donc des nombres z,y tels que |z| < b, |y| < b et az = y mod bN. Soient
ar =y +tbN et —b < y < 0. On pose u = (z, Nt + 1), z = (Nt + 1)u,
s = z/u. Alors |s| < b, |as + bz| < b et (2,Ns) = 1. Soient «, [ les
nombres tels que az+ BNs = 1. Il est facile de vérifier la relation suivante
de matrices de T'g(N) :

a b\ _ [ ax—bBN bz+as z =8
¢eN d) \(ca—dB)N dz+esN )\ NS « )

Le LEMME 1.3 est démontré.

LEMME 1.4. — Le groupe I'o(N) admet ’ensemble suivant de généra-
teurs :
-1 0 a b . 2
{( 0 —1>’<cN d) elo(N); 0<a,d< N }
Démonstration. — Prenons une matrice arbitraire (cifl\/ Z) dans

To(N). Grace au LEMME 1.3 on peut supposer que |b| < N. Nous
représentons a, d sous la forme suivante

a=ag+bNs,
d=dy+ bNt

ol 0 < ag,dy < |b| N < N2. On obtient :

a by _ (1 0 ao b 1 0
¢cN d) \Nt 1 (c—ds—agt)N dy Ns 1)°
Le LEMME 1.4 est démontré.
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