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COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD DES GRAPHES
DE KONTSEVICH

PAR DIDIER ARNAL & MOHSEN MASMOUDI

RESUME. — Nous calculons la cohomologie de Hochschild directement sur les graphes
de Kontsevich. Celle-ci est localisée sur les graphes totalement antisymétriques ayant
autant de pieds que de pattes. La considération de cette cohomologie permet de réin-
terpréter 1’équation de formalité pour I’espace R<.

ABSTRACT (Hochschild cohomology of Kontsevich graphs). — We determine the
Hochschild cohomology for the Kontsevich’s graphs. As usual, that cohomology is
localized on totally antisymmetric graphs with as many feet as legs. Using this
cohomology, we reinterpret the formality equation for the space R®.

1. Introduction

L’opérateur de cohomologie de Hochschild (noté dg) des opérateurs multi-
différentiels apparait naturellement dans I’équation de formalité de Kontsevich
(voir [4] et sa formulation dans [2]) :
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si [, |g est le crochet de Gerstenhaber et [, |s celui de Schouten. On peut écrire
cette équation sous la forme :

n—1
1 1
di (Finy) = %5 D [Fap Fa-nlo F 52 Fa-n(l sls @),
i=1 i,
Si on impose que F (1) est juste 'opération qui identifie un m tenseur o a
lopérateur m-différentiel d’ordre 1,...,1 qu’il définit canoniquement :

f(l)(a)(fla"'afm) = <O‘7df1/\"'/\dfm>a

on peut chercher & construire toutes les formalités sur R* par induction sur n.

Si F1y, -+ Fn-1) ont été trouvés, le second membre de I'équation est alors
un cocycle de Hochschild, la résolution de I’équation pour n est assurée si ce
cocycle est exact.

Comme la formalité de Kontsevich est une somme d’opérateurs construits a
partir de graphes admissibles, on peut se ramener a un calcul cohomologique
sur les graphes eux-mémes. C’est ce que nous avions fait dans [1] ol nous avons
introduit la notion de cohomologie de Hochschild des graphes de Kontsevich,
en nous restreignant au cas des bons graphes, liés aux structures de Poisson
linéaires.

Le but du présent article est le calcul complet de tous les groupes de coho-
mologie de Hochschild des graphes de Kontsevich ou plutot des combinaisons
linéaires de graphes, en toute dimension et pour tous les graphes.

Ceci sera mené a bien en utilisant une suite spectrale classique dans ce genre
de problémes. Nous avons suivi 'approche de [3] pour la description de cette
suite spectrale.

2. Graphes orientés et opérateurs multidifférentiels

Rappelons d’abord comment M. Kontsevich dans [4] associe & chaque graphe
orienté (I, O) un opérateur multidifférentiel Bp ¢y défini sur R? pour tout d
(on dira qu’il est défini sur R*).

Pour définir un graphe I', on se donne d’abord ses sommets, qui sont de deux
catégories : les sommets aériens sont des points p; (1 < j < n) du demi plan
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de Poincaré
H={z€C, Jm(z) >0},

les sommets terrestres sont eux des points gy de la droite réelle. On suppose
toujours q1 < g2 < --- < ¢m- On note P l'ensemble des sommets aériens et
Q@ l'ensemble des sommets terrestres. Les arétes sont des fleches % partant
d’un sommet aérien a et arrivant sur un sommet aérien ou terrestre b. Il n’y
a pas d’aréte multiple. L’ensemble de tous les graphes ayant pour sommets les
points p; et g¢ est noté

Gpq = G{pl,---,pn}v{ql,---,qm}'

SiT est un graphe, on note Deb(p;) 'ensemble des fleches partant du sommet
p; et k; le cardinal de Deb(p;). On note aussi, pour chaque sommet b de T,
Fin(b) ’ensemble des fleches aboutissant sur b et g son cardinal.

Le graphe I de Gpg étant donné, on I'oriente en choisissant un ordre total
sur 'ensemble A(T") de ses arétes. On note O cette orientation, (I, O) le graphe

orienté et C?,Q> I’ensemble de tous les graphes orientés.

Chaque graphe orienté (I', O) permet de définir une application Br oy qui,
a chaque famille o, ..., a, de tenseurs contravariants, totalement antisymé-
triques et d’ordres respectifs k1, ...,k, sur R®, associe un opérateur m diffé-
rentiel Br oy(a1 @ -+ @ ay). Les arétes de I' sont d’abord numérotées suivant
leur ordre de 1 & |kgy,. ,3| = k1 +--- + k, et on pose K = |kg1 . )|, ensuite
on consideére tous les multi-indices (i1,. .., ix) variant entre 1 et la dimension

d de Pespace et on note a;j(Deb(p;)) la composante a; """ du tenseur «; si

I'ensemble Deb(p;) est formé des arétes numérotées r1 < --- < ry; et Opin(p)
I’opérateur

09
8 in = -
F (b) 8:1;151 e axl"'gb
si Fin(b) contient les arétes numérotées si,. . ., sg,. Alors Bip 0)(a1 ® -+~ ® o)
est défini par
Broy(o1 ® - @an)(fi,- -, fm) = Z HaFin(pj)aj (Deb(p;))
1<in, i <d  j=1 .
X HaFin(qg)f[
=1

On étend enfin Papplication B linéairement a ’espace vectoriel des combi-
naisons linéaires

Y=Y arol,0)

de graphes orientés (I, @) en posant
By =) aroBro:
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3. Graphes non orientés

Sur la formule ci-dessus, on voit que si 'on garde le graphe I' mais qu’on
change son orientation en remplagant O par O, on obtient le méme opérateur
multidifférentiel & un signe pres er(O, Q') qui ne dépend que de T et de ses
orientations. Par exemple les deux orientations O et O ci-dessous du méme
graphe T’

)41 )41

2 b2 2 P2
1
3 3 1
q1 q2 q1 q2
FIGURE 1

définissent les opérateurs

Broyar®@a)(fi, fa) = > a0l 0ii, /105, fo,

1<i1,i2,13<d

Bron(a1r @ az)(f1, f2) = Z a0 0;,4, 110, fo.

1<y i2,i3<d
On a donc ici ep(0,0’) = —1.
Comme on veut travailler seulement sur des graphes sans orientation, on ne
garde que les combinaisons linéaires de graphes v telles que
ar,0n = er(0', 0)ar o)

pour tout couple d’orientations @ et (O'. Prenons alors une orientation « cano-
nique » Oy d’un graphe I', par exemple I'ordre lexicographique des fleches ab
de A(T"), et notons br le nombre ar o,)#A(I')! et Br I'application B o).
Si O(T") désigne tous les ordres possibles sur A(T"), on aura donc :

vy= > Y. aro0)

reGp,q OcO(I")

= 3 awon Y. er(0.00)T,0)= 3 brer

reGp,q 0eo(l) reGpo

si

er=#%<r>' Y. er(0.00)(I,0)  (alors B = Br,oy) -

" 0eo()

TOME 130 — 2002 — N© 1



COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD 53

On notera simplement :

Y= Z bI‘F, B’Y:szrrz Z bFBF (: Z bFB(F,OO)>~

T'eGp,q TreGp,q reGp,q

On identifiera donc l’espace ainsi obtenu & l'espace Vp g engendré par les
graphes non orientés et 'application B est maintenant définie sur cet espace.

DEFINITION (opérateur de Kontsevich). — Soit T'(RY) I'espace des tenseurs
contravariants totalement antisymétriques et D(R?) celui des opérateurs diffé-
rentiels sur R%. On appellera opérateur de Kontsevich I’application

B:Vpq — End(Q)TR"), Q) DR")), 7+ B,.

REMARQUE. — La formalité de Kontsevich doit satisfaire une symétrie supplé-
mentaire qui permette de remplacer le produit tensoriel a1 ® -+ ® a, par
un produit gradué symétrique ay - - -« q, (voir par exemple [2]). Il faut donc
considérer aussi action du groupe &,, des permutations de {1,...,n} sur les
graphes I', en permutant 'ordre des sommets aériens de I'. Si on a muni I" de
l’ordre canonique Oy et si o appartient a &, il faut alors distinguer 'opération
qui consiste & permuter les fleches issues des sommets p; « par paquets », en
conservant l'ordre des Deb(p;) qu'on notera (Op)? de l'ordre canonique du
graphe I'” qu’on notera (O7)y. On notera er (o) le signe €((O07)(O0)?) -€al0),
ol €4 (o) est défini dans [2] comme la signature de I'effet sur les k; impairs de
la permutation o.

Dans ce cas, on ne gardera finalement que les combinaisons linéaires de
graphes non orientés v = > brI' telles que bre = er(o)br pour tout I' et
tout o. L’espace de ces combinaisons de graphes sera noté V,, ,,, il est engendré
par Pensemble Gy, ., des classes [I'] de graphes I" & 'ordre des sommets aériens
pres.

Dans la suite, on ne tiendra pas compte de cette action de &,,.

4. Pieds et pattes des graphes

Soit I" un graphe non orienté, on appellera pieds de I' les sommets terrestres
Q- - -,qm, pattes de I les arétes aboutissant a un pied, c’est-a-dire les éléments
de Fin(g1) U --- UFin(gy,). On notera A(T") le graphe purement aérien obtenu
en supprimant la droite réelle, les pieds et les pattes de T" et OA(T) I'ensemble
des origines des pattes de I'. On représente les éléments de OA(T) par des
couples (p;,z) (1 < x < r;) en numérotant pour chaque sommet aérien p; les
r; pattes qui en sont issues. Connaissant A = A(I") et son bord 0A = JA(T)
qui est une partie finie de P x N, on peut retrouver I' en se donnant une famille
de parties U, ..., U, de OA telle que les U; non vides forment une partition
de OA(T). Un tel graphe n’est admissible que si aucun U; ne contient deux
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