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BAS DU SPECTRE ET DELTA-HYPERBOLICITE EN
GEOMETRIE DE HILBERT PLANE

PAR BRUNO CoOLBOIS & CONSTANTIN VERNICOS

RESUME. — On montre 1’équivalence entre I’hyperbolicité au sens de Gromov de la
géométrie de Hilbert d’un domaine convexe du plan et la non nullité du bas du spectre
de ce domaine.

ABSTRACT (Bottom of the spectrum and delta hyperbolicity in Hilbert plane geometry)

We prove that the Hilbert geometry of a convex domain in the plane is Gromov
hyperbolic, if, and only if, the bottom of its spectrum is not zero.

Introduction

Le but de ce travail est de montrer I’équivalence entre ’hyperbolicité au sens
de Gromov de la géométrie de Hilbert d’un domaine convexe C du plan et la
non nullité du bas du spectre A;(C) de ce domaine.

Il existe des relations tres fortes en géométrie riemannienne entre le bas du
spectre du laplacien d’une variété compléte de volume infini et la géométrie
de cette variété. Par exemple, on sait que le bas du spectre d’une variété de
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Cartan-Hadamard a courbure sectionnelle K < C' < 0 est strictement positif.
Récemment, J. Cao [5] a étudié le cas des variétés riemanniennes hyperboliques
au sens de Gromov possédant un quasi-pole, et montré que leur constante de
Cheeger (donc le bas de leur spectre) était strictement positif. Dans cet article,
nous abordons ce type de questions dans le contexte des géométries de Hilbert.

Avant d’énoncer les résultats précis, rappelons qu'une géométrie de Hil-
bert (C,dc) est la donnée d'un ouvert convexe et borné ¢ de R™ muni de
la distance de Hilbert de définie de la maniere suivante : pour toute paire de
points distincts p et ¢ dans C, la droite passant par p et g rencontre le bord 0C
de C en deux points distincts a et b tels que la droite passe par a, p, g et b dans
cet ordre.

FIGURE 1. Distance de Hilbert

On définit alors )
de(p,q) = 5 nfa,p, g, ]
ou [a, p, q,b] est le birapport de (a,p,q,b) :

_lla—ale  lp—bl.
lp—alle  llg—blle

ou |.||e désigne la norme euclidienne. On pose également d¢(p, p) = 0.

la,p,q,b]

Sur C, on peut mettre une norme de Finsler C°, notée ||.||c, en procédant
comme suit : si p € C et u, € T,C = R", la droite passant par p et dirigée
par u, coupe JC en deux points p* et p~. On pose alors

luplle = 3 gl (T + T
Upllc = Z||U
e =l \ o e oo T

ol ||uplle désigne la norme euclidienne de u,,.

Notons que la distance de longueur induite sur C par la norme ||.||¢ coincide
avec d¢, mais nous n’utiliserons pas ce fait dans la suite.

A cette norme de Finsler est associée une norme duale : si £, est une forme
linéaire sur 7,C, on pose

1ol = sup{Cp(uy) < 1y € T,C, Jluplle =1}
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Grace a la norme de Finsler, on construit une forme volume et une mesure sur C
(qui correspond en fait & la mesure de Hausdorff, voir [4], exemple 5.5.13).

Soient p € C et TBe(p) = {up € Tp,C = R™ : |lup|lc < 1} la boule unité
de T},C. Soit wy, le volume de la boule unité de ’espace euclidien R™ et consi-
dérons la fonction h: C — R donnée par h(p) = w,/ vol.(T Bc(p)) o vol. est
le volume euclidien usuel.

Alors la mesure pe (que nous nommerons mesure de Hilbert de C; elle est
également connue sous le nom de mesure de Busemann) associée & ||.||c est
définie ainsi : si A C C est un borélien, on pose

e (A) = /A h(p)dvol. (p)

ot dvol(p) est la mesure de Lebesgue.

Enfin, si Q est un domaine avec Q C C, l'intégrale sur Q par rapport & juc
d’une fonction f définie sur  sera notée [, fdpuc.

REMARQUE. — Les résultats de cet article restent inchangés si on considere
une mesure équivalente. En particulier, la mesure dite de Holmes-Thompson,
qui est équivalente par les inégalités de Santalo et Bourgain-Milman a la mesure
de Hilbert, donne les mémes résultats.

Lorsque C est une ellipse, (C, d¢) est le modele projectif (ou modele de Klein)
de la géométrie hyperbolique, et on peut penser aux géométries de Hilbert
(C,dc) comme & une généralisation naturelle de Pespace hyperbolique. Une
question communes & de nombreux travaux récents (voir [13], [14], [1], [8], [7],
[11] et leurs références) est de déterminer les propriétés de l'espace hyperbo-
lique dont ces géométries héritent et de trouver des caractérisations de ’espace
hyperbolique parmi les géométries de Hilbert. En particulier, Y. Benoist [1] ob-
tient en toute dimension une caractérisation des convexes dont la géométrie de
Hilbert associée est hyperbolique au sens de Gromov (voir [3] pour une discus-
sion de ce concept). Cette caractérisation est donnée en fonction de la régularité
du bord des convexes considérés.

Dans cet article, nous allons caractériser en dimension 2 I’hyperbolicité au
sens de Gromov d’un point de vue spectral : nous montrons qu’en dimension 2
avoir un bas du spectre strictement positif est équivalent a étre hyperbolique
au sens de Gromov.

On définit le bas du spectre de C, que l'on note \;(C), par analogie avec ce
qui se fait dans le cas des variétés riemanniennes de volume infini. On pose

/C 1df, 5> dpc(p)
/fQ(p)duc(p)
C

(1) AL(C) = inf
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ou 'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes, non nulles, & sup-
port compact dans C et ou u¢ est la mesure de Hilbert associée a C. L’expression
ci-dessus est appelée le quotient de Rayleigh de f.

Le bas du spectre \1(C) est un nombre réel positif ou nul. On sait que
lorsque C est une ellipse, c’est-a-dire que 'on se trouve dans le modele hyper-
bolique, il vaut i. On verra un peu plus loin que dans le cas ou C est un triangle,
le bas du spectre est nul.

Notre résultat principal est :

THEOREME 0.1. — Soit (C,dc) un conveze du plan muni de sa métrique de
Hilbert. Alors son bas du spectre est non nul, i.e., \1(C) # 0, si et seulement
sl existe § > 0 tel que (C,dc) est §-hyperbolique.

Pour un domaine ouvert, borné (relativement & d¢) € & bord lipschitzien
de C, on appellera bas du spectre de Dirichlet le nombre

/ 1df, 122 dpc(p)

/f2 dpic (p)

ou I'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes, non nulles, a sup-
port dans €.

I est clair que A{(Q2) > A1(C) et que X est une fonction décroissante suivant
Iinclusion des ensembles : en effet, si 27 C €, toute fonction & support dans €24
s’étend naturellement par 0 en une fonction a support dans Q.

L’idée de la preuve du théoreme 0.1 est la suivante.

A la section 1, on montrera que la non nullité du bas du spectre entraine
I’hyperbolicité au sens de Gromov en nous appuyant principalement sur un
résultat de Y. Benoist qui donne une condition suffisante pour qu'une famille
de convexes munis de leur métrique de Hilbert soit §-hyperbolique (proposi-
tion 1.2 ci-dessous). On montrera que tous les convexes dont le bas du spectre
est supérieur ou égal & une constante positive A donnée sont §-hyperboliques,
6 dépendant de A.

A la section 2, on montrera la réciproque en utilisant une inégalité isopérimé-
trique que vérifie les espaces §-hyperboliques et sur une estimation du volume
des boules, intéressante pour elle-méme, valable en toute dimension, donnée a
la section 2.1. En particulier, le volume d’une boule de rayon fixé est unifor-
mément majoré sur toutes les géométries de Hilbert de dimension n. Dans le
cas riemannien, cela est impliqué par la donnée d’un minorant sur la courbure
de Ricci, mais on sait qu’une hypotheése de ce type n’est pas vérifiée par les
géométries de Hilbert qui ne sont pas, en général, des espaces d’Alexandroff.
Pour conclure, nous aurons besoin d’une inégalité du type Cheeger reliant les

(2) A (Q) = inf

3
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constantes isopérimétriques et le bas du spectre. Pour ’essentiel, on peut adap-
ter ce qui se fait dans la cas riemannien en faisant un détour par le cas fins-
lérien, mais cela pose quelques problemes techniques. D’une part, les convexes
que 'on considere possedent une métrique de Finsler seulement C°, ce qui ne
permet pas sans autre d’adapter l'inégalité de Cheeger riemannienne, d’autre
part, il y a différentes fagons d’induire une mesure sur les hypersurfaces selon
que 'on s’intéresse a l'inégalité isopérimétrique ou a la formule de la co-aire
(comme souvent ces notions coincident dés que 'on se trouve dans un contexte
riemannien). Aussi avons nous traité ce probléeme d’un point du vue général
des variétés de Finsler aux sections 3 (pour la formule de la co-aire) et 4 (pour
I'inégalité de Cheeger). Ces deux sections sont intéressantes pour elles-mémes,
mais peuvent également étre admises pour la preuve du théoreme 0.1

1. La non nullité du bas du spectre implique la §-hyperbolicité

THEOREME 1.1. — Un convexe (C, dc) du plan, muni de sa métrique de Hilbert
et dont le bas du spectre est non nul est Gromov hyperbolique. Plus précisément :

YA >0, 36 >0 tel que VC, A\ (C) > N = (C,dc) est §-hyperbolique.

Soient Gy, := PGL(R"*!) et P := P(R"!) I'espace projectif de R"*1.

Une partie proprement convexe C de P™ est une partie convexe dont ’adhé-
rence est incluse dans le complémentaire d'un hyperplan projectif. Ainsi on
peut lui associer un convexe borné de R™ et, inversement, & un convexe borné
de R™ on peut associer une partie proprement convexe de P™. Dans la suite,
on désignera par X,, 'ensemble des ouverts proprement convexes et par X,‘i
I’ensemble des ouverts proprement convexes et d-hyperboliques de P™, munis
de leur métrique de Hilbert.

Nous munissons X,, de la distance de Hausdorff entre les ensembles, comme
définie dans [1], p. 2.

On peut alors énoncer :

PROPOSITION 1.2 (cf. [1, prop. 2.11]). — Soit F un sous ensemble fermé
de X,,, Gp-invariant, dont tous les éléments sont strictement convezes (c’est-
a-dire que Uintérieur du segment reliant deux points du bord de C est dans C).
Alors il existe un nombre réel § > 0 tel que F' C XJ.

En sorte que le théoreme 1.1 se déduit aisément de la proposition 1.2 grace
a la proposition suivante.

PROPOSITION 1.3. — Soit A > 0 et F)\ C X,, l'ensemble des convexes de X,
dont le bas du spectre est supérieur ou égal a \. Alors F, est une partie fermée et
Gp-invariante de X,, et sin = 2, tous ses éléments sont strictement convexes.
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