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FONCTIONS ENTIÈRES TOTALES
EN CARACTÉRISTIQUE FINIE

par David Adam & Michael Welter

Résumé. — En 1968, Fridman a montré qu’une fonction f entière totale sur C et telle
que lim

r→+∞
ln(ln |f |r)

r
< ln(1+e−1) est un polynôme. Récemment, la borne ln(1+e−1) a

été améliorée en ln 2 par le second auteur. Nous introduisons ici une notion de fonction
entière totale en caractéristique finie. Nous présentons un analogue en caractéristique
finie du théorème de Fridman-Welter basé sur cette notion. Divers H-analogues de ce
résultat sont aussi considérés.

Abstract (Totally entire functions in finite characteristic). — In 1968 Fridman
showed that an entire function f which together with all its derivatives takes integer
values at the positive integers and lim

r→+∞
ln(ln |f |r)

r
< ln(1 + e−1) is a polynomial.

The bound ln(1 + e−1) was improved to ln 2 by the second author. We introduce the
notion of a totally entire function in finite characteristic and present an analog of
the Fridman-Welter theorem in finite characteristic. Also several analog results are
considered.

Texte reçu le 23 janvier 2012, révisé le 18 juin 2012 et le 6 mars 2014, accepté le 3 mai
2014.
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1. Introduction

En 1915, Pólya montra le

Théorème 1 ([17]). — Soit f une fonction entière sur C telle que

f(N) ⊂ Z et lim
r→+∞

ln |f |r
r

< ln 2, où |f |r = sup
|z|≤r

|f(z)|.

Alors, f est un polynôme. De plus, la borne ln 2 est optimale.

Fridman obtint le résultat suivant

Théorème 2 ([11, Theorem 6]). — Soit f une fonction entière sur C telle que
1. f (σ)(N) ⊂ Z pour tout σ ∈ N et
2. lim

r→+∞
ln(ln |f |r)

r < ln(1 + e−1).

Alors, f est un polynôme.

Ce résultat fut amélioré par le second auteur. Dans [22], il montre le

Théorème 3 ([22, Corollary 3.3]). — Soit f une fonction entière sur C telle
que

1. f (σ)(N) ⊂ Z pour tout σ ∈ N et
2. lim

r→+∞
ln(ln |f |r)

r < ln 2.

Alors, f est un polynôme.

De même, si l’on considère des fonctions à valeurs entières entières sur Z, on
a le

Théorème 4 ([22, Theorem 3.4]). — Soit f une fonction entière sur C telle
que

1. f (σ)(Z) ⊂ Z pour tout σ ∈ N et
2. lim

r→+∞
ln(ln |f |r)

r < ln
(

3+
√

5
2

)
.

Alors, f est un polynôme.

De plus une fonction entière non-polynomiale f à valeurs entières sur Z telle
que lim

r→+∞
ln(ln |f |r)

r < 2.638 est construite dans [20]. En 1995, Car a montré

un analogue du théorème 1 en caractéristique finie (voir [7, Theorem IV.9]).
Dans [9], Delamette a amélioré le résultat de Car. Le premier auteur a obtenu
l’analogue complet du théorème 1 en caractéristique finie [1, Theorem 6]. Des
généralisations ont alors été données (voir [8]). Dans [3], un premier analogue
du théorème 4 en caractéristique finie est montré :
Soit q = pf une puissance d’un nombre premier p et Ω le complété d’une
clôture algébrique de Fq((1/T )) pour la valuation 1/T -adique v normalisée par
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v(T ) = −1. Pour tout z ∈ Ω, on note deg(z) = −v(z). Soit r > 0. On note Dr
le disque fermé de centre r et rayon r, c’est-à-dire

Dr = {z ∈ Ω | deg z ≤ r}.

Définitions 5. — 1. Une fonction f est dite analytique sur Dr si elle peut
s’écrire sous la forme d’une série

f(z) =
∑
n≥0

anz
n avec an ∈ Ω pour tout n ∈ N,

qui converge pour tout z ∈ Dr.

2. Une fonction entière sur Ω est une fonction analytique sur Ω.
3. Pour tout r ∈ R+, le module de croissance de f (voir [7]), noté M(f, r),

est défini par
M(f, r) = sup

z∈Ω
deg(z)≤r

{deg(f(z))}.

On a alors

Théorème 6 ([3, Theorem 9]). — Soit f une fonction entière sur Ω telle que

1. lim
r→+∞

M(f,r)
qr < p

e ln q et

2. f (σ)(Fq[T ]) ⊂ Fq[T ] pour tout σ ∈ {0, · · · , p− 1}.
Alors, f est un polynôme.

De plus, la borne p
e ln q est optimale, comme le montre la fonction Ψp où

Ψ(z) =
∑
n≥0

∏
h∈Fq [T ]
deg h<n

z − h
Tn − h

.

Remarque 7. — Ceci est bien un analogue du théorème 4, car pour tout σ ≥
p, on a f (σ) = 0.

Ici, nous proposons un deuxième analogue du théorème 4, basé sur une notion
de “dérivée” qui préserve à la fois les propriétés analytiques et arithmétiques
de la dérivée classique (voir [4]). Pour ceci, nous aurons besoin de la notion de
dérivée de Hasse.

Définition 8. — [14] Soit n ∈ N et f(z) =
∑
k≥0 akz

k une fonction entière
sur Ω. On appelle n-ème dérivée de Hasse et on note Dn(f) la fonction entière :

Dn(f)(z) =
∑
k≥n

ak

(
k

n

)
zk−n.
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