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SUR LA COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE
EN DEGRE TROIS D’UN PRODUIT

PAR ALENA PIRUTKA

REsuME. — Soit F un corps fini et soit C' une courbe projective et lisse sur F. On
établit la nullité du troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée du produit X x C
pour certaines surfaces projectives et lisses X sur F. Cela s’applique en particulier aux
surfaces géométriquement rationnelles.

ABsTRACT (On the unramified cohomology in degree three of a product)

Let F be a finite field and let C be a smooth projective curve over F. We establish
that the third unramified cohomology of the product X x C vanishes for some smooth
projective surfaces X over F. This applies in particular to geometrically rational sur-
faces.

1. Introduction

Soit IF un corps fini. Soit V/FF une variété projective et lisse, géométriquement
intégre, de dimension 3, munie d’un morphisme f : V — C vers une courbe
projective et lisse sur F. Dans un article récent [9], Colliot-Théléne et Kahn ont
établi le résultat suivant qui relie la conjecture de Colliot-Théléne et Sansuc
sur les zéro-cycles de degré 1 sur la fibre générique V;, de f (cf. [8]) et le groupe
de cohomologie non ramifiée H3.(V,Q;/Z;(2)) :

Texte regu le 21 mai 2012, révisé et accepté le 22 mai 2013.

ALENA PIRUTKA, Centre de Mathématiques Laurent Schwartz, Ecole Polytechnique, 91128
Palaiseau, France @~ o  E-mail : alena.pirutka@polytechnique.edu

Classification mathématique par sujets (2000). — 14F20; 14E22, 14C25.

Mots clefs. — Cohomologie non ramifiée, zéro-cycles, applications résidu, corps finis.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2016/53/$ 5.00
© Société Mathématique de France



54 A. PIRUTKA

Supposons que la conjecture de Tate vaut pour les diviseurs sur V et que le
groupe H2 (V,Qu/Z,(2)) est divisible. S’il existe sur la surface V,, une famille
de zéro-cycles locauz de degré 1, orthogonale au groupe de Brauer de V; via
Vaccouplement de Brauer-Manin (cf. [22]), alors il existe sur V;, un zéro-cycle
de degré premier a l.

Par conséquent, on s’intéresse & savoir si le groupe H3 (V,Qi/Z;(2)) est
nul pour une telle variété V. Plus généralement, on conjecture ([9] Conjec-
ture 5.6), que le troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée s’annule pour
une F-variété projective et lisse, de dimension 3, géométriquement uniréglée.
Pour une variété fibrée en coniques au-dessus d’une surface, c’est un théoréme
de Parimala et Suresh [26]. Pour V' comme ci-dessus, le premier cas 4 examiner
est celui d’une fibration triviale V= X x C' ot X est une surface géométri-
quement rationnelle sur F. Dans cette note on établit la conjecture pour de
telles variétés V. Cela donne en particulier un nouveau cas ou 'on arrive a
comprendre le groupe H3 (V,Q;/Z;(2)) pour une variété projective et lisse V
de dimension trois, définie sur F (cf. [9] Question 5.4).

Pour k un corps on note k une cloture séparable de k. Si X est une k-variété,
on écrit X = X xj k. Pour L un corps contenant k, on écrit Xy = X X L.
L’énoncé principal est le suivant.

THEOREME 1.1. — Soit F un corps fini de caractéristique p. Soient C' et X
des variétés projectives et lisses, géométriguement intégres, définies sur F, de
dimensions respectives 1 et 2. Soit K le corps des fonctions de C. Faisons les
hypotheses :

(H1) HY(X,0%) =0;
(H2) bo(X) — p(X) =0;
(H3) NS(X) est sans torsion;
(H4) Ao(Xg) =0.
Alors
Hy (X x C,Qu/Z4(2)) = 0

pour tout nombre premier l # p.

Les hypothéses du théoréme sont vérifiées si X est une surface rationnelle.
Elles sont aussi satisfaites pour les surfaces K3 supersinguliéres au sens de
Shioda (cf. [16], ces surfaces n’existent qu’en caractéristique positive).

Pour établir le théoréme 1.1, on procéde par diverses réductions. On montre
d’abord que le groupe de Chow des 0-cycles de degré zéro sur Xg est nul, au
moins & la p-torsion prés. On en déduit que tout élément £ du groupe

H2 (X x C,u$?) c H¥F(X x C), u?)

TOME 144 — 2016 — ~N° 1



SUR LA COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE EN DEGRE TROIS D’UN PRODUIT 55

provient de HJ, (XK,,u?iQ). Ceci est fait dans la section 2. Dans la section 3,
on vérifie que pour les cas que l'on considére, les applications résidus sont
compatibles a des applications bord dans la suite spectrale de Leray. On se
rameéne ainsi & considérer le groupe H3 (X x C,Z/l), ce qui nous permet de
déduire le résultat dans la section 4.

1.1. Rappels et notations. — Si A est un groupe abélien et n est un entier, on
note A[n] le sous-groupe de A formé par les éléments annulés par n. Pour [ un
nombre premier on note A{l} le sous-groupe de A formé par les éléments de
torsion [-primaire.

Etant donnés un corps k et un entier n inversible sur k, on note u, le
k-schéma en groupes (étale) des racines n-iémes de l'unité. Pour j un entier
positif, on note u® = p, @ -+ ® u, (j fois). Lorsque k contient une racine
primitive n-iéme de I'unité, on a un isomorphisme p%? = Z/n pour tout j.

Pour X un schéma on note G,, le groupe multiplicatif sur X et le fais-
ceau étale ainsi défini. On écrit Br X = H, e?t(X , Gin) pour le groupe de Brauer
cohomologique de X.

Pour X une k-variété propre, on note Ag(X) le groupe de Chow des

O-cycles de degré zéro sur X : Ag(X) = ker[CHp(X) Log ] . On note

p(X) = rk(NS (X)) le rang du groupe de Néron-Severi de X (cf. [2] XIII 5.1)
et b;(X) = dimg, H(X,Qy), | # cark, les nombres de Betti.

1.1.0.1. Cohomologie non ramifiée.— Pour k un corps, F' un corps de fonctions
sur k, n un entier inversible sur k, ¢ > 1 un entier naturel et j € Z un entier
relatif on définit

i j i i\ Oa pri o
Hnr(F/kM/f%j) = ﬂKeI‘[H (F, M%J) _A) H 1(kAaH§] 1)]
A

Dans cette formule, A parcourt les anneaux de valuation discréte de rang
un, de corps des fractions F', contenant le corps k. Le corps résiduel d’un tel

anneau A est noté k4 et 'application 04 est ’application résidu.

Pour X une k-variété intégre, on note Hi (X,u®) ' Hi (k(X)/k, u®9),

ou k(X) est le corps des fonctions de X. On utilise aussi les groupes
H! (X,Q/Z(j)) (resp. H:.(X,Q;/Z;(j)) pour [ un nombre premier) obte-
nus par passage & la limite inductive.

1.1.0.2. Rappels de K-théorie.— Pour X un schéma noethérien et j un en-
tier positif on note K; le faisceau de Zariski associé au préfaisceau U —
K;(H°(U, Oy)), le groupe K;(A) étant celui associé¢ par Quillen a l'anneau
A. Lorsque X est une variété lisse sur un corps k, la conjecture de Gersten,
établie par Quillen, permet de calculer les groupes de cohomologie de Zariski
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