Concours SMF junior 2018

Probleme 7

Existe-t-il une mesure de probabilité sur le plan euclidien qui favorise les triangles acutangles (i.e. dont
les trois angles sont strictement aigus) ? Autrement dit, existe-t-il une mesure de probabilité sur le plan telle
que trois points choisis au hasard et de maniere indépendante forment un triangle acutangle non dégénéré
avec une probabilité qui dépasse % ?

Solution de ’auteur : La réponse est “oui”.

Etant donnée une configuration S = {z1,...,zn} de N points du plan, soit a(.5) le nombre de triangles
acutangles dont les sommets sont dans S. Considérons la mesure de comptage u(S) = % ij:l 0z, OU
0, est la distribution de Dirac. Alors trois points choisis au hasard et de maniere indépendante selon cette
mesure seront a des endroits différents avec une probabilité (N — 1)(N — 2) /N2, donc forment un triangle
acutangle avec une probabilité

(N —-1)(N-2)

§S) =y ) = Aeals)
3

On construit dans la suite une configuration S de N = 3n points pour tout entier n > 4 telle que
n 5 5 N3
S)=3 3~ Zpd=2 N7
a(S) < 2) n+mn 5" =75 &

donc avec p(S) arbitrairement proche de 5/9 si n est assez grand. J’explique dans un commentaire a la
fin que, si la plus connue des conjectures sur les hypergraphes est vraie, alors 5/9 est optimal. Apres avoir
proposé la question au concours de la SMF, j’ai eu connaissance de la référence [2], qui contient une
construction tres voisine. Cette référence propose aussi (Theorem 4) la majoration P < % Curieusement,
les auteurs de [1] ne font pas le lien avec cette conjecture, alors qu’ils la connaissaient forcément et qu’elle
leur aurait permis d’améliorer cette majoration.

Notations. Le plan est R?, muni de sa norme euclidienne || ||.
Pour X C R2 on note Int X D’intérieur de X, bd X sa frontiére, conv X son enveloppe convexe et aff X
son enveloppe affine (le plus petit sous-espace affine contenant X).
Le segment conv {x, y} est noté xy et le triangle conv {z, y, z} est noté xyz. Un triangle est dit non dégé-
néré si son intérieur est non vide. Un angle est dit aigu si sa mesure est strictement inférieure & /2.
Etant donnés w € R? et > 0, D(w, ) désigne le disque fermé de centre w et de rayon 7.
Pour = # y € R?, on note S(z,y) la bande ouverte de largeur ||z — y|| et contenant x et y sur son bord.

Soit H(z,y) = S(x,y) \ D(Z42, 12-41) ‘De cette manidre, on a pour tout = € R? :
le triangle xyz est acutangle si et seulement si z € H(z, y).

L’angle orienté entre les segments orientés xy et xz est not€é yxz. Les mesures d’angles seront toutes
choisies dans | — 7, 7. Pour plus de fluidité dans le discours, on confondra parfois “angle” et “mesure
d’angle”.

Pour p,q € R% et § > 0, soit

A(p,,6) = {m € B : |Im — pl| = llg — pl et |mpa| < 6};

A(p, g, 6) est un arc de cercle fermé d’ouverture angulaire 20 ; p est le centre du cercle, et g est le milieu de
I’arc.

Soit p1 pa p3 un triangle acutangle, d’angles en p; notés «; et de longueurs de cdtés r; = ||p;+1 — pill (¢
est pris mod 3).
Avec 01 > 0 assez petit, on choisit les n premiers points x1, . . ., z,, équidistants sur I’arc A(p2, p1, 1),

avec x1 et x,, aux extrémités. En posant ¢; = n‘s_ll eth; =rysiney,ona||zrr1 — gl = 2hy.

28



Sur la droite aff (p1 p2), soit py # pj tels que |[p2 — phl| = |lp2 — ph|| = Sm((;hlilgl) disons, avec

ph € p1 p2 (et donc pa € py py).
Soit Ry la figure de type “losange” définie par

RQ = Int conv ({Pévp/zl} U D(p27 hl))

On choisit n > 4 et §; assez petit pour que ﬁ < cosd; — sindp. Ceci entraine que Ro ne ren-

contre pas D(“’LT“, w), le disque de diameétre 21 x,,. Ainsi, pour tous 4,j € {1,...,n} distincts,
H(x;,x;) contient Ry.

A présent on cherche d; > 0 tel que Ro contienne ’arc A(ps, p2, d2). Soit u I'extrémité de la portion
circulaire de bd Ry telle que m = g et soit v le point d’intersection de bd Ry et bd D(ps, r2), avec
v € py u.Posons § = ﬁpg\v Alors le triangle uvp, est rectangle en u, a un angle UPaV = Qg — g —01+¢€1,

un coté up, de longueur A1, et une hypoténuse vp, de longueur 275 sin %, donc

219 singcos (ag — g — 41 —i—sl) =hy =r;sine;.
Comme g1 = -2 < 2L et que la fonction u — S2% decroit sur [0, 7], on a
1 G 2 qin 01
o, Sinép > 5, S5
On obtient
2r1 in 01 in &
“Lsin § < hy < 2rpsin § cos ag.
On choisit donc d5 tel que
B 6
—H sin 9 = rpsin 2 cos ag. 17)
Sur ’arc A(ps, p2, d2), on choisit les points 41, ..., Z2, comme précédemment (i.e. équidistants, avec
Tn41 €t Tap, aux extrémités de I’arc). Alors, pour tous ¢, 5 € {n + 1,...,2n} distincts, H(x;, z;) contient

Rs = Int conv ({plg,pg} UD(ps, h2))

oll hy = rosines, e = 221, ply € paps, ps € PipY et |ps — || = |Ips — Pl = sln@}ziz—sz) Soit 63 tel que

T s 0a CI) .
-7 sin G = r3sin ¢ cos ag; (18)

alors R3 contient I’arc A(p1, ps, d3). Sur A(p1, p3, d3), on choisit les points Zap+1, - . . , T3, cOMme avant,
et H(z;, ;) contiendra {z1,...,x,} pourtous i,j € {2n+1,...,3n} distincts dés que

T3
n—1

sin%3 >rq sin%lcosal. (19)

En multipliant (17), (18) et (19), on obtient que cette condition est satisfaite des que
COS (¥1 COS vy COS (g < ﬁ

3/2

mT—Q1

On choisit par exemple a1 = n™>/%, ag = a3 = 5, et 01 > 0 assez petit. Les points x; x; x;, forment
un triangle acutangle dans les quatre cas suivants (et seulement dans ces cas) :

() 0<i,j<n<k<?2n,

() n<i,j<2n<k<3n,

(i) 0<k<n<2n<i,j<3net
iv) 0<i<n<j<2n<k<3n,
ce qui montre que a(S) = 3 (4)n + n?.

Commentaire. La (3,4)-conjecture de Turan [7] est sans doute la conjecture la plus connue dans le
domaine des hypergraphes. L’ objet de ce commentaire est de rappeler cette conjecture et de montrer que la
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construction présentée ci-dessus est optimale si cette conjecture est vraie dans le sens suivant : le maximum,
sur toutes les configurations S & n points, du nombre a(S) de triangles acutangles est égal a 3 (% )n + n®.

Une conséquence est que 5/9 est optimal dans le sens suivant. Etant donnée une mesure de probabilité
 sur le plan et trois points a, b, ¢ pris au hasard de maniére indépendante, notons P(y) la probabilité que
le triangle abc soit acutangle. Alors le supremum de P(p) sur toutes les mesures de probabilité z sur R?
est égal 5/9 si la (3,4)-conjecture de Turan est vraie.

1. Etant donné un entier n > 3, soit A,, le maximum de a(S) pour toutes les configurations S & n points.
Une configuration S sera dite optimale si a(S) = A,,.

Pour chaque n > 3, soit p,, la proportion de triangles acutangles d’une configuration optimale a n
points : p, = A,/ (g) On montre facilement que la suite (p,, ), >3 est décroissante au sens large ; I’argument
est le méme que dans la preuve ci-apres. Posons p = lim,, 4 o Pp.

Alors j’affirme que P(u) < p pour toute mesure de probabilité ;1 sur R2. En effet, soit y une mesure de
probabilité arbitraire sur le plan. Pour n arbitrairement grand, choisissons n points au hasard et de maniere
indépendante. Par linéarité, I’espérance du nombre de triangles acutangles est (g)P(ﬂ) et ce nombre est
au plus le maximum A,,, ce qui montre que P(u) < p,, pour tout entier n.

2. Un 3-hypergraphe uniforme, ou 3-graphe pour faire court, est la donnée d’un ensemble V' (les sommets)
est d’un ensemble E de parties de V' a 3 éléments (les arétes). Soit ¢5(n,4) le nombre maximal d’arétes
d’un 3-graphe & n sommets ne contenant pas le 3-graphe complet sur 4 sommets comme sous-graphe induit.
Un exemple de 3-graphe a n sommets contenant beaucoup d’arétes sans contenir le 3-graphe complet sur 4
sommets peut &tre construit ainsi : on divise V' en trois parties A, B, C' les plus égales possibles, c’et-a-dire
de cardinaux respectivement a, b, c tels que |a — b|, |b — ¢| et |c — a] sont tous au plus 1. On met maintenant
une aréte a chaque triplet (z,y, z) — et seulement a ceux-1a — tel que, ou bien (z # y € Aet z € B),
oubien (x £y € Betz € C),oubien (x #y € Cetz € A),oubien(x € A,y € Betz € C). En
additionnant, on obtient

a b c
> = .
ts(n,4) > T, o hax (<2> b+ (2> c+ <2> a+ abc)

La (3,4)—conjecture de Turan est que t3(n,4) = T, pour tout n € N. Elle a été vérifiée pour tout n <
13 [6]. Cette conjecture impliquerait

5

. n

La meilleure borne publiée pour L est 3+17‘§ﬁ =~ 0.597 [1]. La borne 0.561666 est annoncée dans [5]. Une
difficulté est que, sin > 7, alors plusieurs autres 3-graphes atteignent ce maximum putatif [3, 4].

Notre construction ci-dessus montre que A,, > T, pour tout entier n > 3 (prendre un plus petit nombre
de points si n n’est pas un multiple de 3, ou si n < 12). Réciproquement, la borne 4,, < t5(n,4) est im-
médiate : étant donnés quatre points a, b, ¢, d dans le plan euclidien, au moins un des triangles abc, abd, acd

ou bed n’est pas acutangle.
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Ce probleme n’a été résolu de facon compléetement satisfaisante par aucune équipe, méme si plusieurs
ont donné des éléments de réponse corrects et substantiels.
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