Concours SMF junior 2018

Probleme 9

Soit A un ensemble fini. Un mot fini sur A est une suite finie u = (u,,)1<n<; d’éléments de A; on le
note plus communément par concaténation v = u; ... u;. L'entier [ est la longueur de u; on la note |u|. Un
mot infini sur A est une suite a = (a,)p>1 avec a,, € A. Un mot fini u est un facteur d’un mot (fini ou
infini) v s’il existe un entier j tel que u = v; ... Vjq|y—1-

Un mot infini a est & lacunes bornées si pour tout facteur u de a, il existe un entier [ tel que pour tout
facteur v de longueur [ de a, u est un facteur de v.

Un mot infini a est un 7-mot s’il satisfait a la propriété suivante

Vn e N,3p € N\ {0},Vk € N, apipp = ap.

Soient a, b deux mots infinis sur des alphabets A et B respectivement. Le produit de a et b est le mot

infini ¢ sur ’alphabet A x B tel que ¢,, = <Z">

1. Montrer que tout 7'-mot est a lacunes bornées.

2. Soit d le mot infini défini par

g 1 si s3(n) #s2(n+1) mod 2
" 10 sinon

ol s3(n) est la somme des chiffres de la représentation de n en base 2. Montrer que d est un 7-mot.

3. Montrer que si a € AY est un T-mot et si b € BY est a lacunes bornées, alors a x b est a lacunes
bornées.

Solution des auteurs : 1. Soit a = (a,,)nen € AY un T-mot et soit u = wu; - - - up un facteur de a. Il existe
n € Ntel que anany1 - Gpir—1 = u.
Le mot a étant un 7-mot, pour tout ¢ € {n,n +1,...,n+ ¢ — 1}, il existe p; € N\ {0} tel que

itkp, = i pour tout k£ € N.
On considere p = ppem({pn, Prt1,- - -, Pnte—1}). Pour tout k € N, on a donc

Op4-kpQntkp+1 " Ontkp+i—1 = U.

Par conséquent, pour L = max{p,n} + ¢, tout facteur de longueur L de a contient une occurrence du
mot u.

2. Pour n € N, notons repy(n) le mot agas—_1 - - - ap sur ’alphabet {0, 1} tel que a, # 0 et

¢
n= g a;2".
i=0

Notons également ¢ I’'unique mot de longueur 0; on a rep,(0) = .

Soit n € N. Notons k le plus grand entier tel que 1” est suffixe de rep,(n). On a donc rep,(n) = 1 ou
rep,(n) = u01* pour un mot u sur {0, 1}. On a alors, respectivement, rep, (n+ 1) = 10* etrepy(n+1) =
wl10F. Par conséquent, on obtient

1, sik estpair;

0, sinon.

Prenons alors p = 251, de sorte que rep,(p) = 10**+1 et, pour tout entier m > 0, 0! est suffixe de
repy(mp). Pour tout m € N, il existe alors un mot v sur {0, 1} tel que rep, (n +mp) = v10*. On en déduit
dp+4mp = dp pour tout m € N.
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3. Soit u = (v, w) un facteur de longueur ¢ de a x b. Soit N € N la premiere position de u dans a x b,
i.e., N est le plus petit entier tel que

ANAN41 " ON4¢—1 =V et Dybyi1- -bnjr—1 = w.

Le mot b étant un 7-mot, les mémes arguments que pour le point 1 montrent qu’il existe une constante
p > 0 telle que pour toutn € N,

bN+npr+np+1 T bN+np+Z—1 = w.

On va montrer I’existence d’une constante K telle que pour tout n € N, si v apparait dans a a la position
N + np, alors il existe 0 < n’ < K tel que v apparait encore 2 une position N + np + n’p. Dans ce cas, le
facteur u apparait dans tout facteur de a x b de longueur |u| + max{N, Kp}.

On définit le mot infini d = (d, )nen sur {0, 1} par

{1, Sl Gy - Apye—1 = ;5
dn = .
0, sinon.
Onady = 1et, le mot a étant a lacunes bornées, le mot d 1’est également.

Considérons un entier n € N tel que dy1np = 1. Le mot d étant a lacunes bornées, il existe une
constante K (p) telle que tout facteur de d de longueur p apparait dans tout facteur de d de longueur K (p).
Par conséquent, le facteur d[n 4 np, N 4-np+p—1] apparait au moins deux fois dans le facteur d|n 4 np, N 4+np+ K (p)] -
En itérant cet argument, on construit une suite de mots ug, w1, . . . , u, tels que

— U0 = d[Nynp,N+npt+p-1]
— pour tout ¢ > 1, u; est le plus petit préfixe de (dn-np+m)men qui contient deux occurrences de

Uj—1.
On définit également une suite de constantes Ky, K1, ..., K, telles que
— Ko=p—1;

— pour tout ¢ > 1, K; est le plus petit entier tel que tout facteur de longueur 1 + K;_1 de d apparait
dans tout facteur de longueur K; de d.

Observons que la suite de constantes Ko, K1, .. ., K, ne dépend pas de la suite de mots ug, u1, . . . , Up, Mais
uniquement de p. Autrement dit, la constante K, ne dépend pas de la position N + np initialement choisie.
De plus, pour tout ¢ € {0,1,2...,p}, le facteur u; est de longueur au plus 1 + K. En effet, le préfixe de
longueur 1 + K; de (dN4np+m)men contient au moins deux occurrences de w;_1 : une occurrence comme
préfixe et une occurrence dans le facteur d|n 1 np 41, Nfnp+K;]-

Pour tous p > j > 4 > 0, notons m(i, j) le plus grand entier tel que

d[N+np+m(i,j),N+np+m(i,j)+|u;\71] =u; et m(Z,j) + ‘ui| < |u]|

Autrement dit, m(i, j) est la derniere position de u; comme facteur du préfixe u; de (dntnp+m)men-. Le
mot u; étant suffixe de u; pour tous ¢ < 7, on a, pour tous k < 7 < jJ,

m(k,j) = m(k,i) +m(i,J).
Par le principe des tiroirs, il existe 0 < I < J < p tels que
m(0,I) =m(0,J) mod p.
Par conséquent, on a, pour tout k£ < I,
m(k,I) =m(0,I) —m(0,k) et m(k,J)=m(0,J)—m(0,k),

et donc
m(k,I) = m(k,J) mod p.

En particulier, pour k = I, on a
0=m(I,I) =m(I,J) mod p.
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Comme J > 0, on a m(I,J) = n'p pour un entier n’ > 0. Par définition, le mot w;, apparait dans d a la
position N + np + n'p avec n'p < K.

On a donc montré que la constante K = K, /p est telle que pour tout n € N, si dy + np = 1, alors il
existe un entier 0 < n’ < K tel que dynp+n/p = 1, ce qui conclut la preuve.

Solution de I’équipe Team Parc :

Question 1

Soit a un T-mot, et & = @y ap41 - - - Aty un facteur de a. Pour chaque ¢ € [0, 7], il existe un entier
strictement positif p; tel que, pour tout k; € N, on ait ay4itk;p, = Gn+i. Posons p = H;:o p;. En
particulier, en choisissant k; = cﬁ, ol c est un entier positif arbitraire, on remarque qUE dp4itcp = Anti
pour tout ¢ € [0, 7].

Posons | = n + p + 7. Soit v un facteur de a de longueur [, et montrons que u est un facteur de v. Tout
d’abord, commengons par ignorer les n premieres lettres de v, sur lesquelles on peut potentiellement n’avoir
aucune information. On dispose d’un facteur de v de la forme @y, * - * Gn4ko-+p+r—1 POUr UN certain entier
positif kg. Parmi les p entiers {ko, ko + 1, - , ko + p — 1}, notons k; celui qui est divisible par p. De cette
Maniere, G4k, * * * Gntr+k, €St un facteur de v. En notant ¢ I’entier positif tel que k; = cp, on remarque
que :

An+ky " Qnir+ky = Qntcp " Qntrdep = An * * " Antr = U.

En définitive, u est un facteur de v, ce qui prouve que a est a lacunes bornées.

Question 2

Montrons tout d’abord que d,, = 1 si et seulement si la représentation binaire de n se termine par un
nombre pair de 1. Soit n € N et Ggéq_1---¢Co° son écriture en base 2. On suppose qu’au moins un des
chiffres est zéro, quitte a en rajouter un au début du nombre. Notons 7 I’indice du dernier zéro, de telle sorte
que :

2
n=cqg-C4+101---1 .
=" chiffres "1"

On remarque que n + 1 s’écrit :
2

n+l=cqg--cr4110---0 .
=~ chiffres "0"

11 est alors clair que les sommes des chiffres de n et n + 1 écrits en base 2 sont distinctes modulo 2 si et
seulement si 7 est pair.

A présent, montrons que d est un 7-mot. Soit n € N, et posons p = 2(n + 1). On va prouver que
dp+rp = dp, pour k € N. Sans prendre en compte les chiffres situés avant le dernier zéro, on écrit :

n—=-0l.-1°.
——
r chiffres "1"
On constate alors que, pour k € N :
—2 —— 2
n+kp=n+2kn+1)=-0l-1 +2kx---10--0
r chiffres "1" r chiffres "0"
=01 P4 kxD-0 2
S~—— N—~—
r chiffres "1" r+1 chiffres "0"
2 2
= 0l---1 “4+--0---0
~—— S~—~—
r chiffres "1" r+1 chiffres "0"
e R
——

r chiffres "1"
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Ainsi, le nombre de 1 a la fin de 1’écriture binaire est le méme pour n et pour n + kp, ce qui prouve que
dptkp = dp, et donc que d est un T-mot.

Question 3

Soita € AN un T-mot et b € BY a lacunes bornées. Soit u = (@, by ) (@nt1,0n41) ** (@nrs bpsr) UN
facteur de a x b. On a prouvé a la question 1 I’existence d’un entier strictement positif p qui vérifie, pour
tout entier naturel k :

On+kp " Ontrtkp = Qn - Qo
Notons P I’ensemble des classes w € Z/pZ pour lesquelles il existe un indice ¢ > n dont la classe est w
et qui vérifie b; - - - b;1, = by, - - - by4,. En particulier, m € P. Notons m le cardinal de P. On choisit m
indices de classes distinctes n = iy < - -+ < i,,—1 tels que, pour chaque j € [0,m — 1] :

bij t bi_7+r = bn o bn+r~

De cette facon, {%, o yime1) = P.

Puisque b est a lacunes bornées, il existe [j € N tel que tout facteur de longueur [y de b admette
biybig+1 - bi,, 4+ comme facteur. Posons [ = n + [y et considérons un facteur v de longueur / de a x b.
Nous allons montrer que « est un facteur de v. En premier lieu, ignorons les n premieres lettres de v. On
obtient un facteur de v de longueur /. Il existe donc un entier positif d tel que :

bio+d T bimf1+’f+d = bio T bimf1+r7

ol (@ig+d, big+d) -+ (@i, +r+ds Ui, +r+a) est un facteur de v.
Remarquons que {io + d, i1 +d, -+ ,im—1 + d} = P. En effet, 'égalité ci-dessus indique que, pour
jefo,m—1]:

bijvd bijrrrd = bi; -+ bijyr,

qui est égal, par définition, a by, - - - bp4. Ainsi, i; + d € P, ce qui montre que {io +d, i1 +d, -+ ,im—1 +d} C
P. Linclusion réciproque est alors automatique par cardinalité.

Puisque 72 € P, on déduit de I’égalité précédente qu’il existe j € [0, m — 1] tel que ¢; + d = 7. Notons
k entier positif vérifiant i; + d = n 4 kp. On remarque alors que, d’une part :

aij+d e aij+r+d = Qn+tkp " Qnir+kp = Qn " Qpigr,

et que d’autre part :
bij+d - iyrtd = by bugr.
En définitive, on trouve :
(@ijtds bisa) - (Qisrsds Oij1rrd) = U,

ot (@i, 4+ds bi;+d) - - - (@i, 4r4ds bi;+r+a) est un facteur de v. Cela prouve que a x b est a lacunes bornées.
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