Concours SMF Junior 2018

Enoncés des problemes et solutions

Vous trouverez ci-dessous les 10 problemes de la session 2018 du concours SMF junior, et pour chacun
d’entre eux la solution du ou des auteurs, et lorsqu’il y en a une, celle que le jury a jugée la plus remarquable
parmi celles proposées par les candidat.e.s.

Probleme 1

Pour une fonction continue f : [0,1] — R onnote I'y = {(z, f(z)),z € [0,1]} son graphe. Soit
C C R? Ie flocon de Von Koch. Existe-t-il un nombre dénombrable de fonctions continues f,, : [0,1] — R
et d’isométries du plan 7T}, : R? — R2 telles que 1’on ait Iinclusion suivante ?

cc Ty,

neN

Une référence pour le flocon de Von Koch peut étre :
http ://staff.math.su.se/lenb/dok/von-Koch-1904.pdf.

Solution de ’auteur : la réponse est non. Soit K 1'unique ensemble compact non vide auto-similaire
vérifiant K = Uj‘zl bi(K), ot ¢1(2) = 2/3, pa(2) = (™32 +1)/3, ¢p3(2) = (7" /32 4 ™/3 +-1)/3,
et ¢4(z) = (z + 2)/3. La courbe C est I’ensemble connexe obtenu en posant sur chacun des cotés d’un
triangle équilatéral de c6té 1 une copie de K, de sorte que C soit a I’extérieur du triangle. On munit C de la
topologie induite par la distance euclidienne sur le plan. On peut toujours supposer sans perte de généralité
que K C C, ce que nous ferons.

Nous allons démontrer que pour toute fonction continue f : [0, 1] — R et toute isométrie 7' : R? — R?,
I’ensemble C N T(F f) (qui est fermé dans C) est nulle part dense dans C. Alors, par le théoréme de Baire,
toute union dénombrable d’ensembles de la forme C N T, (F fn) est également nulle part dense dans C qui
est complet; elle ne peut donc pas recouvrir C.

Supposons que C N T(Ff) ne soit pas nulle part dense dans C. Dans ce cas, comme T(I‘f) est fermé,
il existe un point ¢ € C et une boule B(c,r) (avec r > 0) tels que C N B(c,r) C T(T'y). Sans perte de
généralité on peut supposer que ) = K N B(c,r) C T(I‘ f). Aussi, il existe un entier j tel que I'image de
K par une similitude S; de rapport 377 soit contenue dans K N B(c,r).

Montrons que dans toute direction du plan on peut trouver une droite intersectant & en au moins deux
points, et donc par similitude une droite intersectant S;(K) en au moins deux points. Cela contredira la
propriété de I'y d’étre un graphe puisque S;(K) C I'y, et il sera établi que C N T(F f) est nulle part dense
dans C.

Constatons alors que les images de 0 et de 1 par les itérées du systeme {¢1, 2, 3, P4} sont toutes dans
K. C’est en particulier le cas de P, = ¢1(0), Q1 = ¢1(1) = ¢2(0) et Q2 = ¢2(1). Soit g ’application

de ¢ (K) (qui ne contient pas P;) dans S qui a @ associe ”IP; L & Comme ¢(K) est connexe, I'image
1

de g contient les directions comprises entre 0 et 7/6, valeurs prises par I’argument de g en Q1 et Qo

respectivement. On peut opérer de méme avec P| = ¢2(P1), Q) = ¢2(Q1), QF = ¢2(Q2) et Ppa(p2(K))
pour obtenir des droites coupant K en au moins deux points dans toutes les directions comprises entre

7/3 et m/2. Pour couvrir I'intervalle [7/6, 7 /3], il suffit de considérer P;” = ¢2(1), Q1”7 = ¢2 o ¢3(0),
—

Q2" = ¢2 0 P3(1) et I'application qui a () dans ¢- o ¢3(K) associe %. Ensuite, K possédant un axe
1



de symétrie vertical, on complete avec les directions d’angles compris entre —7/2 et 0, ce qui établit la
propriété souhaitée.

Solution de I’équipe ramarov2 n’utilisant pas le théoreme de Baire :
On suppose par 1’absurde qu’on dispose de telles suites (f;,)nen et (T)nen-

Comme expliqué dans la référence apportée, la transformation €2 d’un segment est la courbe obtenue en
remplagant son tiers du milieu par un triangle équilatéral dirigé vers 1’extérieur. {2 peut s’appliquer a une
ligne brisée en I’appliquant simplement a chaque segment de la ligne. C’est cette transformation qui permet
de construire la suite de lignes brisées (C,,)nen qui converge vers C. Autrement dit, C est un triangle équi-
latéral de coté 1 quelconque et C,, 11 = Q(C,,). On sait que C,, est composé de 4™ segments longueurs 3.

On définit une transformation ® qui transforme un segment en le triangle isocele fermé (en tant que
surface) dont les sommets sont les extrémités dudit segment et le sommet du triangle équilatéral rajouté
par € (celui qui n’est pas sur le segment d’origine). ¢ s’applique a une ligne brisée en donnant I’'union des
triangles obtenus en appliquant ® a chacun des segments de la ligne. On note F;,, = ®(C,,).

Lemme. Si S est un segment de taille r alors ®(S) est un triangle isocéle de base S et de hauteur v/3 /6,
donc de diametre r.

Q(S) C D(S) et 2(2(S)) C P(9).

De plus, les triangles composant ®(Q(S)) ne peuvent s’intersecter qu’aux extrémités de leur base situés
sur Q(S) et ®(U(S)) contient tous les sommets de ®(S).

Démonstration. On note a, b, ¢, d, e les points consécutifs de 2(5), avec S = [a, e]. P(S) est la surface
délimité par le triangle de sommets a, ¢, e. En appliquant {2 aux segments [a, b] et [b, ¢|, on obtient respec-
tivement des points o’ et ¢’.

Si on prouve que les points a’ et ¢’ se trouvent sur le segment [a, ¢] alors les triangles aa’b et bc’ ¢ seront
inclus dans le triangle ace par convexité. Les autres cas se traitent par symétrie axiale.

On peut supposer que a = (0,0) et e = (6, 0), et alors par simple application du théoréme de Pythagore,
c=(3,vV3)etb=(2,0). Deplus,a’ = (1,1/v/3) et = (2,2/+/3). Donc, d’, ¢ € [a,d].

On a donc prouvé que pour tout segment S, (2(S)) C ®(.5). De plus, par convexité, (S) C D(S5).
Le reste du lemme se déduit simplement en remarquant que 1’intersection de aa’b avec bc’c est réduite a b,

sans oublier que {c} est aussi I'intersection de bc’c et du triangle de base [c, d].
O

Lemme. (F),),cn est une suite décroissante de compacts connexes par arcs tels que C C F,.



Démonstration. Pour tout n € N, C), est composé d’un nombre fini de segments, donc F}, est une union
finie de compacts, donc est compact.

Soit n € Net (S;);cs la famille finie de segments qui décrit C,,.

Crg1 = QCr) = [ QS) € | ®(S;) = (Cy) = F,

el i€l
Fo1 = ®(QCn)) = [ @((Si) € | 2(8i) = ®(Cn) = F,
el el

Remarquons que 1’égalité ®(Q(C),)) = U D(Q(S;)) est vraie car les Q(S;) induisent une partition des
iel
segments composant Q(C, ).

Soit n € N. Comme tout point de C est limite d’une suite de points x € Cj), d’apres la référence, tout
point de C' est limite de points de F;, qui est compact, donc fermé. Donc C' C F,.
La connexité par arcs se montre par récurrence en remarquant que F; est connexe par arcs. O

On commence par observer que les triangles composant Fj, sont des triangles isoceles de base un seg-
ment composant C, donc de longueur 37k et de hauteur 37%1/3 /6. 1 existe donc une constante ¢ > 0,
indépendante de % tel que tout triangle de F}, contient une boule ouverte de diamétre c37*. De plus, F}, est
composé de 4™ triangles. On se donne également m € N* tq c4™ > 4 x 3™.

Théoréme. 1 existe une suite décroissante (A,,)nen de triangles et une suite strictement croissante (G, )neN
d’entiers telles que pour tout n € N, A,, est un des triangles composant F, et telles que

n—1

A0 T =0

=0

Démonstration. On va construire cette suite par récurrence. On choisit ag = 0 et pour Ay n’importe quel
des 3 triangles composant Fy. Supposant A,, et a,, construits :

Par hypothese de récurrence, A,, = ®(.S) pour un certain segment composant C,, . On peut supposer
que S est de longueur 1. De ce fait, (Q™(S)) C A, et D(Q™(5)) est composé de 4™ triangles entrant
tous dans la composition de Fy, ., de bases de longueur 3™, qui contiennent chacun une boule de rayon
B;, 1 <1 <4™, de diametre ¢37 ™.

Si p est la projection orthogonale sur la droite T,,({(z,0), = € [0,1]}), p(A,) est un intervalle de
longueur < 1 qui contient tous les p(B;). Comme p est orthogonale et que T;, est une isométrie, p(B;) est
un intervalle de longueur ¢3~™. Donc au moins 4 des p(B;) s’intersectent. En effet, sinon

4m 4™
4m
4< (;7 <Z/1p(3i) d)\:/Z]lp(Bi) d)\<3/]lp(An) d\ <3
i=1 i=1

Cela donne 4 triangles dont les intérieus sont traversés par une méme droite, parallele a T}, ({(0, x), = €
[0,1]}). Les triangles composant F), ., ne peuvent s’intersecter qu’aux extrémités de leur base d’apres le
lemme 1. Donc il existe deux triangles de F, i, inclus dans A,,, dont les bases sont de longueur 3~ (car
on a supposé que celle de S est de longueur 1) et dont les intérieurs sont traversés par une méme droite D
parallele a 75, ({(0, z), « € [0,1]}) et a distance £ > 0 (car les deux triangles sont des compacts disjoints).
On les note (U) et &(V'), ou U et V sont leurs bases respectives.

La fonction f,, est continue sur [0, 1] donc est uniformément continue. On dispose d’un 1 < £/2 tel
que si |z — y| < nalors |fr(x) — frn(y)| < /2. On va utiliser I"uniforme continuité pour trouver un petit



triangle que f,, n’atteint pas.

Soit k € N tel que 3=~ < /2. Les triangles composant ®(Q*(U)) et ®(Q2*(V)) sont de diamétres
inférieurs a 1/2. ®(Q*(U)) C ®(U) est connexe par arcs et contient les sommets de ®(U). D traverse
I'intérieur de ®(U), et coupe le plan en deux demi-plans ouverts, donc on dispose d’un couple de sommets
de ®(U) dans deux demi-plans distincts. ®(QF(U)) est un connexe qui rencontre chacun des demi-plans
ouverts, donc il rencontre leur frontiere, D, d’apres le théoreme des passages des douanes. 11 existe un tri-
angle Ay entrant dans la composition de ®(2*(U)) C ®(U) et qui rencontre D. De méme, on a un triangle
Ay entrant dans la composition de ®(QF(U)) € ®(V) et qui rencontre D.

Supposons par ’absurde qu’il existe x, y € [0, 1] tels que T,, ((x, fn(x)) € Av et T,,((y, fn(y))) € Ay.
T, est une isométrie et D est parallele a T,,({(0, z), = € [0,1]}), donc

|z — yl < d(Tn((@, fu(x)), D) + d(Ta((y, fa(y))), D) < diamAy + diamAy <7
Donc |fr(x) — fn(y)| < €/2. Cependant, comme Ay et Ay sont a distance au moins €

[fn(2) = fu(y)] = d(T0((2, fo(2)), Tu((y, fa(9)) =[x —yl Z e —n>¢/2

Ce qui est une contradiction. On peut donc supposer Ay N T, (T'y, ) = (). On pose alors A, 11 = Ay
et i1 = a, +m+k > a,. A,1q estun triangle composant ®(2%(U)), et comme U est un segment

composant Cy 1, Ay 11 est un des triangles composant ®(Q*(Cy, 1)) = Fa, vmik = Fa, .- De plus,
Ay COQFU)) CcOU) C A,
Pour finir,
(n+1)—1 n—1
Anin | TTp) C (A NTu(Ty,) U (AL | Ti(Ty) =0
i= i=0
]

D’apres la référence fournie dans 1’énoncé, C' est compact comme image continue de [0, 1] et contient
tous les sommets de tous les C,,. Un des sommets du triangle A,, est une extrémité d’un des segments
composant C,_, et est donc un sommet de C,, . On en conclut que C' N A,, # (), et est compact comme
intersection de compacts. De plus, (a,)n,>0 est une suite & valeurs entieres strictement croissante, donc
diverge.

La suite (C'N A,,)n>0 est une suite décroissante de compacts non vide dont la suite des diametres
est minorée par 3~ %", et donc tend vers 0. Par complétude, le théoreme des fermés emboités implique
I’existence d’un point z € R? tel que

(N Cna, ={z}

n=0

DoncVn € N, z ¢ T,,(I'y, ), mais z € C. Cela contredit bien I’hypothese initiale C' C U Tn(Ty,).
n=0



Probleme 2

Montrer que pour tout triplet (p, ¢, ) de nombres premiers deux a deux distincts, il existe une solution
(x,y, z) en entiers strictement positifs a I’équation 2 + y? = z".

Solution de ’auteur : Comme pq et r sont premiers entre eux, il existe s tel que pgs soit congru a —1
modulo r. Soit ¢ tel que pgs + 1 = tr. D’autre part soit a et b deux entiers positifs. On pose ¢ = aP + b9 et
on prend

z=c'x=c"a, y=cP.

En prenant @ = b = 1 on trouve simplement la solution (29°)? 4 (29%)9 = 2pPst1 = (28),

N.B. : On conjecture (Beal, Tijdeman, Zagier) qu’il n’y a pas de solution en entiers x, y, z premiers entre
eux quand les trois nombres premiers p, g, et r sont impairs.

Solution de I’équipe Maly : On commence par un lemme évident.

Lemme. Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux, il existe deux entiers naturels c et d tels que
ac+1=4db

Démonstration. Par le théoréme de Bézout, il existe o, § € Z tels que awa + 8b = 1, ou ’on voit que o et 8
sont de signes opposés. Si «v est négatif la preuve est terminée. Sinon, comme le couple (o — kb, 5+ ka) est
solution de I’équation pour tout entier k, il suffit de choisir £ suffisamment grand pour obtenir la solution
souhaitée. O

Soient donc c et d des entiers positifs tels que pgc + 1 = dr
Proposition. Le triplet (29¢,27¢, 29) est solution de (1).

Démonstration. La vérification est triviale : (29¢)P + (2P€)9 = 24P 4 2p¢d = gpactl — gdr — (odyr ]

Une généralisation
Nous proposons la généralisation suivante.
Proposition. Soient a1, ..., a,,r des entiers positifs premiers entre eux, avec n > 1. Alors I’équation
it 4 ain = 2" (1
posséde une infinité de solutions dans N1,
Tout repose a nouveau sur I’existence d’entiers positifs c et d tels que cay...a, + 1 = dr.
Démonstration. Soit a un entier strictement positif. On pose pour tout 7 entre 1 et n :

T = ncnj# a5 o Hj;£1 aj

Le choix de z est ensuite imposé : z = n? - oll; s
Il est alors facile de vérifier que ’on a bien définie, pour tout «, une solution de (2). O

Remarque. L’infinité des solutions peut s’obtenir, sans introduire un o, en observant simplement qu’il y a
une infinité de couples (c,d) qui sont solution de cay...a,, + 1 = dr, avec c et d positifs.



Probleme 3

Soient (X, B, 1) un espace de probabilité et 7' : X — X une application mesurable préservant la
mesure j, ¢’est-a-dire que p o T~! = p. Le quadruplet (X, B, i, T') est dit systéme dynamique mesuré.

Un élément A de B est dit invariant s’il vérifie 7-!(A) = A. La sous-tribu de B constituée des en-
sembles invariants sera notée 7.

Le théoréme ergodique de Birkhoff énonce que pour toute fonction f € L*(u), pour p-presque tout ,
ona

lim — Z f(Tmz) = E(f]T).

N—oco N

De plus, si f € LP(u), 1 < p < oo, la limite ci-dessus existe aussi au sens LP.

Une suite de variables aléatoires (M, ),,>1 définies sur (X, BB, 11) est une martingale si
n Z 17 E(M71,+1|M17 e ,Mn) = Mn

Le théoréme de Doob énonce que si la martingale (M, ),>1 est telle que sup,,~; E|M,| < oo, alors M,
converge presque stirement. De plus, si sup,,~4 E|M,|P < oo avec 1 < p < o0, alors M,, converge aussi
au sens LP.

Dans la suite, on se donne (p;, )nen, une suite décroissante d’éléments de [0, 1] telle que Y p,, = oo, et
indépendamment de (X, B, ), une suite (&, ),cn de variables aléatoires indépendantes telle que pout tout
n € N, &, suit une loi de Bernoulli de paramétre p,,, i.e. P(§, = 1) =p, =1 —P(§, = 0).

On considere 1I’ensemble aléatoire
x={neN:§ =1}

Pn
(pl + - ""pn)c

2. Montrer que pour toute f € L?(u), on a presque siirement, pour y-presque tout

1. Etudier la convergence de Z

n=1

pour ¢ > 0.

lim 71 Z f(T"z) = E(f|T),

N—o00 |X N [ N” nEXNL,N]

et que la limite existe aussi au sens de L?(u).

Solution de I’auteur : 1. Soit ¢ > O et f : R — R, continue et décroissante, telle que f(n) = p,
pour tout entier n > 1. Soit F' une primitive strictement positive de f. La fonction f/F°¢ = F'/F¢ est
décroissante. Il vient alors par comparaison successivede Y _, f(k) avec F'(n) puisde >, _, f(k)/F(k)®
avec n’importe quelle primitive de F’/F° évaluée entre 1 et n, e.g. F17¢/(1 — ¢) si ¢ # 1 et log(F) si
¢ =1, que lim,,_, o, FI(n) = 400 puis que la série Znoozl pn/(p1 + -+ + pp)° converge si et seulement si
c>1.

Autre approche pour le cas ¢ > 1. Soit s, = p; + - - - + pg. Sans perte de généralité, nous supposons
ici que p; > 1 de sorte que s; > 1 pour tout & > 1.
Cas c = 2 : La convergence est due a I’inégalité

oo

> " 1 1 1 2
Erep B L6

Sk—
e \Sk—1 b1

Cas ¢ = 1+ .- : Comme le terme général de la série est une fonction décroissante de c, il suffit de

montrer la convergence de la série pour une suite de ¢ > 1 décroissante vers 1. Prenons ¢ = 1 + E



(m = 1,2,---). Nous démontrons la convergence en utilisant une idée similaire a celle utilisé dans le cas
c = 2. La formule

a™ —pm = (a_b)(amfl+amf2b_’_”.+abmf2_’_bmfl)

permet d’obtenir

1— 1/771( ]1C/m l/m)

Dk = Sk — Sk—1 < ms,, SL_1

On a alors

e ens S ()
Trijm =M lmlm <1m_1m>:1m‘
k=2 3k+/ / / k=2 Sk/l Sk/ p1/

2. Fixons x € X et considérons la martingale

i: (& — pi) f(T*2)

T _
XE =
Sk

9

k=1

qui est une somme de variables aléatoires indépendantes et centrées. Comme E(&,, — p,)% = pn(1 — py),
ona

k=1 sk
d’ ol

z p
[ suwpBlxzPauo) < ||f||22 el p) o,

La derniere inégalité est due a (1) et au fait que f € L2(u), et ’avant derniére inégalité utilise la T'-

invariance de la measure y. Par conséquent, pour p-presque tout z, la martingale X est L2-bornée, et donc

converge p.s. d’apres le théoréme de Doob. En d’autres termes, la série ), w converge [i-p.p.

p-s, et donc p.s. u-p.p. par le théoréme de Fubini. Alors, comme lim,, o S, = +oo d’apres le lemme de
Kronecker, p.s. p-p.p.
iy k=t (€ —pe)f(TH2)
im 5
n—oo Zk:l pn
D’autre part, comme p,, | 0 et > pi, = oo, le théoréme ergodique de Birkhoff implique que

=0. 2)

p—p.p. lim w = lim 1 zn:f(Tkx) =E(f[J) 3

n— 00 n—oo n
Zk:l Pk P

(la premiere égalité s’obtient a 1’aide d’une transformation d’ Abel, dans laquelle on injecte le fait que pour
toute > 0onan(E(f|T) —e€) <Y p_, f(T*z) < n(E(f|J) + €) pour n assez grand, puis en prenant la
transformé d’ Abel dans le sens inverse).

Nous pouvons maintenant conclure pour la limite p.s. p-p.p. a partir de (2), de (3) et des égalités sui-
vantes

S s =Y aste): i A0y @)

nexN[1,N] k=1 Zk 1Pk

La derniere égalité correspond au cas particulier de (2) ou f est identiquement égale a 1.
La L2-convergence se démontre de méme, car (2) et (2) et (3) restent vraies pour la L?-convergence.

Remarque. Le probléme suivant reste ouvert : trouver une condition necessaire et suffisante sur (p,,)
pour que la propriété suivante ait lieu : il existe un éveément €2, de probabilité 1 telle que pour tout w € g,
pour tout systéme dynamique (X, B, u,T) et pour toute f € L?(u), la limite envisagée au probleme 2
existe p-p.p. (resp. au sens de L?).



Solution de I’équipe ALE :

Question 1

On va traiter lescas ¢ > letc < 1,onnote S;, = p1 + - -+ + Py

— ¢ > 1:0n va faire une comparalson serle—mtégrale La fonction ¢ % est décroissante sur R , on
Pn __ Sn—=Sn-1 Sn
Sy S5 o fsn 1 SC < Sn—1 tc puis :

N SN e’}
n _ P1 dt - dt
Sk TR [ few

1

a donc

La série converge donc.
— ¢ < 1:Comme S, tend vers I’infini, £ S" > E 5 > 0 a partir d’un certain rang. On en déduit que si
la série diverge pour ¢ = 1, elle dlvergera pour tous les ¢ < 1.

On va montrer que la suite des sommes partielles n’est pas de Cauchy :

n+p n+p n+p
DPn Sk — Sk—1 S 1 g Sh
E = = E > E k= Sk—1=1—
n Sn k=n-+1 Sk Sn+p k=n-+1 Sn+p

Or pour tout n on peut prendre p grand pour que .S, < % donc

DN | =

sup |Sp4p — Sn| =
P

- P . .
La série ) i Tp)e converge si et seulement si ¢ > 1.

Question 2

On va commencer par dter I’aspect dynamique au systeme, et regarder d’abord une version non dyna-
mique et déterministe, puis une version non dynamique mais probabiliste, pour en déduire le résultat.
On commence par un résultat technique qui sera tres utile.

Lemme. Soient (pn)n21 une suite strictement positive décroissante vers 0 et (un)n>1 une suite convergeant
au sens de Césaro vers un réel | € R. Alors
— Si > poy Pk = o, alors .
—1 Prug
D k=1 _

ZZ:1 Pk

— Siy e Pk < 00, alors la série Ek>1 LUy est convergente.

Démonstration. Clairement, on peut supposer [ = 0. Posons, pour n > 1,

Cn = Zuk’ n—zuk,50—0

On observe que

N N N N-1
D vk =Y pr(Sk—Sk1) = >_PkSk— > prt1Sk
k=1 k=1 k=1 k=1

N-1

= pNSN + Y k(P — pra)Cr
k=1

=pNSN + 2,



On suppose que la somme des p,, est infinie. Comme C' tend vers 0 et comme Npy < Zzzl Pks PNSN

est négligeable devant 22;1 pr- Observons maintenant que la suite k(px — pgr1) est positive et que pour
toutq > 1,

N N

4 q
sup > k(pk — pr41) =SUD D Pk — PN41 = SUD D Dk — qPN+1 = D Dk
N k=1 N k=1 N =1

Ainsi la série des k(pr — pr+1) est également divergente donc Z,, est négligeable devant la somme partielle
de la série, qui est elle-méme dominée par la somme partielle des py.

Ainsi,
N N
Zpkuk =0 (Zm) .
k=1 k=1

On suppose que la somme des p,, est finie. Alors on sait que k(py — pg+1) est positive sommable comme
ci-dessus, donc puisque C}, = o(1), la famille des k(py, — pr+1)C} est sommable. D’autre part, on sait que
Npon < ZiZNH pr = o(1), donc par décroissance de p et puisque C,, = O(1), NpnyCn = o(1), ce qui
conclut.

O

Lemme. Soit u une suite telle que u et u? convergent au sens de Cesaro. Soit v, = (p1 + ...+ pn)72/3.
Alors presque siirement

al 1
> (& — pr)un =o(-).
k=1 "

Démonstration. Posons, pour n>1,T,= (& — pn)unvn. Les T;, sont indépendants centrés et E[T] =
pn(l — pn)v u? < ppv2uZ. Comme la suite pv? est décroissante et que la somme de la série de terme
général p,v? est finie, et que u2 converge au sens de Césaro, on a que

o0
> R[T}] < oo
k=1
En particulier, S,, = 22:1 T}, est une martingale qui converge presque siirement et dans L? vers une
variable aléatoire L? S... On a alors
1
>k isk‘sk ey oy
Uk P o Vk+1
S ( ) 1)
Vk+1 Vg

La suite des vkjl — vy 1 est positive, décroissante (inégalité des pentes car x — 2:2/3 est concave), et
la somme des termes de 1 & n est équivalente a v, ! donc diverge vers 'infini. Comme Sy — S, presque
slirement, on a donc presque sirement

i<—5k> ( L 1) _ “Seotoll) _ =Snto(l)

=1 Vk+1 Vg Un Un

ce qui conclut. 0

En particulier avec © = 1, on voit que 22:1 &, est presque slirement équivalente a p1 + ... + Dy, et
donc v;; ! est négligeable devant cette somme.
Il s’ensuit que :



Proposition. Soit u une suite convergeant au sens de Césaro vers | € R telle que u? converge également
au sens de Césaro. Alors presque siirement :

ZkN:Jb(fkuk) 1
Zk:1 gk

Démonstration. 11 suffit de le montrer, par ce qui précede, lorsque le dénominateur est > ;_, pi. Or, par le
résultat précédent et le lemme technique, on a

kauk =o(v +Zpkuk (I +0(1)> p.
k=1

Soit maintenant f € L?(u). Soit Y I’ensemble des z tels que pour g € {f, f?}
1 n
=3 g @) — Elgl#().

Par la proposition, on a presque slirement

|>m |Z£ka’“ ) = E[f[.7].

Or, I’ensemble C des (z,&) € X x {0;1}] tels que = € Y et la propriété ci-dessus est vérifiée est
mesurable pour la tribu produit naturelle. On a vu de plus que pour p-presque tout z, {¢ € {0; 1}, (z,€) €
C'} est de mesure pleine. Par conséquent, C' est de mesure (produit!) pleine, et on a donc

1= [ wCaare)

ouCe = {x €Y, (z,£) € C}. Comme p est de masse totale 1, on a donc presque stirement p(Ce) = 1, ie
On a presque siirement y-presque partout :

n

> &(foT*) — E[f].7].

Ix N [15n]] &

Supposons maintenant f € L. Alors chacun des termes de la suite (de fonctions L?) est majoré par
|/l >, et donc on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, de sorte que presque siirement
dans L2 :

n

mzwom S E[f|.7].

k=1

Enfin, si f € L?, e > 0, il existe g € L> avec ||g — f||z> < e. Alors presque sirement

# n . ~ # n B . " ~ )
|Xm;n”;£k(f T*) ~ E[f|.7] L2< XQ[MHZW g)oT L2+||E[f 9171l
|Xﬁ |Z§k gOT [g‘]] L
\Qe—i—o(l)

On a donc presque slirement pour tout p
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1 - -
mZﬁk(fOTk)—Emf] <277 +o0(1),
X ) st L2
et donc presque sirement
1 n
mZﬁk(fOTk)—]Emf] — 0.
X ) P 2
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Probleme 4

Pedro et Dilma jouent au jeu suivant dans la boule unité fermée (euclidienne) B de R?. Pedro commence
en choisissant un point P; de B, auquel Dilma répond en choisissant une droite D¢ passant par P;. Pedro
joue ensuite un point P, de B situé sur D1, auquel Dilma répond par une droite Do passant par Ps. Les
deux joueurs jouent ainsi une infinité de tours, de maniere a produire deux suites (P, ),>1 et (Dy)n>1 de
points de B et de droites. Dilma est déclarée gagnante si la suite (P, ),>1 converge. Dans le cas contraire,
Pedro est déclaré gagnant.

L’un des deux joueurs possede-t-il une stratégie gagnante ? Si oui, lequel ?

Solution de ’auteur : La solution qui suit est tirée de ’article suivant :

J. Maly et M. Zeleny, A note on Buczolich’s solution of the Weil gradient problem : A construction
based on an infinite game, Acta. Math. Hungar, 113(1-2), 2006, 145-158.

On n’attendait pas nécessairement des participants qu’ils puissent élaborer une preuve aussi sophisti-
quée, et de fait, aucune équipe n’est parvenue a résoudre le probleme. En revanche, plusieurs équipes sont
parvenues a établir quelques résultats partiels, et ont été récompensées pour cela.

Un exemple de tel résultat est obtenu en étudiant ce qui se passe lorsque Dilma joue systématiquement
la droite passant par P, et perpendiculaire a la droite (Ogz P). On pourrait s’attendre a ce que cette stratégie
soit gagnante pour Dilma car elle semble lui permettre de contraindre Pedro a converger sur le cercle unité.
Cependant, on peut alors montrer que Pedro peut s’échapper en tournant indéfiniment.

Malgré ce résultat assez contre-intuitif, il est toutefois possible de montrer que Dilma possede bien
une stratégie gagnante. Cela signifie que quels que soient les mouvements de Pedro, elle parvient a faire
converger la suite (P, )n>1.

On définit, dans le plan euclidien, les notions suivantes :

1. B(x,r) (resp. B(x, 7)) la boule ouverte (resp. fermée) centrée en z et de rayon .
2. Pour 2 € R%, 7 > 0, w € B(Ogz,7) \ {Opz}

E(z,r,w) = {x € B(z,7) : (w—2)-w > |w|?*}

Une partie de cette forme sera appelée gommette par la suite. Elle est obtenue en considérant la
boule fermée B(z, ), en prenant une droite qui ’intersecte et ne passant pas par z. Dans la boule, la
droite détermine deux composantes connexes. E(z,r,w) est le complémentaire de I’adhérence de
la composante connexe de z.

3. La fronticre de la gommette se décompose naturellement en un bord droit (la corde, formellement
L(z,r,w) = {z € B(z,7) : (w—z)-w = ||w||?}) et un bord courbe (I’autre partie de la frontiere).

4. Si E(z,r,w) C E(2,7,w') sont deux gommettes partageant le méme bord droit, la différence
E(Z, 7", w') \ E(z,r,w) est une banane.

12



5. Une gommette est inscrite dans une banane lorsque son bord courbe est inclus dans le bord externe
de la banane, et que son bord droit est tangent au bord interne de la banane.

6. Une droite d est admissible relativement a une gommette lorsqu’elle I’intersecte sans intersecter son
bord droit.

Le résultat crucial sur lequel s’appuie la démonstration est le lemme suivant (dont la preuve, qui n’est
pas présentée ici, est un peu fastidieuse mais pas difficile) :

Lemme. Soit E une gommette. Alors elle peut étre partitionnée en une infinité dénombrable de bananes
(Bn)nen suivant le schéma suivant :

A‘AN‘@ ') < JZ- &n:«vvx(ﬁ\,

de maniere a ce que toute gommette inscrite dans une banane de la partition soit de diametre au plus
idiam(E).
NB : Cette partition est infinie “du coté du bord droit” mais finie “du cété du bord courbe”.

La démonstration s’effectue alors comme suit : Considérons une partie jouée par Dilma et Pedro. Pedro
souhaite diverger, donc il va, a une étape de jeu, jouer un point P différent de Ogz. Dilma répond alors de
la maniere suivante : Elle considere une gommette 2 dont le bord droit sépare P et Og=. Elle partitionne
ensuite cette gommette comme le prescrit le lemme. Le point P appartient alors a une certaine banane
de la partition, & I'interieur de laquelle on inscrit une gommette £’ contenant P et telle que diam(E’) <
%diam(E). Dilma joue enfin une droite d passant par P et admissible pour E’.

13



Deux options se présentent alors & Pedro : Soit il joue tous ses coups suivants dans F’, soit il en sort.
Dans le premier cas, Dilma reproduit la stratégie précédente dans E’, et elle finit par gagner car les points de
Pedro sont contenus dans une suite décroissante de compacts dont le diametre tend vers 0. Dans le second
cas, Pedro sort de E’, mais relativement a la partition en bananes effectuée par Dilma, cela le rapproche du
bord, et il va donc rester a I’intérieur d’une des bananes extérieures (qui sont en nombre fini) pour jouer
tous ses coups. Dilma applique alors, a nouveau, la stratégie précédente. [

Ce probleme n’a été résolu par aucune équipe (cf. le commentaire en début de solution).
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Probleme 5

Soit (22, F,P) un espace de probabilité. Une marche aléatoire sur Z est une suite aléatoire S = (S, )nen
telle que Sy = O et

avec (X;);>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans Z indépendantes et de méme loi, définies sur
Q. On dira que la marche est symétrique si

YneN P(X;=n)=P(X;=-n).

On peut montrer et on admet ici qu’une marche aléatoire ne peut avoir que deux comportements pos-
sibles :
— ou bien, presque slirement, la marche aléatoire passe une infinité de fois par O, et on dit que la
marche est récurrente.
— ou bien, presque slirement, la marche aléatoire ne passe qu’un nombre fini de fois par chacun des
sites de Z et on dit que la marche est transitoire.
On se demande dans ce probleme si la marche obtenue en sommant deux marches aléatoires indépendantes
transitoires peut étre récurrente, et si la marche obtenue en sommant deux marches aléatoires indépendantes
récurrentes peut étre transitoire.

Pour déterminer, suivant la loi de X, le comportement de la marche aléatoire, on dispose d’un critere
analytique dfi a Chung et Fuchs, que nous admettons :

1
. - d
la marche aléatoire .S est transitoire <= R < / 1 L
0 1—

E[eiyxl]) < +00.

Dans le cas d’une marche aléatoire symétrique, ce critere se reformule de la facon suivante :
—1
1
la marche aléatoire S est transitoire <= / Z P(X; =n)(1 — cos (yn)) dy < +o0.
0

n>1

1. On suppose que X est intégrable.
Montrer que la marche aléatoire S est récurrente si et seulement si E[X;] = 0.

2. Dans cette question, on suppose qu’il existe a > 0 et ¢ > 0 tels que, quand n — 400,

C
n1+o¢ :

]P)[Xl = ’/L] = ]P)[Xl = —n] ~

Pour quelle(s) valeurs(s) de « la marche aléatoire S est-elle récurrente ?

3. Peut-on construire deux marches aléatoires S et S’ sur Z, transitoires, indépendantes mais de lois
différentes, telles que S + S’ soit récurrente ?
Est-ce possible si S et S’ sont des marches aléatoires symétriques ?

4. Peut-on construire deux marches aléatoires S et S’ sur Z, symétriques, récurrentes, indépendantes
mais de lois différentes, telles que S + S’ soit transitoire ?

Solution de ’auteur : Une marche aléatoire sur Z est une suite aléatoire (S, ),en telle que Sop = 0 et

avec (X;);>o une suite de variable aléatoire a valeurs dans Z indépendantes et de méme loi. On dira que la
marche est symétrique si pour tout n entier, P(X; = n) = P(X; = —n).

Pour étudier le comportement de .S on peut s’intéresser au nombre de passages de .S en un site k € N :
N, kS = 27010:1 1g, =k. On sait que (selon la loi de X) il y a deux possibilités pour le comportement de .S :
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1. Ou bien, presque siirement, pour tout k dans Z, IV, ,f = +400. On dit alors que la marche est récur-
rente. C’est par exemple le cas de la marche aléatoire simple.

2. Ou bien, presque sirement, pour tout = dans Z, N < oo (et méme on a alors E[N7] < +00). On
dit alors que la marche est transitoire (on a alors lim inf |S,,| = +00 p.s.).

Un critere classique pour déterminer si une marche est récurrente ou transitoire est dii a Chung et Fuchs :

1
d
R </0 Wzizﬂﬁ] < oo) < (S est transitoire)

Dans le cas d’une marche symétrique, on peut le reformuler ainsi :

| »
0 2nz1 P(X1 =n)(1 = cos(ynt))

< 00 | < (S est transitoire)

1. Montrer que si X; est intégrable. La marche S est récurrente si et seulement si E[X;] =

0.
2. Dans cette question on suppose qu’il existe a, ¢ > 0 tels que P(X; = n) = P(X; = —n) ~ %%
avec c,, une constante. Trouver les valeurs de o pour lesquels la marche est récurrente.

3. Peut-on construire S et S’ deux marches aléatoires transitoires sur Z indépendantes mais de lois
différentes telles que S + S’ soit récurrente ? Est-ce possible si S et S’ sont symétriques ?

4. Peut-on construire S et S’ deux marches aléatoires symétriques récurrentes sur Z indépendantes
mais de lois différentes telles que S + .S’ soit transitoire ?

Solution :

1. Si E[X;] = 0, on utilise le critere de Chung-Fuchs. Par dérivation sous le signe E, on sait que
E[e?X1] est dérivable et sa dérivée en 0 est E[X;] = 0 donc 1 — E[e?¥*1] =, ¢ o(y) donc la partie
réelle de son inverse n’est pas intégrable. La marche est récurrente.

Si E[X;] # 0, 1a loi forte des grands nombres nous assure que presque siirement .S,, ~,, E[X;]n et
donc S,, tend vers I’infini, la marche est transitoire.

2. Si f =< g désigne le fait qu’au voisinage de 0, il existe 2 constantes ¢, C' > 0 tels que cg(t) < f(¢) <
Cyg(t) alors

242
_ yn-t 2 _
ZIE”(Xl =n)(1 — cos(ynt)) < Z W—FO( Z nlﬁ) =t
n>1 1<n<[1/t] n>|1/t|
dont I’inverse est intégrable ssi & < 1 ce qui prouve que la marche est récurrente ssi o > 1.
3. S, = netS] = —n sont deux marches aléatoires indépendantes transitoires dont la somme est la
marche récurrente S,, = 0.
Dans le cas symétrique, montrons que c’est impossible. Pour une marche symétrique, E[e?*X1] est
automatiquement un nombre réel dans [—1; 1] qui est positif pour ¢ assez petit par convergence
dominée (E[e**1] — E[e?*X1] = 1). Pour des nombres entre 0 et 1 on a toujours 1 —ab > 1=21=0
donc pour ¢ assez petit,

1 - E[e"XH5D] = 1 — B[ R[] > (1/2)(1 — E[e™)).

Si la premieére marche est transitoire, ce dernier terme est d’inverse intégrable et donc c’est aussi
le cas pour le premier terme. Ainsi, si elles sont symétriques, dés que 1'une des deux marches est
transitoire, la somme des 2 1’est aussi.

4. Nous allons construire deux marches S de pas (X;);>1 et S’ de pas (X]);>1 indépendantes symé-
triques. Telle que pour deux constante ¢ et ¢/,



Cela garantit déja que S + S’ est transitoire, en effet :

1= E[eX0)] > (1/2)(1 - E[e"*] + 1 - E[e"™]) < Y n*?(1 — cos(ynt)) = t3/2

n>1

qui est intégrable (on a réutilisé le raisonnement de la question 2)

Il faut maintenant choisir correctement la loi de X et celle de X. On va définir par récurrence une
suite d’entiers 1 = Ay < A; < As < ... On pose ensuite [ la sous partie de N qui est la réunion
des intervalles { Ag;; Ao; + 1;... Ag;41 — 1} et on pose

c
/
P(X! = —n) =P(X| =n) = ——1
i = 7= i =M= 5y ingl

ol ¢ et ¢’ sont des constantes de normalisations. Ces lois vérifient la bonne condition pour que la
somme des deux soit transitoire.

Montrons qu’un bon choix des A; fait que ces marches sont récurrentes :

1
/ (D P(Xy = n)(1 - cos(ynt)))'dy

0 n>1
1 y2n22 .
2/0( Z P(X, =n) 5+ Z P(X; =n)2) 'dy
1<1’L<A2171 n>Ag;
1 242
yn“t 2
> Y B> oy
0 1<n<Anis n>Az;

mais dans cette derniere expression si on fixe Ag;_1 lorsqu’on fait partir Ao; vers ’infini I’intégrale
tend par convergence monotone vers I’infini. Donc on peut fixer la valeur de As; (en fonction de
celle de A,; 1) pour que cette intégrale soit plus grande que i. Si on fait ¢a pour tout ¢ I’intégrale sera
plus grande que ¢ pour tout ¢ et donc sera infinie. Il faut suivre la méme démarche simultanément
pour s’assurer que X sera récurrente cela fixera les As; 11 en fonction des As;.

Intuitivement : la marche des pas de taille < Ag;_; est récurrente (car a support fini) donc quitte a
augmenter A; on diminue la proba qu’un saut plus grand ait lieu mais on peut diminuer la proba
tellement qu’il sera trés improbable qu’il y ait un de ces grands sauts avant que la marche A,; n’ait
fait de multiples passage en 0. Chaque échelle de saut a le temps de "récurrer” avant que 1’échelle
suivante bouge.

Ce probleme n’a été résolu completement par aucune équipe ; aucune n’a répondu de facon satisfai-
sante a la question 4.
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Probleme 6

On considere une goutte d’encre sphérique (ou circulaire en dimension 2) immergée dans un fluide. Le
fluide est en mouvement, avec un champ de vitesse connu, constant dans le temps, et régulier par rapport a
la variable d’espace. On suppose aussi que le fluide est contenu dans une structure bornée et que la vitesse
du fluide le long de cette structure est nulle.

La goutte d’encre est transportée et déformée par le champ de vitesse (les effets de diffusion et gravité
sont supposés négligeables). Le probleme est de décrire des caractéristiques qualitatives et quantitatives
de la goutte au fur et a mesure de son évolution. Spécifiquement, on considere les exercises/questions
suivantes :

1. Montrer que la goutte ne touche jamais la structure.

2. La connexité de la goutte est-elle préservée au cours de son évolution ? Et sa simple connexité ?
3. Comment le volume de la goutte varie-t-il au cours du temps ?
4

. Trouver un exemple de champ de vitesse réaliste (en un sens a justifier) pour lequel la goutte perd,
a partir d’un certain temps, son caractere convexe.

5. Montrer que, en dimension 2 et pour des temps petits, la goutte reste convexe. Caractériser, en
fonction du champ de vitesse ou de quantités déduites du champ de vitesse, le temps maximal
pendant lequel la goutte reste convexe.

6. Le champ de vitesses préserve en tout temps certaines propriétés de la goutte, comme sa compacité,
la régularité de son bord, etc. Trouver un (ou plusieurs) champ de vitesses qui, asymptotiquement en
temps long, font tendre la goutte vers une forme géométrique pour laquelle une ou plusieurs de ces
propriétés ne sont plus respectées. On ne demande pas ici de trouver un champ de vitesses ‘réaliste’.

Solution de I’auteur : Toute la modélisation repose sur le flot associé au champ de vitesse « du fluide, c’est
a dire la fonction ¢ — F}(Z), pour Z dans la région couverte par le fluide, solution de I’EDO

dF;

CL@) =ulR(@) e F@) =7

Ce flot décrit le transport d’un matériau par le fluide. Précisemment, F} (%) est la position au temps ¢ d’un
point matériel situé en Z au temps initial. Si B est le domaine initial de la goutte d’encre, F}(B) est le
domaine qu’elle occupe au temps ¢ et les questions tournent donc autour de la description des propriétés de
Fy(B).

1. La goutte ne touche pas la structure

Si Q est le domaine dans lequel le fluide évolue, 052 est la structure qui le contient. L’hypothése dit que
u = 0 sur 0f). Cela implique, par unicité de la solution de I'EDO,

Vi€, VteR, F(j) =7 5)

(i.e. ¢ est un point stationnaire du champ de vitesse : @(g) = 0). Ainsi, si & € il ne peut exister de temps tel
que F;(Z) € 0. Sans ca, on aurait §f = Fy(Z) € 0Q et, par (5) et propriété du flot, ¥ = F_,(¢) = & € 012,
ce qui n’est pas possible.

Ainsi, aucun point de B C 2 ne peut se retrouver transporter par le flot sur la structure, et la goutte
reste contenue dans ).

Ceci montre aussi que le flot reste contenu dans le compact €2 sur lequel @ est régulier, et donc que
t — Fi(Z) existe pour tout ¢t € R.
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2. Connexité

La préservation de la connexité est triviale : puisque & — F;(Z) est continue (propriétés de régularité
du flot), F;(B) est connexe puisque B est connexe.

La simple connexité est moins triviale. En général, I’image par une fonction continue d’un ensemble
simplement connexe n’est pas simplement connexe; par exemple, [0, 27] est simplement connexe mais
exp(i[0, 27]) = cercle unité dans R? n’est pas simplement connexe. Cependant, F; n’est pas qu’une fonc-
tion continue, c’est en fait un homéomorphisme de €2 avec F;l =F_;..

Si on prend une courbe fermée «y : [0,1] — F;(B) alors F_; o+ : [0,1] — B est une courbe fermée,
pour laquelle (par simple connexité de B) il existe une homotopie & : [0, 1] x [0, 1] — B telle que (0, -) =
F_sovyeth(l,-) = a(point fixé dans B). La fonction F; o h : [0, 1] x [0, 1] — F}(B) est donc bien définie
et une homotopie entre F;oh(0,-) = FyoF_;0y = ~yetlafonction constante Fyoh(1,-) = Fi(a) € Fi(B).
Cela prouve que F;(B) est bien simplement connexe.

3. YVolume

La question de déterminer 1’évolution du volume de F;(B) est moins évidente. Un théoréme de Liou-
ville bien connu en dynamique des fluides dit que les volumes sont préservés par les champ de vitesse
a divergence nulle. Mais on ne suppose pas cela ici... il faut établir un theoreme de Liouville généralisé
(moins connu que celui a divergence nulle).

En notant | - | le volume, ce théoréme dit dans notre situation que

d
Fy(B)

Il y a plusieurs approches possibles pour prouver cela. Cela peut étre fait de maniere trées géométrique, en
décrivant le mouvement infinitésimal de F}(B) a sa frontiere. Le plus simple est cependant d’utiliser une
EDO sur le déterminant Jacobien JF}; de F}, pour trouver une représentation de ce Jacobien.

Lemme (Représentation de J F}). Le déterminant Jacobien du flot F} satisfait, pour x € Q ett € R,

JF,(Z) = exp (— /0 div @(Fy(%)) ds) . ©)

Preuve. La différentielle du déterminant en une matrice A est la forme linéaire Ddet4 : My(R) — R
définie par :
VH € My(R), Ddets(H)=tr((A)TH),

ot (A")T est la transposée de la co-matrice de A. Différencier la propriété du flot Id = F_; o F; montre que
DF; est inversible avec (DFy(%))~! = (DF_;)(Fy(Z)). Ainsi, la relation entre la co-matrice et I’inverse
donne alors ((DF;(%))")T = det(DFy(Z¥))(DF;(%))~!, et donc, par différentiation de composition det
avec DF},

d o d . . -1 4 .
%JFt(x) = %det(DFt(x)) = JF,(2)tr ((DFt(x)) 1dtDFt(:E)) .
Différentier en espace 'EDO sur F} donne
d . Dy .

et on arrive, par propriété de la trace, a
d R - 1 - . ~ - . _.
%JFt(x) = JE (D)t ((DFt(x)) 1Du(Ft(x))DFt(x)) = JEtr(Du(Fy (%)) = JF(z)div d(F(X)).

Autrement dit, ’EDO sur le déterminant Jacobien de F} est :
d
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La formule (6) est obtenue en intégrant cette EDO (linéaire homogene d’ordre 1) et en utilisant JFj =
det(DF(0)) = detId = 1. O

Pour établir (6), on écrit ensuite, par changements de variables (puisque F} est un difféomorphisme de
Q)’

Lipm) =2 / JF(#) d = / div @(F, (7)) Fy(7) d = / div i#(§) dif.
dt dt /g B Fi(B)

Du coup, |F;(B)| est obtenu comme

|F,(B)| = |B|+/Ot (/mm divﬁ(f)da?) ds = |B|+/B </Ot JFS(a?)divﬁ(Fs(f))ds) di.

On retrouve |F;(B)| = |B| si div@ = 0. Si div @ est uniforme sur 2, donc div @ = C pour une constante
C €R, 4|F,(B)| = C|F,(B)| donne

|F(B)| = | Ble“".

4. et 5. Convexité

Pour la perte de convexité, il suffit de considérer un écoulement de Poiseuille. Cet écoulement est utilisé
comme prototype dans de nombreuses situations, et son aspect réaliste est justifié par le fait qu’il satisfait
les équations de Navier—Stokes incompressibles (avec conditions au bord homogenes).

Si le tube est horizontal entre y = —1 et y = 1, on a donc u(x,y) = (V(1 — y?),0) pour un V > 0
constant. Si on conside la boule B = B(0, 1/2), a partir d’un certain temps, le segment joignant (0, 1/3)
et (0,—1/3) n’est plus contenu dans la boule, car le point extréme a droite (—1/2,0) est passé a droite
du segment joignant F}(0,1/3) et F3(0,—1/3). La figure 1 illustre ceci (voir aussi la figure 2 pour une
simulation numérique).

FIGURE 1 — Ecoulement de Poiseuille, boule initiale et boule déformée par 1écoulement en un domaine
non-convexe.

Cela se voit plus rigoureusement en constatant que, pour cet écoulement, Fy (x,y) = (z+V (1—y?)t, y).
Ainsi, F;(—1/2,0) = (=1/2 + V't,0) et F;(0,£1/3) = (V(1 — (1/3)?)t,41/3). Ainsi, tous les points
du segment [F;(0,1/3), F;(0,—1/3)] ont pour abscisse V(1 — (1/3)%)t = SV, qui est plus petit que
I’abscisse —1/2 4+ Vt de Fi(—1/2,0) des que t > 9/2V.

La préservation de convexité de F;(B) peut étre étudiée en 2D a I’aide de la courbure de son bord (qui est
une courbe fermée simple puisque F; est un difféomorphisme). On constate d’abord que F;(0B) = OF;(B)
puisque F; est un difféomorphisme [quelques details de plus a donner peut-etre].

Une paramétrisation du bord de F;(B) est obtenue en envoyant par F; une paramétrisation du bord de
B (supposée de rayon r et centrée en 0), par exemple,

vt 8 € [0,21] = Fy(u(s)) € R?
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FIGURE 2 — Evolution d’une boule dans un écoulement de Poiseuille : en haut, position et forme initiale ;
en bas, position et forme finale.

o u(s) = re's. Comme F; préserve 1’orientation (car JF; > 0 par (7)), ; parcourt OF;(B) dans le sens
trigonométrique et la convexité de F;(B) est donc assurée si det(7;(s), i (s)) > 0 pour tout s € [0, 27].

Ona~(s) = DFi(u(s))p'(s) ety (s) = DFy(u(s))u" (s) + D2Fy(u(s)) (1’ (s), 4/ (s)) done
det(v4(s), 7/ (s)) = det(DFy(u(s))u'(s), DFy(u(s))p" (s))
+det[DFy(u(s))p', D* Fy(u(s)) (W' (s), ' (5))]
= det(DFy(u(s))) det(1'(s), u"(s))
+ det[DFy(pu(s))1' (s), D* Fi(pa(s)) (1 (5), 1/ ()]
= r2JFy(u(s)) + det[DFy(u(s)) 1 (5), D* Fy(pa(5)) (1 (5), 1'(5))] (10)
car det(p/(s), "' (s)) = r? puisque pu(s) = re’s.
On a D?Fy(¥) = D?1d = 0 et donc, pour ¢ petit, D} () reste petit, uniformément en # (par uniforme
continuité de (¢, ¥) — D?F;(¥)). Comme J Fy(&) = 1, le membre de droite de (10) reste bien positif, pour
tout s, des que ¢ est assez petit. Le premier temps ou ce terme de droite devient négatif pour un certain s

(temps qui peut étre déterminé a partir de ¥ uniquement, puisque F; est donné par ce champ de vecteurs)
correspond au temps de perte de convexité de la goutte.

6. Comportement asymptotique

On peut considérer un champ de vitesse qui transforme la goutte en carré (dont le bord n’est pas régulier,
contrairement a celui de la boule). Par exemple, dans I’ouvert (—1.5,1.5)2,

x
W) = e+ D=2+ D=9 | 7],
étendu par 0 en dehors du carré [—1,1]2. Voir Figure 3. Ce champ n’est que Lipschitz-continu, mais une
option lisse peut étre aisément obtenu par un changement du facteur de troncation (z+1)(1—z)(y+1)(1—

Y).
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FIGURE 3 — Champ de vitesse transformant une boule en carré.

FIGURE 4 — Evolution de la boule aux temps 0, 2, 6.

Solution de I’équipe Oubama : Dans un premier temps il convient de décrire le modele mathématique
sur lequel nous allons travailler dans la suite afin de nous intéresser aux propriétés qualitatives de la goutte
d’encre. Pour cela, nous allons dénoter par (2 la structure, vue comme un sous-ensemble borné (et que nous
allons supposer ouvert) de R? ou R3, et modéliser les mouvements de la goutte de la maniére suivante sous
la forme d’un systeme d’équations différentielles :
— Pour une particule = €  du fluide contenu dans la structure, on note v(x) € R? la vitesse du fluide
a ce point. On supposera que 1’influence de la goutte d’encre sur la vitesse du fluide est négligeable,
si bien que le champ de vitesse considéré restera constant au cours du temps.
— On considere alors qu’une particule de la goutte d’encre va évoluer selon le fluide, c’est-a-dire que
si z:(t) est la position d’une certaine particule de la goutte d’encre, son évolution spatiale sera décrite
par I’équation différentielle

(1) = v(x(t)) (11

On va supposer que le champ de vitesse est régulier. Plus précisément, on va demander les propriétés
suivantes a v : v est lisse(de classe C°°) sur I’adhérence €2 de la structure ; son extension par zéro en-dehors
de la structure est également lisse. Sous ces conditions, le théoreme de Cauchy-Lipschitz (voir Demailly,
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Analyse numérique et équations différentielles par exemple) nous permet d’affirmer que pour tout x € R,
il existe une unique solution au probléme de Cauchy

{ a(t)=v(x(t))
z(0)= =«

Comme les solutions de cette équation restent contenues dans un compact, (dans I’adhérence de 2 pour
xo € €1 qui est compacte ; sinon la solution est constante), on en déduit donc que ces solutions sont définies
en tout temps positif (par le lemme de sortie des compacts).

11 est donc possible de définir le flot (¢;);cgr associé a I’équation différentielle, c’est-a-dire la famille
d’applications de €2 dans Q qui a x associe ¢; () définie comme y(t) ol y est 1’unique solution de 1’équation
différentielle telle que y(0) = z (pour ¢ négatif on considere I’équation &(t) = —v(x(t))). Cette famille
d’applications va étre cruciale dans la suite puisqu’elle va nous permettre d’étudier la goutte d’encre dans
sa globalité au lieu de suivre chaque particule individuellement.

Evolution des propriétés de la goutte

Nous allons tout d’abord étudier quelques propriétés du flot de I’équation différentielle. De ces proprié-
tés de régularité du flot on obtiendra alors des propriétés géométriques de la goutte d’encre.

Propriétés du flot

Comme le champ de vitesse est supposé lisse, nous pouvons tout d’abord donner des propriétés de
régularité pour le flot :

Proposition. Pour tout temps t positif ou négatif. le flot ¢, vu comme fonction de R* dans R® est un
difféomorphisme global.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que I’unicité de la solution au probleéme de Cauchy nous donne
que pour tous réels ¢ et s, on a ¢ys = P © ¢5. Par conséquent le flot ¢, est bien une application bijective
de R? dans R¢, d’inverse ¢_;.

De plus cette application est lisse et différentiable de différentielle inversible en tout point : pour la
régularité du flot, ceci s’ensuit de la régularité du champ de vitesse en montrant par récurrence sur k > 1
que le flot est de classe C*. De plus, on a que pour tous z € R? et ¢ tel que D¢y () soit différentiable (ol
D¢y (x) est la différentielle de ¢; au point z),

9 det(Dou(x)) = det( Doy () Tr( Do)~ Do)

puisque I’application déterminant est différentiable en toute matrice M inversible, avec Ddet(M) - H =
det(M)Tr(M~YH) (ici M est la matrice D¢ () et H est la matrice Dv(x)).

Comme ¢y = Id est différentiable on en déduit que det(Dg¢:(x)) > 0 pour tout temps ¢, et donc que
D, (x) est inversible pour tout z dans RY. Par le théoréme d’inversion globale on obtient bien que ¢; est
un difféomorphisme global. O

De ces propriétés de régularité il est possible de déduire des propriétés topologiques d’ensembles,
comme le montre le résultat suivant :

Proposition. Soit 1) un difféomorphisme local. Alors :
— Uimage directe par 1) d’un espace connexe est connexe
— Dimage directe par 1) d’un espace simplement connexe est simplement connexe
— Ulimage directe par 1 d’un espace compact est compacte
— Uimage directe par 1 d’un ouvert borné a bord lisse est un ouvert borné a bord lisse
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Démonstration. On sait que si f est une application continue (resp. continue a valeurs dans un espace
séparé), et que C est connexe(resp. compact), alors f(C') est connexe(resp.compact).

Si f est de plus un homéomorphisme (f ! est continue) et C' est simplement connexe, alors f(C) est
simplement connexe également, puisqu’alors f induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux de
C(qui est trivial) et de f(C), avec fi : [7] — [f o v].

Pour la derniere assertion, il convient tout d’abord de définir la notion de domaine a bord lisse. Nous
adoptons la convention qu’un ouvert 2 C R? posséde un bord de classe C* lorsque pour tout = € Q il existe
U un voisinage de  dans R%, V un ouvert de R? et ¢ un difféomorphisme de classe C* entre U et V tels
que p(UNQ) =V N{y, >0}etp(UNN) =V N{y, = 0}. Dans ce cas le résultat est clair en prenant
¢ oL sur(Q). O

Propriétés géométriques de la goutte d’encre

Notons S I’étendue initiale de la goutte d’encre. Par définition du flot, la goutte d’encre plongée dans le
fluide occupera, en temps ¢, 1’étendue ¢;(.S). En combinant les propriétés vues précédemment, on en déduit
donc que :

Proposition. Les caractéristiques suivantes de la goutte d’encre sont conservées en temps fini : sa connexité
et sa simple connexité; sa compacité ; la régularité de son bord.

Il est intéressant de voir que ces propriétés sont conservées indépendamment de la forme sphérique/circulaire
initiale de la goutte d’encre.

Une autre propriété géométrique de la goutte d’encre qu’il est également pertinent de considérer est sa
convexité. Mais dans ce cas on n’a pas de conservation de cette propriété au cours du temps, comme le
montre I’exemple suivant :

Exemple. Considérons un fleuve dans lequel on a une force de courant. En régle générale, ce courant est
plus fort au centre du fleuve que sur le bord du fleuve. On considere alors I’évolution de la goutte d’encre
lorsque posée en surface du fleuve en adoptant la modélisation suivante : on considére comme structure
une bande [—1,1] x [—L, L] dans laquelle le champ de vitesse est décrit par v(z,y) = (0, —vo(1* — 2?)).
11 est alors clair que I’on a pour toute particule (x,y) initialement dans la goutte d’encre (qui est le
disque unité) ¢y(z,y) = (z,y — vot(I?> — 22)), et donc en particulier une particule (z,y) avec z,y > 0
initialement sur le bord de sphére traversera le segment entre les points initialement en (—1,0) et (1,0) en
%, rompant ainsi la convexité de la goutte d’eau dés que t > % (puisque

—(1—z2)/2 . Lo , . \ , .
pour tout t > % la particule initialement en (x,0) n’appartient pas a la goutte d’encre mais

appartient cependant a son enveloppe convexe). La convexité n’est donc pas conservée au cours du temps.

temps t =

On voit donc que la connexité de la goutte d’eau est une propriété géométrique qui n’est pas conservée
au cours du temps. Il est toutefois possible d’estimer la durée pendant laquelle la goutte reste convexe, dans
le sens de la proposition suivante :

Proposition. Considérons 2 ouvert borné de R? et S disque contenu dans Q. Soient a, b et c trois points
distincts sur le bord de S et cos 6y =< ﬁ, ﬁ > le cosinus de I’angle BAX.
Alors la particule initialement en x ne traverse le segment reliant les particules initialement en a et b

qu’en temps supérieur a
to

Tconv = SV
2[|Vo|

oil ||V’UH = sup ‘1}(.13) — U(y)|

, qui est fini puisque v est lipschitzienne.
TAYER |z —y|

Il est intéréssant de noter que cette propriété ne dépend pas non plus de la forme initiale de la goutte
d’encre.
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FIGURE 5 — La goutte d’eau peut perdre son caractére convexe

Démonstration. Posons

$1(b) — pi(a)  du(x) — ¢ula)

cos(f;) = >
= T16e0) = d1(@)[]” TToe(z) — du(a)l
le cosinus de I’angle formé par ces trois points. Par construction x ne peut traverser le segment formée par
a et b tant que cos 6, < 1.
Or cos 0, est différentiable avec

Ao () - ( (@) (D) — 6u(a) v(0e(®)) — v(gu(a))  u(@) — du(a)
ar o << 16:6) = de(@)] " T16e®) — o)l ~ = o) — (@l (@) — de(@)] >>
v(6e(0)) — v(64(a))  u(2) — du(a) V(6e()) — v(6u(@))  3i(b) — du(a)
TS Ta®) —a@l Te@ =@l = TS o) — e @l T9e0) — dn(@)]]
et donc
%cos@t =sin (< Vo, Uy >+ < V., Up >)
ouV = —vﬁféfzg ;Ed(’;)ﬁ)), U, de norme 1 et colinéaire a Hijgg:iizg\l — Hizggg:izgzgll cos 0, (et de méme

pour V. et Up) puisque || ”(M"L) izgzgll uﬁiégg—ﬁigzgn cos 0¢||? = 1 — cos(6;)? = sin(0;)2.
On en déduit donc que

d
£0t2<%)UI>+<VZEan>

puis que dans le cas 6y > 0, 6; > 6y — 2||Vvl|t, et par conséquent on a que §; = 0 impose d’avoir

t> 2HV - On en déduit donc le résultat souhaité. O

Propriétés quantitatives de la goutte d’encre

On va dans cette partie s’intéresser a des propriétés plus quantitatives de la goutte d’encre, comme
la taille de I’étendue de sa surface. I’évolution de ces quantités peut étre mesuré a I’aide d’une certaine
fonction du champ des vitesses de la maniere suivante :

Proposition. Norons V; = vol(¢4(S)) le volume de la goutte d’encre au temps t et P, son périmetre.

Alors p
—V; = / div(v)(z)d\(x) (12)
dt 64(5)
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out A est la mesure de Lebesgue et div(v) = Z:l 1 g”l est la divergence du champ de vitesse.
En particulier si le champ de vitesse est a dlvergence nulle alors le volume de la goutte d’encre est
conservé.

Démonstration. Par la formule de changement de variable,

= T) = e L((bt)i T
vis [ o = [ laeGEo )

ol det( (m)l) est le jacobien de ¢;. Or on sait que %det(%) = det( (m)l)TT((a“l) o ¢y) =
Tj J
det(%)dw(v) o ¢ puisque 1’application déterminant est différentiable en toute matrice M inversible,
avec Ddet(M) - H = det(M)Tr(M~1H) (ici M est la matrice (%) et H est la matrice (%) =
bt} J
((%z ) © ).

On en déduit donc que 4V; = [ |det( ‘W” )|div(v) o ¢rdA(x f¢ (5) Aiv(v)(@)dA(z).
O

Une autre quantité qu’il pourrait étre intéressant de considérer est le diametre de la goutte d’encre,
est-a-dire la distance maximale entre deux points de la goutte d’encre :

Proposition. Notons, pour tout temps t, Dy = sup |¢.(b) — ¢1(a)| le diametre de la goutte d’encre. Alors

a,be

Doe IIV¥IIE < D, < Dyel VeIl (13)

Démonstration. Soient a, b deux points de la goutte d’encre. Alors

v(:(b)) — v(¢1(a))
[1¢:(b) — p1(a)l|

Par le lemme de Gronwall on obtient donc les estimations ||b — al|e =!IVl < || (b) — ¢4 (a)|| < ||b —
al|e!V?IIt, Par conséquent on a bien le résultat attendu. O

%Hszﬁt(b) — ¢u(a)]] =< s 01(b) = di(a) ><|[Vol[ - [[¢e(b) — ¢ (a)]]

Avec la méme preuve, on peut de la méme maniere quantifier la distance entre le bord de la structure et
la goutte d’encre :

Proposition. Notons, pour tout temps t, d, = si%f . |b — &¢(a)]| la distance entre la goutte d’encre et le
acs,be

bord de la structure. Alors
doe VIt < q, < dgell VoIl (14)

En particulier la goutte d’encre ne touchera pas le bord de la structure en temps fini.

Généralisation des résultats

Dans I’étude précédente, nous nous sommes intéressés au cas d’une goutte plongée dans un fluide
contenu dans une structure plane ou tri-dimensionnelle. Il peut également Etre pertinent de se demander si
ces résultats restent vrais lorsque I’on considere que le fluide n’est plus contenu dans une telle structure,
mais sur une surface quelconque ou dans un solide quelconque, ou plus généralement dans une variété réelle
(lisse) de dimension 2 ou 3, notée M.

Dans ce contexte, le probleme se modélise de la méme facon a ceci pres que le champ de vitesse
v : {1 — () sera changé en un champ de vecteurs lisse X : M — T'M ou T'M désigne I’espace tangent de
M. Les propriétés de régularité du flot restent alors valables dans ce contexte (ces propriétés étant de nature
locale on peut se ramener a I’aide de cartes locales & R?, auquel cas les résultats ont été vu plus haut). On
peut donc appliquer la méme démarche que celle effectuée plus haut pour obtenir que
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Proposition. Dans le cas de variétés lisses, les caractéristiques géométriques suivantes de la goutte d’encre
sont conservées en temps fini : sa connexité et sa simple connexité ; sa compacité ; la régularité de son bord.
L’évolution de quantités telles que le volume ou le diamétre sont décrites par des équations

ivol(qﬁt(S)) :/ divXdg (15)
N 9:(5)

ou X est la divergence du champ de vecteur X, et

Doe VIt < D, < DoellVellt (16)

Etude asymptotique de la forme de la goutte d’encre

Les propriétés que nous avons étudié dans la partie précédente concernaient 1’état en temps fini de la
goutte d’encre. On est donc en droit de se demander que deviennent ces propriétés lorsque 1’on s’intéresse a
I’asymptotique de la goutte d’encre. On va en fait montrer que les propriétés que 1’on a vues précédemment
ne restent plus valables lorsque I’on considére le systeme en temps infini, en s’appuyant sur les exemples
suivants.

Exemple. On suppose que le fluide et contenu dans une structure symétrique par rotation autour de I’ori-
gine, avec un col a l’origine et un val sur le cercle de rayon 2, puis de nouveau un col sur le cercle de rayon
4.

Dans cette structure, le champ de vitesse du fluide est décrit par une fonction radiale et orientée depuis
lorigine vers le cercle de rayon 2, on peut par exemple penser & une fonction du type v(r) = r(2 —r) pour
r < 2ouv(r) =sin(mr).

Dans ce cas il est clair que si la goutte d’eau occupe initialement le disque centré en [’origine et de
rayon 1/2, toutes ses particules exceptée celle au centre vont migrer vers le val, seule position d’équilibre
stable de la structure. Par conséquent la goutte d’encre obtenue asymptotiquement est décrite par la réunion
du cercle de rayon 2 centré a l’origine et de l’origine. Cet objet n’est pas connexe (en particulier n’est
simplement connexe) et son bord intérieur n’est pas régulier.

FIGURE 6 — La goutte d’encre occupe la FIGURE 7 — Etat de la goutte d’encre apres
tache verte centrale un temps infini, en vert
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Probleme 7

Existe-t-il une mesure de probabilité sur le plan euclidien qui favorise les triangles acutangles (i.e. dont
les trois angles sont strictement aigus) ? Autrement dit, existe-t-il une mesure de probabilité sur le plan telle
que trois points choisis au hasard et de maniere indépendante forment un triangle acutangle non dégénéré
avec une probabilité qui dépasse % ?

Solution de I’auteur : La réponse est “oui”.

Etant donnée une configuration S = {x1, ...,z y} de N points du plan, soit a(S) le nombre de triangles
acutangles dont les sommets sont dans S. Considérons la mesure de comptage u(S) = % Zszl Oz, OU
0, est la distribution de Dirac. Alors trois points choisis au hasard et de maniere indépendante selon cette
mesure seront & des endroits différents avec une probabilité (N — 1)(N — 2)/N?, donc forment un triangle
acutangle avec une probabilité

_(N-DIV-2)
)

On construit dans la suite une configuration S de N = 3n points pour tout entier n. > 4 telle que

donc avec p(S) arbitrairement proche de 5/9 si n est assez grand. J’explique dans un commentaire 2 la
fin que, si la plus connue des conjectures sur les hypergraphes est vraie, alors 5/9 est optimal. Apres avoir
proposé la question au concours de la SMF, j’ai eu connaissance de la référence [2], qui contient une
construction trés voisine. Cette référence propose aussi (Theorem 4) la majoration P < % Curieusement,
les auteurs de [1] ne font pas le lien avec cette conjecture, alors qu’ils la connaissaient forcément et qu’elle
leur aurait permis d’améliorer cette majoration.

Notations. Le plan est R?, muni de sa norme euclidienne || |.
Pour X C R? on note Int X I’intérieur de X, bd X sa frontiere, conv X son enveloppe convexe et aff X
son enveloppe affine (le plus petit sous-espace affine contenant X).
Le segment conv {z, y} est noté xy et le triangle conv {z, y, z} est noté xyz. Un triangle est dit non dégé-
néré si son intérieur est non vide. Un angle est dit aigu si sa mesure est strictement inférieure a /2.
Etant donnés w € R2 et > 0, D(w, r) désigne le disque fermé de centre w et de rayon 7.
Pour  # y € R?, on note S(z,y) la bande ouverte de largeur ||z — y|| et contenant z et y sur son bord.

Soit H(z,y) = S(z,y) \ D(4L, ”xi;y”) De cette manigre, on a pour tout z € R? :
le triangle zyz est acutangle si et seulement si z € H(x,y).

L’angle orienté entre les segments orientés xy et xz est noté yxz. Les mesures d’angles seront toutes
choisies dans | — 7, 7]. Pour plus de fluidité dans le discours, on confondra parfois “angle” et “mesure
d’angle”.

Pour p,q € R? et § > 0, soit

Alp,q,6) = {m e R*: |m —p| = |l — p| et |mpq| < 6};

A(p, q,0) estun arc de cercle fermé d’ouverture angulaire 24 ; p est le centre du cercle, et g est le milieu de
I’arc.

Soit p; ps p3 un triangle acutangle, d’angles en p; notés «; et de longueurs de cotés r; = ||p;+1 — pi|| (@
est pris mod 3).

Avec 01 > 0 assez petit, on choisit les n premiers points x1, . . ., Z,, équidistants sur I’arc A(p2, p1, 61),
avec 1 et z,, aux extrémités. En posant £; = n‘s_ll ethy =rysiney, ona ||xgr1 — x| = 2hs.
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Sur la droite aff (p1 p2), soit ph # ph tels que |[p2 — ph|| = |lp2 — P4l = Sinw}iiigl), disons, avec

P € p1p2 (etdonc pa € p1py).
Soit R la figure de type “losange” définie par

Ry = Int conv ({p’Q,p’Q’} U D(pa, hl)).

sineg . oo : ~ _
TG < cosd; — sindy. Ceci entraine que Ry ne ren

contre pas D(@TIM w) le disque de diamétre 1 x,,. Ainsi, pour tous ¢,j € {1,...,n} distincts,
H(x;,x;) contient Ry.
A présent on cherche 2 > 0 tel que Ry contienne I’arc A(ps, p2, d2). Soit u I’extrémité de la portion

On choisit n > 4 et §; assez petit pour que

circulaire de bd Ry telle que pjupy = 7 et soit v le point d’intersection de bd Ry et bd D(ps,r2), avec
v € ply u. Posons § = p p3 v. Alors le triangle uvp, est rectangle en u, a un angle upv = az — g — 41 +e1,
un cOté upy de longueur hq, et une hypoténuse vp, de longueur 2r; sin g, donc

2r9 sin%cos (ozz — g — 01 +€1) = hy =rysiney.

Comme &1 = -2 < 9L et que la fonction u — 2 decroit sur [0, 7], on a
1 g 2 gp o
- sing; > & sin G
On obtient
211 i 9L in O
2 sin 5 < hy < 2rgsin § cos ag.
On choisit donc d5 tel que
. .
— sin 5 = 1o sin % cos ag. 17
Sur ’arc A(ps, p2, 2), on choisit les points z,1, ..., 2, comme précédemment (i.e. équidistants, avec
Zp41 et Topn aux extrémités de 1’arc). Alors, pour tous ¢,j € {n +1,...,2n} distincts, H(z;, x;) contient

Rs = Int conv ({pg,pg} U D(ps, h2))

N . 5 h :
ol hy = rysiney, €9 = 727, P € paps. ps € Pips et [[ps — psll = [lps — P51l = sz Soit 05 tel que
"2 gin %2 = rqsin & cos ag; 18
P 5 = r38in G cos as; (18)
alors R3 contient I’arc A(p1, ps, d3). Sur A(p1, ps, d3), on choisit les points x2,,+1, - . ., 3, cOmme avant,
et H(z;, x;) contiendra {z1,...,x,} pourtous ¢,j € {2n +1,...,3n} distincts dés que
—32 sin %" > rq1sin %1 cos (. (19)

En multipliant (17), (18) et (19), on obtient que cette condition est satisfaite des que

1
COS (X1 COS vy COS (vg < [CEER

3/2 T—og

On choisit par exemple a1 = n™>/*, as = a3 = 75, et 01 > 0 assez petit. Les points z; x; xj, forment
un triangle acutangle dans les quatre cas suivants (et seulement dans ces cas) :

G 0<i,j<n<k<2n,

i) n<i,j <2n <k <3n,

i) O<k<n<2n<i,j<3net
iv) 0<i<n<j<2n<k<3n,
ce qui montre que a(S) = 3 (3)n + n®.

Commentaire. La (3,4)-conjecture de Turan [7] est sans doute la conjecture la plus connue dans le
domaine des hypergraphes. L’ objet de ce commentaire est de rappeler cette conjecture et de montrer que la
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construction présentée ci-dessus est optimale si cette conjecture est vraie dans le sens suivant : le maximum,
sur toutes les configurations S a n points, du nombre a(S) de triangles acutangles est égal a 3 (Z)n +n3.

Une conséquence est que 5/9 est optimal dans le sens suivant. Etant donnée une mesure de probabilité
 sur le plan et trois points a, b, ¢ pris au hasard de maniére indépendante, notons P (1) la probabilité que
le triangle abc soit acutangle. Alors le supremum de P(y) sur toutes les mesures de probabilité z sur R?
est égal 5/9 si la (3,4)-conjecture de Turan est vraie.

1. Etant donné un entier n > 3, soit A,, le maximum de a(S) pour toutes les configurations .S & 7 points.
Une configuration S sera dite optimale si a(S) = A,,.

Pour chaque n > 3, soit p,, la proportion de triangles acutangles d’une configuration optimale a n
points : p, = A,/ (g) . On montre facilement que la suite (py, ), >3 est décroissante au sens large ; I’argument
est le méme que dans la preuve ci-apres. Posons p = lim,, ;o0 Dn-

Alors j’affirme que P(u) < p pour toute mesure de probabilité 1 sur R?. En effet, soit ;2 une mesure de
probabilité arbitraire sur le plan. Pour n arbitrairement grand, choisissons n points au hasard et de manicre
indépendante. Par linéarité, I’espérance du nombre de triangles acutangles est (g)P(u), et ce nombre est
au plus le maximum A,,, ce qui montre que P(u) < p,, pour tout entier n.

2. Un 3-hypergraphe uniforme, ou 3-graphe pour faire court, est la donnée d’un ensemble V' (les sommets)
est d’un ensemble E' de parties de V' a 3 éléments (les arétes). Soit ¢3(n,4) le nombre maximal d’arétes
d’un 3-graphe a n sommets ne contenant pas le 3-graphe complet sur 4 sommets comme sous-graphe induit.
Un exemple de 3-graphe a n sommets contenant beaucoup d’arétes sans contenir le 3-graphe complet sur 4
sommets peut étre construit ainsi : on divise V' en trois parties A, B, C les plus égales possibles, c’et-a-dire
de cardinaux respectivement a, b, c tels que |a — b|, |b — ¢/ et |c — a] sont tous au plus 1. On met maintenant
une aréte a chaque triplet (z,y, z) — et seulement a ceux-1a — tel que, ou bien (z # y € Aet z € B),
oubien (x #y € Betz € C),oubien (x #y € Cetz € A),oubien(x € A,y € Betz € C). En
additionnant, on obtient

a b c
> = .
ts(n,4) > T, Jmax (<2> b+ <2) c+ (2> a+ abc)

La (3,4)—conjecture de Turan est que t3(n,4) = T, pour tout n € N. Elle a été vérifiée pour tout n <
13 [6]. Cette conjecture impliquerait

. n 5
L= ngrfmtg(n,4)/ <3> =37~ 0.555.
La meilleure borne publiée pour L est ‘”ﬁm ~ 0.597 [1]. La borne 0.561666 est annoncée dans [5]. Une
difficulté est que, si n > 7, alors plusieurs autres 3-graphes atteignent ce maximum putatif [3, 4].

Notre construction ci-dessus montre que A,, > T, pour tout entier n > 3 (prendre un plus petit nombre
de points si n n’est pas un multiple de 3, ou si n < 12). Réciproquement, la borne A,, < t3(n,4) est im-
médiate : étant donnés quatre points a, b, ¢, d dans le plan euclidien, au moins un des triangles abc, abd, acd
ou bed n’est pas acutangle.

Références

[1] E Chung, L. Lu, An upper bound for the Turan number ¢3(n,4), J. Combin. Th. 87 (1999) 381-389.

[2] P. Erdos, M.J.T. Guy, J.H. Conway, and H. T. Croft, On the distribution of values of angles determined
by coplanar points, J. London Math Soc. 19, 1979.

[3] D. G. Fon-Der-Flaass, Method for construction of (3, 4)-graphs, Mat. Zametki 44 (4), 546-550 (1988)
[Math. Notes 44 (4), 781-783 (1988)].

[4] A. V. Kostochka, A class of constructions for Turan’s (3, 4)-problem, Combinatorica 2 (1982) 187—
192.

[5] A. A. Razborov, On 3-hypergraphs with forbidden 4-vertex configurations, SIAM J. Discrete Math.
24 (2010) 946-963.

30



[6] T. H. Spencer, On the size of independent sets in hypergraphs, Coding theory, design theory, group
theory, Wiley-Intersci. Publ., Wiley, New York (1993) 263-273.

[7] P. Turan, Eine Extremalaufgabe aus der Graphentheorie, Mat. Fiz. Lapok 48 (1941) 436-452. [8] P.
Turdn, Research problem.

Ce probleme n’a été résolu de facon compléetement satisfaisante par aucune équipe, méme si plusieurs
ont donné des éléments de réponse corrects et substantiels.
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Probleme 8

Un polyndme P de degré n > 1 est dit antisymétrique si P(—xz) = 2™ P(L) pour tout nombre réel non
nul z. Montrer qu’un polynome antisymétrique avec des coefficients entiers impairs n’a pas de racine sur le
cercle unité de C.

Solution de ’auteur : En écrivant
P(z)=ap+ a1z + -+ apa”,
on déduit de I’antisymétrie les relations
an_ = (—1)*a; pourtout k=0,...,n. (20)

En particulier, a,, = a9 = (—1)"a,, ; comme a,, # 0, on en déduit que n est pair.

Ensuite, nous avons a,, /o = (—1)"/2an/2 ; comme a,, /2 # 0, on en déduit que n/2 est aussi pair. On a
donc n = 4m avec un entier m strictement positif.

En raisonnant par I’absurde, supposons qu’il existe une racine u du module un de P. Alors, en utilisant
(20), I’égalité suivante a lieu :

m

m
0=u"2"P(u) = agm + Z A2m+25 (u? +u=2) + Z a2m+2j_1(u2j71 — T, 21
j=1 j=1

Comme la premiere somme est réelle et la seconde est purement imaginaire, on a nécessairement

m m
2 | 24y _ 2-1 _  —2j+1y _
anJrE Aom—2; (U™ +u j)fg omt2j—1 (U —uTITH) =0,
Jj=1

Jj=1

d’ol u est une racine commune des polyndomes
2m 2m
— 2j . 2j-1
Q(z) = E az;z) et R(z):= E Q12707
=0 j=1

Par conséquent, ils ont un commun diviseur M (z) de degré > 1 : le polyndme minimal de w.

En choisissant M tel que le plus grand commun diviseur de ses coefficients soit égal a 1, son coefficient
principal est impair, donc deg M > 1, méme si M est considéré comme un polynome a coefficients dans le
corps Fy := {0, 1} a deux éléments.

Comme polyndmes dans Fa[z], @ et R s’écrivent sous la forme

2m 2m
Q=) = Z 22 et R(z) = Zsz_l.
3=0 j=1

Par conséquent, M (z) divise zR(z) — Q(z) = 1, contradisant la relation deg M > 1.

Remarque. Une fin de preuve alternative, sans utiliser le corps ¥s[z] a été proposée par Pal Péter Palfy :
Comme u est une racine de Q(z) et de R(z)/z, il est aussi une racine de Q(z) + R(2)/z et de Q(z) —
R(z)/z. Leur coefficient principal est impair, les autres sont pairs, et le terme constant d’un des deux
n’est pas un multiple de 4. Celui-ci est le polynéme minimal de v d’apres le critere de Schonemann—
Eisenstein. Mais il ne peut pas étre un diviseur de R(z)/z, parce que le degré du dernier est plus petit.
Cette contradiction prouve le résultat cherché.

Solution de I’équipe Tigré : Soit P un polyndme antisymétrique a coefficients impairs. Supposons par
I’absurde que P admet une racine z de module 1.
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Ona:
P(x) = (-x)%7p (-1 )

= (-Xx)ke? ()1()13 P(X)
= (-1)*Pp(X).

Ainsi, comme P est non identiquement nul, il est de degré pair, qu’on notera 2n.
Notons @) := (P(X) + P(—X))/2et R:= (P(X) — P(—X))/2. Les polyndmes () et R sont respec-
tivement pair de degré 2n et impair de degré 2n — 1. De plus P = Q + R, et donc :
Q(z) + R(z) =0

Or z est de module 1, et P antisymétrique a coefficients réels, et donc :

e

Donc —z est également une racine de P, ainsi Q(z)— R(z) = 0. On en déduit que z est une racine commune
de @ + Ret @ — R, puis que z est a la fois une racine de () et de R.

Or Q et X 'R sont deux polyndmes pairs (au sens ol leurs coefficients d’indices impairs sont nuls),
dont les coefficients d’indices pairs sont impairs, car ceux-ci font partie de la suite des coefficients de P.
Autrement dit, il existe deux polyndmes Q (de degré n) et R (de degré n—1) a coefficients impairs vérifiant :

Q(X) = Q(X?) et X 'R(X) = R(X?).
En évaluant ces égalités en z, on voit que 22 est une racine commune 2 QetR.

Par ailleurs, I’'imparité des coefficients s’écrit :

n—1

Q= ZXk Jet R= Zxk

Donc on peut écrire (les résultants étant considérés dans Z[X]) d’une part :

Res(R, Q) = Res (X:X’€ ZX)

k=0 k=0

(il suffit de passer modulo 2 matriciellement, coefficient par coefficient)
Et d’autre part :

e —1
21k:7r

-1

Il
o
&



Ainsi, le résultant Res(f%, Q) est impair, en particulier il est non-nul. Donc Q et Rn’ont pas de racine
commune. Ce qui nous donne la contradiction voulue.
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Probleme 9

Soit A un ensemble fini. Un mot fini sur A est une suite finie v = (uy,)1<ng d’éléments de A; on le
note plus communément par concaténation v = u ... u;. Lentier [ est la longueur de « ; on la note |u|. Un
mot infini sur A est une suite a = (a,)n>1 avec a, € A. Un mot fini u est un facteur d’un mot (fini ou
infini) v §’il existe un entier j tel que u = vj ... V4 y|—1-

Un mot infini a est a lacunes bornées si pour tout facteur u de a, il existe un entier [ tel que pour tout
facteur v de longueur [ de a, w est un facteur de v.

Un mot infini a est un 7-mot s’il satisfait a la propriété suivante

Vn € N,3p € N\ {0}, Vk € N, apyrp = ap.

Soient a, b deux mots infinis sur des alphabets A et B respectivement. Le produit de a et b est le mot

infini c sur ’alphabet A x B tel que ¢, = <Z”>.

1. Montrer que tout 7-mot est a lacunes bornées.

2. Soit d le mot infini défini par

i = 1 si s2(n)#sa(n+1) mod 2
" ]0 sinon

ol s2(n) est la somme des chiffres de la représentation de n en base 2. Montrer que d est un 7-mot.

3. Montrer que si a € AN est un T-mot et si b € BY est a lacunes bornées, alors a x b est a lacunes
bornées.

Solution des auteurs : 1. Soit a = (a,)nen € AN un T-mot et soit u = uq - - - ug un facteur de a. Il existe
n € Ntel que a,ap4+1 - Gpap—1 = U.
Le mot a étant un 7-mot, pour tout ¢ € {n,n+1,...,n+ £ — 1}, il existe p; € N\ {0} tel que

Qitkp;, = G pour tout £ € N.
On considere p = ppem({pn, Prnt1,---,Pnte—1}). Pour tout & € N, on a donc
Op4kpQn+kp+1 *°° Ontkp+e—1 = U.

Par conséquent, pour L. = max{p,n} + ¢, tout facteur de longueur L de a contient une occurrence du
mot u.

2. Pour n € N, notons rep,(n) le mot agag_1 - - - ag sur ’alphabet {0, 1} tel que a; # 0 et

0
_ i
n= E a;2°.
i=0

Notons également £ ’unique mot de longueur 0; on a rep,(0) = €.

Soit n € N. Notons k le plus grand entier tel que 1% est suffixe de rep,(n). On a donc repy(n) = 1% ou
rep,(n) = u01* pour un mot u sur {0, 1}. On a alors, respectivement, repy(n+1) = 10* et repy(n+1) =
ul0F. Par conséquent, on obtient

k

dn =

1, sik est pair;
0, sinon.

Prenons alors p = 2F+1, de sorte que repy(p) = 10K+ et, pour tout entier m > 0, 0¥+1 est suffixe de
rep, (mp). Pour tout m € N, il existe alors un mot v sur {0, 1} tel que rep,(n +mp) = v10¥. On en déduit
dptmp = dy, pour tout m € N.
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3. Soit u = (v, w) un facteur de longueur ¢ de a x b. Soit N € N la premiére position de v dans a x b,
i.e., IV est le plus petit entier tel que

ANAN41* " AN4e—1 =V €t bybyi1---byie—1 =w.

Le mot b étant un 7-mot, les mémes arguments que pour le point 1 montrent qu’il existe une constante
p > 0 telle que pour tout n € N,

bN+npr+7zp+1 e bN+np+Z—1 = w.

On va montrer I’existence d’une constante K telle que pour tout n € N, si v apparait dans a a la position
N + np, alors il existe 0 < n’ < K tel que v apparait encore a une position N + np + n’p. Dans ce cas, le
facteur u apparait dans tout facteur de a x b de longueur |u| + max{N, Kp}.

On définit le mot infini d = (d, )nen sur {0, 1} par

1
dp,=1<¢"
" 0, sinon.

Siap - Apie—1 = 0;

Onady =1 et, le mot a étant a lacunes bornées, le mot d I’est également.

Considérons un entier n € N tel que dy4np = 1. Le mot d étant a lacunes bornées, il existe une
constante K (p) telle que tout facteur de d de longueur p apparait dans tout facteur de d de longueur K (p).
Par conséquent, le facteur d|n 1 np N4 np+p—1) @pparait au moins deux fois dans le facteur d|n 1 np N4 np+ K (p)]-
En itérant cet argument, on construit une suite de mots ug, u1, . . ., up tels que

— Ug = d[N+np,N+np+p71] 5

— pour tout ¢ > 1, u; est le plus petit préfixe de (dn+np+m)men qui contient deux occurrences de

Uj—1.
On définit également une suite de constantes Ko, K1, ..., K, telles que
— Ko=p—1;

— pour tout ¢ > 1, K; est le plus petit entier tel que tout facteur de longueur 1 + K,;_; de d apparait
dans tout facteur de longueur K; de d.

Observons que la suite de constantes K, K71, . .., K, ne dépend pas de la suite de mots ug, 1, . . . , Uy, Mais
uniquement de p. Autrement dit, la constante K, ne dépend pas de la position N + np initialement choisie.
De plus, pour tout ¢ € {0,1,2...,p}, le facteur u; est de longueur au plus 1 + K. En effet, le préfixe de
longueur 1 + K; de (dn4np+m )men contient au moins deux occurrences de u;_; : une occurrence comme
préfixe et une occurrence dans le facteur d|nynpt1, N4np+K;i]-

Pour tous p > j > 7 > 0, notons m(i, j) le plus grand entier tel que

d[N+np+m(i,j),N+np+m('i,j)+\ui|—1] =u; et m(Za]) + |uz‘ < |’U,]|

Autrement dit, m(7, j) est la derniére position de u; comme facteur du préfixe u; de (dnnptm)men- Le
mot u; étant suffixe de u; pour tous ¢ < 7, on a, pour tous k£ < @ < 7,

m(k,j) = m(k,i) +m(i, 7).
Par le principe des tiroirs, il existe 0 < I < J < ptels que
m(0,1) = m(0,J) mod p.
Par conséquent, on a, pour tout k£ < I,
m(k,I) =m(0,I) —m(0,k) et m(k,J)=m(0,J)—m(0,k),

et donc
m(k,I) =m(k,J) mod p.

En particulier, pour k = I, on a
0=m(I,I)=m(I,J) mod p.
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Comme J > 0, on am(I,J) = n'p pour un entier n’ > 0. Par définition, le mot u;, apparait dans d a la
position N + np + n'p avec n'p < K.

On a donc montré que la constante K = K, /p est telle que pour tout n € N, si dy + np = 1, alors il
existe un entier 0 < n/ < K tel que dy{np+n/p = 1, ce qui conclut la preuve.

Solution de I’équipe Team Parc :

Question 1

Soit a un T-mot, et ¥ = apany1 - - - Gp4r un facteur de a. Pour chaque ¢ € [0, r], il existe un entier
strictement positif p; tel que, pour tout k; € N, on ait ay4itk,;p; = Ants. Posons p = []i_,p;. En
particulier, en choisissant k; = cﬁ, ol c est un entier positif arbitraire, on remarque que Gy yiqcp = Anti
pour tout ¢ € [0, ].

Posons [ = n + p + r. Soit v un facteur de a de longueur /, et montrons que u est un facteur de v. Tout
d’abord, commencons par ignorer les n premieres lettres de v, sur lesquelles on peut potentiellement n’avoir
aucune information. On dispose d’un facteur de v de la forme a4, * - - Gn4ky+p-+r—1 POUr UN certain entier
positif kq. Parmi les p entiers {kq, ko + 1, -+ , ko +p — 1}, notons k; celui qui est divisible par p. De cette
Maniere, G4k, * - * Antr+k, st un facteur de v. En notant c I’entier positif tel que k1 = c¢p, on remarque
que :

On4ky " Andrdk; = Ondcp " " Angr4cp = Qpn * " Qpgr = U.

En définitive, u est un facteur de v, ce qui prouve que a est a lacunes bornées.

Question 2

Montrons tout d’abord que d,, = 1 si et seulement si la représentation binaire de n se termine par un
nombre pair de 1. Soit n € N et ¢gcg_1 - Co> son écriture en base 2. On suppose qu’au moins un des
chiffres est zéro, quitte a en rajouter un au début du nombre. Notons r I’indice du dernier zéro, de telle sorte
que :

2
n=cq - Cc4101---1 .
r chiffres "1"

On remarque que n + 1 s’écrit :

2
n+l=cq--cr4110---0
Il est alors clair que les sommes des chiffres de n et n 4 1 écrits en base 2 sont distinctes modulo 2 si et
seulement si 7 est pair.

A présent, montrons que d est un 7-mot. Soit n € N, et posons p = 2(n + 1). On va prouver que
dp+kp = dy, pour k € N. Sans prendre en compte les chiffres situés avant le dernier zéro, on écrit :

—_—2
——
r chiffres "1"
On constate alors que, pour k € N :
—_—2 —_—2
n+kp=n+2kn+1)=---0l---1 2k x---10---0
+kp=n+2k(n+1) -1+ 0---0
r chiffres "1" r chiffres "0"
—_—2 —_—2
= 0l---1 4+kx---10---0
— ——
r chiffres "1" r+1 chiffres "0"
2 2
=.0l---1 “4+--0---0
— —
r chiffres "1" r+1 chiffres "0"
_2
=T 0l---1 -,
—
r chiffres "1"
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Ainsi, le nombre de 1 a la fin de I’écriture binaire est le méme pour n et pour n + kp, ce qui prouve que
dp+rp = dy, et donc que d est un T-mot.

Question 3

Soita € AN un T-mot et b € BY a lacunes bornées. Soit u = (an, b )(an+1,bnt1) -+ (@nirs bptr) un
facteur de a x b. On a prouvé a la question 1 I’existence d’un entier strictement positif p qui vérifie, pour
tout entier naturel £ :

An+kp *** Ontr+kp = An *° * Qp4r-
Notons P I’ensemble des classes w € Z/pZ pour lesquelles il existe un indice ¢ > n dont la classe est w
et qui vérifie b; - - - bj 4 = by, -+ - bpyr. En particulier, » € P. Notons m le cardinal de P. On choisit m
indices de classes distinctes n = ig < -+ - < i,,—1 tels que, pour chaque j € [0, m — 1] :

bij to bij-i-r =bp--- b7L+7'-

De cette fagon, {ig, -+ ,im_1} = P.

Puisque b est a lacunes bornées, il existe [; € N tel que tout facteur de longueur [y de b admette
biybig+1 - bi,,_,+r comme facteur. Posons | = n + [ et considérons un facteur v de longueur / de a x b.
Nous allons montrer que u est un facteur de v. En premier lieu, ignorons les n premieres lettres de v. On
obtient un facteur de v de longueur /. Il existe donc un entier positif d tel que :

bi0+d T bim71+7”+d = bio T bim71+7‘7

ol (igtds big+d) - - (@i, 4rtds bin,_,+r+d) est un facteur de v.
Remarquons que {ig + d,i1 +d, -+ ,im—1 + d} = P. En effet, 1’égalité ci-dessus indique que, pour
jefo,m—1]:

bZJer e b’L]+T~‘rd = b’LJ e bijJrT)

qui est égal, par définition, 2 b,, - - - by, 4. Ainsi, ¢; + d € P, ce qui montre que {ig + d, i1 +d,- -+ ,im—1 +d} C
P. Linclusion réciproque est alors automatique par cardinalité.

Puisque @ € P, on déduit de I’égalité précédente qu’il existe j € [0, m — 1] tel que i; + d = 7. Notons
k Dentier positif vérifiant ¢; + d = n + kp. On remarque alors que, d’une part :

Aij+d " Qjj4+r+d = Antkp * " Antr+kp = A Qptr,

et que d’autre part :
bz'j+d e bv’,j+r+d = bn e bn+r-
En définitive, on trouve :
(@i, +d,bi;+d) -+ (A prids bijprid) = U,

ol (@ 1d,bi;+a) - - - (@i, 1rids bi;+rra) estun facteur de v. Cela prouve que a x b est a lacunes bornées.
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Probleme 10

Peut-on trouver une configuration finie de points blancs et noirs dans R? telle que les propriétés sui-
vantes soient vérifiées ?

1. Pour tout point blanc, il y a exactement 10 points noirs qui se trouvent a distance 1 de ce point.

2. Le nombre de points blancs est strictement supérieur au nombre de points noirs.

Solution de I’auteur : Oui, une telle configuration existe.

Pour chaque configuration finie C' de points blancs et de points noirs dans R?, on va s’intéresser au
rapport r(C) entre le nombre de points blancs de C et le nombre de points noirs de C.

Soit C' une configuration finie de points blancs et de points noirs dans R? telle que C' vérifie la premiére
condition imposée. (Par exemple, on peut prendre pour C' une configuration C; formée par un point blanc
et 10 points noirs 2 la distance 1 de ce point blanc; ona r(C) = 1—10.) Considérons une collection générique
v1,...,v10 de vecteurs de longueur 1 de R? (la notion de généricité sera précisée ci-dessous) et construisons
une nouvelle configuration C’ de la fagon suivante :

— pour tout point blanc P € C, considérons 10 points blancs

Ptyy—v (P), s tyg—v, (P),

ou t, est la translation de vecteur v
— pour tout point noir Q € C, considérons 10 points noirs

Qv th,vl (Q)a R} tvlo*vl (Q)a

et un point blanc supplémentaire qui est le centre du cercle ayant le rayon 1 et contenant les points
Q7 tv2—1}1 (Q)7 et 7t1)10—1)1 (Q)

La nouvelle configuration C” vérifie la premiere propriété imposée (par construction, pour tout point
blanc de C’, il y a au moins 10 points noirs qui se trouvent a la distance 1 de ce point, et la généricité
des vecteurs choisis vy, ..., v1g assure que, pour tout point blanc de C’, le nombre de points noirs qui se
trouvent a la distance 1 de ce point est exactement égal a 10).

De plus, r(C") = r(C) + %0' Donc, en répétant 10 fois cette construction (en commegant, par exemple,
par la configuration C), on obtient une configuration qui vérifie les deux conditions imposées.

Ce probleme a été traité par plusieurs équipes; le jury a considéré que parmi les solutions correctes
proposées par les équipes, aucune ne se distinguait particulierement.
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