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PROGRES RECENTS
DANS LA THEORIE DE LANGLANDS GEOMETRIQUE

par Dennis GAITSGORY

1. INTRODUCTION

Dans cet exposé on fixe une courbe algébrique X (supposée lisse, connexe et com-
pléte) et un groupe réductif G au-dessus d’un corps de base k.

Quand on parlera de relations avec la théorie de Langlands classique (c’est-a-dire la
théorie de fonctions automorphes), on prendra k = F,. Quand on parlera de la théorie
de Langlands géométrique catégorique, on supposera que k est de caractéristique 0.

1.1. La perspective historique

Ce que l'on appelle aujourd’hui la théorie de Langlands géométrique a ses origines
dans les idées de quatre personnes : A. Beilinson, P. Deligne, V. Drinfeld et G. Laumon.

1.1.1. — La premiére observation a été faite par Deligne. Il a remarqué que 1’on
peut démontrer ’existence du Grossencharakter correspondant a un caractére non
ramifié du groupe de Galois d’un corps de fonctions en utilisant des méthodes algébro-
géométriques. Voici son idée :

On peut interpréter un Grossencharakter (non ramifié) du corps global correspon-
dant & X comme une fonction sur I’ensemble (ou plutot, le groupoide) des F,-points
du champ de Picard de X (noté Pic(X)). La construction de cette fonction a partir
d’un caractére galoisien o procéde en les deux étapes suivantes.

La premiére étape associe & o un faisceau ¢-adique sur Pic(X), que 'on va noter
ofs- La deuxiéme étape associe & of, une fonction sur (Pic(X))(F,) en utilisant la cor-
respondance faisceaux—fonctions de Grothendieck, c’est-a-dire en prenant les traces
de Frobenius.

La construction de o7, est de nature géométrique. On interpréte o comme un sys-
téme local (f-adique) de rang 1 sur X, que 'on note E,. A la donnée de E, et un entier
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d > 0, on associe la puissance symétrique de E,, notée E[(,d), qui est un systéme local
(¢-adique) de rang 1 sur le schéma X (%) paramétrisant les diviseurs effectifs sur X de
degré d. (Le faisceau Ec(,d) est naturel du point de vue de la théorie des nombres : la
fonction correspondant & E((,d) est la fonction construite & partir de o sur ’ensemble
des diviseurs effectifs.)

Puis on considére 'application d’Abel-Jacobi
X@ _ Pic(X)

et notre but est de démontrer qu’il existe un faisceau f-adique ¢, sur Pic(X), tel
que, si on le tire en arriére sur X (%, on obtient E‘(,d). Il est facile de voir qu’il suffit
de démontrer existence de ¢, sur les composants connexes Pic?(X) de Pic(X) pour
d grand (c’est-a-dire d > dy pour un entier dy fixé).

L’observation principale est que, pour d > 2g—2 (ou g est le genre de X)), Papplica-
tion X (9 — Pic?(X) est une fibration lisse dont les fibres sont simplement-connexes.
Ce fait garantit ’existence (et l'unicité) de la descente de EY sur Pic?(X).

1.1.2. — Aprés le cas ou o est de rang 1 expliqué ci-dessus, Drinfeld a publié son
article [7] ou il considére le cas d’une représentation galoisienne o de rang 2, a laquelle
on veut associer une fonction automorphe cuspidale non ramifiée pour le groupe GLs.

La stratégie générale de la construction de Drinfeld coincide avec celle de Deligne :
on interpréte I’espace automorphe non ramifié comme le groupoide des [F -points de
I’espace des modules Bun, := Bungy, classifiant les fibrés vectoriels de rang 2 sur X.
Drinfeld cherche & associer & o un faisceau f-adique o7, sur Bung, et ensuite obtenir
sa fonction automorphe en prenant les traces de Frobenius.

La différence principale entre le cas de Drinfeld et celui de Deligne (qui correspond
au groupe G,, = GL1) est que la construction de ¢f, & partir de E, est énormément
plus compliquée. L’acteur intermédiaire, la puissance symétrique E((,d), est maintenant
interprété comme un faisceau f-adique qui tient compte des coefficients de Whittaker
(en d’autres termes, de Fourier) de ¢/ . Donc notre but est de reconstruire un objet
automorphe & partir de ces coefficients de Fourier. Finalement, on réalise cela en uti-
lisant le méme argument géométrique : le fait que les fibres d’une certaine application
sont simplement-connexes.

1.1.3. — Aprés Darticle de Drinfeld est paru celui Laumon, [17], qui a proposé une
extension conjecturale de la construction de Drinfeld du cas de GLs au cas de GL,,
pour n quelconque. A notre connaissance, c’est dans le titre de Particle de Laumon
qu’est apparue pour la premiére fois I'expression « Langlands géométrique ».

Tandis que le but déclaré de I'article de Drinfeld était de construire une fonction
automorphe, Particle de Laumon avait comme conséquence un changement de cet
objectif : la communauté des mathématiciens commencgait & s’intéresser aux faisceaux
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