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POSITIVITÉ DU COTANGENT LOGARITHMIQUE
ET CONJECTURE DE SHAFAREVICH-VIEHWEG

[d’après Campana, Păun, Taji, ...]

par Benoît CLAUDON

INTRODUCTION

Un des premiers objets intrinsèquement attachés à une variété (1) projective lisse X
est son fibré canonique : KX := dét(Ω1

X). Il est de plus bien connu que les propriétés
de positivité/négativité de ce fibré en droites gouvernent une grande partie de la
géométrie de X. Il est alors naturel de se demander si les propriétés en question sont
la trace de propriétés vérifiées par le fibré cotangent lui-même. C’est l’objet des récents
travaux de Campana et Păun [9, 10, 11] qui ont permis d’établir le résultat suivant (2).

Théorème 0.1. — Soit X une variété projective lisse avec KX pseudo-effectif. Le
fibré cotangent a alors la propriété suivante : pour tout entier m ≥ 1 et pour tout
quotient sans torsion

Ω1
X
⊗m
� Q,

le fibré (3) en droites dét(Q) est pseudo-effectif.

Il faut bien sûr mettre ce résultat en parallèle avec les travaux de Miyaoka [31]
qui a montré que, sous les mêmes hypothèses, le fibré Ω1

X était génériquement semi-
positif : le degré de ses quotients est positif sur toute courbe intersection complète

(1) Toutes les variétés considérées dans ce texte seront définies sur C, lisses et connexes. Sauf mention
explicite, elles seront de plus projectives. Nous identifierons également fibrés en droites et (classes
d’équivalence linéaire de) diviseurs.
(2) Énoncé ainsi, le théorème 0.1 remonte à l’article [12]. Il semble cependant que la démonstration
de loc. cit. ne soit pas complète : l’utilisation des résultats de Miyaoka (« Relative deformations of
morphisms and applications to fibre spaces », Comment. Math. Univ. St. Paul. 42 (1993), p. 1–7)
n’est pas légitime dans la situation de l’article [12].
(3) Rappelons que le déterminant d’un faisceau cohérent sans torsion E est le fibré en droites (

∧r
E )∗∗,

avec r le rang de E . Voir également la définition 1.12.
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dans le système linéaire d’un diviseur très ample. Le théorème 0.1 constitue donc une
généralisation des travaux de Miyaoka.

L’élargissement du champ d’application vient aussi du fait que les articles [9, 11]
traitent d’une situation bien plus générale puisqu’ils se placent dans le cadre des paires
(X,∆) où X est lisse et ∆ un Q-diviseur dont le support est à croisements normaux
(et dont les coefficients sont compris entre 0 et 1). Une telle paire sera appelée une
orbifolde dans la suite (conformément à la terminologie de [7, 8]). Sous l’hypothèse de
pseudo-effectivité de KX + ∆, ils montrent qu’un fibré naturellement associé à la
paire possède des propriétés similaires à celles énoncées dans le théorème 0.1. Une
des difficultés vient du fait que ce fibré (qu’ils nomment fibré cotangent orbifolde)
ne vit pas sur X mais sur un revêtement ramifié de X dont la ramification est en
partie contrôlée par le diviseur ∆. Nous renvoyons au paragraphe 2.2 pour les notions
esquissées et pour un énoncé complet (à savoir, le théorème 2.9).

En plus de la construction du cotangent orbifolde et de la mise au jour de ses
propriétés essentielles, une des contributions majeures de la prépublication [11] est
d’établir un critère d’intégrabilité algébrique pour les feuilletages.

Théorème 0.2. — Soit F un feuilletage sur X (supposée projective et lisse) vérifiant
µmin
α (F ) > 0 pour une classe mobile α ∈ Mob(X). Le feuilletage est alors algébrique-

ment intégrable : ses feuilles sont ouvertes dans leurs adhérences de Zariski. De plus,
ces dernières sont des sous-variétés rationnellement connexes de X.

Les notions de classe mobile et de pentes par rapport à une telle classe sont rappe-
lées dans le paragraphe 1.3. À nouveau, ce résultat a des prédécesseurs : les travaux de
Bost [5] et Bogomolov-McQuillan [4] fournissent un critère d’intégrabilité algébrique
dans le cas d’une classe intersection complète de diviseurs amples.

Une fois le théorème 0.2 établi, la stratégie de la démonstration du théorème est
alors transparente. En supposant que la conclusion du théorème 0.1 soit mise en dé-
faut, nous obtenons une classe mobile α et un sous-faisceau de T⊗mX dont la pente par
rapport à α est strictement positive. Des résultats de comparaison (cf. théorème 1.19)
montre qu’il en est de même pour TX lui-même : il existe un sous-faisceau de TX de
pente strictement positive (par rapport à α). Considérons alors le sous-faisceau de TX
maximal pour l’inclusion parmi les sous-faisceaux de pente positive et notons-le F .
Par construction, ce faisceau vérifie µmin

α (F ) > 0 et un raisonnement standard utili-
sant des inégalités sur les pentes montre que F est un feuilletage. Le théorème 0.2
montre que X doit être recouverte par des courbes rationnelles mais ceci n’est pas
possible puisque nous avons supposé le fibré canonique de X pseudo-effectif (d’après
le résultat principal de [6], ceci revient à dire que X n’est pas uniréglée). L’adaptation
de cette stratégie au cas orbifolde nécessitera des aménagements qui feront l’objet de
la deuxième partie.
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