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LE FLOT BINORMAL, L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER
ET LES TOURBILLONS FILAMENTAIRES

[d’après Valeria Banica et Luis Vega]

par Evelyne MIOT

INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de présenter les travaux de V. Banica et L. Vega [2,
3, 4, 6, 5, 7] à propos de l’équation du flot par courbure binormale. Cette équation,
issue de la mécanique des fluides, décrit l’évolution des tourbillons filamentaires —
écoulements de fluides pour lesquels le tourbillon se concentre le long d’une courbe
de l’espace. Il existe une famille remarquable de solutions auto-similaires de ce flot,
qui développent une singularité ponctuelle à temps égal à zéro. Ce sont les questions
d’existence et de stabilité de cette dynamique singulière qui constituent le cœur des
résultats expliqués ici. L’approche repose sur le lien subtil qui unit le flot binormal et
l’équation de Schrödinger.

1. LE FLOT PAR COURBURE BINORMALE

1.1. Une brève présentation

L’objet d’étude de cet exposé est l’équation du flot par courbure binormale (1)

(B) ∂tχ = ∂xχ ∧ ∂xxχ.

Ici, χ : R+ ×R→ R3, (t, x) 7→ χ(t, x) désigne une courbe paramétrée par la longueur
d’arc x ∈ R au temps t ∈ R+. L’équation (B) est un modèle asymptotique régissant
l’évolution des tourbillons filamentaires — écoulements de fluides où le tourbillon se
concentre pour tout temps t ∈ R+ le long d’une courbe de l’espace. Il a été obtenu de
façon formelle, à partir des équations de la mécanique des fluides, par Da Rios [13],

(1) Dans toute cette note, ∂y désigne la dérivée partielle ∂/∂y par rapport à y et ∂yy la dérivée
partielle d’ordre deux ∂2/∂y2.
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puis redécouvert par Arms et Hama [1]. On mentionne également l’article récent de
Jerrard et Seis [21] pour une dérivation rigoureuse sous des hypothèses plus faibles
de concentration du tourbillon. Bien que certaines des caractéristiques physiques des
filaments ne soient pas retrouvées au travers de ce modèle, l’équation (B) présente
des propriétés mathématiques riches et permet de prédire certaines dynamiques sin-
gulières, notamment celles des solutions auto-similaires.

En notant c(t, ·) la courbure, τ(t, ·) la torsion, et (T (t, ·), n(t, ·), b(t, ·)) le repère de
Serret-Frenet associés à la courbe χ(t, ·) (2), de sorte que T (t, ·) = ∂xχ(t, ·) : R → S2,
on remarque que ∂xχ ∧ ∂xxχ = T ∧ ∂xT = cT ∧ n. Ainsi, le flot binormal admet une
forme plus condensée qui explique sa dénomination :

∂tχ = cb.

Par ailleurs, en dérivant chacun des termes de (B) par rapport à x, on obtient une
équation pour le vecteur tangent uniquement, appelée équation pour les applications
de Schrödinger (3)

(1) ∂tT = T ∧ ∂xxT.

1.2. Quelques résultats d’existence de solutions

Le flot binormal admet plusieurs solutions explicites et simples :

– les droites de R3 (qui forment des solutions stationnaires) ;
– les courbes qui forment des cercles se propageant en translation uniforme dans

la direction perpendiculaire à celle du cercle, à vitesse égale à l’inverse du rayon du
cercle ;

– les courbes qui forment des hélices.

Il s’agit de solutions régulières ; au-delà de ces exemples, il existe aussi une théo-
rie pour des solutions non nécessairement deux fois dérivables. Par exemple, il est
possible de reformuler (B) au sens des distributions pour des courbes appartenant
à L∞(H3/2). De plus, d’après le paragraphe précédent, les problèmes de Cauchy pour
les équations (B) et pour (1) peuvent se traiter de façon parallèle. Par combinaison
des articles de Ding et Wang [14] et Chang, Shatah et Uhlenbeck [12] ou d’après
Nahmod, Shatah, Vega et Zeng [32], il s’ensuit que (B) est globalement bien posée
dans L∞(H3). Plus récemment, Jerrard et Smets [22] (voir aussi [35]) ont par ailleurs
établi des résultats de stabilité pour (B) et (1) dans des espaces de régularité plus
faible.

L’évolution de courbes trop singulières pour entrer dans le cadre précédent a été
considérée par différents auteurs. Jerrard et Smets [23] ont introduit une formulation

(2) Voir (4) ci-après pour un rappel de la définition précise.
(3) Schrödinger map equation, dans la terminologie anglo-saxonne.
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