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CONJECTURE DE HILBERT-SMITH EN DIMENSION 3
[d’apres J. Pardon]

par Sylvain MAILLOT

INTRODUCTION

Pour toute variété topologique M, on note Homeo(M) le groupe des homéomor-
phismes de M, que on munit de la topologie compacte-ouverte (engendrée par les
ensembles de la forme V(K,U) = {f € Homeo(M) | f(K) C U} pour K C M
compact et U C M ouvert). A toute action d’un groupe topologique G sur M on peut
associer un morphisme continu de G dans Homeo(M). On rappelle que l'action est
dite fidéle si ce morphisme est injectif. L’énoncé de la conjecture de Hilbert-Smith est
le suivant :

CONJECTURE 0.1. — Soient M une variété topologique connexe de dimension n et G
un groupe topologique localement compact qui agit fidélement sur M. Alors G est
isomorphe & un groupe de Lie.

L’hypothése de locale compacité sur G ne peut étre supprimée. Par exemple, le
groupe Homeo(S') n’est pas un groupe de Lie (il n’est pas localement compact.) De
méme, 1’énoncé devient faux si I’on omet ’hypothése de connexité sur M : le groupe
compact T™ = (R/Z)N agit fidélement sur la variété R/Z x N selon la formule

(gn)neN : (07p) = (9 + gp’p)'

Le sujet principal de cet exposé est le théoréme suivant :
THEOREME 0.2 (J. Pardon [15]). — La conjecture 0.1 est vraie pour n = 3.

On renvoie a l'introduction de l’article de Pardon [15] pour une liste de résultats
connus antérieurement. Il s’agit principalement de résultats partiels valables en toute
dimension sous des hypothéses supplémentaires de régularité sur ’action. Par ailleurs
la conjecture était connue en dimensions < 2; le résultat de Pardon redémontre ceci
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puisque si 'on démontre la conjecture en dimension n, on la démontre aussi en toute
dimension inférieure a n (faire le produit de M avec un espace euclidien).

La conjecture de Hilbert-Smith est issue du « 5-iéme probléme de Hilbert », dont
Iinterprétation moderne consiste & explorer les liens entre la notion de groupe to-
pologique et celle de groupe de Lie. Ces questions ont beaucoup été étudiées dans
la premiére moitié du XX¢ siécle; une série de développements que nous ne détaille-
rons pas ici trouvent leur aboutissement au début des années 1950 dans les travaux de
Gleason [4, 5], Montgomery-Zippin [12] et Yamabe [26, 25]. Nous renvoyons au livre de
T. Tao [22] pour un exposé moderne de cette théorie. Citons simplement un résultat
majeur de cette période :

THEOREME 0.3 (Montgomery-Zippin). — Soit n un entier naturel. Tout groupe to-
pologique localement homéomorphe a R™ est isomorphe & un groupe de Lie.

Ce texte est structuré comme suit : dans la section 1, nous donnons quelques
éléments de topologie des variétés de dimension 3; certains résultats sont utilisés
dans la preuve du théoréme 0.2 ; d’autres permettent de mieux apprécier le contexte
dans lequel cette preuve se déroule. Dans la section 2, nous reformulons la conjecture
de Hilbert-Smith en termes du groupe topologique Z, des entiers p-adiques. Dans la
section 3 nous expliquons comment la preuve du théoréme 0.2 se décompose en trois
étapes. Par souci de simplification, ’exposition est informelle et les constructions
quelque peu simplifiées. Enfin, la section 4 est consacrée a la notion de quasi-cylindre,
laquelle est au coeur de la deuxiéme étape de la preuve.

Par convention, dans ce texte, 'homologie et la cohomologie sont toujours & coef-
ficients dans Z.

REMERCIEMENTS — En préparant cet exposé j’ai bénéficié de remarques utiles de
Christophe Bavard et Samuel Tapie. Je remercie également John Pardon pour sa
relecture attentive de ce texte et ses commentaires.

1. VARIETES DE DIMENSION 3

1.1. TOP, PL et DIFF

En topologie des variétés, on distingue classiquement trois catégories : la catégo-
rie TOP des variétés topologiques considérées & homéomorphisme prés, la catégorie
PL des variétés définies par des cartes affines par morceaux, considérées 4 homéo-
morphisme PL prés, et la catégorie DIFF des variétés différentielles de classe C*°,
considérées a C>°-difféomorphisme prés. Toute variété DIFF admet une structure PL
compatible, unique au sens ol deux variétés DIFF qui sont difféomorphes sont aussi
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