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Les équations des champs
neuronaux et les bifurcations de

leurs solutions

• L’“efficacité déraisonnable des mathématiques” en physique
E. Wigner, 1960) n’a pas encore son équivalent en
neurosciences et en biologie en général.

• Inversement, rares sont les problèmes mathématiques
nouveaux posés par ces disciplines qui sont étudiés par des
mathématiciens.

Olivier Faugeras
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• Un petit cylindre traversant le cortex, diamètre
0.1-1 mm,  contenant environ
neurones fortement connecté qui s'activent
ensemble.

http
://p

sych.u
nn

. a
c.uk/u

sers/nick/

Modélisation mésososcopique : les
colonnes corticales 
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Exemple de modèle de
colonne (masses neurales)

Six populations neurales :

Adapté de Hauesler-Mass 2007 
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Masse neurale (suite)
● Les équations :

● L décrit la dynamique du potentiel de membrane

● J est la connectivité
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J décrit l'intensité des
connections

Adapté de Hauesler-Mass 2007
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La nonlinéarité S

• Prend ses valeurs dans (0,1)
• La pente en               est proportionnelle à  
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Un continuum spatial de
colonnes corticales 

   dynamique 
   synaptique

  Noyau de 
connectivité activité Entrée des fibres 

de matière blanche 
(Thalamus,...)

Freeman, Wilson & Cowan
Fredholm, Hammerstein
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Forme fonctionnelle

•       est  un opérateur linéaire  de        dans lui-
même :

●  On définit                  puis

●         est dans      pour tout t positif
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Forme fonctionnelle
• On définit l'opérateur non linéaire :

● Sous les hypothèses 

● Alors 

Pourquoi : R est continu et Lipschitz continu par rapport à son second argument et
on peut appliquer Cauchy-Lipschitz. 
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Propriétés des solutions

– Alors la solution des équations de champ neuronal
est bornée pour toute condition initiale dans 

• Si le courant extérieur est borné



11

Les solutions stationnaires
• États persistants (la connectivité et le courant extérieur

ne dépendent pas du temps)

– Si la connectivité est symétrique, la dynamique est
décrite par des orbites hétéroclines entre ces
solutions.

– Ce sont de bons candidats pour des modèles de
mémorisation. 
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Existence de solutions
stationnaires

• Sous les hypothèses

• Il existe au moins une solution stationnaire.

Pourquoi : Le membre de droite définit un opérateur compact et on applique le théorème
du point fixe de Schaeffer 
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Quelques propriétés

• On s'intéresse à l'ensemble      des solutions
stationnaires quand     varie.

• Quelques propriétés :
– Ensemble borné
– Si le nombre de solutions est fini, alors il est impair.
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Illustration graphique
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Un état stationnaire en
dimension 3
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Bifurcation des solutions des
équations de CN

• Supposons
•  le signal d'entrée nul, et

petit.
• L'équation des CN admet une

solution unique (nulle),
stationnaire en temps, équilibre
stable.

• Lorsqu'on augmente la pente la
solution va bifurquer. 
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Illustration graphique
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Illusions
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Illusions
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Prise en compte de
l'orientation des contours

• En chaque point du cortex existe une
représentation de l'orientation du contour au
point correspondant de la rétine.

• On représente le cortex comme                en fait
                  

• Le potentiel de membrane est fonction de la
position et de l'orientation.
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Sensibilité à l'orientation

• Organisation en colonnes
• de la sensibilité à

l'orientation :
• Principles of Neural Science, E.

Kandel, J. Schwartz, T. Jessel,
4th Edition, 2000
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Structure de la connectivité
• La structure des connections latérales de V1 est

reflétée dans celle de J :

• Les connections locales 

est une gaussienne ccntrée
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Le “chapeau mexicain”
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Connectivité longue distance
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Connectivité longue distance
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Action du groupe Euclidien
• Action de                            sur
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Action d'une rotation
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Invariance de la connectivité

• On vérifie que
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Invariance des équations de
CN

L'opérateur F est équivariant par rapport à l'action du groupe E(2)  
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Bifurcation des solutions des
équations de CN

• Quand on fait croître le paramètre de bifurcation
µ la solution stationnaire               devient
instable

• De nouvelles solutions émergent 
• Au voisinage du point de bifurcation ce sont des

combinaisons linéaires des fonctions propres du
linéarisé en 0 de l'opérateur CN            
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Quelles fonctions propres ?
• Les calculs montrent que les fonctions propres

s'écrivent

• Les valeurs propres et les fonctions u ne
dépendent que de q

• Pour chaque k le sous-espace propre
correspondant est somme directe de deux sous-
espaces pour lesquels u est pair ou impair
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Quelles fonctions propres ?
• Dans le cas où              :
• La plus grande valeur propre est négative pour µ

petit
• Quand on ajoute la connectivité latérale on

calcule de manière perturbative par rapport à
     et on obtient

• Le sous espace propre est de dimension infinie. 
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Solutions doublement
périodiques

• Permettent de passer à des espaces propres de
dimension finie :

• Soit un réseau       

• Trois types de réseaux et leurs sous-groupes
d'holoédrie :
– Rhomboédrique
– Carré
– Hexagonal

• Le groupe euclidien de symétries
devient 
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Solutions doublement
périodiques

• On détermine l'ensemble       des fonctions
propres et l'action de       sur cet ensemble

•  Si               est d.p. alors k appartient au réseau
dual de  

• On fixe la norme de k à 1 et on obtient (Bressloff et
al. 2001)
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Coordonnées

•      s'identifie à 
• L'action de      sur      se calcule aisément
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Actions de groupe
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Solutions observables
• On a le lemme (Golubitsky et al. 1988) :

Pour chaque sous-groupe axial de       il existe une
unique solution périodique qui bifurque de la
solution homogène nulle.

• Il faut donc calculer les sous-groupes axiaux de
 

• On le fait sur les représentations

• Ce qui permet de déterminer     et       
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“Planforms”

On obtient les trois formes :
● Planforms non contourées
● Planforms paires contourées
● Planforms impaires contourées



39

Représentations graphiques
des “planforms”

• Non contourées : fonctions doublement
périodiques
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Planforms non-contourées
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Planforms contourées
• Elles sont fonctions de l'orientation
• On écrit

•
• Les fonctions propres sont composées de taches

de formes carrées, triangulaires ou rhombiques
au centre desquelles la phase est constante mais
l'amplitude varie

• On les représente par un contour d'orientation
            au point        où l'amplitude est
maximale.
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Exemples de planforms
contourées
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Exemples de planforms
contourées
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Exemples de planforms
contourées
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Carte rétino-corticale
• La correspondence entre les coordonnées

polaires  rétiniennes et les coordonnées
cartésiennes  corticales :

• Loin de la fovea :
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Carte rétino-corticale (suite)

Bressloff et al. 2001
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Carte rétino-corticale (fin)
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Dans la rétine : non
contourées
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Dans la rétine : contourées
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Carte rétino-corticale
augmentée
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Solutions observables
• Il reste à déterminer la stabilité
• On utilise les formes normales sur la variété centrale
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Discussion

• L'analyse précédente
n'est en général
valable que dans un
tout petit voisinage de
la valeur critique de la
pente (Veltz et al 2015)
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Discussion 
• Des solutions dépendant du temps peuvent

émerger de bifurcations secondaires (Hopf)
• Continuation numérique
• Prise en compte des “moulins à vent”
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Les moulins à vent
• Introduction de la carte des orientations

préférées (OP)
• Idéalisation mathématique : la carte OP est

périodique de même période que la solution
stationnaire sans connectivité LD
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Remarques
• Travaux similaires et antérieurs pour les

équations de réaction-diffusion et les équations
de convection (Bosch Vivancos et al., Golubitsky et al.)

• Approche neuro-géométrique (Petitot, Citti, Sarti et
al.)
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Limites de l'approche
• Le modèle ne rend pas compte de certaines

illusions.
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Limites
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Sensibilité à la couleur

• Organisation en “blobs” de la sensibilité à la couleur
• Principles of Neural Science, E. Kandel, J.

Schwartz, T. Jessel, 4th Edition, 2000
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Dominance oculaire

• Organisation en colonnes pour la dominance
oculaire.
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Module fonctionnel complet
• Dominance oculaire B1 + orientation préférées

B2 + “blobs” couleur B3
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