: [ - '» - 2ATIMTLIL
AT | l-"l‘.ll A LILARIE
b
' ydal~Yal £ e % ') -~
"\/’ sl I e -' “d S [ (L ! AW [ ' . | \ \/

un texte,
un mathematicien

2020

Julie Delon

Olivier Benoist

B
H

Lee
na
"y
AR
‘aty
o
nl

"E!
i";

¢ Marie Théret
nl =i

E E“ll"u:},ﬂ- ]!5!!! Vincent Beffara

1
_

Société
( B n F Mathématique

de France

oo




Bienvenue aux au
Jeunes et moins j
« Un texte, un

La Bibliotheque n
est une des plus

bibliotheques, qui
dans tous les cha
y compris les scie

La Société mathé

anciennes societes savantes,
I'avancement et la propaga

atiques pures et appliquées

année, la BnF et la SMF
rganiser ces conférences o
eurs nous montreront le che
nd texte classique de

squ'a la recherche contemp

ble leur passion.

France
France




Des tas de sable aux pixels,
deux siecles et demi de transport
optimal depuis Monge

Julie Delon
Mercredi 15 janvier 2020

u début de I'année 1781, Gaspard Monge a 34 ans et il enseigne

les mathématiques a I’'Ecole du génie de Méziéres, qui servira de
modele pour la création de I'Ecole polytechnique en 1794. L'enseigne-
ment et la pratique des mathématiques de Monge mélent théorie et
applications, et s’inspirent fortement de questions d'ingénierie mili-
taire.

Le 28 mars 1781, Monge présente a I’Académie des sciences son
Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais. |l y étudie la ques-
tion suivante : étant donné un tas de terre et un trou, de méme volume
mais pas forcément de forme identique, comment déplacer le premier
dans le second a moindre co(t ? Il définit pour cela une fonction qui
représente le colt du transport d'une particule de terre élémentaire
d’un point vers un autre point. Le colt total du transport du déblai
vers le remblai est la somme des colts de déplacement de toutes ces
particules élémentaires. Il s’agit donc de décider comment déplacer
chacune de ces particules de terre pour que la somme des codts soit
minimale. Plusieurs questions se posent : existe-t-il une solution a ce
probléme ? Si oui, comment la trouver ?

Monge suggére dans son mémoire d'élégantes méthodes géomé-
triques pour étudier la solution et les propriétés du probleme posé,
mais ne le résout pas. Un siécle plus tard, la
question n’est toujours pas résolue lorsque
I’Académie des sciences la remet au concours.
Et il faut attendre le XX®me siécle pour que la
question de l'existence de solutions au pro-
bleme du transport optimal soit résolue.
D’importantes avancées sont proposées par
plusieurs mathématiciens dés les années 30,
puis pendant la seconde guerre mondiale,
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notamment en lien avec des questions économiques d’allocation de
ressources et d'optimisation de production. Parmi ces travaux, les pro-
gres les plus remarquables sont dis au mathématicien russe Leonid
Kantorovitch, qui reformule le probléme et invente a cette occasion la
programmation linéaire, une des contributions les plus significatives
a la théorie économique du XX®me siécle. Ses travaux étant liés a des
questions stratégiques, ils restent longtemps confidentiels, mais en
1975 sa reconnaissance internationale est confirmée par le prix Nobel
d’économie.

Le probleme du transport optimal, également nommé probléeme de
Monge-Kantorovitch, passionne toujours les mathématiciens et fait
I'objet de nombreuses recherches théoriques aussi bien qu’appli-
quées. Il trouve des applications importantes dans des domaines
inattendus. Par exemple, depuis une quinzaine d’années, il est devenu
un outil important en imagerie numérique et en science des données.
Il permet d’'une part de transformer ou de calculer des barycentres
(des données « intermédiaires ») entre données complexes : trans-
férer des palettes de couleurs entre images pour la post-production
photo ou vidéo, transformer des textures, modifier des formes en 3D,
etc. Il permet d’autre part de définir des distances entre données. Ces
distances de transport s’avérent ainsi utiles en vision par ordinateur,
en apprentissage automatique (machine learning en anglais) ou pour
I'entrainement des réseaux de neurones profonds.

Autour du texte :

GaspPARD IMIONGE

Meémoire sur la théorie des déblais et des remblais, Imprimerie Royale,
1781.

Julie Delon est professeure de mathématiques appliquées a
I"'université Paris Descartes depuis 2013. Elle était auparavant chargée
de recherche au CNRS a Télécom ParisTech,
aprés un doctorat a I'Ecole normale supérieure
de Cachan soutenu en 2004. Elle travaille sur
la modélisation aléatoire pour le traitement des
images, et sur le transport optimal numérique
et ses applications. Elle est membre de I'Insti-
tut Universitaire de France, et lauréate du prix
Blaise Pascal de I’Académie des sciences en
2018.




Portrait de Gaspard Monge
par Francois-Séraphin Delpech
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Déplacement d’un déblai dans un remblais,
suivant les dessins de Monge.
Mémoire de Monge sur la Théorie des Déblais
& des Remblais, 1781

Source gallica.bnf.fr / BnF
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David Hilbert et son 17°™ probleme :
la téete au carre

Olivier Benoist
Mercredi 26 février 2020

N ao(t 1900 a lieu a Paris le deuxieme congres international des ma-
thématiciens. A cette occasion, le célebre mathématicien allemand
David Hilbert s’adresse a ses collegues. Il leur présente

« quelques problemes déterminés pris dans diverses branches des
mathématiques et dont I’étude pourrait concourir a I’'avancement de
la Science.»

Il s’agit d'une liste de vingt-trois probléemes mathématiques variés,
que Hilbert jugeait de grande importance, et qui ont eu une influence
considérable sur les mathématiques du XXéme siécle. Aujourd’hui,
certains ont été résolus, d’autres sont encore ouverts, et quelques-
uns... n‘ont pas été formulés assez précisément par Hilbert pour qu’on
puisse le décider !

Le 17¢™ probléeme de Hilbert fait partie de ceux qui ont été résolus
incontestablement, et rapidement : une solution a été trouvée par
Emil Artin en 1927. Son théme est la positivité des fonctions : com-
ment reconnaitre qu’une fonction est positive ? Par exemple, est-elle
nécessairement une somme de carrés de fonctions, et pour quels
types de fonctions ? Peut-on expliquer ainsi toutes les inégalités ?
Hilbert lui-méme avait consacré deux travaux trés originaux a ce su-
jet, 'un en 1888 et le suivant en 1893, sans
réussir cependant a résoudre la question qui
allait devenir son 17¢™¢ probléme. Il aura fallu
pour cela toute I'ingéniosité d’Emil Artin.

Loin d'épuiser le sujet, les contributions de
Hilbert et Artin ont donné naissance a des | : 1E
domaines entiers des mathématiques : | I i H‘ i fell
I'algébre réelle et la géométrie réelle, encore 7
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trés dynamiques aujourd’hui. Leur développement a été en partie mo-
tivé par des applications concrétes en robotique. En effet, si I'on dis-
pose d'un robot constitué de bras articulés, un probléme naturel est
de décider si une position donnée est accessible a ce robot et de sa-
voir lui expliqguer comment atteindre, le cas échéant, cette position. Un
second probléme est de décider si une fonction est positive et, le cas
échéant, le cas échéant, de |"écrire effectivement comme somme de
carrés. |l se trouve que ces deux problémes sont tout a fait similaires.

Du « progrés général de la Science mathématique » appelé de ses
veeux par Hilbert, aux robots, il ny a qu’un pas... que je vous invite a
franchir !

Autour du texte :
Davip HiLeerT, Sur les problémes futurs des mathématiques. Congres
International, 1900.
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lierement a la géométrie algébrique réelle.




David Hilbert en 1912.
Source : Wikimedia
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PROBLEMES FUTURS DES MATHEMATIQUES,

Pax M. Davs HILBERT (Gizingen),

TRADOIYE PAR M. L. LACGEL (")

Qui ne soubbversit volontiers Jo voile qui nous cache Puvenir afin
de jeter un coup d'weil sur bes progris de notre Science et les secrets
de son développement ultéricar durant les sideles futars? Dans ce
champ «i ficond et i vaste de la Science mahématique, quels seront

les buts particoliers que datteindre les guides do la
pensie mathématiqoe des glaérations futures T Quelles sront, dass
ce champ, les Lles vérités et les {les méthodes dé e
pas be sidele qui commence?

Lhistol eigne la continmité du développ de la Scenee.

Nous savess que chaque époque a ses probliémes que I'époque sui-
vante résout, ou laisse do cdti comme séeiles, en les remplacast
par dantres. Si nows disirons nous fgerer le développement pré-
ssmable de la Science mathématique dans un avemir prochais,
nous devons repasser dasa notee esprit les questions peodantes et
porter notre sus les problé posés ! “
dont mees attendeas de 'avenir la résolution. Lo moment pré-
sent, au seall du vingtitme sitcle, we mmble bien cholsi pour
passer en revue ces problémes; em offot, los grasdes divisions du

(1) Lockginal de ls traduction & pars oo allowand duas b Géttinger Nook-
richten, 1900, 3. Hilbert o it ich qeebques snlifcacicns & Vocigisal ou § 43 ot
quegessddithoms ae f M et e § B2 (L)

ge/du texte de Hilbert pré-
de ses grands problemes.
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Hammersley, feux de forét, porosité
et réseaux

Marie Théret
Mercredi 18 mars 2020

EN 1954, le mathématicien anglais John Hammersley est en poste
a Oxford. En collaboration avec Bill Morton, il publie un article sur
les méthodes de Monte-Carlo - méthodes qui permettent de calculer
des valeurs approchées d’intégrales grace a des outils issus des pro-
babilités. Ces travaux sont suivis d'une discussion a laquelle participe
I'ingénieur Simon Broadbent, alors employé de la British Coal Utiliza-
tion Association, ou il est impliqué dans la conception de masques a
gaz pour protéger les mineurs travaillant dans les mines de charbon.
Simon Broadbent y propose une modélisation trés simple d'un milieu
poreux, utilisant le langage des probabilités, et s’interroge sur ce que
peuvent dire les mathématiques d’'un tel modele. Hammersley percgoit
I'intérét du modeéle suggéré par Broadbent : c’est le début d'une colla-
boration qui aboutira en 1957 a la définition mathématique précise du
modeéle de percolation et au début de son étude.

La percolation désigne le passage d’un fluide a travers un milieu plus
ou moins perméable. La méme racine latine apparait dans le mot
percolateur, qui permet d’obtenir un expresso en faisant passer de
I'eau a travers les grains de café moulu. Intuitivement, le modéle de
percolation est le suivant : pour comprendre la circulation d’un fluide
a travers un morceau de roche, on imagine que celle-ci est traversée
par un réseau de petits tuyaux microscopiques qui sont soit bouchés,
soit ouverts (c’est-a-dire qu’ils laissent passer
I'eau), aléatoirement et indépendamment les
uns des autres. Suivant la densité des petits
tuyaux ouverts, la roche est plus ou moins
poreuse, et c’'est le lien entre ces deux pro-
priétés - densité des tuyaux microscopiques
ouverts et porosité de la roche - qu’il est inté-
ressant de comprendre.
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La percolation modélise plus généralement des phénoménes de
propagation : infiltration de I'eau ou d'un gaz dans une roche poreuse,
mais aussi propagation d'un feu dans une forét, d'une maladie au
sein d'une population, ou d'une information sur un réseau social. Ce
modeéle est parfois trop élémentaire car il stipule qu’un tuyau micros
copique est soit bouché, soit ouvert, sans quantifier le degré d'ou-
verture. Pour aller plus loin, Hammersley a défini la percolation de
premier passage en 1965 en collaboration avec son étudiant en thése
Dominic Welsh. Il s’agit d'une variante de la percolation dans laquelle
on associe a chaque petit tuyau le temps (aléatoire) nécessaire au
fluide pour le traverser. On peut alors étudier I'évolution temporelle
de la zone mouillée a l'intérieur d’'une roche poreuse s’il y a une infil
tration d’eau en un point de sa surface.

Ces deux modeles — percolation et percolation de premier passage -
sont incroyablement riches, a la fois simples a définir et complexes a
étudier. Depuis plus de cinquante ans, ils attirent |'attention de nom-
breux chercheurs qui ont da faire preuve d’'imagination, d'ingéniosité,
de pugnacité et de rigueur pour progresser dans leur étude. Et pour-
tant, il reste encore beaucoup a comprendre et a expliquer !

Autour des textes :

S.R. BroapBENT, J.M. HammERsLEY, Percolation processes I. Crystals and
mazes, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 53 (1957),
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Marie Théret a obtenu son doctorat en
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I'université Paris-Sud, I'Ecole normale supé-
rieure et l'université Paris Diderot, elle rejoint
I'université Paris Nanterre en tant que profes-
seure en 2018. Ses travaux de recherche se
situent dans le domaine des probabilités et
portent principalement sur le modeéle de perco-
lation de premier passage.




Les travaux

de Hammersley
servent aussi a pré-
dire la propagation
de feux de foréts

Un réseau social ?
Qui connait qui, qui connait qui ?

Exemple de propagation,
simulation d’Olivier Garet




Bibliographie sélective

CEuVRES

Hammersley, John Michael (1920-2004) ; Handscom, David Christopher

Monte-Carlo methods. NY: Chapman and Hall, 1983. 178 p. Salle R - Mathématiques
[5619.282 HAMM m].

Les méthodes de Monte-Carlo, trad. par Frangoise Rostand. Paris : Dunod, 1967. 229 p.
Rez-de-jardin - magasin [16-R-8053 (65)].

Hammersley J.M., Mazzarino G., (1983-a)

« Markov Fields, Correlated Percolation, and the Ising Model », in Hughes B.D., Ninham
B.W. (eds.), The Mathematics and Physics of Disordered Media: Percolation, Random
Walk, Modeling and Simulation. Berlin: Springer, 1983. p. 201-245. Version électronique
disponible sur les postes Internet publics.

Hammersley, John Michael ; Welsh D.J.A
« Percolation Theory and its Ramification », Contemporary Physics, vol. 21, n°6, 1980.
pp. 593-605. Version électronique disponible sur les postes Internet publics.

Hammersley, John Michael
Mathematics and Plausible Reasoning. 2 vol. Princeton : Princeton University press,
1954. Rez-de-jardin - magasin - [8-R-59029]

SUR LA THEORIE DE LA PERCOLATION

Duminil-Copin, Hugo
« La percolation, jeu de pavages aléatoires », Images des mathématiques, CNRS,
28/02/2012.

Grimmett, Geoffrey R
Percolation. Berlin : Springer, 1999.444 p. Salle R- Mathématiques [519.23 GRIM p].

POUR ALLER PLUS LOIN

Beffara, Vincent ; Duminil-Copin, Hugo
« Lectures on planar percolation with a glimpse of Schramm-Loewner Evolution », Pro-
bability survey, 2011 (juin), p.1-8.

Chen, Wei
Explosive percolation in random networks. Heidelberg : Springer, 2014. 63 p. [ACQ-
NUM-94774] Version électronique consultable sur les postes Internet publics.



Sapoval, Bernard
Universalités et fractales : jeux d’enfant ou délits d’initié ? Paris : Flammarion, 1997.
275 p. Rez-de-jardin - magasin [8-D3 MON-942].

Stauffer, Dietrich; Aharony, Amnon
Introduction to percolation theory. 2nde ed. Washington : Taylor & Francis, 1992. 181 p.
Rez-de-jardin - magasin [2000-238158].

Théret, Marie
Transition de phase abrupte en percolation via des algorithmes randomisés, Séminaire
Bourbaki (IHP), 15 juin 2019.

Théret, Marie
La percolation : un modéle mathématique simple et complexe a la fois, LPMA universi-
té Paris Diderot (Paris VII).

Topics in percolative and disordered systems. NY : Springer, 2014. [ACQNUM-49491]
Version électronique consultable sur les postes Internet publics.

Welsh, Dominic
Complexity : knots, colourings and counting. Cambridge : CUP, 1993. 163 p.
Rez-de-jardin - magasin [2000-3118711.

Werner, Wendelin
Percolation et modeéle d’Ising. Paris : SMF, 2009. 161 p. 1992. 181 p.
Rez-de-jardin - magasin [2009-289752].



J.W. Gibbs : les mathématiques du
hasard au coeur de la physique

Vincent Beffara
Mercredi 22 avril 2020
Au XIXeme sigcle, la révolution industrielle tourne a plein, et avec
elle on s’intéresse aux propriétés physiques des machines et a
leur facon de transformer la chaleur en travail. La thermodynamique
est la branche de la physique qui décrit les phénomeénes impliqués :
échanges de chaleur entre différents fluides, dilatation des gaz en
fonction de leur température et de leur pression. Sadi Carnot écrit en
1824 le texte fondateur de la thermodynamique, « Réflexions sur la
puissance motrice du feu et sur les machines propres a développer
cette puissance », dans lequel il donne un cadre théorique a I'étude
des machines thermiques et de leur efficacité.

Au méme moment, une autre description physique du monde, la théo-
rie atomique, émerge en tant que théorie scientifique avec les tra-
vaux de John Dalton : son principe est de décomposer la matiere en
éléments « irréductibles », les atomes, et d'expliquer les propriétés
chimiques de la matiere a partir de la facon dont les atomes qui la
composent interagissent.

Il s'agit la de deux approches totalement différentes, qui vont évoluer
presque indépendamment pendant un siécle, jusqu’au développe-
ment, au tout début du 20°™ siécle, de ce qui deviendra la mécanique
statistique. Le programme de Ludwig Boltzmann et Josia Willard
Gibbs est d'expliquer les propriétés thermody-
namiques de la matiére, et en particulier celles
des gaz, a partir de leur description atomiste.
Pour cela, ils introduisent une description ma-
thématique, probabiliste, a partir de laquelle
les notions fondamentales de la thermody-
namique, comme |'énergie, la température et i R ;
la pression, peuvent étre définies de maniére o H‘ o bill|
mathématique. 2
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Un peu plus précisément, un gaz dans un récipient peut étre vu comme
la collection des trés nombreuses molécules qui le composent, et qui
sont en mouvement par agitation thermique. L'état du systéme n’est
pas donné par la position et la vitesse de chaque molécule, ce qui ne
serait ni observable ni maniable, mais comme une loi de probabilité
sur ces positions et ces vitesses. On peut alors interpréter la tempéra-
ture du gaz en fonction de la vitesse moyenne d'une molécule, voire la
pression exercée sur le récipient comme |'effet moyen des molécules
qui heurtent son bord, et modéliser les échanges thermiques entre gaz
comme conséquences d’interactions entre leurs molécules.

Gibbs publie en 1902 le premier ouvrage qui traite de cette nouvelle
théorie et lui donne son nom, les « Principes élémentaires en mé-
canique statistique ». Ce changement de point de vue aura un effet
profond sur toute la physique du XX®™e siecle, et aussi sur les mathé-
matiques puisqu’elle constitue un terrain ou mathématiques et phy-
sique se fécondent mutuellement ; la mécanique statistique est encore
aujourd’hui un domaine de recherche en pleine activité.

Autour du texte :
J. W. GiBBs, « Principes élémentaires en mécanique statistique », 1902.

Vincent Beffara est directeur de recherches au CNRS, actuelle-
ment au sein de |'université Joseph Fourier,
a Grenoble. Il était auparavant chercheur a
I'Ecole normale supérieure de Lyon, aprés une
thése soutenue a l'université d’'Orsay. Il s’inté-
resse a la théorie des probabilités, et notam-
ment aux phénomeénes critiques en lien avec
la physique statistique. En 2012, il a recu avec
Hugo Duminil-Copin le prix Rollo Davidson.
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L'école mathématique francaise brille de tous
ses feux.

Dans ce cycle de conférences, certains des
meilleurs mathématiciens présentent un as-
pect de leurs travaux.

Le conférencier choisit un texte mathématique
classique qui I'a particulierement influencé.
A partir de ce texte, de son auteur et de son
histoire, il montre comment des problé-
matiques anciennes débouchent sur des
recherches actuelles.

Quatre mercredis dans I'année a 18h30.
Ce cycle est organisé par un comité animé par
Serge Cantat (université Rennes 1).




