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DE NOUVELLES UTILISATIONS
DU PRINCIPE DU MAXIMUM EN GEOMETRIE
[d’aprés B. Andrews, S. Brendle, J. Clutterbuck]

par Gilles CARRON

INTRODUCTION

Le principe du maximum est un outil simple mais puissant pour étudier des pro-
blémes géométriques qui se formulent & I’aide d’une équation aux dérivées partielles
elliptique ou parabolique. Cet outil avait par exemple été utilisé par S.-T. Yau et
T. Aubin dans la résolution du probléme de Calabi pour obtenir des estimées a priori
des solutions d’une équation de Monge-Ampére. Récemment, les techniques de dou-
blement de variables conjuguée avec une application d’un principe du maximum ont
permis de démontrer des résultats majeurs en théorie spectrale, dans I’étude des
hypersurfaces de ’espace euclidien ou concernant la classification des tores & cour-
bure moyenne constante de la sphére S3. B. Andrews et S. Brendle ont rédigé de
trés bons survols sur 'application de ces techniques en géométrie et sur leurs tra-
vaux [3, 5, 25, 27|, aussi il sera préférable de se référer a ces textes pour avoir un
apercu plus complet et se rendre compte de la fécondité de ces idées.

Nous voulons ici illustrer efficacité et 1’élégance de ces méthodes et nous avons
choisi pour cela de présenter de facon relativement compléte la résolution de deux
problémes célébres : le premier, résolu par B. Andrews et J. Clutterbuck [8], fournit
une minoration optimale de ’écart entre les deux premiéres valeurs propres du lapla-
cien d’'un domaine convexe (pour les conditions de Dirichlet), le second, résolu par
S. Brendle [24], est la conjecture de H. B. Lawson suivant laquelle les tores plongés
minimalement dans la sphére S? sont les tores de Clifford.

Nous omettrons cependant deux ou trois calculs assez longs qui sont trés bien
menés et expliqués dans les articles originaux et parfois ’argumentation proposée
ici emprunte des idées apparues postérieurement. Par exemple, nous finaliserons la
preuve du résultat de B. Andrews et J. Clutterbuck a ’aide d’une idée de L. Ni [54]
et pour exposer la démonstration de la conjecture de H. B. Lawson, I'utilisation du
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principe du maximum pour les équations elliptiques dégénérées de J.-M. Bony [21]
sera remplacée par le principe du maximum pour les sous-solutions de viscosité ; cette
formulation en terme de sous-solutions de viscosité s’est imposée par la suite dans les
travaux de B. Andrews, M. Langford et J. McCoy [10] et de S. Brendle [28] & propos
du mouvement par courbure moyenne des hypersurfaces de ’espace euclidien.

Les techniques présentées ici ont été largement utilisées ailleurs, elles sont par
exemple incontournables lorsqu’il s’agit de démontrer un principe du maximum pour
les sous-solutions de viscosité d’une EDP elliptique d’ordre 1 ou 2 [30]. On attribue
a S. N. Kruzkov la premiére utilisation de ces techniques qu’il utilisait pour estimer
le module de continuité de la dérivée d’une solution d’EDP parabolique non linéaire
en une dimension d’espace [47]. Cette technique a aussi été largement utilisée pour
démontrer des estimations de convexité pour des solutions de certaines EDP, on pourra
& ce propos consulter la seconde partie du mémoire de B. Kawohl qui est consacrée a
ces questions [44]. C’est d’ailleurs cette technique qui a permis & N. Korevaar [45] de
fournir une preuve particuliérement élégante du résultat suivant de H. J. Brascamp
et E. H. Lieb [22] :

THEOREME 0.1. — Soit 2 C R™ un domaine convexe et V: Q — R une fonction
conveze, alors l’état fondamental de la réalisation de Dirichlet de l’opérateur
—A+V=-— 2 +V
ox:
i=1 ?

est log-concave.

Afin d’illustrer les potentialités de cette méthode, nous esquissons ici la preuve
fournie par N. Korevaar :

Démonstration. — Par approximation et continuité de I’état fondamental par rap-
port aux déformations du potentiel et du domaine, nous supposerons que 0f2 et V
sont lisses et strictement convexes. On considére alors 1’état fondamental de la réali-
sation de Dirichlet de 'opérateur —A+V = -3, 88—; + V, c’est-a-dire la fonction
lisse f1: Q — R strictement positive dans €2, nulle sdr 0, L?-unitaire et vérifiant
I’équation :

“Afi+Vfi=Mf.

On pose alors u := In f; et on veut démontrer que la fonction

Z(z,y) = u(z) + u(y) — 2u (:c ;— y)

est négative sur Q2 x Q. On peut démontrer que nos hypothéses impliquent que

limsup Z(z,y)=0.
(z,y)—0(2%xQ)
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