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ZERO-CYCLES ET POINTS RATIONNELS SUR LES FIBRATIONS
EN VARIETES RATIONNELLEMENT CONNEXES
[d’aprés Harpaz et Wittenberg]

par David HARARI

INTRODUCTION

Soit k un corps de nombres, c’est-a-dire une extension finie du corps Q. Soit X une
variété algébrique sur k, définie par exemple dans I'espace affine A7 par un systéme
d’équations polynomiales & coefficients dans k :

(1) Pi(z1,...,2zp) =0, 1<i<r

ou encore dans ’espace projectif P} par un systéme d’équations polynomiales homo-
genes

(2) Pl(x077$n)207 1<i<r.

C’est un probléme trés ancien de déterminer si ’ensemble X (k) des points rationnels
de X est non vide, autrement dit de savoir si le systéme (1) posséde une solution (resp.
le systéme (2) posséde une solution non triviale) a coefficients dans k. La question est
a priori trés difficile, et il n’est pas impossible qu’elle soit indécidable en général (c’est
le cas de la question analogue pour les points entiers, d’aprés les travaux de Davis,
Putnam, Robinson et Matiasevic dans les années soixante, cf. [1]).

11 est néanmoins possible de dégager des conditions nécessaires pour avoir X (k) # &.
Considérons les diverses complétions k, de k, ou v décrit I’ensemble 2 des places
(:= classes d’équivalence de valeurs absolues non triviales) du corps k. Par exemple
si k = Q, ces complétés sont les corps p-adiques Q, pour p premier et le complété
archimédien R. Une condition nécessaire évidente pour avoir X (k) # @ est d’avoir
X (k,) # @ pour toute place v. Or ces conditions sur les différents k, (dites locales)
sont nettement plus faciles a vérifier via le lemme de Hensel (analogue p-adique de
la méthode de Newton, cf. [36], chapitre II, théoréme 1), en particulier quand la
variété X est supposée lisse (pour une variété X définie par un systéme d’équations
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polynomiales comme ci-dessus, la condition de lissité correspond au fait que la matrice
jacobienne associée aux polynomes P; est partout de rang maximal), hypothése que
nous ferons toujours dans la suite. Lorsque ces conditions locales sont suffisantes pour
que X (k) # @, on dit que le principe de Hasse est vérifié. C’est par exemple le cas si la
variété X est une quadrique projective, i.e., si elle est définie par une seule équation
polynomiale homogéne de degré 2 : c’est le célébre théoréme de Hasse-Minkowski
(1924), cf. [36], chapitre IV, théoréme 8. D’autres exemples dus & Hasse sont certaines
équations normiques : soit k' une extension finie de k, notons Ny, : k™ — k*
Iapplication norme. Considérons la variété affine X définie par

(3) Ny (w1 + -+ + 2,w,) = a

ol a € k* est une constante, les z1,...,z, sont les variables, et (wq,...,w,) est une
base fixée de k' sur k. Alors le principe de Hasse vaut quand k' est une extension
galoisienne de k de groupe de Galois cycliqgue. Notons que dans les deux situations
précédentes, si on a X (k) # &, la propriété d’approzimation faible vaut aussi, c’est-
a~dire que X (k) est dense dans le produit des X (k,) pour la topologie produit des
topologies v-adiques.

Malheureusement, le principe de Hasse (de méme que approximation faible) est
souvent en défaut. Cela avait déja été observé par Hasse pour certaines équations
normiques lorsque extension k’/k n’est plus cyclique, mais biquadratique (ex. k = Q,
kK = Q(v13,V17), a = —1). Des contre-exemples existent aussi pour les surfaces
rationnelles telles que les surfaces cubiques dans P% ([40]), ou encore les intersections
de deux quadriques projectives ([24]).

Pour expliquer ces divers contre-exemples, Manin [27] a défini en 1970 une obs-
truction cohomologique au principe de Hasse, utilisant le groupe de Brauer Br X de la
variété X ; une version similaire de cette obstruction pour ’approximation faible fut
ensuite définie par Colliot-Théléne et Sansuc. Colliot-Théléne a conjecturé que cette
obstruction, dite de Brauer-Manin, était la seule (aussi bien pour le principe de Hasse
que pour Papproximation faible) pour les variétés projectives, lisses, qui sont géomé-
triquement rationnellement connezes; cette derniére condition signifie que pour tout
corps algébriquement clos L contenant k, deux points quelconques de Xy, := X X L
peuvent &tre reliés par une courbe rationnelle tracée sur X, (pour plus de détails, on
pourra consulter [42]). Dans la suite, on abrégera « géométriquement rationnellement
connexe » en « rationnellement connexe ». Toute variété lisse unirationnelle sur une
cloture algébrique & de k (par exemple une hypersurface cubique de dimension au
moins 2, ou encore un espace homogéne d’un groupe algébrique linéaire connexe) est
rationnellement connexe.

Si on ne fait pas cette hypothése de connexité rationnelle, on connait maintenant
de nombreux exemples ot I’obstruction de Brauer-Manin ne suffit pas & expliquer le
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