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ESPACES DE BANACH POSSEDANT TRES PEU D’OPERATEURS
[d’aprés S. Argyros et R. Haydon]

par Sophie GRIVAUX & Maria ROGINSKAYA

La plus grande faiblesse de la pensée contem-
poraine me parait résider dans la surestima-
tion extravagante du connu par rapport o ce
qut reste a connaitre.

André Breton, 1937

1. INTRODUCTION

1.1. Présentation du probléme et résultat principal

Si X et Y sont deux espaces de Banach (réels ou complexes), la seule méthode géné-
rale dont on dispose pour construire des opérateurs linéaires bornés de X dans Y est
le théoréme de Hahn-Banach. Celui-ci permet de construire des formes linéaires conti-
nues sur X, et donc des opérateurs de rang 1

Ry x— (z¥x)y, z¥eX* yeY

de X dans Y. Pour tous z* € X* et y € Y, ||z*® y|| = ||z*|]-||y||. On peut également
construire des opérateurs de rang fini

T T
Zﬁ@yi iw'—>2<$f7$>yi, r; € XYy €Y, 1<i<r r>1
=1 =1

et, en passant & la limite, des opérateurs de la forme
Yoat@y iw— y (afa)y, af €X',y ey, o Y[l [l < +oo.
i>1 i>1 i>1

De tels opérateurs ont été appelés par Grothendieck opérateurs nucléaires [16, 15].
Ils sont évidemment compacts, comme limites en norme d’opérateurs de rang fini. Les
seuls opérateurs de X dans Y que ’on puisse construire en général sont donc des opé-
rateurs compacts. Il est alors naturel de se demander quels couples d’espaces (X,Y)
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ont la propriété que tout opérateur de X dans Y est nécessairement compact. Le théo-
réme classique de Pitt affirme que les couples (¢7,£7), p > r, ont cette propriété. Si on
se restreint au cas o Y = X, ou X est de dimension infinie, il existe évidemment des
opérateurs non compacts sur X, qui sont les multiples de 'opérateur identité (nous
appellerons par la suite ceux-ci opérateurs scalaires). De maniére générale, les seuls
opérateurs sur X que 1’on puisse construire sans aucune information sur la structure
de X sont donc somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur compact. D’ou la
question suivante, mentionnée par exemple par Lindenstrauss dans [19] :

QUESTION 1.1. — FEziste-t-il un espace de Banach de dimension infinie sur lequel
tout opérateur est somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur compact ?

Nous avons observé plus haut que les opérateurs compacts obtenus en toute généra-
lité a partir du théoréme de Hahn-Banach étaient en fait nucléaires. Une version plus
naturelle de la Question 1.1 est donc la suivante :

QUESTION 1.2. — FEuxiste-t-il un espace de Banach de dimension infinie sur lequel
tout opérateur est somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur nucléaire ?

La question de existence de couples (X,Y) d’espaces de Banach de dimension
infinie tels que tout opérateur (ou tout opérateur compact) de X dans Y est nucléaire
remonte & Grothendieck [16, 15|, et est trés délicate. Pour de trés larges classes
de couples (X,Y), il est possible de prouver I'existence d’opérateurs compacts de X
dans Y qui ne sont pas nucléaires, mais il existe cependant des couples (X,Y) tels que
tout opérateur compact de X dans Y est nucléaire. Cela repose sur la construction de
Pisier [23, 24] d’un espace séparable P de dimension infinie, de cotype 2 ainsi que son
dual, tel que les produits tensoriels injectifs et projectifs P®P et PQP coincident.
Tout opérateur de P dans lui-méme, ou de P dans P*, qui est limite en norme
d’opérateurs de rang fini est nucléaire et tout opérateur borné de P dans P* est
intégral. L’espace P n’ayant pas la propriété d’approximation, il n’est pas possible
de déduire directement de ceci que tout opérateur compact de P dans lui-méme, ou
de P dans P*, est nucléaire. Cependant, John a prouvé dans [17] que tout opérateur
compact de P dans P* est nucléaire.

La question de ’existence de couples (X,Y) tels que tout opérateur de X dans Y est
nucléaire est toujours ouverte, ainsi que la Question 1.2. La Question 1.1 a par contre
été résolue récemment par Spiros Argyros et Richard Haydon, dans I’article [3] pu-
blié en 2012. C’est le but de cet exposé que de présenter ce travail remarquable, en
prouvant le théoréme suivant :
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