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VARIÉTÉS LORENTZIENNES PLATES
VUES COMME LIMITES DE VARIÉTÉS ANTI-DE SITTER

[d’après Danciger, Guéritaud et Kassel]

par Jean-Marc SCHLENKER

INTRODUCTION

Les travaux de Danciger, Guéritaud et Kassel [12, 13] développent de manière
féconde les liens entre trois directions de recherche :

– les variétés lorentziennes plates complètes de dimension 3, en relation avec la
conjecture de Margulis qui les concerne,

– les variétés anti-de Sitter complètes de dimension 3,
– les applications contractantes entre surfaces hyperboliques, ou plus générale-

ment les applications contractantes équivariantes du plan hyperbolique dans
lui-même, et leurs versions infinitésimales, les champs de vecteurs contractants
sur les surfaces hyperboliques.

Nous allons présenter rapidement quelques résultats obtenus par Danciger, Guéritaud
et Kassel dans ces différents domaines, en commençant par les énoncés sur les surfaces
avant de passer à la dimension 3. Nous verrons alors comment les résultats concernant
les surfaces ont des interprétations naturelles en termes de variété de dimension 3.

Il n’est pas question ici de donner une présentation exhaustive des preuves, d’au-
tant que les références [12, 13] sont remarquablement bien écrites. On va tenter de
présenter de manière assez synthétique les principaux résultats, et de mettre en évi-
dence l’articulation entre eux, ainsi que leur contexte. On se concentrera en particulier
sur

– la notion de géométrie transitionnelle, qui offre un pont entre les géométries
hyperbolique, Minkowski et anti-de Sitter, que les auteurs utilisent pour donner
des preuves simples de résultats importants sur les variétés lorentziennes plates
à partir de résultats correspondants en géométrie anti-de Sitter, dans le § 4,
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– la relation entre feuilletages par des géodésiques de type temps et difféomor-
phismes contractants (resp. champs de vecteurs contractants), dans le § 5,

– la relation entre déformations en bandelettes (resp. déformations infinitésimales
en bandelettes) de surfaces hyperboliques et domaines fondamentaux bordés par
des plans croches, dans le § 6.

Notations. — On notera S une surface, homéomorphe à l’intérieur d’une surface
compacte à bord, munie d’une métrique hyperbolique convexe co-compacte (c’est-à-
dire dont tous les bouts sont d’aire infinie). On appellera T S l’espace de Teichmüller
de S, vu comme espace des métriques hyperboliques convexes co-compactes sur S
considérées à isotopie près.

1. LE COMPLEXE DES ARCS ET LES DÉFORMATIONS
PAR BANDELETTES

On s’intéresse ici à l’espace des métriques hyperboliques complètes sur une surface S
homéomorphe à l’intérieur d’une surface compacte orientée à bord. Plus spécifique-
ment, on peut se poser la question suivante : comment peut-on passer de manière
« géométrique » d’une métrique hyperbolique h fixée à une autre métrique hyperbo-
lique h′ ?

Si on se place du point de vue des structures complexes (ou conformes) sur S, une
réponse est donnée par la théorie « de Teichmüller » des applications quasi-conformes
optimales entre surfaces de Riemann.

Du point de vue des surfaces hyperboliques, lorsque S est fermée (compacte sans
bord) une autre réponse possible est donnée par les coordonnées de Fenchel-Nielsen
(voir par exemple [17]) qui ont l’inconvénient de dépendre du choix d’une décom-
position en pantalons. Si on veut éviter un tel choix, on peut utiliser le théorème
de tremblement de terre de Thurston (démontré dans [24]) qui affirme qu’il existe
un unique tremblement de terre qui relie h à h′ — les tremblements de terre sont
des extensions aux laminations mesurées des twists de Dehn fractionnels le long de
multicourbes pondérées. Il est d’ailleurs intéressant de constater que la preuve la plus
simple du théorème de tremblement de terre de Thurston, obtenue par Mess [29, 2],
utilisait déjà la géométrie anti-de Sitter.

Une autre alternative possible, pour les surfaces fermées, est fournie par l’applica-
tion de grafting, qui associe à une métrique hyperbolique h et à une lamination me-
surée l une autre métrique hyperbolique gr(m, l) ∈ T sur S. Lorsque l est une courbe
fermée c munie d’un poids w > 0, la structure conforme sous-jacente à gr(m, l) est
obtenue en coupant m le long de c et en y introduisant une bande plate de largeur w.
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