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SOME ASPECTS OF THE THEORY OF DYNAMICAL SYSTEMS:
A TRIBUTE TO JEAN-CHRISTOPHE YOCCOZ

Volume 11

Sylvain Crovisier, Raphaél Krikorian, Carlos Matheus, Samuel Senti, éditeurs

Abstract. — This is the second of two volumes which celebrate the memory of Jean-
Christophe Yoccoz. These volumes present research articles on various aspects of the
theory of dynamical systems and related topics that were dear to him.

Résumé (Quelques aspects de la théorie des systemes dynamiques : un hommage a Jean-
Christophe Yoccoz) — Voici le deuxiéme de deux volumes qui célébrent la mémoire de
Jean-Christophe Yoccoz. Ils regroupent des articles de recherche portant sur divers

aspects de la théorie des systémes dynamiques ainsi que sur des sujets connexes qui
lui étaient chers.
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RESUMES DES ARTICLES

Un théoréeme C1 d’Arnol'd-Liouville
MARIE-CLAUDE ARNAUD & JINXIN XUE ..ottt 1

Dans cet article, nous montrons une version du théoréme d’Arnol’d-Liouville
pour des hamiltoniens de classe C? qui ont assez de hamiltoniens de classe C!
commutant avec eux. Nous montrons que le caractére Lipschitz du feuilletage en
tores lagrangiens invariants est crucial pour déterminer la dynamique sur chaque
tore invariant et que la régularité C! du feuilletage est cruciale pour montrer la
continuité des coordonnées d’Arnol’d-Liouville. Nous explorons aussi différentes
notions d’intégrabilité au sens C° ou Lipschitz.

Ezxpansion asymptotique des applications lisses d’intervalle
JUAN RIVERA-LETELIER . .....uintintitiititi it 33

On associe a chaque application lisse et non dégénérée de I'intervalle un nombre
measurant son expansion asymptotique globale. On montre que ce nombre peut
étre calculé de plusieurs facons distinctes. En conséquence, plusieurs notions d’hy-
perbolicité faible coincident. De cette fagon on obtient une extension aux appli-
cations de 'intervalle avec une nombre arbitraire de points critiques du fameux
résultat de NOWICKI et SANDS caractérisant la condition de COLLET-ECKMANN
pour les applications unimodales. Ceci résout aussi une conjecture de LUZZATTO
en dimensiéon 1. En combinaison avec un résultat de NOWICKI et PRZYTYCKI,
ces considérations entrainent que plusieurs notions d’hyperbolicité faible sont
invariantes par conjugaison topologique. Une autre conséquence est pour le for-
malisme thermodynamique : une application lisse et non dégénérée de ’intervalle
posséde une transition de phase de haute temperature si et seulement si elle n’est
pas LyApuNoOV hyperbolique.

Sur les conditions de type Roth, la dualité et les sommes de Birkhoff centrées pour
les échange d’intervalles
STEFANO MARMI & CORINNA ULCIGRAI & JEAN-CHRISTOPHE Y OCCOZ 65

Nous introduisons deux conditions diophantiennes pour les nombres de rota-
tion des transformations d’échange d’intervalles (i.e.m.) et des surfaces de trans-
lation : la condition absolue de type Roth est un affaiblissement de la notion i.e.m

© Astérisque 416, SMF 2020
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de type Roth, tandis que la condition duale de type Roth est une condition sur
le nombre de rotation en arriére d’une surface de translation.

Nous montrons que les résultats sur I’équation cohomologique prouvés précé-
demment dans [38] pour les i.e.m. de type Roth restreint (sur la solvabilité en
supposant un nombre fini d’obstructions et la régularité des solutions) peuvent
étre étendues aux i.e.m. de type Roth absolu restreint. Sous la condition duale de
type Roth, nous associons des formes limites (limit shapes) distributionnelles a
une classe de fonctions avec des déviations sous-polynomiales des moyennes ergo-
diques (correspondantes aux classes d’homologie relatives), qui sont construites
de maniére similaire aux formes limites des sommes de Birkhoff associées dans
[36] aux fonctions qui correspondent aux exposants de Lyapunov positifs.

De ’ubiquité des disques de Siegel a bord lisse
ARTUR AVILA & XAVIER BUFF & ARNAUD CHERITAT ................. 133

Nous démontrons l'existence de disques de Siegel & bord lisse dans la plupart
des familles de fonctions holomorphes fixant I'origine. La méthode peut également
donner d’autres types de régularité pour le bord. On demande & la famille d’avoir
un point fixe indifférent en 0, d’étre paramétrisée par le nombre de rotation «, de
dépendre d’a de fagon Lipschitz-continue et d’étre non-dégénérée. Une famille est
dite dégénérée si I’ensemble de ses applications non-linéarisables n’est pas dense.
Nous donnons une caractérisation des familles dégénérées, qui prouve qu’elles
sont assez exceptionnelles.

Sur les courbes quasi-invariantes
RICARDO PEREZ-MARCO ... ..ottt 181

Les courbes quasi-invariantes sont un outil fondamental dans 1’étude de la
dynamique des hérissons. Le lemme de Denjoy-Yoccoz est le premier pas dans
la théorie de renormalisation de Yoccoz des difféomorphismes analytiques du
cercle et ’étude de sa linéarisation. On donne une nouvelle version du lemme de
Denjoy-Yoccoz en termes de métrique hyperbolique, ce qui fournit une nouvelle
construction directe des courbes quasi-invariantes sans utiliser la renormalisation
comme dans la construction originelle.

Hérissons pour les germes dissipatifs neutres des difféomorphismes holomorphes de (C%,0)
TANYA FIrsovA & MIKHAIL LyUBICH & REMUS RADU & RALUCA
AN ASE ittt e e e 193

Nous montrons l’existence de hérissons pour les germes de difféomorphismes
holomorphes de (C2%,0) ayant un point fixe semi-neutre & I’origine, en utilisant
uniquement des techniques topologiques. Cette approche donne également une
preuve alternative d’un théoréme de Pérez-Marco sur ’existence de hérissons
pour les germes de difféomorphismes holomorphes de (C,0) ayant un point fixe
neutre.
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Hérissons en dimension supérieure et leurs applications
MikKHAIL LYUBICH & REMUS RADU & RALUCA TANASE ............... 213

Dans cet article, on étudie la dynamique des germes de difféomorphismes ho-
lomorphes de (C™,0) ayant un point fixe & lorigine avec exactement une valeur
propre neutre. Nous prouvons que la fonction sur n’importe quelle variété cen-
trale locale de 0 est quasiconformément conjuguée & une fonction holomorphe et
utilisons ce théoréme pour adapter des résultats en dimension une complexe aux
dimensions supérieures.

Changements de temps des flots nilpotents d’Heisenberg
GIOVANNI FORNI & ADAM KANIGOWSKI .....vuvitiininniiennenn.. 253

Nous étudions les flots nilpotents de Heisenberg en dimension trois. Sous une
condition Diophantienne de mesure pleine sur le générateur du flot, nous mon-
trons ’existence de fonctionnelles de Bufetov, qui sont asymptotiques aux inté-
grales ergodiques pour toutes les fonctions suffisamment différentiables, qui ont
une propriété modulaire, et satisfont une identité de changement d’échelle sous la
dynamique de renormalisation. De la propriété asymptotique, nous dérivons des
résultats sur les distributions limites des moyennes ergodiques, qui généralisent
les travaux de Griffin et Marklof [17], et Cellarosi et Marklof [8]. Ensuite nous
montrons une propriété d’analyticité des fonctionnelles dans les directions trans-
verses au flot. Comme conséquence de cette propriété d’analyticité, nous dérivons
Pexistence d’un ensemble de mesure pleine de flots nilpotents dont les change-
ments de temps génériques (non-triviaux) sont mélangeant, et de plus ont une
vitesse de mélange « polynomiale étirée » pour toutes les fonctions suffisamment
différentiables (cela améliore un résultat de Avila, Forni, et Ulcigrai [2]). De plus,
nous montrons qu’il existe un ensemble de dimension de Hausdorff maximale de
flots nilpotents tels que les changements de temps génériques non-triviaux ont
une vitesse de mélange polynomiale.

Accessibilité stable de dimension centrale 2
ARTUR AVILA & MARCELO VIANA ...ttt 301
L’accessibilité est une propriété Cl-stable parmi les difféomorphismes par-
tiellement hyperboliques & dimension centrale 2. De plus, I’accessibilité (stable)
est une propriété C'-dense dans le domaine des produits gauches satisfaisant la
condition de regroupement central (‘center bunching’).

Attiré par un point fize elliptique
BAssAM FAYAD & JEAN-PIERRE MARCO & DAVID SAUZIN ............ 321

Nous donnons des exemples de difféomorphismes symplectiques de RS pour
lesquels Vorigine est un point fixe elliptique non résonant qui attire une orbite.
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A CY Arnol'd-Liouville theorem
MARIE-CLAUDE ARNAUD & JINXIN XUE ..ovviiiiiii e 1

In this paper, we prove a version of Arnol’d-Liouville theorem for C? Hamilto-
nians having enough C! commuting Hamiltonians. We show that the Lipschitz
regularity of the foliation by invariant Lagrangian tori is crucial to determine the
Dynamics on each Lagrangian torus and that the C! regularity of the foliation by
invariant Lagrangian tori is crucial to prove the continuity of Arnol’d-Liouville
coordinates. We also explore various notions of C° and Lipschitz integrability.

Asymptotic expansion of smooth interval maps
JUAN RIVERA-LETELIER ...ttt 33

We associate to each non-degenerate smooth interval map a number measuring
its global asymptotic expansion. We show that this number can be calculated in
various different ways. A consequence is that several natural notions of nonuni-
form hyperbolicity coincide. In this way we obtain an extension to interval maps
with an arbitrary number of critical points of the remarkable result of Nowicki
and Sands characterizing the Collet-Eckmann condition for unimodal maps. This
also solves a conjecture of Luzzatto in dimension 1.

Combined with a result of Nowicki and Przytycki, these considerations im-
ply that several natural nonuniform hyperbolicity conditions are invariant under
topological conjugacy. Another consequence is for the thermodynamic formal-
ism: A non-degenerate smooth map has a high-temperature phase transition if
and only if it is not Lyapunov hyperbolic.

On Roth type conditions, duality and central Birkhoff sums for i.e.m.
STEFANO MARMI & CORINNA ULCIGRAI & JEAN-CHRISTOPHE Y OCCOZ 65

We introduce two Diophantine conditions on rotation numbers of interval ex-
change maps (i.e.m.) and translation surfaces: the absolute Roth type condition
is a weakening of the notion of Roth type i.e.m., while the dual Roth type con-
dition is a condition on the backward rotation number of a translation surface.
We show that results on the cohomological equation previously proved in [38]
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for restricted Roth type i.e.m. (on the solvability under finitely many obstruc-
tions and the regularity of the solutions) can be extended to restricted absolute
Roth type i.e.m. Under the dual Roth type condition, we associate to a class
of functions with subpolynomial deviations of ergodic averages (corresponding to
relative homology classes) distributional limit shapes, which are constructed in
a similar way to the limit shapes of Birkhoff sums associated in [36] to functions
which correspond to positive Lyapunov exponents.

Smooth Siegel disks everywhere
ARTUR AvILA & XAVIER BUFF & ARNAUD CHERITAT ................. 133

We prove the existence of Siegel disks with smooth boundaries in most fam-
ilies of holomorphic maps fixing the origin. The method can also yield other
types of regularity conditions for the boundary. The family is required to have
an indifferent fixed point at 0, to be parameterized by the rotation number «, to
depend on « in a Lipschitz-continuous way, and to be non-degenerate. A degen-
erate family is one for which the set of non-linearizable maps is not dense. We
give a characterization of degenerate families, which proves that they are quite
exceptional.

On quasi-invariant curves
RICARDO PEREZ-MARCO ... ..ot 181

Quasi-invariant curves are the fundamental tool for the study of hedgehog’s
dynamics. The Denjoy-Yoccoz lemma is the preliminary step for Yoccoz’s com-
plex renormalization techniques for the study of linearization of analytic circle
diffeomorphisms. We give a new geometric interpretation of the Denjoy-Yoccoz
lemma using the hyperbolic metric that gives a new direct construction of quasi-
invariant curves without renormalization theory as in the original construction.

Hedgehogs for neutral dissipative germs of holomorphic diffeomorphisms of (C2,0)
TANYA FIrsovA & MIKHAIL LyuBicH & REMUS RADU & RALUcCA
AN A E ottt et e 193

We prove the existence of hedgehogs for germs of complex analytic diffeomor-
phisms of (C2,0) with a semi-neutral fixed point at the origin, using topological
techniques. This approach also provides an alternative proof of a theorem of
Pérez-Marco on the existence of hedgehogs for germs of univalent holomorphic
maps of (C,0) with a neutral fixed point.

Hedgehogs in higher dimensions and their applications
MIKHAIL LYUBICH & REMUS RADU & RALUCA TANASE ............... 213

In this paper we study the dynamics of germs of holomorphic diffeomorphisms
of (C",0) with a fixed point at the origin with exactly one neutral eigenvalue.

ASTERISQUE 416



ABSTRACTS xvii

We prove that the map on any local center manifold of 0 is quasiconformally con-
jugate to a holomorphic map and use this to transport results from one complex
dimension to higher dimensions.

Time-changes of Heisenberg nilflows
GIOVANNI FORNI & ADAM KANIGOWSKI . ..oontiiiiiiiiaianenenn.. 253

We consider the three dimensional Heisenberg nilflows. Under a full measure
set Diophantine condition on the generator of the flow we construct Bufetov func-
tionals which are asymptotic to ergodic integrals for sufficiently smooth functions,
have a modular property and scale exactly under the renormalization dynamics.
By the asymptotic property we derive results on limit distributions, which gen-
eralize earlier work of Griffin and Marklof [17] and Cellarosi and Marklof [§].
We then prove analyticity of the functionals in the transverse directions to the
flow. As a consequence of this analyticity property we derive that there ex-
ists a full measure set of nilflows such that generic (non-trivial) time-changes
are mixing and moreover have a “stretched polynomial” decay of correlations for
sufficiently smooth functions (this strengthens a result of Avila, Forni, and Ulci-
grai [2]). Moreover we also prove that there exists a full Hausdorff dimension set
of nilflows such that generic non-trivial time-changes have polynomial decay of
correlations.

Stable accessibility with 2-dimensional center
ARTUR AVILA & MARCELO VIANA ...ttt 299
For partially hyperbolic diffeomorphisms with 2-dimensional center, accessibil-

ity is C''-stable. Moreover, for center bunched skew-products (stable) accessibility
is C*°-dense.

Attracted by an elliptic fized point
BassaM FAvyaD & JEAN-PIERRE MARCO & DAVID SAUZIN ............ 319

We give examples of symplectic diffeomorphisms of RS for which the origin is
a non-resonant elliptic fixed point which attracts an orbit.
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