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Des tas de sable aux pixels,
deux siecles et demi de transport
optimal depuis Monge

Julie Delon
Mercredi 20 janvier 2021

u début de I'année 1781, Gaspard Monge a 34 ans et il enseigne

les mathématiques a I’'Ecole du génie de Méziéres, qui servira de
modele pour la création de I'Ecole polytechnique en 1794. L'enseigne-
ment et la pratique des mathématiques de Monge mélent théorie et
applications, et s’inspirent fortement de questions d'ingénierie mili-
taire.

Le 28 mars 1781, Monge présente a I’Académie des sciences son
Meémoire sur la théorie des déblais et des remblais. |l y étudie la ques-
tion suivante : étant donné un tas de terre et un trou, de méme volume
mais pas forcément de forme identique, comment déplacer le premier
dans le second a moindre co(t ? Il définit pour cela une fonction qui
représente le colt du transport d'une particule de terre élémentaire
d’un point vers un autre point. Le colt total du transport du déblai
vers le remblai est la somme des colts de déplacement de toutes ces
particules élémentaires. Il s’agit donc de décider comment déplacer
chacune de ces particules de terre pour que la somme des codts soit
minimale. Plusieurs questions se posent : existe-t-il une solution a ce
probléme ? Si oui, comment la trouver ?

Monge suggére dans son mémoire d'élégantes méthodes géomé-
triques pour étudier la solution et les propriétés du probleme posé,
mais ne le résout pas. Un siécle plus tard, la
question n’est toujours pas résolue lorsque
I’Académie des sciences la remet au concours.
Et il faut attendre le XX®™® siecle pour que la
question de l'existence de solutions au pro-
bleme du transport optimal soit résolue.
D’importantes avancées sont proposées par (B ‘
plusieurs mathématiciens dés les années 30, o | “1 . _'!!EI!!
puis pendant la seconde guerre mondiale, o
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notamment en lien avec des questions économiques d’allocation de
ressources et d'optimisation de production. Parmi ces travaux, les pro-
gres les plus remarquables sont dis au mathématicien russe Leonid
Kantorovitch, qui reformule le probléme et invente a cette occasion la
programmation linéaire, une des contributions les plus significatives
a la théorie économique du XX®me siécle. Ses travaux étant liés a des
questions stratégiques, ils restent longtemps confidentiels, mais en
1975 sa reconnaissance internationale est confirmée par le prix Nobel
d’économie.

Le probleme du transport optimal, également nommé probléeme de
Monge-Kantorovitch, passionne toujours les mathématiciens et fait
I'objet de nombreuses recherches théoriques aussi bien qu’appli-
quées. Il trouve des applications importantes dans des domaines
inattendus. Par exemple, depuis une quinzaine d’années, il est devenu
un outil important en imagerie numérique et en science des données.
Il permet d’'une part de transformer ou de calculer des barycentres
(des données « intermédiaires ») entre données complexes : trans-
férer des palettes de couleurs entre images pour la post-production
photo ou vidéo, transformer des textures, modifier des formes en 3D,
etc. Il permet d’autre part de définir des distances entre données. Ces
distances de transport s’avérent ainsi utiles en vision par ordinateur,
en apprentissage automatique (machine learning en anglais) ou pour
I'entrainement des réseaux de neurones profonds.

Autour du texte :

GasPaRD MONGE

Meémoire sur la théorie des déblais et des remblais, Imprimerie Royale,
1781.

Julie Delon est professeure de mathématiques appliquées a
I"'université Paris Descartes depuis 2013. Elle était auparavant chargée
de recherche au CNRS a Télécom ParisTech,
aprés un doctorat a I'Ecole normale supérieure
de Cachan soutenu en 2004. Elle travaille sur
la modélisation aléatoire pour le traitement des
images, et sur le transport optimal numérique
et ses applications. Elle est membre de I'Insti-
tut Universitaire de France, et lauréate du prix
Blaise Pascal de I’Académie des sciences en
2018.




Portrait de Gaspard Monge
par Francois-Séraphin Delpech
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Déplacement d’un déblai dans un remblais,
suivant les dessins de Monge.
Mémoire de Monge sur la Théorie des Déblais
& des Remblais, 1781
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J.W. Gibbs : les mathématiques du
hasard au coeur de la physique

Vincent Beffara
Mercredi 10 février 2021
Au XIXeme sigcle, la révolution industrielle tourne a plein, et avec
elle on s’intéresse aux propriétés physiques des machines et a
leur facon de transformer la chaleur en travail. La thermodynamique
est la branche de la physique qui décrit les phénomeénes impliqués :
échanges de chaleur entre différents fluides, dilatation des gaz en
fonction de leur température et de leur pression. Sadi Carnot écrit en
1824 le texte fondateur de la thermodynamique, « Réflexions sur la
puissance motrice du feu et sur les machines propres a développer
cette puissance », dans lequel il donne un cadre théorique a I'étude
des machines thermiques et de leur efficacité.

Au méme moment, une autre description physique du monde, la théo-
rie atomique, émerge en tant que théorie scientifique avec les tra-
vaux de John Dalton : son principe est de décomposer la matiere en
éléments « irréductibles », les atomes, et d'expliquer les propriétés
chimiques de la matiere a partir de la facon dont les atomes qui la
composent interagissent.

Il s'agit la de deux approches totalement différentes, qui vont évoluer
presque indépendamment pendant un siécle, jusqu’au développe-
ment, au tout début du 20°™ siécle, de ce qui deviendra la mécanique
statistique. Le programme de Ludwig Boltzmann et Josia Willard
Gibbs est d'expliquer les propriétés thermody-
namiques de la matiére, et en particulier celles
des gaz, a partir de leur description atomiste.
Pour cela, ils introduisent une description ma-
thématique, probabiliste, a partir de laquelle
les notions fondamentales de la thermody-
namique, comme |'énergie, la température et =T ;
la pression, peuvent étre définies de maniére Ll | “1 . _'!!EI!!
mathématique. 2
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Un peu plus précisément, un gaz dans un récipient peut étre vu comme
la collection des trés nombreuses molécules qui le composent, et qui
sont en mouvement par agitation thermique. L'état du systéme n’est
pas donné par la position et la vitesse de chaque molécule, ce qui ne
serait ni observable ni maniable, mais comme une loi de probabilité
sur ces positions et ces vitesses. On peut alors interpréter la tempéra-
ture du gaz en fonction de la vitesse moyenne d'une molécule, voire la
pression exercée sur le récipient comme |'effet moyen des molécules
qui heurtent son bord, et modéliser les échanges thermiques entre gaz
comme conséquences d’interactions entre leurs molécules.

Gibbs publie en 1902 le premier ouvrage qui traite de cette nouvelle
théorie et lui donne son nom, les « Principes élémentaires en mé-
canique statistique ». Ce changement de point de vue aura un effet
profond sur toute la physique du XX®™e siecle, et aussi sur les mathé-
matiques puisqu’elle constitue un terrain ou mathématiques et phy-
sique se fécondent mutuellement ; la mécanique statistique est encore
aujourd’hui un domaine de recherche en pleine activité.

Autour du texte :
J. W. GiBBs, « Principes élémentaires en mécanique statistique », 1902.
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René Thom et le dynamisme des
formes instables

Patrick Popescu-Pampu
Mercredi 17 mars 2021

S| I'on prend une nappe et qu’on la jette a la va-vite sur une table,
elle acquiert alors des plis, des parties de la table sont recouvertes
plusieurs fois, et d’autres ne le sont peut-étre pas du tout. Comment
décrire la forme de la nappe tombée sur la table ?

Il ne s’agit pas de la forme de la nappe prise en elle-méme, car cette
forme intrinséque ne dépend pas de sa position sur la table : par
exemple, une nappe rectangulaire reste une nappe rectangulaire,
qu’elle soit pliée ou non. Il s’agit plutét de la forme de son positionne-
ment sur la table — ce que les mathématiciens appellent une applica-
tion de la nappe vers la table.

Il'y a tout d’abord un probléme local, de détail, dans la description de
cette forme : que se passe-t-il lorsque I’on suit une ligne de pli ? Celle-ci
peut-elle s’arréter brusquement ou non ? Le mathématicien américain
Hassler Whitney a répondu a cette question dans un article célebre
de 1955, du moins pour la plupart des maniéres d’appliquer la nappe
sur la table. Plus précisément, il y décrivit les formes locales possibles
des applications stables, celles qui ne changent pas d’un point de vue
qualitatif si on les modifie Iégerement : le long d’une ligne de pli, elles
ne peuvent avoir localement que deux formes.

Inspiré par ce travail de Whitney, le mathéma-
ticien francais René Thom, qui venait d’appor-
ter de profondes contributions a I'étude des
formes des « nappes » de dimension quel-
conque - que les mathématiciens appellent
des variétés — s’est lancé alors dans I'étude
qualitative des formes des applications d'une | g 1H
variété vers une autre. Comment reconnaitre N ! H‘ b {1
et décrire les formes des applications stables ? 2
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Et celles des applications instables ? Quelles sont les formes stables
qui peuvent apparaitre lorsque I'on perturbe Iégerement une applica-
tion instable ?

Thom découvrit avec étonnement qu’a la différence des applications
stables, certaines applications instables ne se laissent pas décrire en
termes simples, a cause de la présence d'un dynamisme caché. Le
texte autour duquel s’organisera cet exposé est un article de 1962 dans
lequel Thom décrivit le premier exemple de tel dynamisme caché. Il
marque un jalon important dans le développement de ses réflexions
autour du probleme général de la naissance et de la destruction des
formes — la morphogenése — a I'aide de I'étude qualitative des applica-
tions d'une variété sur une autre. S’y trouve, en germe, la théorie des
catastrophes, qu'il développa a partir du milieu des années 1960, qui
fut tres médiatisée dans les années 1970, et qui continue a inspirer de
nombreux chercheurs en théorie des singularités.

Mon exposé pourra étre vu a la fois comme une introduction a la pen-
sée morphogénétique de Thom et a la théorie des singularités.

Autour du texte :

René THowm, La stabilité topologique des applications polynomiales.
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tion Documents Mathématiques de la SMF, 2019.
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René Thom a Nice, 1970.

| Konrad Jacobs, Erlangen
(source Wikipedia)
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Hammersley, feux de forét, porosité
et réseaux

Marie Théret
Mercredi 14 avril 2021

EN 1954, le mathématicien anglais John Hammersley est en poste
a Oxford. En collaboration avec Bill Morton, il publie un article sur
les méthodes de Monte-Carlo - méthodes qui permettent de calculer
des valeurs approchées d’intégrales grace a des outils issus des pro-
babilités. Ces travaux sont suivis d'une discussion a laquelle participe
I'ingénieur Simon Broadbent, alors employé de la British Coal Utiliza-
tion Association, ou il est impliqué dans la conception de masques a
gaz pour protéger les mineurs travaillant dans les mines de charbon.
Simon Broadbent y propose une modélisation trés simple d'un milieu
poreux, utilisant le langage des probabilités, et s’interroge sur ce que
peuvent dire les mathématiques d’'un tel modele. Hammersley percgoit
I'intérét du modeéle suggéré par Broadbent : c’est le début d'une colla-
boration qui aboutira en 1957 a la définition mathématique précise du
modeéle de percolation et au début de son étude.

La percolation désigne le passage d’un fluide a travers un milieu plus
ou moins perméable. La méme racine latine apparait dans le mot
percolateur, qui permet d’obtenir un expresso en faisant passer de
I'eau a travers les grains de café moulu. Intuitivement, le modéle de
percolation est le suivant : pour comprendre la circulation d’un fluide
a travers un morceau de roche, on imagine que celle-ci est traversée
par un réseau de petits tuyaux microscopiques qui sont soit bouchés,
soit ouverts (c’est-a-dire qu’ils laissent passer
I'eau), aléatoirement et indépendamment les
uns des autres. Suivant la densité des petits
tuyaux ouverts, la roche est plus ou moins
poreuse, et c’'est le lien entre ces deux pro-
priétés - densité des tuyaux microscopiques
ouverts et porosité de la roche - qu’il est inté-
ressant de comprendre.
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La percolation modélise plus généralement des phénoménes de
propagation : infiltration de I'eau ou d'un gaz dans une roche poreuse,
mais aussi propagation d'un feu dans une forét, d'une maladie au
sein d'une population, ou d'une information sur un réseau social. Ce
modeéle est parfois trop élémentaire car il stipule qu’un tuyau micros
copique est soit bouché, soit ouvert, sans quantifier le degré d'ou-
verture. Pour aller plus loin, Hammersley a défini la percolation de
premier passage en 1965 en collaboration avec son étudiant en thése
Dominic Welsh. Il s’agit d'une variante de la percolation dans laquelle
on associe a chaque petit tuyau le temps (aléatoire) nécessaire au
fluide pour le traverser. On peut alors étudier I'évolution temporelle
de la zone mouillée a l'intérieur d’'une roche poreuse s’il y a une infil
tration d’eau en un point de sa surface.

Ces deux modeles — percolation et percolation de premier passage -
sont incroyablement riches, a la fois simples a définir et complexes a
étudier. Depuis plus de cinquante ans, ils attirent |'attention de nom-
breux chercheurs qui ont da faire preuve d’'imagination, d'ingéniosité,
de pugnacité et de rigueur pour progresser dans leur étude. Et pour-
tant, il reste encore beaucoup a comprendre et a expliquer !

Autour des textes :

S.R. BroapBENT, J.M. HammERsLEY, Percolation processes I. Crystals and
mazes, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 53 (1957),
pp. 629-641.

J.M. HammersLey, D.J.A. WELsH, First-passage percolation, subadditive
processes, stochastic networks ans generalized renewal theory, Ber-
noulli, Bayes, Laplace Anniversary Volume (J. Neyman and L. LeCam,
eds.), Springer, Berlin (1965), pp. 61-110.

Marie Théret a obtenu son doctorat en
mathématiques en 2009. Apres étre passée par
I'université Paris-Sud, I'Ecole normale supé-
rieure et l'université Paris Diderot, elle rejoint
I'université Paris Nanterre en tant que profes-
seure en 2018. Ses travaux de recherche se
situent dans le domaine des probabilités et
portent principalement sur le modeéle de perco-
lation de premier passage.




Les travaux

de Hammersley
servent aussi a pré-
dire la propagation
de feux de foréts

Un réseau social ?
Qui connait qui, qui connait qui ?

Exemple de propagation,
simulation d’Olivier Garet
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Grand auditorium
Bibliotheque nationa
Site Francois-Mitter

L'école mathématique francaise brille de tous
ses feux.

Dans ce cycle de conférences, certains des
meilleurs mathématiciens présentent un as-
pect de leurs travaux.

Le conférencier choisit un texte mathématique
classique qui I'a particulierement influencé.
A partir de ce texte, de son auteur et de son
histoire, il montre comment des problé-
matiques anciennes débouchent sur des
recherches actuelles.

Quatre mercredis dans ['année & 18h30.
Ce cycle est organisé par un comité animé par
Serge Cantat (université Rennes 1).




