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THUE–MORSE–STURMIAN WORDS AND CRITICAL BASES
FOR TERNARY ALPHABETS

by Wolfgang Steiner

Abstract. — The set of unique β-expansions over the alphabet {0, 1} is trivial for β
below the golden ratio and uncountable above the Komornik–Loreti constant. Gener-
alisations of these thresholds for three-letter alphabets were studied by Komornik, Lai
and Pedicini (2011, 2017). We use a class of S-adic words, including the Thue–Morse
sequence (which defines the Komornik–Loreti constant) and Sturmian words (which
characterise generalised golden ratios) to determine the value of a certain generalisation
of the Komornik–Loreti constant to three-letter alphabets.

Résumé (Mots de Thue–Morse–Sturm et bases critiques pour les alphabets ternaires).
— L’ensemble des β-développements uniques avec l’alphabet {0, 1} est trivial pour β
au-dessous du nombre d’or et non dénombrable au-dessus de la constante de Komornik–
Loreti. Des généralisations de ces seuils pour les alphabets de trois lettres furent étu-
diées par Komornik, Lai et Pedicini (2011, 2017). Nous utilisons une classe de mots
S-adiques comprenant la suite de Thue–Morse (qui définit la constante de Komornik–
Loreti) et les mots sturmiens (qui caractérisent les nombres d’or généralisés) pour
déterminer la valeur d’une certaine généralisation de la constante de Komornik–Loreti
aux alphabets de trois lettres.
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